v.0.15
Valdészinliségszamitas
Kiskérdések kidolgozasa

1. Mondja ki a Boole-egyenlétlenséget!

P (i Ai> < i P(A))
1 i=1

S n
P <1_[Ai> >1- Z P(4)
i=1 i=1
2. Bizonyitsa be, hogy ha A € B, akkor P(4) < P(B)!
B=A+A-BésA-(A-B)=0, igy P(B) =P(A) + P(A- B). Mivel P(4-B) > 0, mar kovetkezik
az allitas.
3. Bizonyitsa be, hogyha A és B fiiggetlenek, akkor A és B is fliggetlenek!
P(A) = P(4B) + P(AB) = P(AB) = P(A) — P(AB) =P(4) —P(4)-P(B) =P(A)(1 - P(B)) =
= P(A) - P(B) = A, B fuggetlenek.

4, Bizonyitsa be, hogyha 4 és B fiiggetlenek, akkor 4 és B is fiiggetlenek!
P(4) = P(AB) + P(AB) = P(AB) = P(4) — P(4B) = P(4) —P(4)-P(B) =P(A)(1 - P(B)) =
= P(4) - P(B) = A, B fuggetlenek.

5. Bizonyitsa be, ha P(4) € {0, 1}, akkor A minden eseménytél fiiggetlen!
Ha P(A) = 0, akkor A = @ = lasd 6. kérdés.
Ha P(A) = 1, akkor A = O = lasd 7. kérdés.

6. Bizonyitsa be, hogy a lehetetlen esemény minden eseménytdl fliggetien!
P(PA) =P(@®) =0=0-P(4) = P(0)P(4) = @ és A fliggetlenek.

7. Bizonyitsa be, hogy a biztos esemény minden eseménytél fliggetlen!
P(QA) =P(A) =1-P(A) = P(Q)P(A) = Q és A fluggetlenek.

8. Mit neveziink eseménytérnek?
Az eseménytér () a K véletlen kisérlettel kapcsolatos 6sszes elemi esemény halmaza.

9. Mit neveziink elemi eseménynek?
Az elemi események (w) a K véletlen kisérlet lehetséges kimenetelei. A véletlen kisérlet
végrehajtasa soran az elemi események halmazabdl mindig csak egy fog realizalodni.

10. Bizonyitsa be, hogy P(4 + B) < P(A) + P(B)!
Ez az 1. Boole-egyenlétlenség.
A+ B = A+ A\B. Ez egy diszjunkt felbontas, és A\B € A = P(4A\B) < P(4).
A valoszinliség o-additivitasa miatt:
P(A+ B) = P(4) + P(4A\B) < P(4) + P(B)
11. Bizonyitsa be, hogy P(4AB) > 1 — P(4) — P(B)!
Ez a 2. Boole-egyenlétlenség. A De Morgan azonossagbol kdvetkezik, hogy
P(AB) =P(A+B)=1-P(A+B) 21— (P(4) + P(B))
Ezt atalakitva az elsé Boole-egyenl6tlenséget kapjuk, tehat az allitas igaz.
12. Bizonyitsa be, hogy P(4 + B) = P(A) + P(B) — P(AB)!
Kénnyen belathato, hogy P(B) = P(AB) + P(AB) = P(AB) = P(B) — P(AB),
illetve hogy P(4 + B) = P(A) + P(4B)
Ebbé&l mar kijén, hogy P(4 + B) = P(A) + P(AB) = P(4) + P(B) — P(4B)
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Valoszinliségszamitas kiskérdések kidolgozasa

13. Mi az esemény?
Az esemény elemi események halmaza, az eseménytér részhalmaza.

14.P(A+B+C)="?
P(A+ B +C) = P(4) + P(B) + P(C) — P(4B) — P(AC) — P(BC) + P(ABC)

15. Definialja a teljes eseményrendszer fogalmat!
Az Ay, A,, ..., A, események rendszere teljes eseményrendszert alkot, ha Vi, j-re:
1) Ai-A=0
2) Y4, =0

16. Mikor paronként fliggetlen egy eseményrendszer?
Az Ay, A,, ..., A, € F események paronként fluggetlenek, ha vi # j-re:
P(A;-A;) =P(4) - P(4))

17. Mik az axiomai az F-eseményrendszernek? (A o-algebra definicidja.)

A X véletlen kisérlettel kapcsolatos &sszes események F rendszere a o -algebra
(eseményalgebra), ami kielégiti az alabbi tulajdonsagokat:

1) QeF

2) A€EF = AE€EF

3) Ay, Ay, . ApEF =Y A EF

18. Mikor zarja ki az A esemény a B eseményt?
Az A és B esemény egymast kizaroak, ha A - B = Q.

19. Mondja ki a Bayes-tételt!
Ha A4, ..., 4;, ..., A, € F teljes eseményrendszer, P(4;) > 0 és B € F, P(B) > 0, akkor:
P(B|A;) P(4)

P(4;|B) = n_ P(B|Ay) P(Ay)

20. Definialja az események teljes fiiggetlenségének fogalmat!
Az A, A, ..., A, €F  események teljesen fuggetlenek, ha Vvke{2..,n} és
V1< iy < -+ < i, <nindexkombinaciora P(4;, - A;, ) = P(4;,)  P(4;,).
21. Adja meg a valésziniiség axiomait!
A valoszinliség egy P : F — [0, 1] halmazfliggvény, mely kielégiti az alabbi tulajdonsagokat:
1) P(Q) =1
2) Ha Ay, A,, ..., A, € F paronként egymast kizarjak, akkor P(3i~; 4;) = X1 P(4)).
22. Mikor vonja maga utan az A esemény bekdvetkezése a B eseményt?

Az A esemény maga utan vonja B eseményt, ha az A esemény részhalmaza a B eseménynek.
Jeldlés: A € B

23. Mondjon példat olyan eseményre, amelyik minden eseménytél fiiggetlen!
Az @ és (L események minden A € F eseménytdl figgetlenek.

24. Mondja ki a Poincare-formulat!
Ha A,,4,, ..., A, € F tetsz8legesek, akkor:

P(Zn: Ai> = Zn: (—1)i*t. Z P(4;, - A;, " .. 4;)

i=1 i=1 1<), <<ji<n
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Valoszinliségszamitas kiskérdések kidolgozasa

25. Mondja ki a folytonossagi tételt!
1) Ha 4,,4,,...,4,, ... olyan események, hogy: A, € - S A, S-S Y72 A; = lim A4,, akkor:
n—oo

P(XZ,4) = lim P(4,).
2) Ha4d; 22 A, 2 2]j2,4; = lim A,, akkor: P([];2,4;) = lim P(4,).
n—oo n—oo

26. Mondjon példat olyan eseményre, amelyik fliggetlen a komplemensétol!
Az @ és O események minden A € F esemeénytdl fluggetlenek, és mivel ezek egymas
komplemensei, ezért egymastdl is.

27. Definidlja az események fuggetlenségének fogalmat!

Az A, B € F tetszbleges események flggetlenek, ha P(AB) = P(A) - P(B).
28. Bizonyitsa be, hogy P(ABC) = P(A)-P(B | A) - P(C | AB)!

A jobb oldalt atalakitjuk ugy, hogy kij6jjon beléle a bal oldal:

P(AB) P(4BC)
P(4) P(4B)
P(B | A)-P(A) |

P(B | A)-P(A)+P(B | A)-P(A)’
A jobb oldalt atalakitjuk ugy, hogy kijojjon belble a bal oldal:

P(A)-P(B | A) - P(C|AB) = P(4) -

= P(ABC)

29. Bizonyitsa be, hogy P(4 | B) =

P(4B) o,
P(B | 4) - P(4) _ @ P _PUB)
P(B|A)-P(A) +P(B|A)-P(A) P(4B) P(AB) . - P(AB)+P(AB)
PGy P(4) + %) P(4)
_P(4B) _ Al B
=PB) (A|B)

30. Definialja a feltételes valésziniiség fogalmat!

Legyen A, B € F olyan események, hogy A tetsz6leges és P(B) > 0. Akkor az A eseménynek a
P(AB)
P(B)

B-re vonatkoztatott feltételes valoszinliségén a P(A | B) = szamot értjik.

31. Adja meg az eloszlasfliggvény definiciojat!
Az Fx(x) = Qx((—o,x)) = P(A = {w: X(w) < x}), x € R flUggvényt az X valdszinliségi valtozo
eloszlasfiggvényének nevezzik. Fy értéke x-ben az x-hez tartozé nivoesemény valdszinlisége.

32. Mik az eloszlasfiiggvény tulajdonsagai?
Az Fy eloszlasfliggvény tulajdonsagai:
1) Fx monoton nd, azaz Fy(x) < Fx(y), hax <y.
2) Fyx balrdl folytonos, azaz xl_l)r}l}i Fx(x) = Fx(y),Vy € R-re,
3) lim Fx(x) =1és lim Fx(x) =0
x—+00 X——00

33. Mi a binomialis eloszlas képlete?
X € B(n,p)
n _ n _
p=P&=k)= () P A-p"* =) P g
34. Mi a kapcsolat a binomialis és a Poisson eloszlas k6zott?

Ha n — o, p - 0 és np éllandd, akkor B(n,p) — Po(np), vagyis a binomialis eloszlas k-adik
tagja tart a Poisson-eloszlas k-adik tagjahoz.

35. Melyik az egyetlen diszkrét orokifju eloszlas?
A geometriai eloszlas (X € G(p)), mert P(X =m+k | X >m) = P(X = k) Vk, m-re.

36. Melyik az egyetlen folytonos 6rokifji eloszlas?
Az exponenciadlis eloszlas (X € E(1)), mertP(X <x+t | X =2 x) =P(X <t) V0 < x,t-re.
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37. Melyik eloszlassal irjuk le a visszatevéses mintavételezést?
A binomialis eloszlassal (X € B(n,p)).

38. Ha X € N(m, D), akkor milyen eloszlast kévet X_Tm ?

bpp(x) =@ (%) azaz standard normalis eloszlast kovet.

39. Ha Y €eU(0,1), F invertalhaté eloszlasfiiggvény, akkor mi lesz F~1(Y) eloszlas-
fliggvénye?

F(y), hiszen P(Y < y) = P(F'(U) <y) = P(F(F7'()) < F(»)) = P(U < F()) = F(»).

40. Ha X folytonos valésziniliségi valtozé invertalhatd eloszlasfiiggvénnyel, akkor Fy(X)
milyen eloszlasu lesz?
Egyenletes eloszlasu (X € U([a, b])).

41. Fejezze ki Fyx eloszlasfiiggvénnyel: P(a < X < b) =7
P(a<X <b)=Fx(b+0)—Fy(a+0)

42. Milyen fuggvény a diszkrét valésziniiségi valtozé eloszlasfiiggvénye?

Fx(x) = Xx,;<x Pi» masrészt p; = Fy(x; + 0) — Fx(x;).

Azaz diszkrét valdszinlségi valtozé eloszlasfiggvénye olyan 1épcsds flggvény, melynek az
ugréhelyei az x4, x5, ..., x,, ... helyeken vannak és az ugras nagysaga rendre p;, sy, ..., Pny -

43. Adja meg a normalis eloszlas siirliségfiiggvényét!
X € N(y,0)

() = Puo) = e 2
X) = X) = e 20
fX (pu,cr mo_

44. Adja meg a siiriiségfiiggvény definiciojat!

Legyen X az (Q,F,P)-n értelmezett valdszinlségi valtozé. Az fy: R — R figgvényt az X
sUrlségfuggvényének nevezzik, ha X -nek az Fy eloszlasfiggvénye elballithaté a kovetkezé
alakban:

Fe(x) = f fe®dt (xER)

45. Mik a siiriiségfiiggvény tulajdonsagai?

Legyen X az (Q,F,P)-n értelmezett folytonos valdszinliségi valtozé. Ekkor az fy: R - R
slrlségfuggvényre teljesul, hogy:

1) fx(x) =0,

2) 17 f®dt=1.

46. Adja meg az egyenletes eloszlas siirliségfiggvényét!

X e U([a b])
1
— € (a,b
f@=1p—a *E@b
0, x & (a,b)
47. Adja meg az egyenletes eloszlas eloszlasfiiggvényét!
X e U([a b))
0, x<a
Fy(x) = {2 <x<b
v(x) = Py a<x<
1, x>b

2013.11.19 4 Talapa Viktor



Valoszinliségszamitas kiskérdések kidolgozasa

48. Mi a binomialis eloszlas médusza?

Eloszlas moduszanak nevezzik azt a k. tagot, amire p, a legnagyobb érték, amit az eloszlas
felvehet. Binomialis eloszlas esetén a modusz [(n + 1)p]. (Ha egész, akkor a médusz egyenl6 k =
(n+ 1p — 1 értékével, igy két modusz van.)

49. Fejezze ki Fyx eloszlasfiiggvénnyel: P(a < X < b) =7
P(a < X <b) = Fx(b) — Fx(a+0)

50. Mi a geometriai eloszlas képlete?
X€G(p)

pr=PX=k)=0Q-pFtp=q¢-p

51. Mi a diszkrét valészinliségi valtozé definicidja?
Az X valoszinlségi valtozot diszkrétnek nevezzik, ha értékkészlete megszamlalhato (sorozatba
rendezhetd), vagyis Vw € Q-ra X(w) € {xq,x3, ..., Xp, . }.

52. Mi az exponencialis eloszlas eloszlasfiiggvénye?
X€eEEQL)
1—e x>0
Fy(x) = { ’
(%) 0, x<0
53. Mi az exponencialis eloszlas siirliségfiiggvénye?
XeEQ)

_ (Ae™x, x>0
fX(x)_{ 0, x<0

54. Folytonos esetben mit jelent az 6rokifju tulajdonsag?

Atétel szerintP(X <x+t | X =>x) =P(X <t) V0 < x, t-re.

X azért ,,06rokifju”, mert annak feltételes valészinlisége, hogy X legfeljebb x + t-ig él(, ha mar x-
et megélt), egyenl6é annak valdszinlségével, hogy X legfeljebb t ideig él, azaz a tulélési kondiciok
az idé mulasaval nem csokkennek, hiszen 0 és t kozott ugyanaz a tulélési esély, mint x és x + t
kozott.

55. Fejezze ki Fx eloszlasfuggvénnyel: P(a<X <b) =7
P(a <X <b) =Fx(b+0) — Fx(a)

56. Mi a Poisson eloszlas képlete?

X € Po(Q)
k

A -2

57PX=a)="7
Folytonos esetben VP(X = a) = 0.

58. Ha X € N(0, 1), akkor milyen eloszlast kovet aX + b ?
Ha X folytonos valoszinlségi valtozd, és t(x) =ax+b,a#0, akkor az Y =t(X) =aX+b
linearis transzformalt valészinliségi valtozo eloszlasfliggvénye:

—b
FX<ya ), haa>0

Fy:

—b
1—FX(ya ), haa <0

59. Fejezze ki az X € N(m, D) eloszlasfiiggvényét a standard normalis eloszlas-figgvénnyel!
Fy(0) = ®p(@) =

x;m)
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61. Mondja ki a Csebisev-egyenlétlenséget!
Legyen X olyan valoszinliségi valtozo, amelynek véges a szorasnégyzete (o2X < ).

Ekkor minden € > 0 esetén P(JX —EX| = ¢) < JZTX
62. Adja meg a binomialis eloszlas varhat6 értékének és szérasanak képletét!

(EX: varhato éerték, oX: szoras)
Ha X € B(n,p), akkor EX =np

oX = np(1 —p)

63. Adja meg a geometriai eloszlas varhato értékének és szérasanak képletét!
Ha X € G(p), akkor Ex=1

=

64. Adja meg a Poisson eloszlas varhatoé értékének és szorasanak képletét!
Ha X € Po(4), akkor EX =21

aX =2

65. Adja meg az egyenletes eloszlas varhaté értékének és szorasanak képletét!

Ha X € U(a, b), akkor EX = b+7a
b—a
oX = ﬁ
66. Adja meg az normalis eloszlas varhato értékének és szorasanak képletét!
Ha X € N(u, o), akkor EX=u
cX=o0

67. Adja meg exponencialis eloszlas varhaté értékének és szérasanak képletét!
Ha X € E(1), akkor EX ==

oX =

NYTS N

68. Adja meg az egyiittes eloszlasfiiggvény definiciéjat!

Az X1, X,, ..., Xp valoszinliségi valtozok egyittes eloszlasfliggvénye (vagy mas néven az X =
(X1, X2, ..., Xp) valszinlsegi valtozé-vektor eloszlasfuggvénye) az Fy : RP — [0,1] skalar-vektor
figgvény, ahol Fx(t) = P(A={w: X;(w) <t; Vi}), azaz Fy értéke t -ben a t -hez tartozo
nivoesemény valdszinisége.

69. Mik a jellemzdi az egyiittes eloszlasfiiggvénynek?

1) Fx minden valtozéjaban monoton ng,

2) Fx minden valtozojaban balrol folytonos,

3) Ha X-nek legalabb egyik komponensével a —oo-be tartunk, akkor Fy értéke O lesz.

4) Ha X-nek minden komponensével a +oo-be tartunk, akkor Fy értéke 1 lesz.

5) Legyen T:[ab)=[ay,by) X [az by) X ..X [a, b,) p-dimenzids tégla és &€ {0,1}7 p-

dimenzids binaris vektor. Ekkor:
P(x €T) = Tye(—1) - Fy (ae +b(1-£)) > 0; j =31, &
70. Mondja ki a Steiner-tételt!
o2(X) = E[(X — 0)?] — (E(X — a))” = EX? — (EX)? Va-ra.
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71. Mi a perem eloszlasfliggvény definiciéja?

Ha X = (X1, X, ...,Xp)T valészinliségi vektorvaltozo eloszlasfiiggvénye Fy, és 1 < j; <j, < <
jk <p egy tetszOleges k elemi indexkombinacid, akkor az indexekhez tartozd X;,X; ,..,Xj,
komponens val6szinliségi valtozok egylttes eloszlasfuggvénye az Fy egy k-dimenzids perem-
vagy vetuleti eloszlasfiggvénye.

72. Mi a perem siirliségfiiggvény definiciéja?

Az feoXorny (21, %2, ) Xp) egyiittes strliségfliggvény egy k-dimenziés
(2 <k <p-—1) vetlleti sltriségfuggvényén valamely 1 <i; < -+ < i, < p index-kombinaciéra az
Xi,, Xi,, ..., X;, valoszinlségi valtozok egyuttes sirlsegfliggvényet értjik.

73. Sorolja fel a széras tulajdonsagait!
1) o2(X) =E[(X —a)?]— (EX - a))2 = EX? — (EX)? Va-ra (Steiner-tétel),
2) E(X—a)?>0%X) =E(X —EX)?Va€R,
3) o?%(aX +b) = o0?*(aX) = a’c*(X)Va,b € R,
4) 0°?=0=3ceR:P(X=c)=1ésc=EX.
74. Sorolja fel a varhaté érték tulajdonsagait!
1) E(aX + bY) = aE(X) + bE(Y),
2) E(XY) = EQOE(),
3) Legyen X abszolut folytonos valdszinliségi valtozé és g mérhetd figgveny:

E(g(X)) = jﬂ g(X) dP = f 9(x) d Fy(x) = j 90O fx () dx

75. Adja meg a varhaté érték definicidjat diszkrét esetben!
Ha a Y |x;|P(X = x;) sor konvergens. akkor 3 varhato érték, ami:

EX = ZXlP(X = Xi)
i
76. Adja meg a varhato érték definiciojat folytonos esetben!
Ha a [|x|fy(x) dx < o, akkor 3 varhato érték, ami:
+00
EX = '[ Xfx(x) dx
77 Adja meg a szoéras definiciojat diszkrét esetben!

o?(X) = ) (x; —EX)? - P(X = x;)
2

78. Adja meg a széras definicidjat folytonos esetben!
+00
W) = [ G- BN 0 dx

79. Mondja ki a Markov-egyenlétlenséget!
Legyen Y > 0 olyan valdszinlségi valtozd, melynek létezik varhato értéke:EY > 0. Ekkor v§ > 0

esetén P(Y > §) < %Y.

80. Hogyan szamoljuk ki a perem eloszlas fliiggvényeket az egyiittes eloszlas fliggvénybol?
Fl(g) meghatarozza az 6sszes perem eloszlasfiiggvényét (forditva altalaban ez nem igaz):

RO e =, din D)

Vagyis az 6sszes olyan komponenssel tartunk a végtelenbe, amelyik nincs benne Y-ban.

2013.11.19 7 Talapa Viktor



Valoszinliségszamitas kiskérdések kidolgozasa

81. Hol veszi fel a minimumat az E(x — a)? mennyiség?
a?(x)
82. Hogyan fejezheté ki a varhato értékkel és a szorassal E(X?)?
E(X?) = E2(X) + 02(X)
83.E(aX + bY) =7
E(aX + bY) = aE(X) + bE(Y)
84.0(aX + b) =7
o(aX +b) =0d(aX) = ac(X)

85. Hogyan fejezheté ki az egyiittes eloszlasfiiggvénnyel P(a < X < b;c <Y < d?
P(a <X< b; c<Y < d) = FX,y(a, C) + FX,y(b, d) - FX,Y(a' d) - FX,y(b, C)

86. Adjon meg olyan diszkrét valésziniiségi valtozét, aminek nem létezik a varhaté értéke!
Olyan sort kell megadni, ami nem konvergens, mert ha a }:|x;|P(X = x;) sor konvergens. akkor

3 varhato érték.

87. Adjon meg olyan folytonos valészinliségi valtozot, aminek nem létezik a

varhaté értéke!
Olyan fuggvényt kell megadni, aminek az integralja nem létezik vagy nem véges, mert ha a
[1x|fx(x) dx < o0, akkor 3 varhato érték.

88. Milyen képlettel szamoljuk az Y = g(X) transzformalt valtozé varhaté értékét?

E(X) = f V) dy = E(Y) = f IOFO) dy

89. Egyértelmiien meghatarozzak-e a perem
eloszlasfiiggvényt? (Ha nem, adjon ellenpéldat!)

Nem. FK(E) meghatarozza az 6sszes perem eloszlasfiiggvényét, viszont ez forditva altalaban
nem igaz. Ellenpélda:

Legyenek X, és X, olyan valdszinliségi valtozok, melyek csak a —1,0,+1 értékeket vehetik fel az alabbi
eloszlasi tablazat szerint:

eloszlasfiiggvények az egyiittes

X, /X, -1 0 +1 X, perem
-1 0,125+ € 0 0,125 — ¢ 0,25
0 0 0,5 0 0,5
+1 0,125 — € 0 0,125 + € 0,25
X, perem 0,25 0,5 0,25 1
ahol 0 < € < 0,125 tetszbleges.
0, ha x< -1
) 025 ha —1<x<0
Bkkor Fx() =9 0’75 ha o0<x=<1
1, ha 1<x

90.6%(aX + b) =?
g?(aX + b) = g?(aX) = a?0%(X)
91. Hogyan szamoljuk ki a perem siiriiségfuggvényeket az egyiittes siirliségfiiggvénybdl?
Az . fg(g) egylttes slrlségfiggvényt a peremeloszlas altal nem tartalmazott komponensek
szerint —oo-t6l +o00-ig kiintegraljuk.
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92. Hogyan szamoljuk ki a perem eloszlasokat az egyiittes eloszlasbol?
(Ez ugyanaz, mint a 80-as.)

93. Mik az egyiittes siiriiségfiiggvény tulajdonsagai?
1) fx(t)=0,vt

2) JO T fx(t)dty dt, =1 ( lim Fy(t) = 1)

Vtij—>oo
94. Adja meg a konvoluciés képletet diszkrét esetben!
X,Y fuggetlenek, Ry, R, € Z,Z = X +Y,R, S Z és tegylk fel, hogy X,Y > 0 (= Z = 0).
PZ=k) =YK ,PX=LY=k-D=YF PX=D-PY=k-1)
95. Ha X,Y € Po(4) fuggetlenek, akkor milyen eloszlasu lesz X + Y?
Legyen X € Po(4), Y € Po(u),k =0,1,2, ..., ekkor:

peto A+
eTH=—-——
(k= 1D)! k!

k k
/11
P(X+Y=k)=ZP(X=I)-P(Y=k—l)=Zﬂe"1- et —
1=0 =0

= X+Y€ePo(l+u
Tehat jelen esetben X + Y € Po(21).

96. Ha X,Y € N(0,1) fliggetlenek, akkor milyen eloszlasu lesz X + Y?

Ha X € N(uy,01), ¥ € N(uz,02), akkor X +Y € N (py + pp, /07 + 03 ).
Jelen esetben X +Y € N(0,v2).

97. Mikor teljesen fiiggetlen egy n elemii valészinliségi valtozé rendszer?
Az X,X,, ... X,  diszkrét valdészinlségi valtozok teljesen fuggetlenek, ha
V2<k<nreésVv<j, <--<j, <nesetén

K

P(X), = xj,, 0 X, = %) = HP(in = %,)

i=1
98. Mi a kétdimenziés normalis eloszlas siliriiségfiiggvényének képlete?
2 2
1 ( 1 [(x—;él) _ 2oGmh)O=ka) | r=ttz) D

fry (6y) = e\ 20-eD] ot wor

xr 210,044/ 1 — @?
99. Mi a polinomialis eloszlas képlete?

n! k k,
PX,=ky, .. X, =k,) = kol k! Dyt Dy
L.k, !

100. Mik a polinomialis eloszlas peremeloszlasai?
A polinomialis eloszlas egydimenziés peremeloszlasai binomialis eloszlasok.

101. Mik a kétdimenzidos normalis eloszlas vetiileti (perem) eloszlasai?
X € N(p1,01) €sY € N(up,02)

102. Adja meg a konvolucios képletet folytonos esetben!
X,Y folytonos, flggetlenek, fyy(t,s) = fx(t) - fy(s) Vt,s-re.
Z=X+Y: f(0) = froy @) = [7 fu(s) - fy(u—s)ds

103. Mikor fiiggetlen két valdsziniiségi valtoz6?

X és Y valoszinlségi valtozok figgetlenek, ha Vi, j-re
P(X=x,Y =y;) =PX =x)P(Y = y;)

104. Egy n-dimenzids egylttes eloszlasfliggvénynek hany alacsonyabb dimenziés perem
eloszlasfiiggvénye van?
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2" -1
105. Hogyan szamoljuk a vetiileti siriiségfiiggvényeket az fx, egyiittes siirliség-
fliggvénybdl?

(Ez ugyanaz, mint a 91-es.)
106. Hogyan szamoljuk a vetlleti eloszlasfiggvényeket az Fy, egyittes eloszlas-
fliggvénybdl?

(Ez ugyanaz, mint a 80-as és a 92-es.)
107. Mi a konvolucids siirliségfiiggvény X,Y € U(0,1) esetben?

X+Y =7Z¢€(0,2), mert tetszbleges z esetén:

(le dx=2z,  haze(01)
© min(1,z) 0
f(Z):f_oofX(z—x)fY(x)dx:f 1.1dx:if1

max(0,z—1) ldx =z, haz € (1,2)
z-1
k 0, ha z & (0,2)

108. Ha X, Y fuggetlenek és létezik varhato értékiuk, mi X + Y és X - Y varhat6 értéke?
Ha Z; = X +Y, akkor EZ; = EX + EY.
Ha Z, = XY, akkor EZ, = EX - EY.

109. Az egészértékii diszkrét valtozokra adja meg a konvoltcios képletet!

Ha {p;} az X és {qj} az Y fuggetlen valészinliségi valtozok eloszlasai, akkor a Z =X +Y
valészinliségi valtozo {r,} eloszlasa:

T = Z{F:o bi Qr-i = Z?:o Pr-j " 4j

110. Ha X, Y € B(n,p) fuggetlenek, akkor mi az eloszlasa X + Y-nak?
k k

PX+Y=k)= P(X:l)-P(Y:k_z)=2(’Il).pl.(1_p)n—z.(k’ll)_pk-z_(l_p)n_kﬂ
=0 =0

111. Ha X, Y € G(p) fuggetlenek, akkor mi az eloszlasa X + Y-nak?

k k
PX+Y =I) = Y PX=D-PY =k=D= ) p-(=p)™-p-(L=p) =
=0 =0
=(k+1)-p* 1-p)?
112. Ha X,Y € N(0, 1) fiiggetlenek, adja meg az egyiittes siirliségfiiggvényiik képletét!
1 x* 1 vl _x*+y?
fx,y(x»}’) =fx(Co) - fy(y) = Tz 2z

iz Ve T
113. Ha X, Y € E(A) fuggetlenek, adja meg az egyiittes siirliségfiiggvényiik képletét!
fr @ y) = fx(X) - fr(y) = Ae™ e~ = A2eAx+y)
114. Ha X, Y € U(0, 1) fiiggetlenek, adja meg az egyuttes siirliségfiiggvényiik képletét!
fry(y) =fx() - fy(y) =1
115. Ha X,Y € N(0, 1) fuggetlenek, adja meg az egyiittes eloszlasfiiggvényuk képletét & (x)-
el!

Lo
Py (03) = (@) () = 900 00) = [ e Tau- [ e Taw

116. Ha X, Y € U(0, 1) fiiggetlenek, adja meg az egyiittes eloszlasfiiggvényiik képletét!
Fxy(x,y) = Fx(x) - Fy(y) = xy
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117. Ha X, Y € E(A) fuggetlenek, adja meg az egyiittes eloszlasfiiggvényiik képletét!
Fyy(x,y) = Fx(x) - Fy(y) = (1 - e"lx)(l - e"b’) =1—e M _ e W 4 g~ Ax+y)

118. Mivel egyenld [ fxy(u,v)du ?
Az fy(v) slrlGségfiggvénnyel.

119. Mivel egyenld [~ [* fxy(u,v)dudv?
Az Fyy eloszlasfiggvénnyel.

120. Mivel egyenld lim Fyy(u,v)?
v—00
Fy(w)

121. Mik a kovariancia tulajdonsagai?
1) cov(X,Y) = cov(Y, X), vagyis kommutativ
2) cov(X,X) = o%(X)
3) cov(aX +BY,Z) =acov(X,Z)+ B cov(Y,Z)
4) o?2(X+Y)=0%X)+ %) £2 cov(X,Y)

122. Mi a feltételes eloszlasfiiggvény definiciéja?
BFX'y(x,y)

APX =x|Y=y)=Fxylx|y) = % kétvaltozés fliggvényt az X-nek az Y-ra vonatkozo

feltételes eloszlasfiiggvénynek nevezzik.

123. Mi a feltételes siriiségfiiggvény definiciéja?
A feltételes eloszlasfliggvény x-szerinti parcialis derivalt-fliggvényét az X-nek az Y-ra vonatkozé
feltételes slirliségfliggvényének nevezzik:

62FX’y(x,y)
9ydx _ fX,Y(xJ/)

Ly 1Y) = — 05— =726

124. Mi a lineéris regresszié képlete?
X és Y valoszinlUségi valtozok linearis regresszidjan azt az a*Y + b* valoszinlségi valtozot
értjiik, amire E(X — (@Y + b*))” minimalis értékd.
a(Y) a(¥)
*=RWX,Y) ——<, b*=E(Y)—-RX,Y)-—=-EX
@' =RUY)- 5 (V) = ROGY) - 5 B(X)
125. Mi a feltételes varhaté érték definicidja diszkrét esetben?
Az X-nek az Y-ra vett feltételes varhaté értékén az E(X |Y) valdszinlségi valtozét értjik,
melynek eloszlasa: P(E(X | Y) = i) = Xvk.i=gx, 3 PY = yi)-

126. Mi a feltételes varhaté érték definicidja folytonos esetben?
Az X-nek az Y-ra vett feltételes varhato értékén az E(X | Y) = r(Y) valoszinlségi valtozot értjik,
ahol:
i J 2oy froy (u,v) du

r(y) = _[_ qu|y(u | v) du = ()

127. Mik a korrelaciés egyutthaté tulajdonsagai?
1) Ha X és Y fuggetlenek, akkor R(X,Y) = 0
2) Ha X és Y szorasnégyzetei léteznek, akkor —1 < R(X,Y) <1
3) Ha X és Y szorasnégyzetei léteznek, ugy R(X,Y) =+1 & Fa,heR:PX =a-Y+b) =1

128. Mi a kapcsolat a fliggetlenség és a korrelalatlansag k6zott?
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Ha X és Y flggetlenek, akkor cov(X,Y) = 0 és R(X,Y) = 0.

129. Mikor korrelalatlan két valdszinliségi valtoz6?
Az X és Y valdszinliségi valtozok korrelalatlanok, ha:
R(X,Y) = cov(X,Y) = E(X -Y) — (EX) - (EY) = 0.
130. Mik a feltételes varhatoé érték tulajdonsagai?
4) E(E(X|Y)) =EX
5) E(h(Y)-X|Y)=h()-EX|Y)
6) Ha X ésY fuggetlenek, akkor E(X | Y) = EX
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131. Ha X,Y egyiittes eloszlasa normalis, akkor mi az X-nek az Y -ra vett regresszios
osszefiiggése?

[o¢]

O
EXIY =) =[x furGe 1) dx=m+ 20 =)
132. Mi a kapcsolat a fliggetlenség és a korrelalatlansag koézott kétdimenzios normalis
esetben?
Ha X és Y egylttes eloszlasa normalis, akkor X és Y akkor és csak akkor fuggetlenek, ha
korrelalatlanok.

133. Mik a kovariancia-matrix tulajdonsagai?
2. szimmetrikus és pozitiv szemidefinit, azaz }; = ZT ésVaeRP-rea” -y -a=>0.

134. Ha X és Y fiiggetlenek, akkor E(X | Y) =?
Ha X és Y fliggetlenek, akkor E(X | Y) = EX.

135.Ha X = aY + B, akkor R(X,Y) =?
Ha X és Y szorasnégyzetei léteznek, ugy R(X,Y) =+1 © Ja, b eR:PX =a-Y+b) =1

136. Mi a kritériuma annak, hogy egy valészinliségi valtozé6 szérasa 0 legyen?
A valészin(iségi valtozoé legyen konstans.

137. Mi a kritériuma annak, hogy a korrelaciés egyutthaté értéke 1 legyen?
A két valoszinliségi valtozo kozott linearis kapcsolat legyen (egyenes aranyossag).

138. Mi a kritériuma annak, hogy a korrelacios egyiitthaté értéke —1 legyen?
A két valoszinliségi valtozo kozott linedaris kapcsolat legyen, de ellentétes (forditott aranyossag).

139. Mondjon példat olyan valészinliségi valtozékra, melyek korrelalatlanok, de nem
fliggetlenek!

140. Milyen eloszlasnal lesz a regresszio linearis?
Normalis eloszlas esetén.

01 , 01
EX|Y=y)=aY+b,ahola=—fésb=pu ——fu,
%) ()]

141. Adja meg az Y -nak az X-re vonatkozé linearis regresszid képletét, amikor X és Y
fliggetlenek!

142. Mondjon példat Markov-lancra!
X1, X3, ..., X, € S allapottér esetén, ha vn > 1-re:
P(X, =x, | Xo = x0, X1 = X1, e, Xn_1 = Xpn_1) = P(X,, = xp, | Xpimq = x,—1), @kkor a valdszinliségi
valtoz6-sorozat Markov-lanc.
143. Mivel egyenlé cov(X - Y, X +Y)?
covi X +Y,X—-Y) =cov(X,X) + cov(Y,X) — cov(X,Y) — cov(Y,Y) = cov(X,X) — cov(Y,Y) =
=d%(X) — o?(Y)
144. Mivel egyenl6 cov(X, X)?
a?(X)
145. Mondja ki a nagy szamok torvényének Bernoulli-féle alakjat!
Legyenek X; valdszin(iségi valtozok fliggetlenek és azonos indikator eloszlasuak (E(X;) = p).

Ekkor: r;,(4) S—t> P(4), vagyis:
lim P(|n,(4A) —P(A)| > ¢€) =0, Ve >0
n—»oo
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146. Mondja ki a nagy szamok térvényének Csebisev-féle alakjat!
Legyenek X; valdszinliségi valtozok fliggetlenek és azonos eloszlasuak. Létezik kdzds varhato
ertékik (E(X;) = u) és kdzds szérasnégyzetik.
t
Legyen Z,, = MEkkor: Zn 5 U, vagyis:
lim P(|Z, —u|l >¢€) =0, Ve >0
n—oo
147. Mondja ki a nagy szamok torvényének Kolmogorov-féle alakjat!
Legyenek X; valoszinliségi valtozok fliggetlenek és azonos eloszlasuak. Létezik kdzds varhato
értéklk (E(X;) = p) és kozos szérasnégyzetiikre: Y2, a2 (X;) ziz < o0,

1
Legyen Z,, = M, amire: Z,, = U, vagyis:
P (A‘lﬁ‘o Zy=p)=1

148. Mondja ki a Moivre-Laplace tételt!
Legyenek X; valészinlségi valtozok fuggetlenek és azonos indikator eloszlasuak. Létezik k6z0s
varhato értékik (E(X;) = p) és koz6s szdrasnégyzetik (p(1 — p)).

Xt TP Egkor: Z, 5 7, ahol Z € N(0,1), vagyis:

Jnp(1-p)
Fp (x) =P(Z, <x) = P<

Legyen Z,, =
Xl +X2 + "'+Xn —np
Vvnp(1 —p)

149. Mondja ki a centralis hatareloszlas tételt!
Legyenek X; valoszinlségi valtozok paronként fliggetlenek és azonos eloszlasuak. Létezik
k6z06s varhato értékik (E(X;) = u) és k6z0s szorasnégyzetik.

X1+ Xo++Xp

_ e .
o " Ekkor: Z, — Z, ahol Z € N(0,1), vagyis:

Xi+Xo ++ X, —nu
F, x)=P(Z, <x =P(
7, (X) = P(Zy <X) N

150. Adja meg a karakterisztikus fiiggvény fogalmat!
Adott X valészinlségi valtozd Fy(x) eloszlasfuggvénnyel. Ekkor X karakterisztikus fliggvénye:

<x>—>CD(x), n—o,x €R

Legyen Z,, =

<x>—><1>(x), n— o,x €ER

o)

Px(t) = j e dFx(x), @x@®): R—C

— 0o
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