Valészintiségszamitas 1. ZH

2015. oktéber 21.
Megoldas(vézlat)ok

A *-gal megjel6lt kérdéseknél az eredményt nem kell numerikusan kiszdmolni, csak a kiszdmitdshoz vezets képletet kell felirni

1. feladat

Tiz berendezést egyszerre kapcsolunk be. Mindegyik berendezés hibamentes miikodési ideje exponencidlis
ideig tart, A = % paraméterrel, egymastol fliggetleniil. *Mekkora valdszinliséggel fog koziiliik legaldbb 6t
miikodni 10 idGegység mulva?

Megoldas

Egy adott berendezés élettartama (X) exponencidlis eloszlasu, ezért annak a valészintisége, hogy elromlik ¢
id6n beliil: P(X <t) = Fx(t) =1—e .
Annak a valésintisége, hogy ez az adott berendezés NEM romlik el el 10 idSegységen beliil:

p=P(X>10)=1-P(X <10)=1— Fx(10) =1 — (1 — e 3'0) = ¢~ % ~ 0,03567.

A berendezések fiiggetlenek, ezért a (10 idGegység milva) miik6dok széma (Y') binomidlis eloszlast kovet:
Y € B(10,p).
A keresett val6sziniiség:
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2. feladat

A dobozban kezdetben egy-egy fekete és fehér szinii goly6 volt. Ekkor ismételten visszatevéssel hizunk a
dobozbdl egy golyét, amig feketét nem kapunk. Ha egy huzdsnal fehéret kapunk, akkor a kihizott golydt
és még plusz két fehér golydt tesziink a dobozba. Jeldlje X a fekete golyé huzasdig tarté hizasok szamat,
a fekete golyd hizasat is beleszdamolva. Adja meg X eloszlasét.

Megoldas

X értelmezési tartomédnya: Rx = {1,2,3,...}.

Legyen A; az az esemény, hogy az i-edik huzasra hiztunk feketét, és B; az az esemény, hogy az elsé i db
hizéasunk csupa fehér.

Eszrevehetjiik, hogy az i. (fehér) hizds utdn 2i — 1 darab fehér és 1 darab fekete goly6é van a dobozban,
ezért P(A;|Bi—1) = 2%, mivel ennyi a valésziniisége, hogy i. hizdsra feketét huzunk, FELTEVE, ha eddig
csupa fehér volt.
P(X =1 =P(4A)

%, mert ennyi a valésziniisége, hogy elsore kihtizzuk a fekete golydt a két golydbdl.

P(X =2)=P(Ay) =P(B1) - P(4A3|B1) = § - 1.
P(X =3)=P(A3) =P(By) - P(43|By) = § - 3 - §.
Altaldnosan is P(By) = -3 -+ %, mivel elsére 1, utdna 2 stb. az esélye a fehér hiizdsdnak az adott

korben.
Ezek alapjan P(X =n) = P(4,)

P(Bn-1) P(Ay|By1)=4-3.3.7..... .o, nefl,2,3,...}



3. feladat

Az emberek testmagassdga normalis eloszlassal jél kozelithetd. *Mekkora valdszintiséggel torténhet az meg,
hogy egy tiz tagu tarsasig tobbsége magasabb az dtlagosndl, azaz testmagassaguk nagyobb az eloszléds els6
paraméterénél?

Megoldas

Nézziik meg, mekkora a valészintisége, hogy egy adott ember testmagassiga (Y') nagyobb az atlagnal!
Mivel Y € N(m,0), ezért P(Y >m)=1—-P(Y <m)=1—Fy(m) =1—®(2=2) =1 - ®(0) = 1.

(Arra is lehetett hivatkozni, hogy a normaélis eloszlas stirtiségfiiggvénye x = m-re szimmetrikus, ezért % az
esélye, hogy valaki magasabb az dtlagnal.)

Jelolje X az atlagosnal magasabb emberek szamat a tiztagi tarsasagban. Ekkor X € B(10, %)

A keresett valdsziniiség:
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4. feladat

Egy szabalyos kockaval addig dobunk, amig nem kapunk péaros értéket. Mennyi a valészinlisége annak, hogy
a dobdssorozatban kapunk 1-est valamikor?

I. Megoldas

Legyen A; az az esemény, hogy (el6szor) az i-edik dobdsban kapunk paros értéket, i € {1,2,3,...}, B pedig,
hogy a dobdssorozatban van 1-es.

P(A;) = 2%1 : % = %, mivel ehhez az kell, hogy az els6 ¢ — 1 dobdsban paratlant dobjunk, az i-edik dobdsra
pedig parost. (Lehet arra is hivatkozni, hogy a paros dobds els6 eléfordulasanak ideje G(%) geometriai
eloszlast kovet.)

Ha tudjuk, hogy i — 1 pératlan dobds volt (az utolso, paros eldtt), akkor annak a valdsziniisége, hogy NEM

volt koztiik 1-es: (%)Z_l, mivel minden dobésra (fiiggetleniil) % a valészintiisége, hogy olyan paratlan szamot

dobtunk, ami NEM az 1-es. '

P(B|A;) = 1-P(B|4;) = 1— (%)7’71, azaz ha i-ediik dobdsra jott ki a paros szam, akkor ennyi a valdszintisége,
hogy VOLT 1-es.

Mivel Aj, Ag, As,... teljes eseményrendszert alkot, ezért P(B)-t felirhatjuk a teljes valdsziniiség tétele
alapjan:
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A végtelen sor Osszegét kiszdmitva adddik a végeredmény:
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II. Megoldas (vazlat)

Nézziik meg, hogy a dobéassorozat soran az {1,2,4,6} szamok koziik melyik keriil el6 el6szor!

Ha a 2, 4 vagy a 6, akkor nem kaptunk 1-est valamikor, mivel azel6tt véget ért a sorozat, hogy 1-est kapnéank.
Ha a 1-es, akkor viszont biztosan kaptunk l-est a dobdssorozatban. (Végiggondolhatd, hogy innentél is
1 valészintliséggel befejez6dik a dobassorozat, mivel 0 a valdszinilisége, hogy ,,végtelenszer” csak paratlant
dobunk.)

Mivel a kockdank szabdlyos, ezért ez a 4 eset egyforman valdszint, s mivel a 4 esetbdl 1 kedvezd van, ezért a
keresett valészinliség i.



5. feladat

Az [0,1] x [0, 1] egységnégyzeten véletlenszerlien kivélasztunk egy (x,y) koordindtaji pontot. Mennyi annak
a valoszintisége, hogy az x,y oldalhosszisagu téglalap teriilete nagyobb lesz %—nél?

Megoldas

A z,y oldalhosszusdgu téglalap teriilete: x -y, ezért a kérdés, hogy egy random (z,y) egységnégyzetbeli
pontot valasztva mennyi P(x -y > %) =Py > 6%)

Ennek a feltételnek az y = é hiperbola feletti pontok felelnek meg az egységnégyzetben.

Az Gsszes eset pont az egységnégyzet (Trsszes = 1), ezért szédmoljuk ki inkdbb a rossz esetekhez tartozoé
teriiletet és azt 1-bél kivonva megkapjuk a j6 esetekhez tartozot!
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Rossz esetek: a ,,bal oldali” & - 1-es téglalap, és a hiperbola alatti tertilet % és 1 kozott.
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A j6 eset valészintlisége az 1 — Tyoss, = 6n6 ~ 0,5347.




