Fels6bb matematika vizsga — 2012-12-18

Név

Neptun

Minden feladat 1 pontot ér, kivéve ha meg van adva a pontszam. Az 0sszesen szerezhetd 25 pontbol

legaldbb 10 pontot el kell érni. A bekeretezett részbe kell a vdlaszt beirni.

Csak annyit irjunk be,

amennyit a feladat kér! Részletszdmitdsokat sehol nem kérink. A wvizsgin semmilyen segédeszkioz

nem haszndlhato.

1. Legyen B = {by,...,b,} az R™ tér egy béazisa.
Egy tetsz6leges v vektor standard bézisbeli koordi-
natas alakjat jelolje [v], a B bazisbeli alakjat [v]g.
Ismerjik a [b;] (i = 1,2,...,n) és a [v] koordina-
tas alakokat. Fejezziik ki matrixmiveletekkel a [v]z
koordinatas alakot.

2. Ismerjik egy invertdlhat6 A matrix LU-
felbontéasat! Hogyan szamitanank ki az A~' inver-
zet?

3. Hany dimenzits alteret feszitenek ki az (1,1, 1,0),
(1,3,5,0) és (0,1,2,0) vektorok R*-ben? Szémitsuk
ki az altaluk kifeszitett altérre valé merdleges vetités
matrixat! (8 pont)

4. A valés m x n-es A maétrix szingularis érték sze-
rinti UXVT felbontasanak ismeretében irjuk fol az
R™ és az R™ egy bazisat és e bazis elemei kozt az
x — Ax leképezés hatasat!

5. Mi a sziikséges és elégséges feltétele annak, hogy
egy matrix (a) diagonalizalhaté (a valaszt bazisok se-
gitségével fejezziik ki), (b) diagonalizalhato (a valaszt
a geometrial multiplicitasokkal fejezziik ki), (¢) or-
togonalisan diagonalizalhato, (d) unitéren diagonali-
zalhato legyen? (2 pont)

6. Milyen képlettel definidlhatjuk azt a fogalmat,
hogy egy A matrix (a) nilpotens, (b) primitiv.

7. Adva van az R* tér harom vektora: (1,1,1,—1),
(1,0,0,3), (2,1,1,2). Adjuk meg az altaluk kifeszi-
tett tér egy ortonormalt bézisat a Gram—Schmidt-
eljarassal. (2 pont)

8. Az Ax = b egyenletrendszer optimélis megolda-
sat keressiik. (2 pont)
(a) Milyen feltétel fennallasa esetén kapunk egyetlen
optimalis megoldast? (b) Hogyan kaphatjuk ezt meg,
ha ismerjiikk A QR-felbontasat?

9. Mit tudunk egy valés A matrix f&minorairél, ha
A pozitiv szemidefinit, és mit tudunk vezet6 f6mino-
rairél, ha A negativ definit? (2 pont)

LUX =1 <= LY =1 UX =Y, az
utobbi két matrixegyenlet pedig megoldhatd
csak helyettesitésekkel.

A tér 2-dimenzios.
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Az U oszlopvektoraibol allo {u;}, az R™,
a V oszlopaibodl allo {v;}? , az R™ bazisa,
AVZ' = o;u;.

Hogy (a) létezik a matrix sajatvektoraibol
allo bazis, (b) a geometriai multiplicitasok
megegyeznek az algebraiakkal, (¢) szimmet-
rikus, (d) a matrix normalis legyen.

van olyan k, hogy A* = O, illetve hogy A*
pozitiv.
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Az A legyen teljes oszloprangi. A = QR és
Ax = Db esetén x = R'Q’b.

(a) minden féminor nemnegativ, (b) minden
péros rendd vezetd f6minor pozitiv, minden
paratlan rendi negativ.




10. Mit jelent az, hogy az ||.||, és ||.|[, normak ekvivalensek?

Azt mondjuk, hogy az |.|, és ||.||, norméak ekvivalensek, ha van olyan c és d pozitiv valés, hogy
llo < ell-lly & -1y < dll-ll,-

11. Egy L : R™ — R™ linearis leképezéshez keressiink olyan B C R™ és C C R™ bazisokat, amelyek-
ben e lineéris leképezés matrixa diagonalis. Léteznek-e minden L-re ilyen bazisok? (2 pont)

Léteznek, az SVD megadja: ha az L-hez tartoz6 matrix a standard bazisban L és L = UXVT,
akkor B = {V*l,v*27 ce ,V*n}, C = {U*l, U*Q, RN ,U*m}.

12. Irjuk le a Perron-Frobenius-tétel erds valtozatat! (8 pont)

Ha az A nemnegativ matrix irreducibilis, és r = p(A) jeloli a spektralsugarat, akkor

r >0,

r sajatértéke A-nak, melyhez tartozik pozitiv sajatvektor,

. A-nak e pozitiv sajatvektor skalarszorosain kiviil nincs mas nemnegativ sajatvektora,
r egyszeres sajatérték.

o

13. Bizonyitsuk be, hogy kiilénb6z6 sajatértékekhez tartozo sajatvektorok linearisan fiiggetlenek! (4 pont)



