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Méréselmélet 1. zárthelyi   2021. március 16.    (120 perc)  
 
1. Zajos megfigyelés(ek)re alapozva eldöntendő, hogy a megfigyelési csatornában az 𝑎0 vagy egy attól eltérő 

𝑎1 jelszint van-e jelen? 𝐻0 jelöli azt a hipotézist, hogy az 𝑎0 jelszint van jelen. Ennek a priori valószínűsége 

𝑃0 = 0.6. 𝐻1 jelöli azt a hipotézist, hogy az 𝑎1 jelszint van jelen. Ennek a priori valószínűsége 𝑃1 = 0.4. A 
költségek: 𝐶10  = 𝐶01  = 10; 𝐶00  = 𝐶11  = 1. A feltételes valószínűségsűrűség függvények: 

𝑓{𝑧|𝐻0} = {
3𝑧 (1 −

𝑧
2
)

2
,   0 ≤ 𝑧 ≤ 2

0 𝑒𝑔𝑦é𝑏𝑘é𝑛𝑡

 𝑓{𝑧|𝐻1} = {

𝑧

2
,   0 ≤ 𝑧 ≤ 2

0 𝑒𝑔𝑦é𝑏𝑘é𝑛𝑡
 

 Az elsőként megfigyelt érték 𝑧0 = 1.2. Hogyan dönt (max. 3 pont)? Elvégzünk egy második mérést is, aminek 

eredménye 𝑧1 = 1.8. Erre a mérésre alapozva hogyan dönt (max. 1 pont)? Hogyan dönt, ha mindkét 
megfigyelt értéket figyelembe veszi (max. 1 pont)? Mekkora lehet az 𝑎0 jelszint várható értéke (max. 2 pont)? 

Megoldás: 

A megfigyelt értéket behelyettesítjük a likelihood arány függvénybe, és ha 𝛬(𝑧) > 𝜂, akkor a döntés 𝐻1, ha 𝛬(𝑧) <
𝜂, akkor a döntés a 𝐻0. 

𝜂 =
0.6(10−1)

0.4(10−1)
=

3

2
= 1.5, 𝛬(𝑧0) =

𝑓(𝑧0|𝐻1)

𝑓(𝑧0|𝐻0)
≅

0.6

0.72
≅ 0.83 < 𝜂, 𝛬(𝑧1) =

𝑓(𝑧1|𝐻1)

𝑓(𝑧1|𝐻0)
≅

0.9

0.27
≅ 3.33 > 𝜂, 

𝛬(𝑧0, 𝑧1) =
𝑓(𝑧0|𝐻1)

𝑓(𝑧0|𝐻0)

𝑓(𝑧1|𝐻1)

𝑓(𝑧1|𝐻0)
≅

0.6

0.72

0.9

0.27
≅

0.54

0.1944
≅ 2.78 > 𝜂  

A döntéseink rendre: 𝐻0, 𝐻1, 𝐻1 

𝐸[𝑎0] = 1, mert a sűrűségfüggvény 𝑧 = 1-re szimmetrikus. 

𝐸[𝑎0] = ∫ 𝑧
∞

−∞
𝑓{𝑧|𝐻0}𝑑𝑧 = ∫

3𝑧2(1−
𝑧

2
)

2
𝑑𝑧 =

𝑧3

2
]
0

2

+
3𝑧4

16
]
0

2

= 4 − 3
2

0
= 1  

2. Az 𝑓{𝑎|𝑧} = {

𝑎

2
,   0 ≤ 𝑧 ≤ 2

0 𝑒𝑔𝑦é𝑏𝑘é𝑛𝑡
 a posteriori sűrűségfüggvény feltételezésével számítsa ki a minimális átlagos 

négyzetes hibájú becslő (max. 2 pont), a minimális átlagos abszolút hibájú becslő (max. 1 pont), és a 
maximum a posteriori becslő (max. 1 pont) számértékét! Határozza meg a minimális átlagos négyzetes hibájú 
becslő varianciáját (max. 2 pont)? 

Megoldás: 

  𝑎̂𝑀𝑆 = ∫ 𝑎𝑓(𝑎|𝑧)𝑑𝑎 =
∞

−∞
∫

𝑎2

2

2

0
𝑑𝑎 =

𝑎3

6
]
0

2

=
4

3
= 1

1

3
, 𝑎̂𝐴𝐵𝑆: 

𝑥2

2
∗

1

2
= 0.5 → 𝑥 = √2,  𝑎̂𝐴𝐵𝑆 ≅ 1.414 

𝑎̂𝑀𝐴𝑃 = 2. 

𝑣𝑎𝑟(𝑎̂𝑀𝑆) = 𝐸[𝑎2] − 𝑎̂𝑀𝑆
2 = ∫ 𝑎2𝑓(𝑎|𝑧)𝑑𝑎 − 𝑎̂𝑀𝑆

2 = ∫ 𝑎3 1

2
𝑑𝑎

2

0

∞

−∞
− 𝑎̂𝑀𝑆

2 =  

=
𝑎4

8
]
0

2

− 𝑎̂𝑀𝑆
2 = 2 − (1

1

3
)
2

=
2

9
≅ 0,22 

3. Az átlagos négyzetes hibát az 𝑚𝑠𝑒(𝑎̂) = 𝐸[(𝑎̂ − 𝑎)2] = 𝑣𝑎𝑟(𝑎̂) + 𝑏2(𝑎) összefüggéssel definiáltuk. 

Additív, Gauss eloszlású fehér zajjal terhelt DC szint mérését végezzük mérési sorozatra alapozva: 𝑧𝑘 = 𝑎 +
𝑤𝑘 ,  𝑘 = 0,1, … ,𝑁 − 1, ahol a 𝑤𝑘 korrelálatlan minden mintával, és valószínűség sűrűségfüggvénye 𝒩(0, 𝜎2). 
Vezesse le a minimális varianciájú, torzítatlan becslő kifejezését erre az esetre (max. 3 pont)! Vajon az 
átlagos négyzetes hiba csökkenthető-e az elért minimális variancia alá, ha megengedjük, hogy 𝑏(𝑎) ≠ 0 

legyen? A vizsgálatot úgy végezze, hogy az optimális torzítatlan becslő helyett annak 𝛼-szorosát használja 

becslőnek, és ezen paraméter függvényében minimalizálja 𝑚𝑠𝑒(𝑎̂) kifejezését (max. 4 pont)! 

Megoldás: 
A csatornakarakterisztika:  

𝑓(𝒛|𝑎) =
1

(2𝜋𝜎2)
𝑁
2

𝑒
−

1
2𝜎2 ∑ (𝑧𝑘−𝑎)2𝑁−1

𝑘=0 , 
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amelynek maximumhelyénél kapjuk az a paraméter Gauss-Markov becslőjét: 

𝜕 𝑙𝑛 𝑓 (𝒛|𝑎)

𝜕𝑎
|
𝑎̂=𝑎̂𝑀𝐿=𝑎̂𝐺𝑀

=
𝑁

𝜎𝑛
2
[
1

𝑁
∑ 𝑧𝑘

𝑁−1

𝑘=0

− 𝑎] = 0, 

 

ahonnan 

𝑎̂𝑀𝐿 = 𝑎̂𝐺𝑀 =
1

𝑁
∑ 𝑧𝑘,

𝑁−1

𝑘=0

 

azaz lineáris megfigyelési egyenlet és Gauss eloszlású csatorna zaj esetén a legjobb (Gauss-Markov) becslő 
az egyszerű átlagolás. Ez torzítatlan, mert 𝐸{𝑎̂𝑀𝐿}=a, valamint minimális varianciájú, mert  

𝜕𝑙𝑛𝑓(𝑧; 𝑎)

𝜕𝑎
= 𝐼(𝑎)(𝑔(𝑧) − 𝑎) 

struktúrájú: 

𝑎̂𝑀𝐿 = 𝑔(𝑧) =
1

𝑁
∑ 𝑧𝑘

𝑁−1
𝑘=0 ,  𝑣𝑎𝑟{𝑎̂𝑀𝐿} = 𝐼−1(𝑎) =

𝜎𝑛
2

𝑁
. 

 
Ha 𝑎̂ = 𝛼 ∗ 𝑎̂𝑀𝐿, akkor  

𝑚𝑠𝑒(𝑎̂) = 𝑣𝑎𝑟(𝑎̂) + 𝑏2(𝑎) = 𝛼2
𝜎𝑛

2

𝑁
+ (𝛼 − 1)2𝑎2 

Ennek minimumhelye  𝛼 függvényében: 

𝜕𝑚𝑠𝑒

𝜕𝛼
= 2𝛼

𝜎𝑛
2

𝑁
+ 2(𝛼 − 1)𝑎2|

𝛼=𝛼𝑚𝑠𝑒

= 0, 

ahonnan 

𝛼𝑚𝑠𝑒 =
𝑎2

𝑎2 +
𝜎𝑛

2

𝑁

 

. Ezt visszahelyettesítve 

𝑚𝑠𝑒(𝑎̂, 𝛼𝑚𝑠𝑒 ) = (
𝑎2

𝑎2 +
𝜎𝑛

2

𝑁

)

2

𝜎𝑛
2

𝑁
+ (

𝜎𝑛
2

𝑁

𝑎2 +
𝜎𝑛

2

𝑁

)

2

𝑎2 =
𝜎𝑛

2

𝑁

𝑎2 (𝑎2 +
𝜎𝑛

2

𝑁
)

(𝑎2 +
𝜎𝑛

2

𝑁
)

2 =
𝜎𝑛

2

𝑁

𝑎2

𝑎2 +
𝜎𝑛

2

𝑁

≤
𝜎𝑛

2

𝑁
, 

azaz az 𝑚𝑠𝑒 (és ezzel 𝑣𝑎𝑟(𝑎̂)) csökkenhet torzított mérés esetén! Azonban ez általában nem „realizálható”, 

tehát csak elvi megfontolás, hiszen 𝛼𝑚𝑠𝑒 az ismeretlen 𝑎 paraméter függvénye! Ugyanakkor próbálkozni lehet! 

4. Additív, Gauss eloszlású zajjal terhelt DC szint mérését végezzük mérési sorozatra alapozva: 𝑧𝑘 = 𝐴 + 𝑤𝑘,  
𝑘 = 0,1,… ,𝑁 − 1, ahol a 𝑤𝑘 korrelálatlan minden mintával, várható értéke nulla, de a szórása ismeretlen. 
Torzítatlan-e a következő becslés? (max. 4 pont) 

𝒂̂ = [ 𝐴̂

𝜎2̂
] =

[
 
 
 

1

𝑁
∑ 𝑧𝑘

𝑁−1

𝑘=0

1

𝑁 − 1
∑ (𝑧𝑘 − 𝐴̂)

2𝑁−1

𝑘=0 ]
 
 
 

 

 
Megoldás: 

Mivel 𝐸{𝑧𝑘} = 𝐴, ezért a 𝐴 paraméter becslése torzítatlan. Mivel  

𝐸{𝜎2̂} =
1

𝑁 − 1
∑ 𝐸(𝑧𝑘 − 𝐴 − 𝐴̂ − 𝐴)

2
=

𝑁−1

𝑘=0
 

 

=
1

𝑁 − 1
[∑ 𝐸{(𝑧𝑘 − 𝐴)2} − 2∑ 𝐸 {(𝑧𝑘 − 𝐴)

1

𝑁
∑ (𝑧𝑗 − 𝐴)

𝑁−1

𝑗=0
} + ∑ (

1

𝑁
∑ (𝑧𝑖 − 𝐴)

𝑁−1

𝑖=0
) (

1

𝑁
∑ (𝑧𝑗 − 𝐴)

𝑁−1

𝑗=0
)

𝑁−1

𝑘=0

𝑁−1

𝑘=0

𝑁−1

𝑘=0
] = 
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=
1

𝑁 − 1
[𝑁𝜎2 − 2𝜎2 + 𝜎2] = 𝜎2, 

 

tehát a 𝜎2 paraméter becslése torzítatlan. Itt felhasználtuk, hogy 𝐸{(𝑧𝑘 − 𝐴)2} = 𝜎2, és  𝐸{(𝑧𝑘 − 𝐴)(𝑧𝑗 − 𝐴)} = 0, 

ha 𝑗 ≠ 𝑘. 

 

5. Távolságot mérünk radarral: 𝑅 = 𝜏
𝑐

2
, ahol 𝜏 a reflektálódott elektromágneses hullám terjedési ideje, 𝑐 a 

fénysebesség. A terjedési idő megfigyelésére van lehetőségünk, összesen négy megfigyelést végzünk. A 

megfigyelési egyenlet: 𝑧𝑘 = 𝜏 + 𝑤𝑘, ahol 𝑤𝑘 nulla várható értékű, 𝐶𝑤 = 𝜎𝑤
2 𝐼 kovariancia mátrixú, Gauss 

eloszlású zaj. Azt is tudjuk, hogy 𝑅 𝜇𝑅 várható értékű, és 𝜎𝑅
2  varianciájú valószínűségi változóként 

modellezhető. Válasszon olyan mérési módszert, amely minden elérhető információt hasznosít! Vezesse le 
a becslő és varianciájának kifejezését (max. 4 pont)! Adja meg a numerikus értékeket is, ha 𝑧0 = 95𝜇𝑠, 𝑧1 =

105𝜇𝑠, 𝑧2 = 97𝜇𝑠, 𝑧3 = 103𝜇𝑠, 𝜎𝑤 = 4𝜇𝑠,  𝜇𝑅 = 15𝑘𝑚, 𝜎𝑅 = 300𝑚 (𝑐 = 3 ∙ 105 𝑘𝑚

𝑠
) (max. 2 pont)! Ezt követően 

határozza meg a távolság értékét és szórását (max. 1 pont)! 

Megoldás: 

Használjuk a Bayes becslést, és a maximum a posteriori (MAP) becslés technikáját! 
 

𝜕𝑓(𝑎|𝒛)

𝜕𝑎
|
𝑎=𝑎̂𝑀𝐴𝑃

= 0,    
𝜕 𝑙𝑛 𝑓 (𝒛|𝑎)

𝜕𝑎
+

𝜕 𝑙𝑛 𝑓 (𝑎)

𝜕𝑎
|
𝑎=𝑎̂𝑀𝐴𝑃

= 0. 

 

Most 𝑓(𝑅) =
1

√2𝜋𝜎𝑅
𝑒

−
(𝑅−𝜇𝑅)2

2𝜎𝑅
2

, illetve 𝑓(𝜏) =
1

√2𝜋𝜎𝜏
𝑒

−
(𝜏−𝜇𝜏)2

2𝜎𝜏
2

 𝑓(𝒛|𝜏) =
1

(2𝜋𝜎𝑤
2 )

𝑁
2

𝑒
−

1

2𝜎𝑤
2 ∑ (𝑧𝑘

𝑁−1
𝑘=0 −𝜏)2

, amiből 

 
𝜕 𝑙𝑛𝑓(𝜏)

𝜕𝜏
= −

𝜏−𝜇𝜏

𝜎𝜏
2 ,

𝜕 𝑙𝑛 𝑓(𝒛|𝜏)

𝜕𝜏
=

1

𝜎𝑤
2 ∑ (𝑧𝑘 − 𝜏)𝑁−1

𝑘=0 .    
1

𝜎𝑤
2 ∑ (𝑧𝑘 − 𝜏)𝑁−1

𝑘=0 −
𝜏−𝜇𝜏

𝜎𝜏
2 |

𝜏𝑀𝐴𝑃

= 0 

𝜏𝑀𝐴𝑃 =
𝜇𝜏+

𝜎𝜏
2

𝜎𝑤
2 ∑ 𝑧𝑘

𝑁−1
𝑘=0

1+𝑁
𝜎𝜏

2

𝜎𝑤
2

,  𝑣𝑎𝑟{𝜏̃} =
𝜎𝜏

2

1+𝑁
𝜎𝜏

2

𝜎𝑤
2

 

 
 
Tehát:  

𝜏̂𝑀𝐴𝑃 =
100 +

1
4400

1 + 4
1
4

𝜇𝑠 = 100𝜇𝑠, √𝑣𝑎𝑟(𝜏̂𝑀𝐴𝑃) = √
4

2
= √2𝜇𝑠 

 
A távolság értéke és szórása: 

𝑅̂𝑀𝐴𝑃 = 𝜏̂𝑀𝐴𝑃

𝑐

2
= 100𝜇𝑠 ∗

3 ∙ 105

2

𝑘𝑚

𝑠
= 15𝑘𝑚,  

  √𝑣𝑎𝑟(𝑅̂𝑀𝐴𝑃) =
𝑐

2
√𝑣𝑎𝑟(𝜏̂𝑀𝐴𝑃) =

3 ∙ 105

2

𝑘𝑚

𝑠
√2 ∙ 10−6𝜇𝑠 ≈ 212.13𝑚 

 

 

6. Repülőgépet követünk két földi mérőállomással. A 
robotpilóta fixen tartja a tengerszint feletti magasságot, 
tehát csak a vízszintes eltérés becslését kell 
megoldanunk. A probléma megoldásához az előadáson 
megismert összefüggések a következők: 

𝑅𝑘(𝑥𝑠, 𝑦𝑠) = √(𝑥𝑠 − 𝑥𝑘)
2 + (𝑦𝑠 − 𝑦𝑘)

2 

𝑡𝑘 = 𝑇0 +
𝑅𝑘

𝑐
+ 𝑤𝑘 , 𝑘 = 0,1,⋯ ,𝑁 − 1, 

ahol 𝑡𝑘 a vételi időpont, 𝑇0 az üzenetküldés időpontja, 𝑐 a 

terjedési sebesség, 𝑤𝑘 nulla várható értékű, 𝜎𝑤
2  varianciájú 

zaj, melynek mintái korrelálatlanok. 𝒂 = [𝑥𝑠 𝑦𝑠]𝑇 . 

𝑅𝑛0 𝑅𝑛1 

𝛼 𝛼 

antenna pozíció 
(𝑥0, 𝑦0), 𝜏0 

 

antenna pozíció 
(𝑥1, 𝑦1), 𝜏1 

 

előző repülőgép pozíció 
(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) 
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Feltételezzük, hogy – például az előző mérés eredményeként – rendelkezésre állnak egy, az ismeretlenhez 
közeleső pozíció 𝑥𝑛, 𝑦𝑛 és 𝑅𝑛𝑘, 𝑘 = 0,1,⋯ ,𝑁 − 1, adatai. 

𝑅𝑘 ≅ 𝑅𝑛𝑘 +
𝜕𝑅𝑘

𝜕𝑥𝑠

|
𝑥𝑠=𝑥𝑛

𝛿𝑥𝑠 +
𝜕𝑅𝑘

𝜕𝑦𝑠

|
𝑦𝑠=𝑦𝑛

𝛿𝑦𝑠 = 𝑅𝑛𝑘 + 𝑐𝑜𝑠(𝛼𝑘)𝛿𝑥𝑠 + 𝑠𝑖𝑛(𝛼𝑘)𝛿𝑦𝑠, 

𝑡𝑘 = 𝑇0 +
𝑅𝑛𝑘 + 𝑐𝑜𝑠(𝛼𝑘)𝛿𝑥𝑠 + 𝑠𝑖𝑛(𝛼𝑘)𝛿𝑦𝑠

𝑐
+ 𝑤𝑘 , 𝑘 = 0,1,⋯ ,𝑁 − 1. 

Itt 𝑅𝑛𝑘 𝑐⁄  minden antenna pozícióban is mert konstans, ezért a továbbiakban bevezethetjük: 

𝜏𝑘 = 𝑡𝑘 −
𝑅𝑛𝑘

𝑐
= 𝑇0 +

𝑐𝑜𝑠(𝛼𝑘)𝛿𝑥𝑠 + 𝑠𝑖𝑛(𝛼𝑘)𝛿𝑦𝑠

𝑐
+ 𝑤𝑘 , 𝑘 = 0,1,⋯ ,𝑁 − 1. 

Egy további transzformációval azonban 𝑇0 kiiktatható: ez az érkezési idők különbsége (time difference of arrivals: TDOA) 
módszer. Képezzük a következő különbségeket: 

𝑧𝑘 = 𝜏𝑘 − 𝜏𝑘−1 =
[𝑐𝑜𝑠(𝛼𝑘) − 𝑐𝑜𝑠(𝛼𝑘−1)]𝛿𝑥𝑠 + [𝑠𝑖𝑛(𝛼𝑘) − 𝑠𝑖𝑛(𝛼𝑘−1)]𝛿𝑦𝑠

𝑐
+ [𝑤𝑘 − 𝑤𝑘−1], 

𝑘 = 1,⋯ ,𝑁 − 1. 

𝒛 =
1

𝑐
[

𝑐𝑜𝑠(𝛼1) − 𝑐𝑜𝑠(𝛼0) 𝑠𝑖𝑛(𝛼1) − 𝑠𝑖𝑛(𝛼0)
⋮

𝑐𝑜𝑠(𝛼𝑁−1) − 𝑐𝑜𝑠(𝛼𝑁−2)
⋮

𝑠𝑖𝑛(𝛼𝑁−1) − 𝑠𝑖𝑛(𝛼𝑁−2)
] [

𝛿𝑥𝑠

𝛿𝑦𝑠
] + 𝒘, = 𝑼𝒂, + 𝒘,, 

𝒘, = [
𝑤1

,

⋮
𝑤𝑁−1

,
] = [

−1 1
0 −1

0 ⋯ 0
1 ⋯ 0

⋮ ⋮
0 0

⋱ ⋮ ⋮
0 −1 1

] [
𝑤0

⋮
𝑤𝑁−1

] = 𝑨𝒘, 𝑪𝒘, = 𝐸[𝑨𝒘𝒘,𝑨𝑇] = 𝜎𝑤
2[𝑨𝑨𝑇]. 

𝒂̂, = [
𝛿𝑥𝑠

𝛿𝑦𝑠
] = [𝑼𝑇[𝑨𝑨𝑇]−1𝑼]−1𝑼𝑇[𝑨𝑨𝑇]−1𝒛,   𝑪𝒂̂, = 𝜎𝑤

2[𝑼𝑇[𝑨𝑨𝑇]−1𝑼]−1. 

Aktualizálja a fenti összefüggéseket az ábra szerinti esetre, és becsülje meg a vízszintes irányú elmozdulás 
értékét és szórását, ha 𝜎𝑤 = 0.1𝜇𝑠, 𝑧1 = −1𝜇𝑠 és 𝛼 = 60° (max. 4 pont)! Milyen további információra van 
szükségünk ahhoz, hogy a repülőgép sebességét is meg tudjuk határozni? (max. 1 pont) 
 

Megoldás: 𝑼 =
1

𝑐
[𝑐𝑜𝑠(120°) − 𝑐𝑜𝑠(60°)] = −

1

𝑐
, 𝑨 = [−1 1], 𝑨𝑨𝑇 = 2,  𝑪𝒘, = 2𝜎𝑤

2 , 𝑎̂, = 𝛿𝑥𝑠̂ = −𝑐𝑧1 = 300𝑚 

𝑪𝒂̂, = 2𝑐2𝜎𝑤
2 , √𝑣𝑎𝑟(𝑎̂,) = 30 ∗ √2 ≅ 42,43𝑚. 

 
7. Egységnyi szórású fehér-zaj minta-sorozatból színes-zaj mintasorozatot szeretnénk előállítani. Vezesse le, 
hogy milyen tulajdonságú mátrixszal kell transzformálni a fehér-zaj mintasorozatot, hogy a színes zaj 

kovariancia-mátrixa 𝑪 legyen (max. 1 pont)! Határozza meg a transzformáció mátrixának elemeit, ha 𝑪 = [
1 𝜌
𝜌 1

] 

(max. 3 pont)! 
 

Megoldás: 𝒘′ = 𝑫𝒘, 𝑬{𝑫𝒘𝒘′𝑫𝑻} = 𝑫𝑬{𝒘𝒘′}𝑫𝑻 = 𝑫𝑫𝑻 = 𝑪.  

Egy lehetséges választás: [
𝑎 0
𝑏 𝑐

] [
𝑎 𝑏
0 𝑐

] = [
1 𝜌
𝜌 1

] = [𝑎
2 𝑎𝑏

𝑎𝑏 𝑏2 + 𝑐2]. Innen 𝑎 = ±1, 𝑏 =
𝜌

𝑎
= ±𝜌, 𝑐 = ±√1 − 𝜌2.  


