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Vizsgadolgozat
Megoldas

Tanszéki altalanos alapelvek

A pontozasi utmutaté célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmu-
taté minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasianak f6bb gondolatait, és az ezekhez rendelt
részpontszamokat kozli. Az ttmutatonak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak részletes
leirdsa; a leirt 1épések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetok.

Az utmutatéban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsol6dd
gondolat egy attekintheto, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy 1épéseként szerepel a dolgozat-
ban. Igy péld4ul az anyagban szereplé ismeretek, definiciék, tételek puszta leirdsa azok alkalmazdsa
nélkill nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valéban
szerephez jut). Annak mérlegelése, hogy az titmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembe-
vételével a megoldénak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hatéskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondo-
latmenet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Ha egy megoldd egy
feladatra tobb, egymastol 1ényegesen kiilonboz6é megoldast is elkezd, akkor legfeljebb az egyikre ad-
haté pontszam. Ha mindegyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészitheto,
akkor a legtobb részpontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb megoldasi kisér-
let kozott van helyes és (lényeges) hibét tartalmazo is, tovabbé a dolgozatbdl nem deriil ki, hogy a
megoldo melyiket tartotta helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik
(akkor is, ha ez a pontszam 0). Az utmutatéban szerepl6 részpontszamok sziikség esetén tovabb is
oszthatok. Az itmutatoban leirttol eltéro jo megoldéas természetesen maximalis pontot ér.

Aritmetikai hiba esetén elszamolasonként 1-1 pont vonandd le a feladatokbol. Ez aldl kivétel,
ha az elszamolas lényegesen egyszerisiti vagy moédositja a feladat felépitését. Ilyen esetekben azon
feladatrészekért, amik az elszamolas okan fel sem mertltek, nem jar pont.

1. Irjuk fel az aldbbi definiciét, illetve &llitast:

(a) Mit és milyen feltételek mellett mond ki a teljes val6sziniiség tétele?

(b) Legyen (X,Y) egyiittesen folytonos valdsziniiségi vektorvaltozd. Hogyan definidljuk az
Y-nak az X-re vett feltételes stirtiségfiiggvényét?

Megoldads:
(a)
Feltételek:
(3 pont) Ay, ..., A, paronként kizarbak és unidjuk az Q (vagy az is jo, ha azt irja, hogy teljes
eseméynrendszert alkotnak)
(2 pont) P(A;) > 0 minden i-re
(5 pont) a hibétlan allitas
(ha nincsenek hatarok a szummaén -1 pont, rossz a feltételes vg, azaz P(A;|B) szerepel P(B|A;)
helyett, akkor max 2 pont erre a részre)
(jegyzet 2.2.4 &llitas)
(b)
(8 pont)
fxy (2, y) fxy(@,y)
€Tr) = = s
frxly] =) fx(x) )25 fxy (@, u)du

(2 pont) olyan z,y € R szdmokra értelmezve, amire fx(z) # 0, és fy|x(y | ) = 0 ha fx(z) = 0.
(jegyzet: 11.2.2)
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2. Egy telefonfiilkébol szeretnénk hivast inditani, és varjuk, hogy az elottiink beszélé befejezze
a beszélgetést. Tegytlik fel, hogy az illet6é telefonbeszélgetésének idGtartama percben mérve
folytonos, orokifju eloszlasia 3 varhato értékkel.

(a) Mennyi annak a val6szintisége, hogy a beszélgetés Osszesen 6 percnél tovabb tart, feltéve,
hogy mar tobb, mint 4 perce beszél az illet6?

(b) Ha t ideig kell varakoznunk, akkor elégedettségiink 10 - e~*. Mennyi a valészintisége, hogy
elégedettségiink 5 ala csokken? Varhatéan mennyire lesziink elégedettek?

Megoldas:
0 pont) Legyen X a telefonbeszélgetés id6tartama

1 pont) X folytonos és orokifju, ezért X ~ Exp(\) valamilyen A\ > 0 paraméterrel

1 pont) E(X) = § =3, ezért A =1

pont) P(X >t +2|X > t) = P(X > 2) az orokifjusidg miatt
pont) P(X >2)=1-P(X <2)=1- Fx(2)
pont) = e~2/3 ~ 0,5134

)
)
)P(Y <5) =P (10-e¥ <5) =P(e¥ <0.5) =P(X > —In0.5)
) =1— Fx(—=In0.5) = e~ (=105)/3

pont) = 0.53 ~ 0,7937
)
)
)
)
)

o0

1 pont) = {Q(—%)e_gz}g

3. Egy vizsgan 60 kérdésre kell valaszolni, minden kérdés esetén négy lehetséges valasz koziil lehet
valasztani, melyekbdl pontosan egy helyes. Tegyiik fel, hogy egy vizsgazo minden elozetes tudas
nélkil tolti ki a sort, és minden egyes kérdésnél fiiggetleniil és véletlenszertien tippeli meg a
valaszt.

Kozelitéleg mennyi a valészintisége, hogy tobb, mint 20 helyes valaszt ad igy?
Mennyire valtozik ez a valdszinliség, ha minden kérdésnél a négy lehetséges valaszbdl egyet ki
tud zarni? (A maradék harom koziil tovabbra is véletlenszertien valaszt.)

Megoldas:
(0 pont) Jelolje X a helyes valaszok szdmat

1
(3 pont) X ~ B <60; 4)

(1 pont) E(X) =60 -

1 3 3V
(1 pont) D(X) =4/60-—- - = \2/_ ~ 3,3541

(0 pont) A kérdés P(X > 20) =7
(2 pont) sztenderdizalunk
p(X—15_20-15) _(X—15 25
3v5/2 = 3v5/2 3v/5/2 3
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(2 pont) A de Moivre-Laplace-tétel szerint
X —
(2 pont)

1
3v/5/2

kozelitéleg standard normalis eloszlasu.

2v/5

(2 pont) Tehét a keresett mennyiség: 1 — @() =1— d(1,4907)
(1 pont) =~ 1 — ®(1.49) =1 —0,9319 = 0,0681

1
(2 pont) ha egy valaszt ki tud minden kérdésnél zarni, akkor X ~ B <60 3)
( )
( )

1 pont) E(X) = 60 - §—20

3 pont) ezért standardizalas utdn a keresett valoszintiség éppen 1 — ®(0) = 0.5
4. Legyenek X és Y valészintiségi valtozok. Tegytik fel, hogy az X-nek az Y-ra vett linearis

regresszidja %Y + 2, mig az Y-nak az X-re vett linearis regresszioja %X — 1. Hatarozzuk meg
az X és Y valtozok varhato értékét, valamint a két valtozo korrelacids egyiitthatojat.

Megoldas:
(2 pont) Az X-nek az Y-ra vett linedris regresszi6ja 41Y + «;, ahol
cov(X,Y) 3 3
=t = — =EX)-/EY)=EX)—--EY)=2
b=t = =B - AEY) =EX) - JE() =2

(2 pont) mig az Y-nak az X-re vett linedris regresszidja o X +

_cov(X,Y) 1 B B 1 B
52—W—§, OZQ—E(Y)_BQE(X)—E(Y)_§E<X)—_1a

(2 pont) ezekbél a kovetkezé megoldandé egyenletrendszer adodik:

E(X) — 2E(Y) =2,
1
E(Y) — §E(X) =-1.
(1 pont) (az elsd egyenlet felét a mdsodikhoz hozzdadva) $ E(Y) = 0

(1 pont) azaz E(Y) =0
(2 pont) igy az elsd egyenletbél E(X) — 3E(Y) = E(X) = 2.

(2 pont) corr(X,Y) = H()s(();/(())i);(YY))

(2 pont) corr(X,Y) = [y - g(();;

(2 pont) mivel 2 = 2,63

(2 pont) ezért % -3

(2 pont) corr(X,Y) = % V3= § = 0.8660 (ha a tizedestort nincs ott, akkor is jar a pont)

5. Legyen az X és Y valdszinliségi valtozok egytittes stirtiségfiiggvénye

alz+y+2%y) hal<r<lésO<y<l

fxy(@,y) =
0 egyébként

valamilyen o € R esetén.

(a) Hatarozzuk meg az a értékét, valamint az E(Y') varhaté értékét.
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6.*

(b) Hatérozzuk meg a P(X? < Y') valészintiséget.

Megoldas:
)

(a
(2 pont) [0 [0 fxy(z,y)dedy =1
(2 pont) Tehat 1 = [ [y a(zr +y +2%y)dedy = [ a (% + %y) dy = %

(

(2 pont) H C R? esetén P((X,Y) € H) = [ [ [xv(z,y)dzdy

(1 pont) Legyen H = {(z,y) € R? | 22 < y}. (Ha a H definici6ja implicit jelenik meg az el6z6
allitas felhasznaldsakor, szintén jar a pont.)

3 pont) Mivel f csak ott nem-nulla, ahol 0 < x < 1és 0 <y < 1, ezért

116
P(X?<Y)= /fo,y(l’,y) dydz = /0 /2 (@ + y+2%y) dy dz
vagy
2 bvve 2
P(X*<Y) = /HfX’y(x,y)dydx = /0 /0 ?(x—i-y—kx y) dx dy
(3 pont) az integréalas helyes elvégzése

pédaul a masodik valasztasakor

16 (22 3y VY 16 [y
N )|
/0[7<2+yx+ 3)] A TR

0

oot

2 2 z !
YNVYN gy |8 (¥ vz, w2 | _

Egy réten N > 1 szarvas legelészik gyanutlanul. Egymasrél nem tudva N vadasz lopakodik
a tisztdashoz, és egyszerre tiizelnek a vadakra. Mindegyik 16vés taldl, és haldlos. (Elvileg tobb
vadasz is 16het ugyanabba a szarvasba, és mindegyik 16vés minden szarvast azonos valdszinii-
séggel talal el.)

a) Milyen val6sziniiséggel marad életben egy adott szarvas?

b) Mennyi az életben maradé szarvasok szamanak varhaté értéke?

w
[NIEN

(1 pont) 0.6388

Megoldads:

a) (5 pont)

Minden 16vés egymastél fiiggetlentil % valészintiséggel talalja el az adott szarvast, mert a

vadaszok fiiggetlentil céloznak és mindegyik 16vés minden szarvast azonos valészintiséggel talal
N-—1\"

)

el. Tehét a kérdezett valészinisée: (

Csak helyes indoklassal fogadhato el a végeredmény!
b) (15 pont)
Jelolje A; azt az eseményt, hogy az i-edik szarvas életben marad ¢ = 1..N

N-1\"
A kérdezett virhatd érték E (£, 14,) = SN, E (L) = XY, B(4) = N - <N>
Csak helyes indoklassal fogadhato el a végeredmény!

Ha azt irja, hogy binomidlis az eltalalt szarvasok szama, akkor automatikusan 0 pont!



