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A rendelkezésre all6 munkaidé 90 perc.

Kérjiik, minden résztvevé nevét és NEPTUN kédjat a dolgozat minden lapjanak jobb fels6 sarkaban olvashatéan
és helyesen tiintesse fel, mert ennek hidnyaban a dolgozatot nem értékeljiik. [részeren és sszetiizott papirokon kiviil
semmilyen segédeszkoz hasznalata sem megengedett, igy tilos az irott vagy nyomtatott jegyzet, a szamolo- és sza-
mitégép ill. mobiltelefon hasznalata, tovabba a dolgozatiras kdzbeni egyiittmiikodés. Mobiltelefon még kikapcsolt
allapotban sem lehet a padon vagy a hallgaté kezében. Minden egyes feladat helyes megolddsa 10 pontot ér. A
dolgozatok értékelése: 0-23 pont: 1, 24-32 pont: 2, 33-41 pont: 3, 42-50 pont: 4, 51-60 pont: 5. A puszta (indok-
las nélkiili) eredménykozlést nem értékeljiik. A megindokolt részeredményért ardnyos pontszam jar. Az évvégi jegy
kiszdmitdsakor a két (legaldbb elégséges) zh dsszesitett pontszdmat vessziik figyelembe.

Feladatok

1. Tegyiik fel, hogy a 2n pontu G graf n-szeresen 6sszefiiggo. Igaz-e, hogy
G-nek bizonyosan van Hamilton kore?

2. Tegyiik fel, hogy a (G, s,t,c) hdlézatban f maximalis nagysagu fo-
lyam és C' a G egy olyan iranyitott kore, amelynek minden élén f
pozitiv értékeket vesz fel. Bizonyitsuk be, hogy C' egyetlen éle sem
tartozik minimalis kapacitasu (értéki) st-vagashoz.

3. Legyen A = {ay,as,...,a,} az egyszeri G paros graf egy szinoszta-
lya, és tegyiik fel, hogy d(a;) > i teljesiil minden 1 < i < n esetén.
Igazoljuk, hogy G-ben van A-t fedo parositas.

4. Legyenek vy, vs,...,v7,vg a G graf csicsai, és pontosan akkor legyen
v; és v; kozott €1, ha i? — 1-nek és j* — I-nek van 1-nél nagyobb kozos
osztoja. Rajzoljuk le G egy attekintheto diagramjat, valamint dontsiik
el, sikbarajzolhato-e G.

5. Legyenek a GG, egyszeri graf csicsai az (i, 7) szamparok, ahol 4 és j 1 és
n kozotti egészek. A G graf (i, 7) és (k, 1) egymastol kiilonboz6 csticsai
pontosan akkor szomszédosak, ha ¢ = k vagy 7 = [. Rajzoljuk le G3
egy attekintheto diagramjat, valamint, vatarozzuk meg G's kromatikus
szamat, x(G)-t.

6. Allapitsuk meg, hogy az abran lathato PERT
problémaban legfeljebb mennyi lehet a p para-
méter értéke ahhoz, hogy a teljes feladat vég-

rehajthato legyen 42 idoegység alatt.

JOo munkat!
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Az itmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megal-
lapitva az értékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szerepld allitas kimondasa, tétel
felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam
megitélésenk az a feltétele, hogy a megoldashoz vezet6é gondolatmenet megfelel6 részének vé-
giggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, am a kérdéses allitas,
tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar.

Természetesen az ismertetettektol eltér6, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, rész-
megoldasokért pedig az ttmutatdbeli pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott aranyos

részpontszamok jarnak. Szamolasi hibaért altaldban hibanként 1 pontot vonunk le.

1. Tegyiik fel, hogy a 2n pontu G graf n-szeresen 6sszefiiggd. Igaz-e, hogy G-nek bizonyosan van Hamilton
kore?

Ha a G graf n-szeresen 6sszefiiggd, akkor barmely csicsanak fokszama legalabb n, hiszen egy csticsnak
kevesebb szomszédja lenne, akkor e szomszédok elhagyasaval keletkezo izolalt ponton kiviil még lenne
mas komponense is a maradék grafnak. (4 pont)
Dirac tétele szerint ha egy 2n pontu G grafban minden csics fokszama legaldbb n, akkor van G-ben
Hamilton kor. (3 pont)
Mivel a megfigyelésiink értelmében G rendelkezik a Dirac tételben megkovetelt tulajdonsaggal, G-nek
bizonyosan van Hamilton kore. (3 pont)

2. Tegyiik fel, hogy a (G, s,t, ¢) halézatban f maximalis nagysagu folyam és C' a G egy olyan irdnyitott
kore, amelynek minden élén f pozitiv értékeket vesz fel. Bizonyitsuk be, hogy C' egyetlen éle sem
tartozik minimadlis kapacitdsi (értéki) st-vagashoz.

Indirekt bizonyitunk: tegyiik fel, hogy a C kor uv éle egy minimalis kapacitasu st-vagashoz tartozik.
Legyen X az az s-t tartalmazé, t-t elkeriilé ponthalmaz, ami ezt a minimalis kapacitasi vagast meg-
hatarozza. (2 pont)
Az 6rédn tanultak miatt ha f maximadlis nagysagi folyam, akkor minden X-bél V(G) \ X-be futé e
él telitett, azaz f(e) = c(e) teljesiil, mig egyetlen V(G) \ X-bél X-be futd e’ él sem hordoz folyamot,

azaz f(e')=0. (4 pont)
Mivel a C' irdnyitott kornek van a végédshoz tartozd, azazX-bél V(G) \ X-be futé éle, ezért kell lennie
a C kornek olyan g élének is, ami V(G) \ X-b6l X-be fut. (2 pont)
A feladatbeli feltevés szerint a g élen is pozitiv nagysagu folyam folyik, ez pedig ellentmond f maxi-
malitasanak. (1 pont)
A kapott ellentmondas igazolja a feladatban megfogalmazott allitast. (1 pont)

3. Legyen A = {ay,as,...,a,} az egyszerii G paros graf egy szinosztalya, és tegyiik fel, hogy d(a;) > i
teljesiil minden 1 <1 < n esetén. Igazoljuk, hogy G-ben van A-t fed6 parosités.

A Hall tétel szerint pontosan akkor van A-t fedo parositas G-ben, ha az A tetszoéleges X részhalmazara

| X| < |N(X)] teljestil. (3 pont)
Legyen tehat X C A, tegyiik fel, hogy |X| = k. Ekkor van X-nek olyan a; eleme, amire i > k teljesiil,
hisz ha nem volna ilyen, akkor X-nek legfeljebb csak k& — 1 eleme lehetne. (3 pont)
Marpedig |N(X)| > d(a;) > i > k = | X|, tehat a Hall feltétel valoban teljestil, (3 pont)
van G-nek A-t fed6 pérositasa. (1 pont)
Avagy:
Az a feladatunk, hogy A minden a; csucsanak talaljunk egy-egy paronként kiilonbozo szomszédot.
(1 pont)
Ezt mohoén végezziik, sorra keresiink szomszédot az aq, as, ..., a, csicsoknak. (2 pont)
Mivel d(a;) > 1, ezért a;-nek taldlhaté par. (1 pont)
Ha mar talaltunk part az aq,as,...,a; csucsoknak, akkor a;,; szomszlédai koziil legfeljebb i olyan
van, amit nem vélaszthatunk a;;, szomszédjanak. (2 pont)

Mivel d(a;+1) > i 4 1, ezért bizonyosan van a;y1-nek olyan szomszédja, amelyet még eddig nem




valasztottunk ki kordbban. (3 pont)
Azt kaptuk, hogy a mohé sorrendben dolgozva A minden csicsanak talalunk part, és nekiink pontosan
ezt kellett igazolnunk. (1 pont)

. Legyenek vg, v3,...,v7,v8 a G graf csicsai, és pontosan akkor legyen v; és v; kozott €, ha 2 — 1-nek
és j? — 1-nek van 1-nél nagyobb kozos osztéja. Rajzoljuk le G egy attekinthetd diagramjat, valamint
dontsiik el, sikbarajzolhaté-e G.

A mellékelt dbra G egy attekinthetének szant diagramjat mutatja, a v;

csticsndl az i — 1 érték is szerepel, kisebb szdmokkal. (4 pont)
Koénnyen lathato, hogy a kijelolt csicsok G-ben egy Ky részgrafot feszi-
tenek. (4 pont)
Mivel K5 nem sikbarajzolhatd, ezért G sem lehet az. (2 pont)

. Legyenek a G,, egyszerli graf csicsai az (i,j) szdmparok, ahol i és j 1 és n kozotti egészek. A G
graf (i,7) és (k,1) egymastdl kiilonbozé csicsai pontosan akkor szomszédosak, ha i = k vagy j = .
Rajzoljuk le G5 egy attekinthetd diagramjat, valamint, vatarozzuk meg G3 kromatikus szamat, x(G)-t.

A mellékelt abra Gz egy attekinthetének szant diagramjat mutatja.

(4 pont)
Mivel az (1,1),(1,2) és (1,3) csicsok paronként szomszédosak, ezért
X(Gs > w(Gs) > 3. (3 pont)
Az dbrén lathaté G egy 3-szinezése, tehdt x(Gs) = 3 (3 pont)

. Allapitsuk meg, hogy az abran lathaté PERT probléméaban legfeljebb mennyi lehet a p paraméter
értéke ahhoz, hogy a teljes feladat végrehajthato legyen 42 idéegység alatt.
A megadott graf csicsainak s, a, c,d, b, e, t egy topologi-
kus sorrendje, igy ebben a sorrendben allapitjuk meg az
oran tanult mddszer szerint a legkordbbi kezdési iddket.
(4 pont)
Ezeket az idoket az egyes csiicsoknal jeleztiik, valamint
minden egyes csucsnal megvastatitottuk azt (vagy azo-
kat) az adott csticsba befuté éleket, amelyek miatt az
adott tevékenység nem kezd6édhet hamarabb. (3 pont)
Az adddott, hogy a feladatot minimadlis végrehajtasi ideje t = max{32, p+14}. Ha tehat p < 28, akkor
a feladat végrehajthaté 42 idGegység alatt, ha p > 28, akkor pedig nem. (3 pont)




