ANALIZIS(1) I. ZARTHELYI 2002. oktéber 3.
Miiszaki Informatika szak B kurzus Munkaid6: 90 perc
BME, Természettudomanyi Kar, Matematika Intézet, Analizis Tanszék

MEG DOLGOZOM MAJD RAJTA, DE A LENYEG MAR LATHATO!

1. feladat (15 pont)
a) Adja meg az aldbbi definicigkat!
al) lim a, = —o0 a2) lima, = A
n—o0

n—o0

b) A megfelel6 definiciéval bizonyitsa be, hogy

. 3n%+5n—1
lim ——— =
n—oo 1?4 3n + 8

Megoldas:

a) al) lim a, = —o0,
n—r00

haVM < 0-hoz (M € R) 3N(M) € N, hogy
a, <M, han>N(M)

a2) Azt mondjuk, hogy (a,) konvergens és hatarértéke (limesze) A € R, haVe > 0-hoz
(e € R) IN(e) € N, hogy

la, — Al <&, han> N(eg).

b)
| | 3n?+5n—1 —4n — 25 4n + 25 <4n—|—25n 29<5
a,n— =l — = = = —
n?+3n+8 n?+3n+8 n?+3n+8 n? n
29 29
— n>—, tehat N(e) > [—}
€ €
2. feladat (14 pont)
. (=)t 4 3"+ n!
"2l 4 7 "3+ 4!
a) lim a, =7, lima, =7, lim a, =7

n—oo



Megoldas:
a) Ha n péaratlan: a, =0 — 0
24" 2
Ha n paros: a, = = — 1

24047 5 o 1

+7
fgy a sorozat torlédasi pontjai: 0, 1

= lima,=1, lim a, = 0, lim a, 3

n—oo

Felhasznaltuk, hogy lim ¢" =0, ha |a| < 1.
n—oo

3n
b) b Tt oo+
i 0+4 4
o T

T 1
= limb, =lim b, = lim b, = -
n n—00 4

Felhasznaltuk, hogy  lim a_' =0,haaeR

n—oo N!

3. feladat (16 pont)
Keresse meg az alabbi sorozatok hatarértékét!

2

3 2n+4 5 n
an=<32’:5> , bn:<1+m> , cn=<1+

Megoldas:
1+ — 1+ =
“ ( n +?m N e?/? —o7/3
" —5/3\" -5 e /3
5\"
=il 2) - v
n
Bp — € miatt : e —-1< B, <e’+1, han>N,
VeSS —1 < b, Ves + 1
- (S < < e’ +
1 \

1 1

2

n

:

2



Cn = <<1+%>n>n = ()"

Y — €2 miatt : v, >4, han> N,

n

== ¢, > 4

i

00

= Cp, — OO

4. feladat (14 pont)
7
0,1:6; an+1:8__:n:152a"'

Qp,

(CL2 = 684, as = 6976)

a) Mutassa meg, hogy 1<a,<7 Vn-rel
b) Konvergens-e a szamsorozat? Ha igen, mi a hatdrértéke?

Megoldas:
a) 1) 1<a <ay<a3 <7 teljestl
2) Tegyiik fel, hogy 1< a, <7
7
3) Igaz-e, hogy 1< ap1=8— — <77
Ay
Tudjuk, hogy 1<a, <7
1 1
— 1> — > =
~a, 7
-7
= -7<—<-1 | +38
Qp

7
= 1<8——=a,41 <7
n
Tehat az allitas igaz.

b) Mar beldttuk, hogy a sorozat korlatos. Beldtjuk, hogy monoton né.
1) a1 <ap < a3 igaz.
2) Tegyiik fel, hogy a,—1 < a,!
3) Igaz-e, hogy
? 7

—a, < G =8 — —
Ap—1 7%

8 —

Az indukcids feltevés miatt
0<1<ap1 <oay



1 1

— Z—
Ap—1 Qnp
-7 -7
—t S_
Up—1 Qn

7 7

- an:8_ SS——:a,n+1
Gp—1 Qp,

Tehdt a sorozat monoton novekedo.
Vagyis (a,) / A (a,) felilrél korldtos — 3 lim a, = A.

n—oo

A-ra fenn kell dllni, hogy

AzS—% = A2 - 8A+7=0,tehdt A=1 vagy A=7.

Mivel a1 =6 és (ap,) /0 = lim a,=7

n— 00

5. feladat (7 pont)

Z o4t 4 (=2)"

— 9
7n+1 )

n=1

(Adja meg a sor Osszegét! Elegendd két tort osszegeként vagy kiilonbségeként megadnia.)

Megoldds:

287 2 \7 1 \7) & \7
R 1 2 1

Tk M T a9 4T a9 2

7 7

6. feladat (8 pont)

a) Mondja ki a numerikus sorokra vonatkozé majorans és minorans kritériumot!
b) Irja le a numerikus sorok konvergencidjdra tanult sziikséges feltételt!

Megoldas:



a) Majorans kritérium:
o o0
Ha O0<a, <¢, Vnre és E ¢, konvergens — E a, konvergens
n=1 n=1
Minoréans kritérium:

Ha0<d,<a, Vnre ¢és Zd" divergens — Zan divergens

b) Sziikséges feltétel:

(Z ay konvergens) = (kli)ngo a = 0)

k=1

7. feladat (26 pont)

2n? + 3 b 3" 1
a, = = - C,, = ———
" 5nt + 6n2 4+ 1’ " op2? 4 pnml? Y md =1
(i)
lim a, =7, lim b, =7, lim ¢, =7
n—,oo n—,oo n—,oo

o o0 [e.e]
(ii) Konvergens-e a E an, E by, , illetve a E ¢ sor?
n=1

n=1 n=1

Megoldas:
3
n2 2'+‘;§ 2+_0
I n = \/&n , n = 41 —+ 0- =0
(i) @ “ I = 5 6 1 5+0+0
+ =+
) n
= lim a,=0
n—0o0
<§)n
3" 5 0
b, = 1 = N7 ] — 1:0
2 — .50 2 - - 0 —
n +5 n <5> —|—5 +5

Felhasznaltuk, hogy  lim nfa"=0,hala|<1,k=0,1,2,...
n—0oQ

Cn -

1 1 1 1
= < cp < =
V2 (¢/n)’ V2n? " YmE =t (v/n)’

!

—— ——
1
1 1



= lime¢,=1

n—oo

(ii) Pozitiv tagi sorokrdl van sz6.
2n? 11 1 1
> =— = és — — divergens
in \/5n4+6n4+n4 NGRD \/ézn Hereen

o
== Z a, divergens

3" 3\" 3\"
b, < — = 5 (—) és b E (—) konvergens geometriai sor
0+ = -5 g g

3
(0<q=5<1)

== Z b, konvergens

o
lim ¢, =1#0 miatt Z ¢, divergens.

n—oQ

(nem teljesiil a konvergencia sziikséges feltétele).

Pétfeladat (csak az elégségeshez):

8. feladat (10 pont)

lim (\/5n2—3n+8 _ \/5n2—|—3) —?

n—oo

Megoldas:



