Grafok és algoritmusok (VISZA028)
ZH javitékulcs (2021. 05. 07.)

Az itmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megallapitva
az értékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam elott szereplo allitas kimondasa, tétel felidézése
nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam megitélésenk
az a feltétele, hogy a megoldashoz vezet6 gondolatmenet megfelel6 részének végiggondolasa vila-
gosan kideriiljon a dolgozatbol. Ha ez utébbi kideriil, am a kérdéses allitas, tétel, definicié nincs
rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar.

Természetesen az ismertetettektol eltérd, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, részmegol-
dasokért pedig az itmutatdbeli pontozas intelligens kézelitésével meghatarozott aranyos részpont-
szamok jarnak. Szamolasi hibaért altalaban hibanként 1 pontot vonunk le.

1. Jelolje a véges (de nem feltétleniil paros) G graf minden e = uv éle esetén v(e) azt, hogy az e él hanyadik
a <, preferenciarendezésben, és legyen r(e) = u(e) + v(e). Tegyiik fel, hogy r(e) = 42 teljesiil G barmely e
élére. Hatarozzuk meg G csicsainak fokszamat, és bizonyitsuk be, hogy G-nek van stabil parositasa.

Ha az uv élre u(e) = 1, akkor r(e) = 42 miatt v(e) = 41, ezért d(v) > 41. Ha d(v) > 42 volna, akkor lenne
olyan f él, amire v(f) = 42, és ekkor r(f) > 42 volna, ami lehetetlen. Ezért d(v) = 41 minden olyan v
csicsra, amihez 1étezik olyan e = uv él, hogy u(e) = 1. (2 pont)
Legyen v tetszoleges csicsa G-nek, és induljunk el a v-bdl indulé legjobb él mentén, majd haladjunk tovabb
mindig az adott cstcsbdl induld legjobb él mentén. Minden csticsba a legrosszabb (41-dik legjobb) él mentén
érkeziink meg, és G végessége folytan elobb-utébb olyan cstucsba jutunk, ahol mar jartunk. Ez csakis a v

lehet, tehét d(v) = 41 teljesiil G barmely v nemizolalt csicséra. (3 pont)
Tekintsiik G azon e = uwv éleinek M halmazat, amire u(e) = v(e) = 21. Vildgos, hogy M a G egy parositédsa.
(3 pont)

Tegyiik fel, hogy az f = xy él blokkolja M-et. Ekkor x(f) < 21 és y(f) < 21, ezért r(f) < 21 + 21 = 42,
ami ellentmondas. Ezek szerint M-hez nincs blokkold él, tehat M stabil parositas. Ezzel pedig igazoltuk a
feladatban szerepld allitast. (2 pont)

2. Tegyiik fel, hogy az n-ponti G graf egy maxvissza sorrendjéhez tartozé élcimkézés szerint G-nek pontosan
4n — 4 olyan éle van, ami legfeljebb 4-es cimkét kap. Bizonyitsuk be, hogy G 4-él6sszefiiggo.

Az tanultuk, hogy az i-es cimkéjli csicsok egy feszité erdejét adjak annak a grafnak, amit G-bdl az i-nél

kisebb cimkéji élek torlésével kapunk. (2 pont)
Ezek szerint baremly i-re az ¢ cimkéju élek szama legfeljebb n — 1, hiszen G barmely feszitofajanak ennyi
az élszdma. (1 pont)
Ha tehat a legfeljebb 4-es cimkéjii élek szama 4n — 4, akkor az l-es, 2-es, 3-as és 4-es cimkéji élekbdl
egyarant n — 1 van, (2 pont)
ezért a vizsgalt élek G-nek négy éldiszjunkt feszitéfajat alkotjak. (2 pont)
Ha tehat G-bdl legfeljebb 3 élt hagyunk el, akkor a 4 feszit6fa valamelyikét nem bantjuk, ezért a kapott
graf osszefiiggd marad. (2 pont)
Azt kaptuk, hogy G barmely 3 élének torlését tuléli, ezért G 4-élosszefiiggd, nekiink pedig pontosan ezt
kellett igazolnunk. (1 pont)

3. Nevezziik a G grafot dupldn faktorkritikusnak (roviditve DFK), ha G bérmely két csticsat elhagyva, a
keletkezo grafnak van teljes parositasa. Tegyiik fel, hogy G és Gy kozos csucesal nem rendelkez6 DFK
grafok. Bizonyitsuk be, hogy ha G egy u; csucsat azonositjuk Gy egy us csucsaval és G egy vy csucsat
azonositjuk Go egy vo csticsaval, akkor az igy kapott G graf is DFK.

Megmutatjuk, hogy G-nek tetszéleges u, v csicsait elhagyva a kapott grafnak lesz teljes parositasa. (1 pont)
Ha u,v € V(Gy), akkor tekintsiik a G — ug — vy egy M teljes parositdsét és a G — u — v egy N teljes
parositasat. A grafok DFK tulajdonsdga miatt vannak ilyen teljes parositasok. Ekkor M UN a G —u — v
egy teljes parositasa. (4 pont)
Az u,v € V(G5) eset hasonlbéan igazolhaté. (1 pont)
Az az eset marad, amikor u € V(G1) és v € V(Gy). Legyen ekkor M a Gy —v —wvy és N a G; —u — uy
graf teljes parositasa. A grafok DFK tulajdonsaga miatt vannak ilyen teljes parositasok. Ekkor M U N a
G —u — v egy teljes parositasa. Ezzel igazoltuk a feladat allitasat. (4 pont)




4. A G graf Gomory-Hu-faja lathaté az abran. Hatarozzuk meg, legkevesebb hany élt kell behtizni G-be ahhoz,
hogy az igy kapott G’ grafnak legyen 4-élosszefiiggé iranyitasa.
a

Nash-Williams tanult tétele szerint egy véges, iranyitatlan G grafnak pontosan akkor van 4-élosszefiiggd
iranyitdsa, ha G irdnyitatlan értelemben 8-élosszefiiggd. (3 pont)
A cél tehdt az, hogy G-t minimadlis szamu él behuzédsaval 8-élosszefiiggévé tegyiik. (2 pont)
A Gomory-Hu-fénak egyetlen olyan éle van, ami 8-nél kisebb (konkrétan 5 élbol 4ll6) vagast hataroz meg.
Ezért legalabb 8 — 5 = 3 élt mindenképp be kell hiizni G-be a 8-szoros élosszefiiggéség eléréséhez. (2 pont)
A GH-fa fg éle altal meghatarozott vagas az egyik oldalon az a,e, f,i és j csicsokat tartalmazza, a masik
oldalon az 6sszes tobbit. Ha tehat G egy végasa kettévagja az {a, e, f,, j} halmazt vagy a komplementerét,
akkor G ezen vagasa biztosan legalabb 8 élt tartalmaz. G-nek ezért csupan egyetlen olyan vagasa lehet, ami
8-nal kevesebb élt tartalmaz, konkrétan a Gomory-Hu-fa fg éle altal meghatarozott 5-éli vagas. (1 pont)
Ezért ha ezen vagas két oldal kozé behtizunk 3 tovabbi élt, akkor G-bdl egy 8-élosszefiiggd grafot kapunk.

(1 pont)
A keresett minimélis élszam tehat 3. (1 pont)

5. Tegylik fel, hogy u és v a 4-szeresen élosszefiiggd G negyedfoku csicsai. Bizonyitsuk be, hogy u és v
kicserélhetnek két szomszédot a 4-szeres élosszefliggdség megtartasaval, azaz talalhato u-nak két szomszédja
(mondjuk a és b) illetve v-nek két szomszédja (mondjuk c és d) gy, hogy a G — ua — ub — ve — vd + uc +
ud 4+ va + vd graf is 4-szeresen élosszefiiggo.

Mivel G 4-él6sszefliggd és d(u) és d(v) parosak, Lovész teljes leemelésrdl sz616 tétele alkalmazhatd. (2 pont)
Jelolje G' az u, majd a v csics teljes leemelésével kapott, a tétel értelmében szintén 4-élosszefiiggd grafot.

(3 pont)
Tanitottak, hogy egy 2k-élosszefiiggs grafban k él 6sszecsipése megorzi a 2k-€16f tulajdonsagot, ezért a teljes
leemelések utdn kapott graf 4-élosszefiiggd. (2 pont)

Ha u és v nem voltak szomszédosak, akkor 4 1j él keletkezett: ketté (mondjuk piros) u szomszédain, és
mésik ketté (mondjuk zold) v szomszédain. Ha most dsszecsipjiik mindkét piros élt egy-egy zold éllel, akkor
ezzel elérjiik a kivant allapot, azaz, hogy u és v gy cseréljenek ki két szomszédot, hogy a kapott graf 4-élof
maradjon. (2 pont)
Ha u és v nem voltak szomszédosak, akkor a teljse leemelés utdn harom él keletkezett, egy (mondjuk piros)
u szomszédain, egy (mondjuk zold) v szomszédain, és egy (mondjuk fehér), ami u és v egy-egy szomszédjat
koti 6ssze. Ha most Osszecsipjiik a piros és a zold élt, majd az Osszecsipett csicsbdl induld egyik élt a fehér
éllel, akkor ismét célt ériink. (1 pont)



