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1. Bevezetés a Matlab Hasznalataba

A Matlab egy interaktiv programcsomag tudomanyos €s mémdoki szamitasok, szimulaciok és grafikus
adatmegjelenités elvégzésére. A Matlab erds hatteret biztosit matrix algebra, differencidlegyenletek és mas
matematikai problémak megoldasara. A Matlab elterjedtsége és széleskorii alkalmazasa abbol adédik,
hogy a Matlab utasitaskészlete kiterjeszthetd foolbox-ok segitségével. A foolbox tulajdonképpen egy
fliggvénykonyvtar, amit kiilonféle szakteriiletek timogatasara fejlesztettek ki. Ilyen szakteriiletek példaul
a jelfeldolgozas (Signal Processing Toolbox), a szabalyozastechnika (Control System Toolbox), a
képfeldolgozas (Image Processing Toolbox), a neuralis hal6zatok alkalmazasa (Neural Network Toolbox),
stb. Ennek a bevezetésnek a célja, hogy minél gyorsabban el lehessen jutni egy olyan szintre, ami
sziikséges az alapproblémak megoldasara. Részletesebb informaciot a Matlab felhasznaldi segédletek
tartalmaznak. Elektronikus formaban ezek a ‘matlab/help’ konyvtarban talalhatok meg. Egy on-line sugo
is a felhasznal6 rendelkezésére all.

» helpdesk
A help utasitas nyujt segitséget az egyes utasitasok hasznalatarol, példaul:

» help sqgrt
A Matlab utasitasokbol egy szkript fajlt is 1étre lehet hozni. Ez egy text fajl .m Kkiterjesztéssel. Ez a
szkript 1) utasitasként hasznalhato (kiterjesztés nélkiil).
Valtozé nevek: A valtozok nevének mérete maximalisan 31 karakter lehet (betiik, szamok és a * ’
karakter). Az els6 karakter nem lehet szam. A kis és nagybetiilk nem azonosak. A casesen utasitas
megvaltoztatja ezt a miikddési modot (azaz azonossa teheti a kis és nagybetiiket, de ennek hasznalata nem
ajanlott). Minden valtozo egy matrix. Egy skalaris valtozo egyszer egyes matrixnak tekinthetd.

Adatbevitel: A Matlab szamos adattipust hasznal, de ezeket nem kell megadni, automatikusan deklaralja
Oket.
Integer:
» k=2
Ha az utasitas pontosvesszével végzddik, akkor az eredmény nem jelenik meg a képerny6n.
» J=-4;
Valos:
» s=3.6
» F2=-12.6e-5
Komplex:
» z=3+4%*]
» r=5%exp (i*pi/3)
Az i=sqrt(-1) véltozo, az egység képzetes vektor elére meghatarozott. Ehelyett azonban mas valtozo is
hasznalhat6, példaul:
» j=sqrt(-1)

Vektor:

» x=[1, 2, 3] % sorvektor, az elemeket vesszdvel vagy iires karakterrel (space) kell
elvalasztani

» g=[4; 5; 6] % oszlopvektor, az elemeket pontosvesszovel kell elvalasztani

A sorvektorbol a transzponalas miiveletével is képezhetd oszlopvektor:
» v=[4, 5, 6]’ % ugyanaz mint q
Megjegyzés: A transzponalas komplex valtozok esetén a transzponalt vektor komplex konjugaltjat képezi.
» i
0 - 1.0001
Matrix:
» A=[7, 8, 9; 5, 6, 7] % A egy 2x3-as matrix, » MATRIX=[row1; row2; . .. ; rowN];
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Specialis vektorok és matrixok:

» u=1:3; % létrehozza a u=[1 2 3] vektort, » u=start:stop
» w=1:2:10; % létrehozzaa w=[1 3 5 7 9] vektort, » =start:increment:stop
» E=eye (4)
E=

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

» B=eye (3,4)

o
o
o o
o o

» C=zeros(2,4)
C:

» D=ones (3,5)
D=

H
—
—
—
—

» A
A=
7 8 9
5 6 7
» A(2, 3)
ans =
7

Az els6 index a sor szamat jelzi, a masodik pedig az oszlop sorszamat adja meg. A valaszt az ans valtozo
veszi fel.
Egy matrix vagy vektor egy elemének megvaltoztatasa utan a valtozo 0sszes eleme lathatd a képernydn,
kivéve ha az utasitas pontosvesszével végzodik.
» v(2)= -6
v=
4
-6

6
Indexelés (Subscripting): A kettOspont (:) segitségével a matrix tobb eleme is hozzaférhetd egyszerre.
Tobbféleképpen is hasznalhato ez az operator.
Kezdeti index : végso index - egy matrix egy részéhez enged hozzaférni
: - a kettdspont az Osszes elemet jeldli ki egy adott sorban vagy oszlopban.
Vektorok esetén: v=[v(1) v(2) ... v(N)]
Matrixok esetén: M=[M(1,1)..M(1,m); M(2,1)..M(2,m); ... ; M(n,1)...M(n,m)]

Ha B egy 8x8 matrix, akkor
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B(1:5,3) egy oszlopvektor, [B(1,3); B(2,3); B(3,3); B(4,3); B(5,3)]

B(2:3,4:5) egy matrix [B(2,4) B(2,5); B(3,4) B(3,9)]

B(:,3) a B matrix mindegyik sorat és harmadik oszlopat, azaz a harmadik oszlopot
jelenti

B(2,) a B matrix masodik sorat jelenti

B(1:3,:) a B matrix elsé harom sorat jelenti.

» A(2,1:2) % az A matrix masodik soranak els6 és masodik elemét jeloli ki

» A(:,2) % az A matrix masodik oszlopat jeloli ki

Munkateriilet (Workspace): A hasznalt valtozok a workspace-nek nevezett memoria teriileten
helyezkednek el. A workspace a kdvetkezd utasitasokkal jelenithetd meg:

» who

» whos % kiirja a valtozo méreteit is

A valtozdk méreteit a length ésa size utasitdssal lehet megadni.
Vektorok esetén:
» lng=length (v)
1lng=
3
Vektorok és matrixok esetén:
» [m,n]=size (A)

m=
2 % a sorok szdma
n=
3 % az oszlopok szama
A workspace-t el lehet menteni, betdlteni és kitorolni:
» save % elmenti a workspace-t a default matlab.mat tjlba.
» save filename.mat % elmenti a workspace-ta filename.mat tajlba.
» clear % kitorli az Osszes valtozot.
» load % betolti a workspace-be a matlab.mat t4jl tartalmat

» load filename.mat % betdlti a workspace-be a filename.mat fajl tartalmat

Aritmetikai operatorok:

Osszeadds és kivonds:
» A=[1 2; 3 4];

» B=A'’;
» C=A+B;
C=
2 5
5 8
» D=A-B
D=
0 -1
1 0
» x=[-1 0 2]7;
» y=x-1 (Vegyiik észre, hogy a vektor mindegyik eleme megvaltozott!)
y=
-2
-1
1
Szorzds:
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Vektor szorzasa skalarral:

» 2*x
ans=
-2
0
4
Matrix szorzasa skalarral:
» 3%A
ans=
3
9
Skalaris szorzat:
» s=x'*y
5=
4
» y’ *x
ans=
4

Diadikus szorzat( matrixot eredményez):

» M=x*y’
M=
2 1 -1
0 0 0
-4 -2 2
» y*x’
ans=
2 0 -4
1 0 -2
-1 0 2
Matrix szorzasa vektorral:
» b=M*x
b=
-4
0
8
Osztas:
» C/2
Matrixok esetén: B/A megfelel BA”-nek
A\B megfelel 4”B-nek
Hatvanyozas: A"p , ahol A egy négyzetes matrix és p egy valds konstans

példaul 4 inverze : A™(-1) , vagy ezzel egyenértékii inv(4)

Miiveletek komplex szamokon:
»
r:

2.5000 + 4.33011

» real (r)
ans=

2.5000
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» imag(r)

ans=
4.3301
» abs (r)
ans=
5
» angle (r)
ans=
1.0472
A szdg fokokban
» 180/pi*angle(r)
ans=
60.0000

Tombok elemein végzett miiveletek:
A tombok elemein végzett aritmetikai miiveletek a miiveletek fontos csoportjat alkotjak. Ha az aritmetikai
miiveletet megeldzi egy pont, akkor ez a miivelet a valtozok elemeire vonatkozik.
A * miivelet 6sszeszorozza a valtozok megfeleld indexti elemeit. Példaul sorvektorok esetén:
a.*b=[a(1)*b(1), a(2)*b(2), ..., a(n)*b(n)]. A valtozok méretének meg kell egyeznie.
Példaul:

» a=[2 4 6]

» b=[5 3 1]

» a.*b

ans=
10 12 6

Az elemenként végzendd miiveletek értelemszeriien mas operatorokra is alkalmazhatdok, példaul osztas és
hatvanyozas esetén: ./, .»

Alapvet6é matematikai fiiggvények: (Az egyes fiiggvények hasznalatat a help utasitds mutatja meg)

abs absolute value or magnitude of complex numbers
sqrt square root

real real part

imag imaginary part

conj complex conjugate
round round to nearest integer
fix round towards zero
floor round towards -infinity
ceil round towards +infinity
sign signum function

rem remainder

sin sine

oS cosine

tan tangent

asin arcsine

acos arccosine

atan arctangent

atan2 four quadrant arctangent
sinh hyperbolic sine

cosh hyperbolic cosine

tanh hyperbolic tangent

exp exponential base e
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log natural logarithm
logl10 log base 10

bessel Bessel function

rat rational approximation
expm matrix exponential
logm matrix logarithm
sqrtm matrix square root.

Példaul:
» help sqrt
» g=sqrt(2)

Grafikus kimenet:

A legegyszerlibb grafikus utasitas a plot.
» plot(2,3) % kirajzolja az x=2, y=3 pontot

Egyszerre tobb pontot is ki lehet rajzolni, ha a koordinata értékeket egy vektorban taroljuk el.
» x=[1,2,3]
» y=[0,2,1]

» plot(x,y) % a pontok Ossze vannak kotve egyenesekkel
» plot(x,y,’*’) % igy az utasitas csak a pontokat rajzolja ki
Ezzel a mddszerrel bonyolultabb gorbék is kirajzolhatok.
Példaul:
» £=0:0.05:4%*pi;
» y=sin(t) ;

» plot(t,y)
» title(‘Sine function’) ,xlabel (‘'Time’) ,ylabel(‘sin(t)’) ,grid;
ahol a ftitle, xlabel, ylabel és grid utasitasok opcionalisak.

Egyszerre tobb gorbe is kirajzolhato:
» yl=3*sin (2*t) ;
» plot(t,y,’r’,t,yl,’b"); % r-red (piros), b-blue (kék)

A kirajzolas szinét és tipusat a kovetkez6 formatumban lehet megadni: » plot(t,y,’@#’), ahol ‘@’ jelenti
a vonal tipusat: - folytonos
-- Szaggatott
:  pontvonal
pontok
plusz
csillag
kor
x-jel

* + -

» O

red, piros
green, z0ld
blue, kék
white, fehér
yellow, sarga

és ‘#° jelenti a szint:

< g o =

Polinomok: A Matlab-ban a polinomokat egyiitthatdikkal adhatjuk meg. Példaul a P(x)=4x"-6x’+9x>-5
polinomot megadhatjuk egy vektorral, aminek az elemei a polinom egylitthatoi.

» v=[4 -6 9 0 -5]
A polinom gyokeit, azaz a P(x)=0 egyenlet megoldasait a roots utasitas szamolja ki.
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» p=roots (v)

p:
0.6198 + 1.43371
0.6198 - 1.43371
0.8577

-0.5974

A polinom py, py, ... , pn gyOkeibol kiszamolhatjuk a P(x)=(x- pi)(x- pa)...(x- p») polinom egylitthatoit.
» vl=poly (p)
vl =
1.0000 -1.5000 2.2500 0 -1.2500
A poly utasitds a legnagyobb hatvanyu egylitthatdt egynek veszi (normalja). Ha vissza akarjuk kapni az
eredeti polinomot, akkor meg kell szorozni az dsszes egyiitthatot az els6 egyiitthatdval, a mi esetiinkben
4-gyel.
» v2=4*poly (p)
v2 =
4.0000 -6.0000 9.0000 0 -5.0000
Vegyiik fel a kovetkez6 matrixot:
» M=[3 5 ; 7 -1]
Az M matrix sajatértékeit az eig utasitas hatarozza meg.

» e=eig (M)
e =
7.2450
-5.2450
A sajatértékeket egy polinom gyokeinek tekintve a poly utasitassal egy polinom meghatarozhato:
» poly (e)
ans =
1 -2 -38

A fenti polinom, azaz x>-2x-38 az M matrix karakterisztikus polinomja, ami a det(xI-M) egyenlettel
hatarozhat6 meg. A karakterisztikus polinom az M matrixbol kézvetleniil is kiszamithato:
» poly (M)
ans =
1 -2 -38

Lathat6, hogy sokszor egy utasitas tobbféleképpen is meghivhatd. A Matlab help egy utasitas valamennyi
meghivasi lehetdségét megadja.
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2. Bevezetés a Matlab Control System Toolbox Hasznalataba

Tekintsiink egy egy-bemenetli, egy-kimenetii folytonos linearis rendszert, amely atviteli fliggvényével
adott:

WO ey LS | y®)
U(s) U(s) den Y(s)

Allitsuk el6 a Matlab segitségével a H(s)= rendszer dtmeneti fiiggvényét, azaz az y(t)

2
s +2s+4
kimenetet egységugras bemenet esetén. Az atviteli fiiggvényt a szamlalo és a nevezd polinom felvételével

hatarozzuk meg. Egy polinomot az egyiitthatéival adhatunk meg, igy a fenti példaban num=2 ,
den=5s"+2s+4.

» num=2 Step response

» den=[1 2 4] 0.7 T T T T T
Altaldnos esetben az egyiitthatokat csokkend fokszam szerinti 06 - i, . 73 . ,i . ,i a—_
sorrendben kell egy vektorba gylijteni. Az atmeneti fliggvényt a P A N
Matlab step utasitasaval lehet megjeleniteni: A

» step (num,den) ; ! e i e R
Ugyanezt kdzvetleniil is meg lehet adni: 03 - - ,i, - *i* - *i e ﬂ: e *: ]

» step(2,[1 2 4]); ] A S S
Vegyiik észre, hogy az iddskalait a Matlab automatikusan ! ! ! ! !
valasztotta. A
Amennyiben tarolni kivanjuk a kiszdmitott atmeneti fiiggvény % 1 2 3 4 & &

értékeit, akkor a step fiiggvényt bal oldali argumentummal -
annak a valtozo nevének megadasaval, amelyben tarolni kivanjuk a kiszamitott fiiggvényértékeket - kell
meghivnunk:

» [y,x,t]=step(num,den) vagy egyszeriibben

» y=step (num,den)
Lathato és érdemes megjegyezni, hogy a Matlab fliggvényhivasok jellemzdje, hogy az argumentumok
szama valtozo lehet mindkét oldalon. A fenti harom bal oldali valtozot megjeldlo fiiggvényhivasban az y a
kimendjel értékeit, az x a rendszer belsé allapotvaltozoinak értékeit és a ¢ a szamitdsok id6pontjainak
értékeit tartalmazza. Vegyilk észre, hogy ebben az esetben grafikus abrazolds nem tortént. Ha
pontosvesszot tesziink a sor végére, akkor az adatokat sem irja ki a Matlab. Az értékek kiirhatok a valtozo
nevének beirasaval.

» y
Lathato, hogy egy oszlopvektort kaptunk, amelynek elemei a mintavételezési pontokban felvett értékek. A
mintavétel természetes, hiszen nem analdg szamitogéppel dolgozunk, igy csakis diszkrét iddpontokban
varhatjuk a szimulacié eredményét. Kérdés, hogy milyen id6felbontassal dolgoztunk. Az abrabol lathato,
hogy a Matlab automatikusan a 0 < ¢ < 6 idOtartomanyt valasztotta ki az atmeneti fiiggvény
megjelenitésére. A Matlab a rendszer dinamikai tulajdonsagai (zérusai, polusai) alapjan valasztja meg az
idévektort. Az y vektor elemeinek szamabol igy mar vissza tudunk kovetkeztetni a mintavételi idore.

» n=length (y)

n = 109
» T=6/n
T = 0.055

A szamitott mintavételi id6: T=6/109=0.055 sec.
A help utasitas megmutatja az utasitas részletes hasznalati modjait:
» help step
Természetesen tobbféleképpen megadhato a fenti szimulacios futtatds meghivasa. Az utasitas egy fontos
alakja, amikor nem kivanjuk a Matlab automatikus szimulacids idokozét és idotartamat valasztani, hanem
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ezt rdgziteni kivanjuk a szimulacié végrehajtasa elott, pl. 10 sec-ig szeretnénk latni az dtmeneti fiiggvényt,
mégpedig 0.1 sec felbontasi idével. Adjuk meg elészor a 0-tol 10-ig terjedd intervallumot 0.1-es
1épéskozokkel

»t=0:0.1:10
majd jelenitsiik meg az atmeneti fiiggvényt:

» y=step (num,den,t)
A kimendjelet grafikusan megjelenithetjiik a plot utasitassal:

» plot(t,y);
A konnyebb értelmezhetdség érdekében egy koordinata halot is rajzolhatunk az abrara a grid utasitassal.

» plot(t,y) ,grid;
A plot utasitas a pontok kozott linearis interpolacidt alkalmaz, azaz 6sszekoti a pontokat egy egyenessel.
Az egyes pontok OsszekOtése csak a vizualis megjelenitést (végiil is folytonos rendszer folytonos
kimenetét szeretnénk latni) szolgalja, valdjaban nincs pontosan kiszamitott informacionk a kimendjel két
szimulacios pont kozotti viselkedését illetden. Ezt az interpolaciot elhagyhatjuk, ha pontokkal abrazoljuk a
mintavételi értékeket.

» plot(t,y,'.");
Ezeket az y értékeket tovabbi szamitasokra is fel lehet hasznalni. Az dtmeneti fliggvény maximalis értékét
megkaphatjuk a max fiiggvény hivassal.

» ym=max (y)

ym = 0.5815

Stacionarius értékét a degain utasitas adja meg.

» ys=dcgain (num,den)

ys = 0.5
A szézalékos talliivést ezekbdl ki tudjuk szamolni.

» yovrsht=(ym-ys) /ys*100

yovrsht = 16.2971

Inverz Laplace Transzformacio:

Analitikus vizsgalatokhoz sziikséges az inverz Laplace transzformacié szamitdsa. A modszer 1ényege,
hogy a fliggvény Laplace transzformaltjat olyan tagok oOsszegére bontjuk fel, amelyeknek inverz
transzformaltjat mar ismerjlik. A leggyakrabban eléfordul6 tagok:

k—L s k1(r)
d —)Lil re "
S+p
r -1 _
5 L sre”
(s+p)

Ezt az alakot részlettdrtekre bontassal lehet meghatarozni, amit a residue utasitassal lehet végrehajtani.
Legyen a feladat az
Y(s) 3s2+l3s+126
(st2)(s+3)

valos torttel a Laplace tartomanyban leirt jel visszatranszformalasa az idotartomanyba, azaz y(?) analitikus
meghatarozasa.
El6szor adjuk meg a jel Laplace transzformaltjat szamlalé és nevezo polinomjaval:

» num=[3 13 16];

» den=poly([-3 -3 -2]);
A részlettortekre valo bontas:

» [r,p,k]=residue (num,den)

r = 1.0000

10
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-4.0000
2.0000
p = -3.0000
-3.0000
-2.0000
k =[]

A eredmény a Laplace tartomanyban (komplex frekvencia tartomanyban):

Y= tO_, @) , @ L4 , 2
s=p1) (s—-p2)° s-p@3) s+3 (s+3)° s+2
¢és az id6tartomanyban:

y(t)=e —dte +2 | t>0

Figyeljiik meg a kettds polusnak megfeleld struktirat mind az r és p vektorban, mind a részlettortes
Laplace transzformalt alakban, mind pedig az iddtartomanybeli kifejezésben.
Az analitikus kifejezés alapjan természetesen el6 tudjuk allitani az id6fiiggvényt:

» £=0:0.05:6;

» y=r (1) *exp (p (1) *t)+r(2) *t.*exp (p(2) *t) +r (3) *exp (p (3) *t) ;
(A masodik kifejezésben a t melletti pont azt jeloli, hogy a miiveletet nem a vektorra, hanem annak
elemeire értelmezziik). Ugyanezt egyszeriibben is meg lehet hatarozni numerikusan.

» yi=impulse (num,den,t) ;
» plot(t, [y,yi]) ,grid;

LTI modell struktura (sys):
Az egyszeriibb hasznalat érdekében a Control System Toolbox bevezeti az LTI adatstrukturat (Linear
Time Invariant system). Egy LTI strukturaban egy linearis rendszert haromféle alakban lehet megadni.

s" b, s" by A bs+by, 2
-1

e Atviteli figgvény alak: H,(s)=

n n 2 -2
a,s"+a, " +..+ta,s"+as+a, 5 +35+2

(s—z)(s—2)..s—z,) _ 2
(s=p)s—py)(s=p,) (s+D(s+2)

e Zérus-polus-erdsités alak: H_,(s) =k

y =Cx+Du 2 0 0

A Matlab-ban a #f, zpk és ss utasitasokkal lehet megadni egy lineéris rendszert LTI sys struktaraban.
Legyen a rendszer atviteli figgvénye H(s).

» num=2

» den=[1, 3, 2]

» H=tf (num,den)

Transfer function:

. Xx=Ax+B -3 -1 1
e Allapotteres alak: X AxXTol A=[ },Bz{ },C:[o 11,D=0.

s"2 + 3 s + 2
vagy kozvetlentil:
» Htf=tf(2,[1, 3, 2])
A tobbi modell hasonléan adhatd meg:
» Hzpk=zpk ([],[-1, -2],2)
Zero/pole/gain:

11
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(s+1) (s+2)
» A=[-3, -1; 2, 0]; B=[1; 0]; C=[0, 1]; D=0;
» Hss=ss(A,B,C,D);
A modellek atkonvertalhatok egymasba.
» Hzpkl=zpk (Htf)
» Hssl=ss (Htf)
» Htfl=tf (Hss)
A modellek szamos paramétert (properties) foglalnak magukban. Ezeket a get utasitassal nézhetjiik meg.
» get (Htf)
» get (Hzpk)
» get (Hss)
Az LTI modell paramétereket megkaphatjuk a tfdata, zpkdata, ssdata utasitasokkal. A 'v' flag szlikséges,
hogy vektor alakban kapjuk meg a paramétereket.
» [numl,denl]=tfdata (Htf, 'v')
numl = 0 0 2
denl =1 3 2
» [z,p,k]=zpkdata (Hzpk, 'v')
A modell paraméterek kdzvetleniil is elérhetdk a neviikon keresztiil:
» num2=Htf.num{1l}
numz2 = 0 0 2
Az LTI adatstruktira néhany paramétert un. cell array tipusban tarol, hogy tobb bemenetii, tobb kimenetii
(MIMO, multi- input multi-output) rendszerek esetén is hasznalhat6 legyen.
A cell array egy olyan matrix, melynek elemei matrixok. Egy cell array példaul a kovetkezéképpen

adhat6 meg.
» ca={1, [1,2],[1,2,3]}
ca = [1] [1x2 double] [1x3 double]
» ca{2}
ans = 1 2

A {1} jeldléssel hivatkozunk a cell array els6 elemére. Egy bemenetli, egy kimenetii (SISO single-input
single- output) rendszerre mindig {1} jeldlést kell hasznalni, mivel csak az els6 elem létezik. A num, den,
z, p paraméterek cell array formatumban adottak. A get(...) utasitassal lehet megnézni a paraméterek
tipusait.
A t6bbi modell paraméter hasonld mdodon érhetd el:

» Hsz=sz( [(1,0-1, -21,2)

(s+1) (s+2)

» Hzpk.p{1l}

» Hss.a

ans = -3 -1

2 0

Szimbolikus adatbevitellel tovabb egyszeriisithetd az adat megadas. Az s a Laplace transzforméacios
valtozo.

» s=zpk('s')

» H=1/((s+1)* (s+2))
Aritmetikai mtiveletek is alkalmazhatok az LTI strukturakra. A leggyakrabban hasznélatos miiveletek: +,
-5 7,0\, inv, AL Példaul egy zart rendszer eredé atviteli fliggvénye kiszamithato kdzvetleniil az alabbi
szimbolikus Osszefliggéssel:

» Hel=H/ (1+H)

12
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Az LTI sys struktarak egy hierarchikus sorrendben helyezkednek el: tf -> zpk -> ss. Ha egy utasitasban
vagy szamitasban kiilonb6z6 modellek szerepelnek, akkor az eredmény mindig a magasabb hierarchidju
modell formajaban keletkezik. Példaul a

» Htf*Hzpk
utasitas eredménye zpk alakban jelenik meg.
Ha az s valtoz6t s=zpk ('s ') formaban adjuk meg, akkor az ezzel megadott atviteli fiiggvényeket zpk
alakban kapjuk. Ha az s valtozot s=t£ ('s') formaban adjuk meg, akkor az ezzel megadott atviteli
fiiggvényeket tf, azaz polinom/polinom alakban kapjuk.

Idétartomanybeli vizsgalat:
A Control System Toolbox tobb utasitast tartalmaz, amelyek segitségével a linearis rendszerek
2

idétartomanybeli viselkedését lehet vizsgalni. Vizsgaljuk ismét a kdvetkezo rendszert: H(s) = T
sT+2s+

» H=2/ (s*2+2*s+4)
Vegylink fel egy idGtartomanyt:
» £=0:0.1:10;
o Atmeneti fiiggvény (step response): Az atmeneti fiiggvény a rendszer kimendjele egységugras (step)
bemendjel esetén. A step utasitas el6zéekben targyalt alakjai mellett az alabbi alak is hivhato:
» step(H) ;
e Sulyfiiggvény (impulse response): A sulyfiiggvény a rendszer kimenete Dirac-delta bemenet esetén.
» impulse (H) ;
» yi=impulse(H,t);
» plot(t,yi)
o Kezdeti feltétel (initial condition): A rendszer viselkedése kezdeti feltétel esetén az initial utasitas

segitségeével vizsgalhato. Csak allapotteres reprezentaciora alkalmazhat6 ez az utasitas.
» H=ss (H) Bode Diagrams

» x0= [1 ’ —2] From: U(1)

0 T T T T

» [y,t,x]=initial (H,xO0) ;

» plot(t,y) , grid %
Vegyiik észre, hogy az x valtozé egy matrix, amelynek annyi é
oszlopa van, ahany A&llapotvaltozéja van a rendszernek &
(ebben az esetben 2). Sorainak szama megegyezik az F ° —— T
iddvektor elemeinek szamaval. Ellendrizziik: o SN A A
» size (x) -3 i RS ST
ans = 109 2 A T T T T T T T T
A rendszer allapottrajektoridjat is tudjuk vizsgalni. Az x e w
matrix elsd oszlopa tartalmazza az elsd allapotvaltozot, a Frequency (rad/sec)

masodik pedig a masodikat. A : kivalasztja az adott vektor minden egyes elemét. Az allapottrajektoria az
egyik allapotvaltozot a masik allapotvaltozo fliiggvényében abrazolja.

» xX1=x(:,1); x2=x(:,2);

» plot(xl,x2)

e  Tetszoleges bemenet: A rendszer kimenetét tetszoleges bemenet esetén is ki lehet szamitani.
Hatarozzuk meg a kimenetet u(?)= 2sin(3t) bemenet esetén.
» usin=2*sin (3*t) ;
» ysin=lsim(H,usin,t);
Abrazoljuk a bemenéjelet piros, a kimendjelet pedig kék gorbével.
» plot(t,usin,'r',t,ysin,'b'), grid;

13
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Frekvenciatartomanybeli vizsgalat:
A rendszer viselkedése a frekvenciatartomanyban is vizsgalhato.
. Bode diagram A rendszer Bode diagramjat a bode utasitdssal szamithatjuk. Szamos moddon
alkalmazhatjuk ezt az utasitast. Egy megadott frekvencian kiszamolhatjuk a rendszer erdsitését €s
fazisszogét. Szamitsuk ki az erdsitést az w =5 frekvencian.

» w=5;

» [gain,phase]=bode (H,w) ;
Az eredmény: gain = 0.0860, phase =-154.5367
A szamitas megismételhetd kiillonbozo frekvencidkon. A bode utasitas azonban meghivhaté gy is, hogy
egyidejlileg tobb frekvencian is kiszamitja a frekvenciafiiggvény abszolut értékét és fazisszogét.
A Bode diagram kozvetleniil grafikusan is megjelenitheté. Ebben az esetben a Matlab automatikusan
felvesz egy frekvenciatartomanyt a rendszer dinamikus tulajdonsagai alapjan (a step utasitashoz
hasonldan).

» bode (H) ,grid
A frekvencia pontok logaritmikus skalan helyezkednek el, mivel ez szemléletesebb, nagyobb
frekvenciatartomanyt atfogd megjelenitést biztosit. A frekvencia vektor kdzvetleniil is meghatarozhato:

» w=logspace(-1,1,200);
A logspace utasitas létrehoz egy 200 pontbol allo logaritmikusan egyenld tdvolsagra elhelyezkedo
pontokbol allo frekvencia vektort a 0.01 and 100 kozti frekvenciatartomanyban. Ezzel a Bode diagram
értékei mar kiszamithatok és abrazolhatok.

» [gain,phase]=bode (H,w) ;

o Nyquist diagram : A rendszer erdsitését és fazistolasat abrazoljuk a komplex sikon ugy, hogy a
frekvencia valtozik.
» nyquist (H) ;
. Margin : ez az utasitas kiértékeli a frekvenciafiiggvény jellemzéit, kiszdmitja a stabilitasra jellemzo
mutatokat.
» margin (H) ;
e  Zérusok, pélusok: 0s :
A Kkarakterisztikus polinom (az atviteli fiiggvény nevezdje) ol o /f RN
gyokei \
a rendszer polusai.
» [num,den]=tfdata(H,'v') ; 1
» poles=roots(den) ; ; -
A zérusok az atviteli fiiggvény szamlalojanak a gyokei. P I o \,\,\J ,,,,, /
» zeros=roots (num) ; |
A zérusok és polusok megkaphatok kozvetleniill a zpk 1 1
modellbl: %
» [z,p,k]=zpkdata(H,'v'); Real Axis
A zérusok és polusok abrazolhatok a komplex sikon.
» subplot(111);
» pzmap (H) ;
A damp utasitds megadja az Osszes poOlust és komplex poéluspar esetén a csillapitasi tényez6t és a
sajatfrekvenciat is:
» damp (H) ;
A rendszer DC (egyendramu) erdsitése meghatarozhato:
» K=dcgain (H) ;

Nyquist Diagrams
From: U(1)

Imaginary Axis
To: Y(1)

LTI Viewer:
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Egy linedris rendszer egyszerlien vizsgalhaté az LTI Viewer segitségével. Az LTI Viewer egy grafikus
feliilet egy rendszer id6- és frekvenciatartomanybeli tulajdonsagainak vizsgalatara. Tobb rendszer
egyszerre is vizsgalhat6 a kiilonb6z6 mentipontok €s a jobb egér billentyli segitségével.

» ltiview
vagy konkrétabban,

» ltiview('bode' ,H) ;

Simulink:

A Simulink egy grafikus programcsomag, amely blokk diagramon alapulé szimulacié végrehajtasara
képes. Egy Simulink szimulacié két 1épésbol all. Elszor 1étrehozzuk a modellt, majd futtatasokat végziink
a kivant paraméterbeallitasok mellett. A Simulink-ben egy dinamikus rendszert blokk diagrammal lehet
megadni. A rendszer definidldsa a blokk diagram megrajzolasat jelenti. A blokkokat nem kell kiilon
eléallitani, egy konyvtarbol ki lehet Oket masolni. A konyvtar blokkjai mikddésiik szerint kiilon
alkonyvtarakban helyezkednek el. A Simulink blokk konyvtar megnyithaté a Matlabbdl a simulink
utasitassal, vagy a Simulink ikonnal. Egy 0j modellt 1étre lehet hozni —File -> New menti aktivalasaval. Ez
létrehoz egy 1j ablakot, amelybe a blokkok mar bemdasolhatéak a konyvtarbol. Az egér bal gombjanak
lenyomva tartasaval lehet a konyvtari blokkokat athtizni a fajlunkba. A blokkokat 0ssze tudjuk kotni az
egér bal gombjaval, raklikkeliink a blokkok bemenetére vagy kimenetére, majd a vonalat odahtizzuk a
kivant helyre. Egy blokk duplikalhaté a jobb egér billentyti klikkelésével. A blokkokat méretezni €s
elforgatni is lehet. A blokk paramétereit dupla klikkeléssel lehet megvaltoztatni. Az 0j fjl elmenthetd a
File->Save meniiponttal.

A szimulécié elindithat6 a Start -> Simulation mentivel, vagy a Run ikonnal (»). A szimulaci6 beallitasi
paraméterei megvaltoztathatok. A futtatasi eredményeket a Scope blokkal lehet megvizsgalni vagy a To
differencialegyenletek integralasaval végzi. A Simulink szamos integralasi mddszer hasznalatat teszi
lehetévé. Pontos eredmények elérésére a megfeleld modszer kivalasztasa is egy fontos szempont lehet.

A Simulink miikddésének megismerése céljabol vegyiink egy egyszerli példat. Hozzunk létre egy 11 fajlt
és masoljuk be a kiilonféle blokkokat. A blokkok paramétereit valtoztassuk meg a kivant értékre. Allitsuk
be a men(ibél a Simulation—>Parameters—>Stop time paramétert 50-re. A Simulink a Matlab-ban definialt
valtozokat hasznalja.

t

output
Step Gain LTI SystemPs Transport Scopel
Input Delay

H(s): Control System Toolbox —LTI system : H

Kiilonbségképz6: Simulink—>Math—>Sum: +-

Késleltetés, holtidé: Simulink—Continuous—>Transport Delay: 1

Erésités: Simulink—>Math—>Gain: 1.5

Step input: Simulink—>Sources—>Step

Scope: Simulink—>Sinks—>Scope

Clock: Simulink—Sources—>ClockOutput, time: Simulink—>Sinks—>To Workspace: y,t
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Valtoztassuk a Gain paraméter értékét 0.5 és 2 kozott. Allapitsuk meg, a paraméter milyen értékénél
lépnek fel a rendszerben allandosult lengések.

A Scope blokk segitségével is visszakiildhetjik a szimulacido eredményét a Matlab feliiletre. A Scope
grafikus ablak paramétereit allitsuk be a kovetkezoképpen:

A ‘properties’ ment alatt.
Data history:  Save data to workspace
Variable name: ty (tu for the control signal)
Matrix format
fgy a t id6 és az y kimendjel vektorai egyszeriien kinyerhetéek a szimulacié utén, ezekbdl pedig a
mindségi jellemzOk meghatarozhatok (tullovés, bealldsi id6, maximalis beavatkozo jel, stb.).
» t=ty(:,1)
» y=ty(:,2)
» plot(t,y) ,grid
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3. A frekvenciafiiggvény

Stabilis linearis rendszerek egy alapvetd tulajdonsaga, hogy szinuszos bemendjelekre dllandosult
allapotban, a tranziensek lecsengése utan a bemendjel frekvenciajaval megegyez6 frekvenciaju szinuszos
jelekkel valaszolnak. Legyen

u(t)=A,sin(ot +¢,)
t 20 esetén a rendszeriink bemenete. A kimendjel

y(t) = ya’llando'sult (t) + ytranziens (t)
A kimendjel allandosult (kvazistacionarius) allapotban

Yattandisur (&) = A4, sin(wt + ¢ y)

u(t ) = Au sin(a)t + u) y(t)= A, sin(wt + (py) + V'ransions
P Hs) .

A frekvenciafiiggvény az A4,/4, amplitdd6 ardny és a (¢-¢,) faziskiilonbség frekvenciafiiggését leiro
figgvény. Mivel a frekvenciafiiggvény szimultin moddon két rendszerjellemz0 tulajdonsag
frekvenciafiiggését kivanja reprezentalni, nem meglepd, hogy a frekvenciafiiggvény komplex fiiggvény.
Bebizonyithatd, hogy formailag a frekvenciafiiggvényt az atviteli fliggvénybdl az s=jw helyettesitéssel
lehet szarmaztatni.

H(jo)= H(s) = M(w)e””

A frekvenciafiiggvény kifejezésében M(w) az amplitudofiiggvény (a frekvenciafiiggvény abszolut értéke),
o(w) pedig a fazisfiiggvény:

s=jw

4, (o)

M(w) =|H(jo) =~ @)

p(w) =arg{H(jo)} =9, (0)- ¢, (@)

A frekvenciafiiggvény tobbféleképpen is megjelenithetd. Az M(w) és @(w) fiiggvényeket kiilon-kiilon
abrazolhatjuk egy kijeldlt frekvenciatartomanyban. Ez a technika a Bode diagramot eredményezi. A
frekvenciaskala Iéptéke rendszerint logaritmikus. A Nyquist diagram a frekvenciafiiggvényt a komplex
szamsikon abrazolja. A kivalasztott frekvenciatartomany minden egyes @ értékére a komplex sikban az
M(w) ¢és ¢(w) értékparnak megfeleld pontot adhatunk meg. E pontok kontarral vald Osszekotése
eredményezi a Nyquist diagramot. A Nyquist diagram abrazolasakor a frekvenciat rendszerint nulla €s
végtelen kozott valtoztatjuk.

Példa: Legyen egy rendszer atviteli fliggvénye
10

s> +2s+10
Hatarozzuk meg a rendszer kimendjelét, ha bemendjele u(t)= 2*sin(3*t).

» num=10;

» den=[1, 2, 10];

» H=tf (num,den) ;

» £=0:0.05:10;

» u=2*sin(3*t) ;

» yl=lsim(H,u,t);
Abrazoljuk a rendszer bemendjelét és kimendjelét egy diagramban (bemendjel: piros (red), kimenéjel: kék
(blue)):

H(s)=
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» plot(t,u,'r',t,yl,'b'), grid;
Allandésult allapotban, a tranziens lecsengése utan a kimenéjel szinuszos, frekvencidja megegyezik a

crer

fazisszog kiszamithaté a H(s = jw) frekvenciafiiggvénybdl. A Matlab-ban a bode utasitas alkalmazhat6

ezen értékek kiszamitasara egy adott frekvencidn vagy egy adott frekvenciatartomanyban. Példaul az
o =3 frekvencian:

» [gain,phase]=bode (H,3) ;
Vizsgaljuk a rendszer valaszat az alabbi bemendjelekre: u(t)=sin(wt), o, =1, ®, =2, 0, =5, w, =10.

» wl=l; w2=2; w3=5; w4=10;

» ul=sin(wl*t); u2=sin(w2*t); u3=sin(w3*t); ud=sin(wd*t);

» yl=lsim(H,ul,t); y2=1lsim(H,u2,t); y3=1lsim(H,u3,t);

» y4=lsim(H, u4,t);

» plot(t,yl,'r',t,y2,'g',t,y3,'d',t,y4,'m"), grid;
Szamitsuk ki az amplitudot és a fazisszoget a megadott frekvencidkra:

» [gainl,phasel]=bode(H,wl) ;

» [gain2,phase2]=bode (H,w2) ;

» [gain3,phase3]=bode (H,w3) ;

» [gain4,phased4]=bode (H,w4) ;
Készitsiink tablazatot a fenti frekvenciak, amplitudok és fazisszogek értékeivel.
Az amplitudo és fazisértékek egyszeriibben szamithatok, ha a frekvencidkat vektorban adjuk meg.
Hozzunk létre egy linearis frekvencia vektort.

» w=1:0.1:10;

» [gain,phase]=bode (num,den,w) ;
Az amplitud6 és a fazisdiagramok egyidejiileg a képernyd kiilonbozé ablakaiban jelenithetok meg a
subplot parancs segitségével. (A subplot(211) parancs 2 x 1 ablakot hoz létre a képernyon és ezek koziil az
elsore hivatkozik.)

» subplot(211), plot(w,gain)

» subplot(212), plot(w,phase)
E két gorbe alkotja a rendszer Bode diagramjat.

» subplot(111) % visszaallitjuk az egy ablakos abrazolast.

A Nyquist diagram a komplex szamsikon abrazolja a frekvenciafiiggvény pontjait.

» clf % clear figure, torli az el6z6 abrat.

» re=real (gain.*exp (j*phase*pi/180)) ;

» im=imag(gain.*exp (j*phase*pi/180)) ;

» plot(re,im)
Az adott frekvenciavektor pontjaihoz a frekvenciafiiggvény valos és képzetes részei kozvetleniil is
szamithatok a nyquist paranccsal.

» [re,im]=nyquist (num,den,w)

» plot(re,im)

A frekvenciafliggvényt kozvetleniil is dbrazolhatjuk.

Megjelenités: Ha a bode parancsot bal oldali valtozok megadasa nélkiil hivjuk meg, a diagram megjelenik
a képernyon, de a szamitott adatok nem 6rzddnek meg.

» clf % torli az abra ablakot.

» bode (H) ,grid
Figyeljiik meg, hogy mind a frekvencia, mind pedig az amplitudo 1éptéke logaritmikus. Hasonldan a
Nyquist diagram az alabbi utasitas meghivasaval jelenithet6 meg:

» nyquist (H)
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A frekvenciafiiggvény pontjait el6zetesen kiszamithatjuk, majd azutin abrazolhatjuk.

Szamitas: Az amplitudo és fazisértékeket kozvetleniil kiszdmithatjuk, ha az utasitasokat bal oldali
valtozok megadasaval hivjuk meg. A szamitashoz az atviteli fliggvényt szamlalo és nevezd polinomjaival
adjuk meg (num,den), mivel az LTI struktura egy 3 dimenzios elrendezést (array) hoz 1étre.

» [gain,phase,w]=bode (num,den)
Ebben az esetben a Matlab szamitja a frekvenciavektort is. (Egy Matlab utasitasban a jobb oldali valtozok
bemeneti, a bal oldali valtozok kimeneti valtozok.)
Abréazoljuk az amplitadot kétszeresen logaritmikus 1éptékben a Matlab loglog utasitasanak meghivasaval.
Ez az utasitas hasonld a plot utasitashoz, de a megjelenitéshez mind az x, mind az y tengelyen
logaritmikus skalat hasznal.

» loglog(w,gain) ,grid
Alkalmazzuk ismét a subplot utasitast az amplitido és a fazisszog megjelenitéséhez.

» subplot(211)

» loglog(w,gain)

» subplot(212)

» semilogx (w,phase)
Logaritmikus frekvencia vektort kozvetleniil a logspace utasitassal hozhatunk létre.

» w=logspace(-2,2,100)
Ez az utasitdas 100 logaritmikusan ekvidisztans pontot szamol a 107=0.01 és 10°=100 als6 és felsd
frekvenciaértékek kozott. (Alapértelmezésben, a harmadik valtozo megadasa nélkiil az utasitas 50 pontot
szamol.) Ezzel a frekvenciavektorral szamitsuk ujra a Bode diagramot.

» [gain,phase]=bode (num,den,w)

» subplot(111)

» loglog(w,gain)
Vegyiik észre, hogy a frekvenciatartomany eltér az elébbitol.

Feladat:

A rendszer atviteli fliggvénye: H(s)=10/(s"2+2s+5)

A bemendjel: u(t)=4*sin(2t), >0

A kimendjel kvazistacionarius allapotban: y(t)=5*sin(2t+phase)

Hatarozzuk meg az A és phase paraméterek értékeit (alkalmazzuk a bode utasitast).

A Nyquist diagram alakja jellemzi a rendszert. Analizalva a Nyquist diagramot a rendszer fontos
tulajdonsagairol kaphatunk képet.

A Bode diagram egyik elénye rendszerek soros ereddi frekvenciafiiggvényeinek szamitasakor mutatkozik.
A soros eredd a frekvenciafiiggvények Osszeszorzasaval kaphatdo meg. A logaritmikus Iépték miatt a Bode
diagramok egyszeriien 0sszeaddodnak. A Bode diagram masik eldnye, hogy rendszerint jol kozelithetd
aszimptotaival. A kozelité diagramok jellegébdl és toréspontjaibdl a rendszer tulajdonsagairdl gyors
értékelést adhatunk.

Az alabbi példa szemlélteti, hogy a kozelit6 Bode amplitido diagram széles frekvenciatartomanyban
valodban jol kozeliti a pontos gorbét.

Pontos és kozelité6 Bode diagram:
Hatarozzuk meg az aldbbi atviteli fiiggvénnyel adott rendszer pontos €s kozelitdé Bode amplitddo
diagramjat.

_ 10
s(1+5)1+10s)?

H(s)
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A rendszer H(s) atviteli fiiggvénye n. id6allandds formaban adott. Hatarozzuk meg erdsités-zérus-polus
alakban is.

Hey=onl L1
s (0.14+5) 1+s

» s=zpk(’'s’)

» H=10/(s* (1+s) * (1+10*s) * (1+10*s))

» [num,den]=tfdata(H,’'v’)

» p=roots (den)
A rendszer polusai: 0, - 0.1, - 0.1, -1. A pdlusok (a negativ eldjel nélkiil) adjak a kozelité Bode diagram
toréspontjait.
Vezessiik be az alabbi frekvenciatartomanyokat: w1:0.02-0.1; w2:0.1-1; w3:1-4

» wl=logspace(logl0(0.02),-1,10)

» w2=logspace(-1,0,10);

» w3=logspace (0,1logl0(4),10);
A teljes frekvenciatartomanyt a résztartomanyok egyesitésével képezziik:

» w= [wl w2 w3];

. . 1
1. Szamitsuk ki a kozelité amplitido értekeket az — tényezore.
s

» gainl=1l./w;

2. Hatarozzuk meg a kozelité amplitado értékeket az tényezore. A torésponti frekvencianal

(0.1+5)°

kisebb frekvenciakra (kisfrekvencias kozelités) a tag az konstanssal kozelithetd. A toréspont felett

0.1°

e |
(nagyfrekvencids kozelités) a tag az 5_2 atviteli

fliggvénnyel kozelithetd.
» w2L=wl; w2H=[w2 w3];
» gain2L=1./((0.1+0*w2L) .~2);
» gain2H=1./ (w2H."2) ;
» gain2=[gain2L gain2H];
3. Hasonléan adjuk meg a kozelité amplitido

értékeket az

tényezore.
I+s

» w3L=[wl w2], w3H=w3;

» gain3L=0*w3L+1; gain3H=1l./w3H;

» gain3=[gain3L gain3H];
A teljes rendszer erdsitése:

» gainappr=0.l*gainl.*gain2.*gain3;
Szamitsuk ki a pontos Bode diagram amplitado értékeit.

» gainexact=bode (num,den,w) ;
Abréazoljuk a két gorbét egy diagramban.

» loglog(w, gainexact,’b’ ,w,gainappr,’r’) ,hgrid
Lathato, hogy a kozelités elfogadhato, az aszimptotak jol kozelitik a pontos amplitidd gorbét. A
legnagyobb az eltérés az @ = 0.1 frekvencian, ami egy Kett6s polushoz tartozé toréspont. Megjegyezziik,
hogy az eltérés joval nagyobb lehet gyengén csillapitott konjugalt komplex polusok esetén (& < 0.3).
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4. Linearis Rendszer Elemei

Egy linearis rendszer un. idéallandos alakban altalanosan az alabbi atviteli fiiggvénnyel adhaté meg:

c

d
; [Ta+st)[ a+2¢ 7,5 +5°7)
H(s) =~ 1 e

i e S
[Ta+sT[0+2¢/T,5+5°T)
1 1

K
ahol k az atviteli vagy erdsitési tényez0, i az integratorok szama, 7 a holtidd, 7 és T idéallandok, a ¢
paraméterek a csillapitasi tényezok.

Az alabbiakban a legfontosabb elemek id6- és frekvencia tartomanybeli tulajdonsagait vizsgaljuk. Ezek az
elemek az ardnyos, integrald, differenciald, holtidos és tarolds jellegli tagok, illetve ezek soros
kapcsolasaval adodo eredok.

1. Aranyos (P) tag: H(s)=k
Az er0sitési tényez0 k , a fazisszog pedig zérus minden frekvencian.

(1 k
2. Integralo (I) tag: H(s)=—
N
i=1, a szakasz egyetlen integralo hatést tartalmaz. Tovabbi idéallandos tagok nincsenek.
Az integrald tag memoria tulajdonsagu, kimenetén a jel akkor lehet konstans, ha bemenetén a jel értéke
zérus. A kimendjel aktualis értéke a multbeli bemendjel értékeitdl fligg.

Vizsgaljuk a — atviteli fliggvénnyel adott tiszta integralod tag viselkedését k=1 és k=5 erfsitési
s

tényezok mellett.

H$)=~,  Hy(s)=>
Ky S
» clear % torliink minden korabban definialt valtozot.
» s=zpk(’'s’) % definialjuk az s szimbolikus valtozot zpk alakban.
» Hl=1l/s
» H2=5/s

Az atmeneti fliggvény (egységugrasra adott valasz):

» figure(l), step(Hl1l,’'r’ ,H2,’g’), grid
Bode diagram:

» figure(2), bode(Hl1l,’r’ ,H2,’g’), grid
Nyquist diagram:

» figure(3), nyquist (Hl1l,’r’ ,H2,'’g’),grid
Az atmeneti fliggvény végértékei:

» ylinf=dcgain (H1)

» y2inf=dcgain (H2)

Lathat6, hogy az atmeneti fiiggvény végértéke végtelen. A frekvenciafiiggvény amplitudoja
kisfrekvencian végtelen, mig fazisszoge minden frekvencian —90°.

3. Egytarolos aranyos (PT1) tag: H(s)= _k_
1+7Ts

Adjuk meg az alabbi tag atmeneti fliggvényét, Bode és Nyquist diagramjat.
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k2
1+7s 1+10s

HI(S):

Definialjuk a rendszert.

» H1=2/(1+10*s)
illetve

» Hl=tf(2,[10, 1])
Az atmeneti fliggvény:

» t=0:0.1:50;

» yl=step(Hl1,t);

» plot(t,yl) ,grid
vagy egyszeriien

» step (H1)

Vizsgaljuk a k és T paraméterek jelentését, hatasat a rendszer valaszaira.
A kimendjel dllandosult értéke, y(t — ) a Laplace transzformacié végértéktételével szamithato.

y(t > ©) = ling sY(s)= lin(}sH(S)U(s)
ahol U(s) abemendjel Laplace transzformaltja. Egységugras bemendjel esetén
. . 1 .
y(t > o0) = hng sH(s)U(s) = hrrol sH(s)—= hng H(s)
Rad Rad S Rad

Ha H(s)= H,(s).

2
t—> )= =2
M=) = 08,

Matlab segitségével:
» ylinf=dcgain (H1)

Vizsgaljuk a T id6allandd hatasat a tranziens viselkedésre. Ismételjiik meg az
» yl=step (2, [T 1],t);

Matlab utasitast kiilonbozé 7' értékekre.

A szakasz atviteli fiiggvénye megadhat6 zérus-polus alakban is:

k, 2 0.2

H, (s)= = = .
s—p 10(0.1+s) s+0.1
ahol
1 k
=——, k = —
P T Pr

A pdlus abszolut értéke megadja a kdzelitd amplitudo-frekvencia diagram toréspontjat (sarokfrekvencia).
Az atmeneti fliggvény allandosult értéke

y(t > o0) =lim H(s)
s—0
megegyezik az amplitido-frekvencia fiiggvény kisfrekvencias értékével.
A tag Bode és Nyquist diagramja:
» bode (H1) ;
» nyquist (H1) ;

Hasonloan vizsgaljuk az alabbi egytarolds, kéttarolds és haromtarolds aranyos (PT1, PT2, PT3) tagok
atmeneti és frekvenciafiiggvényeit:
2 2 2

Hl :—; Ii2 :—; H3 =
1+10s (1+10s)(1 + 25) (1+10s)(1+ 25)(1+0.1s)
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(1-piros, 2-z6ld, 3- kék)
» H2=2/((1+10*s) * (1+2*s))
» H3=2/((1+10*s) * (14+2*s) * (1+0.1*s))

Atmeneti fiiggvények:

» figure(l), step(Hl1l,’r’ ,H2,’g’ ,H3,’b’) ,grid
Bode diagramok:

» figure(2), bode(Hl1l,’r’ ,H2,’g’ ,H3,’'b’), grid
Nyquist diagramok:

» figure(3), nyquist(Hl1l,’'r’ ,H2,’g’ ,H3,’'b’) ,grid

Megjegyezziik, hogy a gorbék kijelolt része megnagyithatd a figure ablakban aktivizalt zoom paranccsal.

4. Integralo tarolds (IT) tag: H(s)=

s(1+Ts)
2 2 2
H(s)=—, H)(s)=————, H,(s)=
s s(1+10s) s(1+10s)(1+2s)
Az integral6 taghoz sorbakapcsolt tarolos tagok csatlakoznak.

» H1=2/s

» H2=2/(s* (1+10*s))

» H3=2/(s* (1+10*s) * (1+2*s))
Atmeneti fiiggvények:

» figure(l), step(Hl1l,’r’ ,H2,’g’ ,H3,’b’) ,grid
Bode diagramok:

» figure(2), bode(Hl1l,’'r’ ,H2,’g’ ,H3,’b’) ,grid,
Nyquist diagramok:

» figure(3), nyquist (Hl1l,’r’ ,H2,'’g’ ,H3,’b’) ,hgrid

1
5. Kéttarolds lengo tag: H(s) =
80 tag: H(s) S’ T +2¢Tys +1

Vizsgaljuk az alabbi rendszert:

1 1
H(s)=— ~ 2
95" +2s+1 17 +24Ts+1
1 1
ahol @, = — atermészetes korfrekvencia és ¢ a csillapitasi tényezd (1, =— =3, ¢ =1/3).
0 @
» num=1;

» den=[9, 2, 1]

» H=tf (num,den)
A rendszer polusai a roots utasitassal szamolva

» roots (den)
illetve a damp utasitassal:

» damp (H)
A két konjugalt komplex polus megadhato az alabbi alakban: p, =a+ jb, p, =a— jb
Az atmeneti fliggvény v, tallovése a kovetkezOképpen szamithato:

_é’ﬂ-
_ra

a 1-¢2
o, =a’+b’, {=——, v =e e b
0 H b t
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A lenggsi korfrekvencia:
w,=b=wy1-¢

Az atmeneti fliggvény elsé maximumanak iddpontja (csticsidd): 7 =—=—.
e b

P
» zeta=1/3
» vt=exp (-zeta *pi/sqrt(l- zeta * zeta))
Az atmeneti fliggvény:
» [y,t]l=step(H) ;
» plot(t,y), grid
Az atmeneti fiiggvény maximalis értéke:
» ym=max (y)
Allandésult értéke:
» ys=dcgain (H)
A tallovés értéke masképp szdmitva:
» yo=(ym-ys)/ys

Vizsgaljuk az atmeneti fliggvényeket, a Bode és a Nyquist diagramokat kiilonb6z6 csillapitasi tényezok
mellett.
§=0.5,1,2.

» zetal=0.5, zeta2=1, zeta3=2

» TO0=3

» H1l=1/(s*s*TO0*T0+2*zetal*TO0*s+1)

» H2=1/ (s*s*TO0*T0+2*zeta2*T0*s+1)
H3=1/ (s*s*T0*T0+2*zeta3*TO0*s+1)
Az atmeneti fliggvények:

» figure(l), step(Hl1l,’r’ ,H2,’g’ ,H3,’b’) ,grid
A Bode diagramok:

» figure(2), bode(Hl1l,’r’ ,H2,’g’ ,H3,’b’) ,grid
A Nyquist diagramok:

» figure(3), nyquist(Hl1l,’'r’ ,H2,’g’ ,H3,’'b’) ,grid
A po6lus-zérus konfiguraciok:

» pzmap (H1)

» pzmap (H2)

» pzmap (H3)
Lathat6, hogy 0.3 csillapitasi tényez0 mellett az atmeneti fiiggvény a leglengdbb, a tallendiilés a
legnagyobb, és a Bode amplitudé diagram kiemelése is a legnagyobb. A Nyquist diagram metszéke az
imagindrius tengellyel ennél a csillapitasnal a legnagyobb. A poélusok imaginarius értéke, ami a lengési
korfrekvenciat meghatarozza szintén itt a legnagyobb. A Bode amplitudd diagram kiemelése
Osszefiiggésben van az atmeneti fliggvény tullendiilésével. Ha el akarjuk keriilni az idotartomanyban a
nagy tullendiilést, nem engediink meg a frekvenciatartomanyban nagy amplitadé kiemelést. A ¢=0.7
csillapitasi tényez6 kedvezo viselkedést, gyors beallast és kis tullendiilést mutat. Szabalyozasi rendszerek
tervezhetok ilyen dinamikus viselkedésre.

v

6. Differencialo (D és DT) tag: H(s)=sT,
2s 2s 2s

H, = JH, =
1+10s (1+10s)(1+2s) (1+10s)(1+25)(1+0.1s)
Adjuk meg ismét a tag atmeneti fliggvényét, Bode és Nyquist diagramjat.

» Hl=2%*s

H,(s)=sT, =2s, H,(s) =
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» H2=(2*s)/(1+10%*s)

» H3=(2*%s)/ ((1+410%s)* (1+2*s))

» HA=(2*%s)/ ((1+410%s)* (1+2*s) * (142*s))
H, (s) atmeneti fliggvénye:

» figure(l), step(H1)
A Matlab nem tudja kiértékelni a rendszer viselkedését, mivel a tag nem realizalhatd, szamlaloja
magasabbfokl a nevezdjénél. (Az atmeneti fiiggvény Dirac delta).
Atmeneti fiiggvények:

» figure(l), step(H2,’r’ ,H3,’g’ ,H4,’b’) ,grid
Bode diagramok:

» figure(2), bode(H2,’r’ ,H3,’g’ ,H4,'b’) ,grid,
Nyquist diagramok:

» figure(3), nyquist(H2,’r’ ,H3,’g’ ,H4,'b’) ,grid

k(s=z)(s—z,)...(s—z,)

D(s)
Vizsgaljuk a zérus hatdsat az atmeneti fliggvényre és a frekvenciafliggvényre az alabbi atviteli fiiggvény
esetén:

7. A zérusok hatasa: H(s)=

3 1+7zs
(1+s)(1+10s)

T, a szamlalo idéallanddja (a zérus értéke —1/7) —4 és 4 értékek kozott valtozik. Pozitiv (a komplex
szamsik jobb oldalan 1év6) zérus esetén a tagot nem-minimumfazisunak nevezziik.

» s=tf('s"')

» tau=[-4 -2 0 2 4];

» D=10*s*s+11l*s+1;

» for i=1:5,

» H(i)=(s*tau(i)+1)/D

» end

» t=0:0.1:60;

» Yl=step(H(1l) ,t); Y2=step(H(2),t); Y3=step(H(3),t);

» Y4=step(H(4) ,t); Y5=step(H(5),t);
plot(t, [Y1,Y2,Y3,Y4,Y5]) ,grid, shg
Megjegyezziik, hogy a nem-minimumfazisu rendszerek szokatlan viselkedést mutathatnak, példaul egy
jobb oldali zérus esetén az atmeneti fiiggvény kezdetben az allandésult értékével ellentétes iranyban indul
el, majd iranyt valtva éri el végiil allandosult értékét. A zérus beiktatasa gyorsitja a rendszert.

H(s)

v

Bode diagramok:

» figure (1)

» bode(H(1),’r’ ,H(2),’g’ ,H(3),’k’ ,H(4),’'y’ ,H(5),'b’) ,grid
Nyquist diagramok:

» figure (2)

» nyquist(H(1),'r’ ,H(2),"g’ ,H(3), 'k’ ,H(4),'y’ ,H(5),'b") ,grid
Ertékeljiik a zérus hatasat a frekvenciatartomanyban a Bode és a Nyquist diagramok alakuléséra!

8. Holtidés tag: H(s)=e*™

A holtidds tag leirdsa az id6- és a Laplace operator tartomanyban:
() = y(t-Tp)
Y(s)—> Y(s)e*™
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Az atviteli fliggvény:
H,(s)=H(s)e™™
A frekvenciatartomanyban:
‘e =1, arg{e’j“’TD} =-oT,
erdsités: |HD| = |H|
fazisszog: arg(H ) =arg(H) - T,

—Jjolp

Vizsgaljuk az alabbi atviteli fliggvényi tagok frekvenciafiiggvényeit:

1 I
Hy(s)=———. H,(s)=———¢
1+10s (1+10s)
A holtidds tag amplitadoja és fazisszoge:
|H1| = |[‘[2 , gain2=gainl

arg(H,) =arg(H,) — oT,,, phase2=phasel —@T),

» Td=2
» numl=1
» denl=[10, 1]
A Bode diagram szamitasakor most a num, den szamlal6 és nevezdpolinommal adott alakot kell hasznalni.
El6szor hozzuk létre a frekvenciavektort.
» w=logspace(-2,0,100)
» [gainl,phasel]=bode (numl,denl,w)
» delay=180/pi*Td*w' % a holtidés tag —wT ), radianrol fokra szamitjuk at.
Az amplittdo és a fazisszog a holtido figyelembe vételével:
» gain2=gainl
» phase2=phasel-delay
» subplot(211l) ,loglog(w, gainl,’r’ ,w, gain2,’b’) ,grid;
» subplot(212) ,semilogx(w, phasel,’'r’,w, phase2,’b’) ,grid
A fazisszOg linearitasa jol lathatd, ha abrazolasara a semilogx utasitas helyett a linearis léptékt plot

utasitast hasznaljuk.
» figure (2) ,subplot(11l1l) ,plot(w, phasel,’r’ ,w, phase2,’'b’) , grid

Abrazoljuk a Nyquist diagramot. Szamitsuk ki el3szor a valds és a képzetes értékeket.

» hl= gainl.*exp (j*phasel*pi/180)

» h2= gain2.*exp (j*phase2*pi/180)

» plot(real (hl) ,imag(hl),’'r’, real (h2),imag(h2),’b’)
A nagyfrekvencias viselkedés jobban vizsgalhat6, ha nagyobb frekvenciatartomanyt jeloliink ki a logspace
utasitassal.

Az id6tartomanybeli viselkedés Simulink blokk-diagram megépitésével és a program futtatdsaval
kovethet a legjobban, mivel a holtidés tag a Simulink program épitéeleme.

A holtidds tag atviteli figgvénye nem racionalis tortfiiggvény, a Matlab program csupan kozeliteni tudja
egy nem-minimumfazist racionalis tortfliggvénnyel, az un. Pade kozelitéssel. A holtidés atviteli fiiggvény
¢és a Pade kozelités Taylor soranak els6 elemei megegyeznek. Minél magasabbfoku a tortfiiggvény, annal
jobb a kozelités. A kozelitd atmeneti fiiggvény zérus helyett +1 vagy —1 értékbol indul. A Matlab-ban a
pade utasitas szolgal a kozelités megadasara.

A Pade kozelités szemléltetésére alkalmazzunk 6tddfoku kozelitést.
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Hdeadtime (S) = eisTD

» Hl=tf (numl, denl)

» [numpade,denpade]=pade(Td,5)

» Hdeadtime=tf (numpade,denpade)

» H2=H1* Hdeadtime
Az atmeneti fliggvény:

» figure(l), step(Hl1l,’r’,H2,’g’),grid
A Bode diagram:

» figure(2), bode(Hl1l,’r’ ,H2,’g’) ,grid
A Nyquist diagram:

» figure(3), nyquist(Hl,’'r’ ,H2,’g’) ,grid

Feladat: Vizsgaljuk a Pade kozelités josagat a fenti egytarolos holtidés tag esetén. Epitsiink egy Simulink
programot a “transport delay” blokk, illetve a Pade kozelitd 6todfoka racionalis tortfiiggvénnyel.
Hasonlitsuk 6ssze az atmeneti fliggvényeket.

k
9. Kettds integrator: H(s) =—
S
4 4 4
== Hy ==
s°(1+10s) s”(1+10s)(1+ 2s) s"(1+10s)(1+2s)(1+ 0.1s)

H (s) =, H,(s)
S

Feladat: Hatarozzuk meg a megadott tagokra az atmeneti fiiggvényeket valamint a Bode és a Nyquist
diagramokat.

Osszefoglalas:

Az atmeneti fiiggvény értéke allandosult allapotban (# —>o00) és a frekvenciafliggvény amplitudoja
@ — 0 értéknél megegyezik.

Az aranyos jellegli (tiszta aranyos tagot és tarolos tagokat tartalmazo) elemek Nyquist diagramja
o =0 értéknél a komplex szamsik valos tengelyének egy pozitiv pontjabdl indul, ez az érték a szakasz
atviteli tényezdje. Integrald jellegli elemek Nyquist diagramja az imaginarius tengely negativ végtelen
iranyabol indul. A kétszeresen integrald (esetleg tarolds tagokat is tartalmazd) elem Nyquist diagramja a
negativ valos tengely végtelen irdnyabdl indul. Differencialo jellegii elemek Nyquist diagramja a komplex
szamsik orig6jabol indul a pozitiv imaginarius tengely iranyaba. Téarolos tagok esetén (zérusok nélkiil) a
Nyquist diagram annyi siknegyeden halad at, amennyi a tarolok szdma. A fazisszog a frekvenciaval
monoton moédon valtozik. A zérusok eltorzitjdk a fazisszOg monoton valtozasat, meghatarozott
frekvenciatartomanyokban a gorbén ,,behorpadasokat” okoznak. Aranyos jellegii tagok Bode amplitudé
diagramja a frekvencia tengellyel parhuzamosan indul, zérus faziseltolassal. Egy integratort tartalmazo

rendszer Bode amplitud6 diagramja —20dB / dekdd meredekséggel indul —90° fazisszoggel, mig a kettds
integratort tartalmazo rendszer Bode amplitiddé diagramja —40dB/dekdd meredekséggel indul
—180° fazisszoggel. A tarolos tagok a toréspontokban —20dB/dekdd meredekséggel valtoztatjak az

aszimptotikus Bode amplitado gorbe meredekségét. A zérusok megjelenése
+20dB / dekdd meredekségvaltozast okoz.
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5. Visszacsatolas Vizsgalata

A szabalyozastechnika alapvetd strukturalis eleme a visszacsatolds. A zart korben az egyes jelek kozotti
eredd atviteli fiiggvények (pl. a szabalyozott jellemz0 és az alapjel kozotti eredd atviteli fiiggvény)
konnyen kiszamithatok. Az eredd frekvenciafiiggvények egyszerlien szdrmaztathatok az atviteli
fliggvényekbdl s=jw helyettesitéssel. A Matlab kozvetleniil timogatja a tipikus blokkdiagram-algebrai
strukturakat, a sorosan kapcsolt illetve a visszacsatolt korok atviteli fiiggvényeinek szamitisat. E
fliggvényhivasok rovid osszefoglalasara tekintsiik az alabbi zart szabalyozasi kort (C - szabalyozo, P -
folyamat, F - visszacsatolas):

(W e oy a0 [ 0
R(s) _ % E(s) U(s) Y(s)
F(s)

A szabalyozasi korben az alabbi ered atviteli fliggvények szamithatok:

A felnyitott kor atviteli fiiggvénye (hurokatviteli fliggvény):
L(s) = C(s)P(s)F(s)
A zart szabalyozési kor eredd atviteli fliggvényei, a hibajel, a beavatkozodjel, illetve a kimendjel
(szabalyozott jellemzd) alapjelre vonatkozd eredé atviteli fliggvényei:
VK(S)zE(S): 1 W (s :&: C(s) T :Y(S):C(S)P(S)

R(s) 1+L(s) R(s) 1+L(s) R(s) 1+L(s)
Az elérevezeto ag atviteli fliggvénye: E=CP:

» E=series(C,P); vagy » E=C*P;
A hurokatviteli fliggvény: L=CPF=EF

» L=series (E,F); vagy » L=C*P*F;
A zart korban a kimendjelnek az alapjelre vonatkoz6 eredd atviteli fliggvénye:

» T=feedback (E,F,-1) ;
Egységnyi visszacsatolas esetén (F=1) a zart kor eredo atviteli fiiggvénye a cloop utasitassal szamithato:

» T=cloop(E,-1);
Az eredd atviteli fiiggvény kozvetleniil az LTI struktaraval szimbolikusan is szamithato:

» T=C*P/ (1+C*P*F)
A minreal utasitas meghivasaval kiejthet6k a megegyez6 zérusok és polusok.

» T=minreal (T)
Az egyszeruisitéshez tolerancia is megadhatd. A tolerancia értéke alapértelmezésben
sqrt(eps)=1.4901e-008.

» T=minreal (T,0.001)
Ezesetben az egyszeriisités akkor torténik meg, ha a pdlusok és zérusok értékének kiilonbsége kisebb
0.001-nél. Az atviteli fiiggvényekbdl ezutan a bode vagy a nyquist fiiggvényhivassal szdmithato illetve
jelenithetd meg a frekvenciafiiggvény.

A frekvencia fiiggvény:
Vizsgaljuk a felnyitott és a zart rendszer frekvenciafiiggvényeinek kapcsolatat, a zart szabalyozasi kor
atmeneti fliggvényét és annak kapcsolatat a frekvenciafliggvénnyel.
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1. Példa.
A felnyitott kor atviteli fliggvénye:
K

L(s)=——
() s(1+sT))
Egységnyi negativ (merev) visszacsatolast alkalmazunk. A zart kor eredd atviteli fliggvénye:

K 1
T(s)= =
(<) s’T, +s+K

1+si+52£
K

1
1+ 26T, s +T;'s°

Az ered6 masodrendii lengd tag, amely altalanosan az alabbi alakban irhat6 fel:

Az egyiitthatok 0sszehasonlitasaval:

T 1
T = 4 , g =
* Nk 2/KT,

Abréazoljuk a felnyitott és a zart rendszer Bode amplitadé diagramjait egy abraban T1=1, és K=0.1
valamint K= 4 esetén. Szamitsuk ki a felnyitott kor frekvenciafiiggvényének jellegzetes pontjait.

» s=tf('s')

» Ta=1l

» K1=0.1

» K2=4

» L1=K1l/(s* (s+1))
» L2=K2/ (s* (s+1))

A kimendjel €s az alapjel kozotti eredd atviteli fliggvény az alabbi dsszefiiggéssel szamithato:

L(s) = num T(s) = L(s) __ num
den 1+ L(s) num+den

» Tl=L1l/(1+L1)
» Tl=minreal (T1) % kiejti az azonos pélus-zérus parokat.

vagy
» Tl=feedback(Ll,1)
» T2=feedback (L2,1)

Adjuk meg az atmeneti fliggvényeket, hatarozzuk meg a felnyitott és a zart kor frekvenciafiiggvényeit.

v

figure (1)

step(T1,'r',T2,'y")

figure (2)

bode (L1, 'b',L2,'c',T1,'x' ,T2,'y")

vV ¥V ¥

Egységnyi merev visszacsatolds esetén a zart rendszer Bode amplitudo-korfrekvencia diagramja a
kisfrekvencias tartomanyban kozel egységnyi (nagy kisfrekvencids erdsités esetén), a nagyfrekvencias
tartomanyban kozelitden egybeesik a felnyitott rendszer amplitidé menetével.

A felnyitott rendszer diagramjabol szamitott vagasi korfrekvencia kdrnyékén nagy K értékeknél a zart
rendszer amplitidé diagramjaban nagy kiemelés lehet. Megfigyelhetjiik, hogy minél nagyobb a zart
rendszer frekvenciafiiggvényének kiemelése, annal nagyobb az atmeneti fliggvény tallendiilése.
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Hatéarozzuk meg a zart rendszer csillapitési tényezojét.

» damp (T1)
Eigenvalue Damping Freqg. (rad/s)
-1.13e-001 1.00e+000 1.13e-001
-8.87e-001 1.00e+000 8.87e-001
» damp (T2)
Eigenvalue Damping Freq. (rad/s)
-5.00e-001 + 1.94e+0001 2.50e-001 2.00e+000
-5.00e-001 - 1.94e+0001 2.50e-001 2.00e+00

Tarolhatjuk a a csillapitasi tényez6t és a frekvencia értékét valtozokban is.

» [w0l,zetal]=damp (T1)

» [w02,zeta2]=damp (T2)
A kiilonboz6 erdsitési tényezok lényegesen eltérd viselkedést eredményeznek. Az els6 esetben a polusok
valosak, mig a masodik esetben konjugalt komlexek, amelyek az id6tartomanyban lengé viselkedést
eredményeznek.

2. Példa.
Egy rendszer hurokatviteli fliggvénye:

L(s) = k 10

(A+s)(1+5s) (1+s)(1+5s)
Vizsgaljuk a felnyitott és a zart rendszer viselkedéseét.
» s=zpk('s')
» L=10/((1l+s) * (5*s+1))
» T=feedback (L,1)
Hatarozzuk meg a felnyitott és a zart kor atmeneti fiiggvényeinek allandosult értékeit.
A Laplace transzformacio6 végértéktétele szerint egységugras alapjel esetén

H()=1(0), R(s) =§

. .1 .
y(t > )= hnol SR(s)H(s) = hrrols—H(s) = hrg H(s)
s> 520 ¢ s
A felnyitott kor és a zart kor atmeneti fiiggvényeinek allandosult értéke:
Vopiton (£ —> ) = lin(} L(s)=k=10

ynyitott (t - OO) — k _ 10
1+yny[tott(t_>oo) 1+k 1+10

yza'rt (t - OO) = hng T(S) =

1
A hiba értéke allandosult allapotban: e(f —> ) =1-y, . (f —>00) = o7 = m
_l’_

Abrézoljuk a felnyitott és a zart kor atmeneti fiiggvényeit:
» step(L,’'r’ ,T,’b’")
Az allandoésult értékek leolvashatok a gorbékrol vagy kiszamithatok a degain utasitassal.
» yos=dcgain (L)
» ycs=dcgain (T)
Jelenitsiik meg a felnyitott és a zart kor Bode diagramjait egy abran.
» bode(L,’'r’,T,'b’")
Hatarozzuk meg az allandosult hiba értékét k=1, 20, 100 esetére.
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6. Stabilitasvizsgalat

Egy rendszer stabilis, ha kitérités utdn a magara hagyott rendszer visszatér nyugalmi allapotaba,
tranziensei lecsengenek. A stabilitas egy masik megfogalmazasa szerint egy rendszer stabilis, ha korlatos
bemenet esetén a kimenet is korlatos.

Tekintsiik az alabbi hatasvazlattal megadott szabalyozasi kort. A felnyitott rendszer atviteli fliggvénye
L(s) . A rendszerben merev (egységnyi) negativ visszacsatolast alkalmazunk:

OIS G IO NG S O NP 0
E(s) us Y6 Y(s)

A zart rendszer eredé atviteli fliggvényét a kovetkezOképpen szamolhatjuk:
L(s
T(s)= L)
1+ L(s)

1. Stabilitasvizsgalat a zart rendszer pdlusai alapjan:
A rendszer stabilitdsa meghatarozhato a zart rendszer polusai alapjan. A rendszer stabilis, ha polusai a
komplex bal félsikra esnek, azaz 6sszes polusanak a valds része negativ.

1. Példa

Egy zart rendszer ered¢ atviteli fliggvénye:

T(s) = s+5

7 =3s* +45° +10s> +55—10

Allapitsuk meg, hogy a rendszer stabilis-e.
Megoldas: Vizsgaljuk meg a polusok elhelyezkedését.
» num=[1, 5]
» den=[1, -3, 4, 10, 5, -10]
» T=tf(num,den)
» poles=roots (den)

poles =
2.1150 + 2.16521
2.1150 - 2.16521
-0.9824 + 0.7214i
-0.9824 - 0.72141
0.7348

vagy masképpen
» [z,p,k]=zpkdata(T,'v')
A rendszer labilis, mivel vannak pozitiv valos részii polusai.
A pzmap utasitas grafikusan jeleniti meg a polusok elhelyezkedését:
» pzmap(T)
Lathato, hogy a rendszer labilis, mivel vannak pélusai a komplex szamsik jobb oldali részén.

2. A Nyquist stabilitasi kritérium alkalmazasa:
A zart rendszer stabilitdsa meghatarozhaté a felnyitott rendszer frekvenciafiiggvénye alapjan is.
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a. Az egyszerisitett Nyquist kritérium akkor hasznalhato, ha a felnyitott rendszernek nincs labilis (pozitiv
valds részil) polusa. A zart rendszer stabilis, ha a felnyitott rendszer Nyquist diagramja nem veszi koriil a
(—1+0j) pontot.

b. Az éltalanositott Nyquist kritériumot kell hasznalni akkor, ha a felnyitott rendszernek van labilis polusa.
A zart rendszer stabilis, ha a felnyitott rendszer Nyquist diagramja annyiszor veszi koriil a (—/+0j) pontot
az dramutaté jarasaval ellentétes (pozitiv) iranyban, ahany labilis p6lusa van a felnyitott rendszernek.

2. Példa

A felnyitott kor atviteli fliggvénye

Lis)=—0
(1+10s)(1+5)
Negativ merev visszacsatolast alkalmazunk. A Nyquist kritérium alapjan hatarozzuk meg, hogy a zart
rendszer stabilis-e.

» s=zpk('s")

» L=10/((1+10*s)*(1+s))

» [z,p,k]=zpkdata(L,'v')
Van-e labilis (pozitiv valds részili) polusa a nyilt rendszernek? (Nincs, tehdat az egyszeriisitett Nyquist
kritérium hasznalhato.)

» nyquist(L),grid
Koriilveszi-e a Nyquist diagram a (—/+0j) pontot? (Nem, tehat a rendszer stabilis.)
Stabilis marad-e a rendszer, ha a 10-es erdsitést a szamlaléban megnoveljiik?
Ellendrizziik a stabilitast a zart rendszer polusainak vizsgalataval. A feedback utasitdsban az / a merev
(egységnyi), a -1 pedig a negativ visszacsatolast jelenti. (A -1 elhagyhatd, mert az alapértelmezés a negativ
visszacsatolas)

» T=feedback(L,1,-1)
vagy

» T=L/(1+L); T=minreal(T)
A minreal utasitas elvégzi a lehetséges egyszeriisitéseket, kiejti a kozos zérusokat és polusokat.

» |z,p,k]=zpkdata(T,'v")
Abrazoljuk a zért rendszer polusait:

» pzmap(T)
Lathatjuk, hogy a rendszer struktaralisan stabilis. A Nyquist diagram nem veszi koriil a (—/+0j) pontot
még megnovelt erdsités esetén sem.
3. Példa
A felnyitott rendszer atviteli fliggvénye

L(s)= > .

(1-10s)(1+0.1s)
Negativ merev visszacsatolast alkalmazunk. A Nyquist kritérium alapjan hatarozzuk meg, hogy a zart
rendszer stabilis-e?

» L=-5/((1-10%s)*(1+0.1*s))

» [z,p,k]=zpkdata(L,'v")
Van-e labilis polusa a felnyitott rendszernek? (Igen, p, =0.1)

» nyquist(L)
Milyen iranyban keriili meg a gorbe a (—1+0j) pontot? (Az oramutato jarasaval ellentétes iranyban)
Stabilis-e a zart rendszer? (Igen)
Ellendrizziik az eredményt a zart rendszer polusainak kiszamitasaval.
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» T=feedback(L,1)
» step(T)
» |z,p,k]=zpkdata(T,'v")
» pzmap(T)
Vizsgaljuk meg a rendszer stabilitasat, ha a polusok eldjelét megvaltoztatjuk.

L(s) =
(1+10s)(1-0.1s)
Milyen iranyban keriili meg a Nyquist diagram a -/ pontot? Stabilis-e a zart rendszer?
4. Példa
Egy felnyitott rendszer atviteli fliggvénye

Ls)=hk—15
(1+5)1+0.5s)
Negativ merev visszacsatolast alkalmazunk. Hatarozzuk meg a k paraméter azon értékeit, amelyekre a zart
rendszer stabilis lesz.
a. k=1 értéket feltételeziink:

» L=(1-s)/((1+s)*(1+0.5%s))

» |z,p,k]=zpkdata(L,'v")
Van-e labilis polusa a felnyitott rendszernek? (Nincs, tehdt az egyszeriisitett Nyquist kritérium
hasznalhato)

» nyquist(L),grid
Hatarozzuk meg azt a pontot, ahol a gorbe metszi a valos tengelyt (-0.666). A zoom utasitas vagy a zoom
mentipont és az egér segitségével a Nyquist diagramrol leolvashatjuk ezt az értéket.
Ha egy rendszer er0sitését k-val megszorozzuk, akkor a Nyquist diagramjat k-szorosara nagyitjuk. A
rendszer akkor van a stabilitas hatarhelyzetében, ha a metszéspont a -/ értékre esik. Tehat a rendszer
erositését még megndvelhetjiik k=1/0.666=1.5 értékkel. A rendszer stabilis, ha teljesiil, hogy 0< k<1.5
(pozitiv k-ra)
b. k=-1 értéket feltételeziink:

» nyquist(-L), grid
Hatarozzuk meg ismét azt a pontot, ahol a gorbe metszi a valds tengelyt (-1). Tehat a rendszer stabilis, ha
k>-1>0.
Tegyiik 0ssze a két feltételt. A zart rendszer stabilis, ha —1<k<1.5

A stabilitas meghatarozhat6 az rlocus utasitassal is, amely megadja a rendszer gyokhely-gorbéjét, vagyis a
zart rendszer polusainak valtozasat a k paraméter fliggvényében.

» help rlocus

» rlocus (L)

» rlocfind (L)
Az rlocfind utasitassal és az egér segitségével a gyokhelygorbe egy pontjadhoz meghatarozhatjuk az
erositést.
Fazistartalék (fazistobblet), erdsitési tartalék:
Egy rendszer stabilitasvizsgalatanal nemcsak az a fontos, hogy a rendszer stabilis-e, hanem az is, hogy
milyen messze van a stabilitas hatarhelyzetétol. A fazistartalék és az erdsitési tartalék fejezik ki ezeket a
jellemzoket. A fazistartalék azt adja meg, hogy a vagasi korfrekvenciandl a rendszer fazisszogét még
mennyivel lehet megnovelni, hogy a rendszer a stabilitas hatarhelyzetébe ( -180°) keriiljon. A

fazistartalékot meghatarozhatjuk az @, vagasi korfrekvencian felvett fazisszog értékébol.
o, =p(w,)+180°

w, az a frekvencia, ahol a felnyitott rendszer frekvenciafiiggvényének abszolut értéke 1.
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o,: |L(ja))|w:wf =1
Ha a fazistartalék pozitiv, a rendszer stabilis. Példaul, ha a rendszer fazisszoge a vagasi
korfrekvencian ¢ = —120°, akkor a fazistartalék ¢, = @ +180°=-120°+180° = 60°, azaz a rendszer stabilis.
Az erdsitési tartalékkal a rendszer erdsitését megszorozva a rendszer a stabilitas hatarhelyzetébe kertil.

1

m=——-,
L,
ahol

o, ), =-180

w_ az a frekvencia, ahol a fazisszog -180°. Ha az erdsitési tartalék nagyobb mint egy, akkor a rendszer

stabilis. A fazistartalék szemléltethetd a Nyquist és a Bode diagramon is. A margin utasitas segitségével a
frekvenciafiiggvény jellemzo6i egyszeriien kiértékelhetok és abrazolhatok.

5. Példa
Egy felnyitott rendszer atviteli fiiggvénye:
1
L(s)= 5 .
(0.5+s5)(s” +2s+1)

Negativ merev visszacsatolast alkalmazunk. Hatarozzuk meg a fazistartalékot, az erdsitési tartalékot és a
felnyitott rendszer vagasi korfrekvenciajat.

» L=1/((0.5+s) * (s*2+2*s+1))

» [gm,pm,wg,wc]=margin (L)
A gm (gain margin) az er6sitési tartalék, pm (phase margin) a fazistartalék, we (cut-off frequency) a vagasi
korfrekvencia és wg az a korfrekvencia, ahol a fazisszog értéke -180°.
Grafikusan is meg lehet jeleniteni ezen értékek elhelyezkedését:

» margin(L) ;
A grafikus megjelenités esetén a Gm érték decibelben adott, Gm=20*log10(gm)
Az erdsités, fazis és frekvencia értékek tablazatban is megjelenithetok.

» w=logspace(-1,1,100);
[num,den]=tfdata (L, 'v')
» [mag,phase]=bode (num,den,w) ;
» Tabl=[mag, phase, w’]

Bode Diagrams

v

Gm=13.064 dB (at 1.4142 rad/sec), Pm=72.227 deg. (at 0.56754 rad/sec)

0

20|

-40 \

80 . PR P . L
—

o
,;,u\

mag phase w
1.1123 -99.5242 0.5094
1.0643 -103.0406 0.5337
1.0158 -106.6104 0.5591=wc
0.9669 -110.2286 0.5857

Phase (deg); Magnitude (dB)

0.2449 -176.7848 1.3530 - v v
0.2211 -180.1658 1.4175=wg Freauency (raclsee)
0.1991 -183.4774 1.4850
0.1789 -186.7160 1.5557
A tablazat az LTI sys strukturabol is szamolhat6
» [mag,phase,w]=bode (L) ;
» Tabl=[mag(:) ,phase(:), w]
Az LTI struktara tobb bemenetii, tobb kimenet{i rendszerekre értelmezett, ezért a mag és phase valtozok 3
dimenziés tombként adédnak. Egy bemenet, egy kimenet esetén a (:) operator hozza a 3 dimenzios
tomboket vektor alakra.
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A fazistartalék kiolvashatd a tablazatbol, az 1.0 erdsitési értékhez tartozo fazisszog értékébol lehet
kiszamolni. pm=180-106.6=73.4. A vagasi korfrekvencia w=wc=0.5591. Az er0sitési tartalék a -180°-hoz

tartozo erdsités reciproka, gm=1/0.221=4.52. Az igy szamolt értékek pontossagat a tablazat felbontasa
korlatozza.
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7. Soros PID Kompenzacio

Tekintsiik az alabbi zart szabalyozasi kort. P(s) a folyamat (szabalyozott szakasz), C(s) a szabalyozo
atviteli fiiggvénye.

OIS RPN IO B B (1)
R(s) % E(9) ue) Y(s)

Az adott szabalyozando folyamathoz olyan sorbaiktatott szabalyozot kivanunk megadni, amellyel a zart
szabalyozasi rendszer stabilis miikddésii és megfelel a mindségi eléirasoknak.

El6szor megfogalmazzuk a leglényegesebb mindségi eldirdsokat, majd néhany szabalyozd tervezési
eljarast mutatunk be.

Mindéségi eldirasok:

Zart szabalyozasi korokkel szemben altalaban az alabbi kovetelmények, gyakorlati igények meriilnek fel:

Stabilitas: Alapveté kovetelmény a szabalyozasi rendszer stabilis mikodése. A stabilitast kiilonb6zd
modon fogalmazhatjuk meg. A BIBO (Bounded Input - Bounded Output) stabilitds azt jelenti, hogy a
rendszer korlatos bemendjelre korlatos kimendjelet ad. Aszimptotikusan stabilis a rendszer, ha tranziensei
lecsengenek.

Robusztussag: a zart szabalyozasi kor viselkedése ne legyen érzékeny a folyamatrol rendelkezésiinkre
alloé informacié pontatlansagara. A stabilitast akkor is biztositani kell, ha a rendszer paraméterei nem
pontosan ismertek, a névleges értékiik koriil adott tartomanyban valtoznak.

Statikus viselkedés: Egy masik fontos kdvetelmény a szabalyozasi rendszer statikus vagy allandosult
allapotbeli pontossaga.
Az éllandésult allapotra vonatkozé statikus eléirasok:
-Alapjelkdvetés: a szabalyozott jellemz6 kovesse az alapjelet (referencia jelet). A kdvetési hiba az
eloirt érteken beliil legyen.
-Zavarelharitas: a szabalyozas allanddsult allapotban kiiszobdlje ki a fellépd zavarasok hatasat.
A statikus pontossag fligg a rendszer struktirajatol és a bemendjelektol is.

Tranziens viselkedés: A rendszer tranziens valasza a szabalyozasi kor 1ényeges dinamikus tulajdonsaga.
A tranziens viselkedés tulajdonsdgai megfogalmazhatok az idotartomanyban a rendszer egységugras
alapjelre vagy zavarasra adott valaszanak tranziens tulajdonsagaival.
A tranziens beallasra vonatkoz6 eléirasok:

-A kimendjel tullovése,

- beallas ideje (szabalyozasi id0).
A beallasi id6 alatt a szabalyozott jellemzé 1-2%-on beliil megkozeliti allandésult értékét. Altalaban egy
kis, 5-10%-on beliili tallovés toleralhatd, de vannak olyan folyamatok, ahol aperiodikus tranzienseket
irnak eld.

A mindségi eldirasok a frekvenciatartomanyban is megfogalmazhatok. Az atmeneti fiiggvény tallendiilése
Osszefliggésben van a zart kor amplitaidé - frekvencia fliggvényének maximalis értékével illetve a
felnyitott rendszer frekvenciafiiggvényébdl szamithatd fazistartalékkal. Ha a fazistartalék koriilbelil 60°,
akkor a zart rendszer atmeneti fliggvényének tallovése altalaban 5-10%-on beliil lesz.
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.. . . . 3 10
A beallasi 1d6 a vagasi korfrekvenciatol fiigg €s az alabbi Osszefiiggéssel becsiilhetd: — <7 <—.

[ [4)
c c

Beavatkozo jel nagysaga: A gyakorlatban a beavatkozojel rendszerint korlatos. Kovetelmény, hogy a
beavatkozojel maximuma ne haladja meg az eléirt korlatot.

A szabalyozé paramétereit a tervezési kovetelmények alapjan kell megvalasztani.

Bonyolultabb szabalyozasi problémak esetén a kimendjel €s a beavatkozojel teljes lefolyasara eldirhatok
korlatozasok. Példaul a szabalyozasi hiba €és a beavatkozdjel négyzetintegraljat minimalizaljuk. Ezek a
korlatozasok nemlineérisak és egymésnak ellentmondoak is lehetnek. Altaldnos esetben csak valamilyen
optimalizalasi eljarassal lehet a szabalyoz6 paramétereit meghatarozni.

Itt egy egyszerii és a gyakorlatban is gyakran alkalmazott modszert mutatunk be, amikor a rendszer
fazistartalékat irjuk el6. A tervezés a felnyitott kor frekvenciafiiggvénye alapjan torténik, azaz a felnyitott
kor viselkedésébol a zart rendszer tulajdonsagaira kdvetkeztetiink.

A felnyitott kor atviteli fiiggvénye L(s) = C(s)P(s). A zart szabalyozasi kor eredé atviteli figgvényei:
E(s) 1 U(s) C(s) Y(s) C(s)P(s)
W,(s)=——= , W (s)=——= » T(s)=——"=
R(s) 1+C(s)P(s) R(s) 1+C(s)P(s) R(s) 1+C(s)P(s)
Itt (z) az alapjel, u(z) a beavatkozojel és y(?) a kimendjel (szabalyozott jellemz0).

Soros, a szakasszal sorba beiktatott P (Proporcionalis), PI (Proporcionalis+Integrald), PD
(Proporcionalis+Differencialé) és PID (Proporciondlis+Integralo+Differencialo) jellegli szabalyozodkat
alkalmaznak a leggyakrabban, amelyeknek atviteli fliggvényei:

Co(s)= A=k,
| 14T
C, (5) = A+ —) = k, ——°
sT. s
14T
Crp(s) =k (14— ) =k, ——

1+Ts”  “1+Ts
1 ST 1+Ts 1+T,s
Coi(s)=C, (s)Co(s) = A1 +—+ ~k : d
o (8) = Cpy ($)Cpp () = A( ST 1+T1s) s 1+Ts

A PID tag PI és PD tagok szorzatdval megadott kozelitése akkor alkalmazhatd, ha 7, >7>T7,. A

szabalyozo atviteli fiiggvénzét megadhatjuk 6sszeg illetve szorzat alakban.

PI szabalyozot akkor alkalmazunk, ha allandosult allapotban pontos beallast kdveteliink meg egységugras
alapjelre. Az integrald hatas fogja biztositani a hibamentes beallast. A PD szabalyozo beiktatasa gyorsitja
a rendszert. Idedlis PD szabalyozoban a 7] paraméter értéke zérus. Ez a szabalyozo azonban nem
realizalhato. PID szabalyozot akkor alkalmazunk, ha a szabalyozas pontossagat és gyorsasagat is ndvelni
kivanjuk. A PD tag a beavatkozdjel jelentds kezdeti megndvekedését eredményezi, amely a rendszer
gyorsitasaért felelds.

A szabalyozot a folyamathoz (illetve annak modelljéhez) tervezzilk a mindségi kdvetelmények

kielégitésére. Gyakori kompenzalasi technika a poluskiejtés, amikor a szabalyozo atviteli fliggvényének
zérusaival kiejtjilk a szakasz kedvezodtlen polusait, és a szabalyoz6 polusaival kedvezobb dinamikat
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biztositunk a szabalyozasi korben. A poluskiejtéses technika alkalmazasahoz célszerti a szabalyozo atviteli
fiiggvényét szorzat alakban megadni.

Egy PID szabalyozoban négy modell paraméter van: & ,7,,7,,7;. Poluskiejtéses szabalyozo tervezés

esetén ezeket a kovetkezOképpen valasztjuk meg: a T, paramétert a folyamat legnagyobb iddallandojaval

megegyezOnek valasztjuk (legkisebb frekvencidju polus), a 7, paramétert pedig a masodik legnagyobb
idéallandoval tessziik egyenlévé. fgy elérhetjiik, hogy a behozott zérusok kiejtsék a folyamat polusait. A

T
T, paramétert 7, =—% alakban adjuk meg, ahol n , a polus athelyezesi arany, amely megadja, hogy a PD

n,

tag hanyszoros frekvenciara tolja el a kompenzalt polust. Jo gyakorlati szabaly, hogy n,-t az 2-10
tartomanyba vessziik fel. Ha nagyobbra valasztjuk, akkor a rendszer gyorsabb lesz, de ennek az ara az,
hogy a beavatkozoé jel maximuma is nagyobb lesz. Mivel ak_paraméter értéke nem befolyasolja a
felnyitott kor fazismenetét, ezért ezt arra hasznalhatjuk, hogy beallitsuk vele az eloirt fazistartalék értéket.

A soros P, PI, PD, PID szabalyozo tervezés 1épéseit az alabbi folyamat kompenzalasara mutatjuk be.

P(s)= !

(1+10s)(1+s)(1+0.25)
Tervezziink soros P, PI, PD, PID tipusi szabalyozokat 60° fazistobblet biztositasara. Adjuk meg a
mindségi jellemzok értékeit. Szamitsuk ki és abrazoljuk a kimendjelet és a beavatkozojelet egységugras
alapjel esetén..
P szabalyozo tervezése:

A szabalyozot C(s) = k_ alakban adjuk meg. Tehat csak a k_ paraméter értékét kell meghatarozni.

Adjuk meg a szakasz atviteli fliggvényét.

» s=zpk('s')

» P=1/((1+10%s) * (1+s) * (140.2*s))
Elsé 1épésben vegylik fel a kc=1 értéket.

» ke=1

» C=kc

» L=C*P
Abrazoljuk a felnyitott rendszer Bode diagramjat és hatarozzuk meg annak jellemz3 paramétereit
(fazistartalék, erésitési tartalék, vagasi korfrekvencia) a margin utasitas segitségével.

» margin (L)
Lathato, hogy a rendszernek jelentOs fazis- illetve erdsitési tartaléka van. A fazistolas monoton csdkken
nullatél -270°-ig, tehat az erdsités megvaltoztatdsaval be lehet allitani a kivant fazistartalékot. A
@ =@, —180° -hoz tartoz6 er0sités reciproka lesz a szabalyozo erdsitési tényezdje. Ezt le lehet olvasni a

rendszer Bode diagramjarol, vagy ki lehet olvasni egy tablazatbol vagy a margin utasitis segitségével
lehet szamolni.

A margin utasitas az erésitési tartalék (gm) értékét a -180°-hoz tartozo erdsitési értékbol szamolja. Ha a
rendszer fazis értékeit lecsokkentjiik a kivant fazistartalék értékkel, akkor a margin utasitas éppen az adott
fazistartalékhoz tartozoé erdsitési érték reciprokat adja vissza gm paraméterként.

» [mag,phase,w]=bode (L) ;
» gm=margin (mag,phase-60,w)
» kec=gm

Tehat a szabalyozo: Cp(s)=k. =7.51
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Ezzel egyenértékiien a kc parameter meghatarozhat6 a frekvenciafiiggvény adatait tartalmazo tablazatbol
is az alabbiak szerint:
» Table=[mag(:), phase(:), w]

mag phase w
0.2756 -95.0730 0.3290
0.1960 -107.0164  0.4520
0.1340 -119.7735 0.6210
0.0873 -133.4679 0.8532
0.0537 -147.8469 1.1721
A -120°- hoz tartozo erdsités reciproka lesz a kc, a hozzatartozo6 frekvencia pedig a vagasi korfrekvencia:
kc=1/0.1340=7.4627, wc=0.621
A w frekvenciavektor felbontdsat finomitva mindkét médszer azonos eredményt ad.
Fontos, hogy ellendrizziik a rendszer viselkedését.
» C=kc
» L=kc*L
Ellendrizziik a stabilitasi tartalékra jellemz6 paramétereket (erdsitési tartalék, fazistobblet).
» margin (L)
» [gm,pm,wg,wc]=margin (L)
A fazistobblet valoban 60°. A vagasi korfrekvencia w,=0.6245.
Szamoljuk ki a zart rendszer ered6 atviteli fliggvényét.
» T=feedback (L,1)
Adjuk meg a felnyitott és a zart kor Bode diagramjat.
»bode(L,'r',T,'b'")
Abrazoljuk a zart rendszer atmeneti fiiggvényét.
» step(T)
Szamitsuk is ki az atmeneti fliggvényt.
» £=0:0.05:10;
» y=step (T, t);
Az atmeneti fliggvény maximalis értéke:
» ym=max (y)
Az atmeneti fiiggvény allandosult értéke:
» ys=dcgain (T)
Ezekbdl az értékekbdl a szazalékos tllendiilés értéke kiszamithato.
» yt=(ym-ys)/ys
Az allandésult hiba:
» es=l-ys
Még meg kell vizsgalni az u(?) beavatkozo jel viselkedését is. Ez azért fontos, mert ez a valdésagos
folyamat bemendjele és itt 1épnek fel a fizikai korlatozasok. Szamoljuk ki a beavatkozojel és az alapjel
kozotti eredo atviteli fliggvényt.
» U=feedback (C,P)
vagy
» U=C/ (1+C*P)
Egységugras alapjel esetén:
» ut=step (U, t);
» plot(t,ut)
A leggyakrabban korlatozast a beavatkozé jel maximumara adnak meg, szamoljuk ezt ki.
» um=max (ut)
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P,PLPD,PID szabalyozok tervezése:
A PL,PD,PID szabalyozokat hasonld modon lehet megtervezni.
Hozzunk létre egy m file-t a szabalyoz6 tervezésre a szabalyozas jellemz6 paramétereinek kiszdmitasara.
Az alabbi tablazat 6sszefoglalja az eredményeket.

C(s) L(s) =C(S)P(s) k, o, yt es um | ~ts
Sza- 1 0o o 05 |2 |12
kasz (1410s)(1+5)(1+0.25)
P k, k, 7.51 |0.62 [ 0.153 | 0.117 | 7.51 | 8
(1+10s)(1+s)(1+0.25)
PI k(1+1os) k, 0.504 | 0.46 | 0.078 | 0 5.16 | 9
C s S(1+S)(1+0.2s)
PD (1+5) k, 21.69 | 1.98 | 0.103 | 0.044 | 217 |2
k ————
“(1+0.1s) (1+10s)(1+0.15)(1+0.2s)
PID (1+10s)(1+5) k, 19.34 | 1.79 | 0.076 | 0 193 |2
T ron) | s(e0as)(1+025)

Step response

PID

PI

PD

0.8

04 /
0.2

250

200+

150

100

50

-50
0

Control signal, u(t)

8
Control signal,
PID
PD ‘
4 6 8

10

A szabalyozott rendszerrel szemben tamasztott kdovetelmény a gyors beallas és az alapjel kovetés volt.
Lathato, hogy a P kompenzacio egyik feltételt sem teljesiti. A beallas elég lasst és nem is éri el a vart y=1
értéket. A PI szabalyozas hatdsara a stacionarius hiba nullara csokkent, de a gyorsasag nem valtozott. A
PD kompenzacié felgyorsitja a rendszert, de csak maradd hibaval koveti az egységugrast. Ezt a gyorsitast
ugy érte el, hogy jelentésen megnovekedett az u(?) beavatkozo jel értéke. A PID szabalyozoé hatasara a
rendszer gyorsabb is lett és a stacionarius hiba is lecsokkent nullara
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frjunk Matlab programot (hozzunk 1étre egy m fajlt, ez egy szovegfajl m kiterjesztéssel). Nyissunk meg
egy uj m-fajlt a Matlab file meniijébol. Irjuk a Matlab utasitasokat az iires fajlba. Mentsiik el a fajlt: Save

As, C:/Matlab/work/myfile.m

A program meghivasdhoz egyszerlien irjuk be a program nevét kiterjesztés nélkiill a Matlab parancs

ablakaba.
» myfile

Az alabbi Matlab program szolgalja a szabalyozo tervezést.

clear

s=tf('s');
P=1/((1+10*s) * (1+s) * (1+0.2*s
))

P=zpk (P)

Cp=1
Cpi=(1+10*s)/(10*s)
Cpd=(1+s)/(140.1*s)
Cpid=Cpi*Cpd
Cpid=zpk (Cpid)

[mag,phase,w]=bode (Cp*P) ;
kp=margin (mag,phase-60,w)
Cp=kp*Cp;

[mag,phase,w]=bode (Cpi*P) ;
kpi=margin (mag,phase-60,w) ;
Cpi=kpi*Cpi;

[mag,phase,w]=bode (Cpd*P) ;
kpd=margin (mag,phase-60,w) ;
Cpd=kpd*Cpd;

[mag,phase,w]=bode (Cpid*P) ;
kpid=margin (mag,phase-60,w) ;
Cpid=kpid*Cpid;

Tp=feedback (Cp*P,1) ;
Tpi=feedback (Cpi*P,1) ;
Tpd=feedback (Cpd*P,1) ;
Tpid=feedback (Cpid*P,1) ;

Up=feedback (Cp, P) ;
Upi=feedback (Cpi,P) ;

figure(1l) ,step(Tp, 'r',Tpi, 'b’
,Tpd, 'g',Tpid, 'y")

figure (2) ,step(Up, 'r',Upi, 'b’
)

figure (3) ,step(Upd, 'g',Upid,
y')

t=0:0.05:10;
yp=step (Tp, t) ;
ypi=step (Tpi, t);
ypd=step (Tpd, t) ;
ypid=step (Tpid, t);

ysp=dcgain (Tp)
yspi=dcgain (Tpi)
yspd=dcgain (Tpd)
yspid=dcgain (Tpid)

ep=1-ysp
epi=l-yspi
epd=1-yspd
epid=1l-yspid

ytp= (max (yp) -ysp) /ysp
ytpi=(max (ypi) -yspi) /yspi
ytpd= (max (ypd) -~yspd) /yspd
ytpid=(max (ypid) -yspid) /yspid

up=step (Up, t) ;
upi=step (Upi, t);
upd=step (Upd, t) ;
upid=step (Upid, t) ;
upim=max (upi)
updm=max (upd)

11Mi Am=maw¥ (11niA)

A szabalyozasi kor viselkedése vizsgalhatd Simulink blokk-diagram megépitésével és futtatasaval az adott

szakasszal és a megtervezett szabalyozokkal.
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Masodrendii leng6 tag kompenzalasa
A szakasz az alabbi atviteli fliggvénnyel adhato meg:

A A
P(s)= == ’
(s—p)s—p,) sTy +20Ts+1

ahol p, =az jb

1
A polusok konjugalt komplexek. A Bode diagram torésponti frekvencidja @, = — Itt a kozelité Bode
0
diagram meredeksége 0-r6l —40dB/dekadra valtozik. Ezesetben egy lehetséges PID poluskiejtéses
kompenzalasi technika, ha mind a PI, mind pedig a PD tag idéallandojat a természetes korfrekvencia
1+Tys 1+ Tys

s l+Tls'

Egy masik lehetOség egy tiszta integrald tag alkalmazasa kompenzald tagként, amelynek erdsitését tigy
valasztjuk meg, hogy a fazistobblet 60° koriili legyen.

reciprokara valasztjuk, vagyis T =1, és T, =1, , C(s) =k,

Erzékenység vizsgalata:

A szakasz paraméterei altaldban nem pontos értékek, hiszen méréssel, identifikaciéval hatarozzuk meg
Oket. Az atmeneti fliggvénybol példaul kozelitben meghatarozhatjuk a szakasz jellegét (pl. egytarolos
holtidds tag, kéttarolos tag, stb.) és megbecsiilhetjilk paramétereit. A paraméterek értéke egy minimalis és
egy maximalis érték kozott valtozhat. A szabdlyozasi rendszer viselkedésének vizsgalatakor fontos
szempont a paraméter bizonytalansagok hatasanak figyelembe vétele.

A szabalyoz6 tervezésekor figyelembe kell venniink a paraméterek értékeinek bizonytalansagat. A
szabalyozdsnak a paraméterek névleges értékeinél az eldirasoknak megfeleléen kell viselkednie, de
elfogadhatd viselkedést kell kapnunk, ha a paraméterek a névleges értékiiktdl eltérnek, de még a megadott
savban vannak. Kiilonb6z6 szabalyozo tervezési eljarasok vannak a robusztus viselkedés biztositasara.

A paraméter bizonytalansagok hatasanak szemléltetésére tervezziink egy PID szabalyozo6t az alabbi lengd
taghoz, és vizsgaljuk a szabalyozasi rendszer viselkedését, ha a szakasz csillapitasi tényezdje valtozik.

P(s) =

——, a ¢ csillapitasi tényez6 0.2 és 1 kozott valtozik.
45’ +4cs +1

Tervezziik a szabalyozot 60° fazistobbletre.
A Matlab utasitasok:
» clear

» s=tf('s');
Adjuk meg a szakaszt:

» Pl=1/(4*s*s+0.8*s+1) $zeta=0.2
» P2=1/ (4*s*s+2.8*s+1) %$zeta=0.7, névleges
» P3=1/(4*s*s+4*s+1) $zeta=1

» P=zpk (P); Pl=zpk(Pl); P2=zpk (P2); P3=zpk(P3);
A szabalyozo6 kp=1 erdsitéssel:
» Cpid=(142*s)* (1+2*s)/((2*s)* (1+0.2*s))
» Cpid=zpk (Cpid)
A Bode diagram a névleges P2 szakaszra:
» [mag,phase,w]=bode (Cpid*P2) ;
Hatarozzuk meg a szabalyozo atviteli tényez6jét a 60° fazistobblet biztositasdhoz:
» kp=margin (mag,phase-60,w)
» Cpid=kp*Cpid;
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» figure(l); bode (Cpid*P2) % a Bode diagram abrazolasa

» Tpid=feedback (Cpid*P2,1) ; % az eredé Aatviteli figgvények
szamitasa

» Upid=feedback (Cpid, P2) ;
Szamitsuk ki és abrazoljuk a kimendjelet és a beavatkozojelet.

» £=0:0.05:10;

» ypid=step (Tpid,t) ;

» figure(2); plot(t,ypid) ,grid, shg

» upid=step (Upid,t);

» figure(3); plot(t,upid) ,hgrid, shg

» Tpidl=feedback (Cpid*P1l,1)
» Tpid3=feedback (Cpid*P3,1)
Szamitsuk ki és abrazoljuk a kimendjelet a névleges szakasszal és a megvaltozott csillapitasi tényezokkel.
» ypidl=step (Tpidl,t);
» ypid3=step (Tpid3,t);
» figure(4); plot(t, [ypid,ypidl,ypid3]) ,grid

Az alabbi abra mutatja a szabalyozas kimendjelét a névleges szakaszhoz (g =0.7) tervezett
szabalyozoval a névleges szakasszal és a modositott csillapitasi tényez6ji szakasszal. Lathato, hogy a
tallendiilés Iényegesen nagyobb a kisebb csillapitasi tényezovel. A szabalyozas érzékeny a csillapitasi
tényez6 megvaltozasara.

1.4
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8. Holtidos Rendszer Soros Kompenzacioja

Holtid6s tagot tartalmazoé rendszer kompenzalasa bonyolultabb, mint egy holtidd mentes rendszeré, mivel
a holtidés tag nem reprezentdlhatd pontosan egy racionalis tortfliggvénnyel. A holtidos tag altal
létrehozott fazistolast a tervezés soran kiilon kell figyelembe venni.

Tekintsiik az alabbi szabalyozasi kort:

r(t) O, ¢y MO, p OR
R(s) _ % E(s) Uis) | ¢ Y(s)

ahol P(s) a folyamat atviteli figgvénye holtidé nélkiil, C(s) a szabalyozd atviteli fiiggvénye és
L(s) = C(s)P,(s) a felnyitott kor atviteli fiiggvénye.
Vegyiik a kovetkezo példat:

_ ~Ty _ e’
P, (s)=P(s)e 13705

A C(s) szabalyozdt ugy kell megvalasztani, hogy az elbirt minéségi jellemzok teljesiiljenek.

Eloirasok: Egységugras alapjel esetén a szabalyozott rendszer statikus hiba nélkiil kovesse az alapjelet és a
kimendjel tullovése kortilbeliil 10% legyen.

Ezek alapjan egy PI kompenzalo tagot valasztunk:

C(s) =k, 1+20s
A zart rendszer eredé atviteli fiiggvénye:
L) = Co)P(s) =k, T2 €
s 1+20s s

A k, konstanst tigy valasztjuk meg, hogy a fazistartalék 60° legyen.
A folyamat frekvenciafliggvényének amplitidojat meghatarozhatjuk a késleltetés nélkiili rendszerbdl:

|Pd(fa’)| Z‘P(ja))eijCUTd‘:lP(jwM , mivel e_ja)Td =1:

b

A fazisszog pedig
. . —joT, .
Arg{P,(jo)} = Arg {P(jw)} + Arg {e 19%a } = Arg {P(jo)} - oT,

» s=zpk(’'s’)
» P=1/(14+20%*s)
» Td=1
» ke=1
» C=kc* (14+20*s) /s
A felnyitott kor atviteli fiiggvénye:
» L=C*P
» L=minreal (L)
A felnyitott kor frekvenciafiiggvényének amplitidéja megegyezik a késleltetés nélkiili rendszer
amplitidojaval, a fazisszoge pedig egy linedris taggal modosul:
» [mag,phase,w]=bode (L) ;
» magd=mag(:) ;
» phased=phase(:)-w*Td*180/pi;
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A k,_ erbsitést kétféleképpen szamolhatjuk:

1. modszer: A margin utasitas segitségével:
Az erdsitési tartalék -120° -os fazisra:
» gm=margin (magd,phased-60,w)
Ez lesz a kc tényezo értéke
» kc=gm
0.5229

2. modszer: Tablazat segitségével:
» T=[ phased, magd, w']

-116.5943 2.1544 0.4642
-118.5162 2.0092 0.4977
-120.5770 1.8738 0.5337 <=
-122.7868 1.7475 0.5722
-125.1562  1.6298 0.6136

A mag értéke phased =-120°-nal 1.8738 .
Ebbél ke=1/1.8738
» ke=1/1.8738
0.5337
Szamoljuk Gjra a szabalyozot:
» C=kc* (1+20*s) /s
Ellendrizziik, hogy a fazistartalék valoban 60° lett-e.

A rendszer viselkedését a kovetkez6 Simulink modellel lehet vizsgalni. A Simulink lehetdvé teszi, hogy a
holtid6t egyszertien szimulaljuk.

o1 pE Pl
Clock To Workspace To Workspace To Workspace
tkSp Scopel U v
Step LTI System LTISystem1  'ransport Scope2
Delay

A szimulacid eredményét visszakiildhetjiik a Matlab feliiletre tovabbi vizsgalatok és grafikus megjelenités
céljabol. Ezt kétféleképpen tehetjiik meg. Egyrészt a To Workspace blokkal, masrészt a Scope blokk
segitségével. A To Workspace blokkban be kell allitani a Matlab-ban hasznaland6 valtozo nevét, és a
tipusat Matrix-ként kell megadni. Ezutan dbrazolhatjuk a jeleket a Matlab-bdl is:

» plot(t,y) ,grid

A Scope grafikus ablak paramétereit allitsuk be a kovetkezoképpen
A ‘properties’ ment alatt.
Data history: ~ Save data to workspace

Variable name: ty (tu for the control signal)
Matrix format
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fgy a 7 id6 és az y kimendjel vektorai egyszeriien kinyerhetéek a szimulacié utdn. Ezekbdl pedig a
mindségi jellemzOk meghatarozhatok (tullovés, beallasi id6, maximalis beavatkozo jel, stb.).

» t=ty(:,1)

» y=ty(:,2)

» plot(t,y) ,grid

Pade kozelités: HoltidGs rendszer kezelése Pade kozelités segitségével is elvégezhetd. A késleltetd tag

—-sTy

kozelitheté egy racionalis tortfligvénnyel, Py, (s)~e . (A Pade tortfliggvény Taylor soranak els6

néhany tagja megegyezik a holtidds tag atviteli fliggvénye Taylor soranak elsé néhany tagjaval.)

1(t) e(t) u(t) y(®)
C >
R(s) % E(s) (s) U(s) P(s) Poype (8) Y(S)

Matlab-ban a pade utasitas szamitja ki a kozelitést a kivant fokszdmra. Példaul hasznaljunk 5-6drendii
kozelitést.

» [numpade,denpade]=pade(Td,5)

» Ppade=tf (numpade,denpade)

» Pd=P*Ppade
A kc er6sités ezzel mar meghatarozhato.

» [mag,phase,w]=bode (Pd) ;

» kc= margin (magd,phased-60,w)

0.5229

Ki kell hangsulyozni, hogy az els6 részben megadott mddszer pontosabb, mint a Pade kozelités
alkalmazasa és a kapott felnyitott és zart atviteli fliggvények joval bonyolultabbak a magasabb foki
kozelités miatt. A Pade kozelités elonye, hogy a tervezés menete nagyon hasonld a késleltetés nélkiili
rendszerek tervezési modszeréhez.
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9. Labilis Rendszer Soros Kompenzacioja

1. Példa. Vizsgaljuk a kovetkezd labilis folyamatot: Nyquist Diagrams

20
PO= 6o

Stabilizalhato-e a folyamat egy aranyos (P) C(s)=k,

szabalyozoval?

» s=zpk('s')

» P=20/((s+2) * (s-5))

» figure(l); grid on; nyquist(P);
figure(2) ; grid on; bode(P); : s :
» figure(3) ;rlocus(P) ; Real Axis
Lathato, hogy a stabilitast nem lehet elérni, mivel a Nyquist diagram nem veheti korbe a (-/+j0) pontot az
oramutato jarasaval ellentétes iranyban, €s a fazistartalék is mindig kisebb mint nulla (sajnos a Matlab itt
rosszul abrazolja a Bode diagramban a fazisszoget, azt 360°-kal modositja). Ugyanez az eredmény
kaphato meg a karakterisztikus egyenlet és a poOlusok alapjan. A polusokat az s*-3s-10+ke=0
karakterisztikus egyenletbdl hatarozhatjuk meg. A stabilitas sziikséges feltétele, hogy az egyiitthatoknak
azonos eldjeliieknek kell lenniiik. Ez nem teljesiilhet, mert a kc értéke nem befolyasolja a -3 egyiitthatot. A
gyokhelygorbe (0 < k¢ < ) alapjan is ugyanezt kapjuk. Lathatd, hogy minden korerdsités értéknél a
komplex szamsik jobb oldalara mindig esik legalabb egy poélus.

Imaginary Axis
v

v

2. Példa. Vizsgaljuk meg most a kovetkez6 folyamatot:

P(s)= ; Nquispt“?,i,aAgﬁTs
(S—2)(S+5) 0.2 . . . . —

Stabilizalhaté -e a folyamat egy aranyos (P)
C(s) = k,szabalyozoval?

» clear

» s=zpk('s')

» P=5/((s-2)*(s+5))

» figure(l) ;grid on;nyquist(P) ;

» figure(2); grid on; bode (P) ;

» figure(3); rlocus(P); Real Axis
Lathato, hogy a Nyquist diagram az 6éramutatd jarasaval ellenkezo iranyban koriilveheti a -1 pontot. Az
erdsités novelésével tehat teljesithetd az altalanos Nyquist kritérium, &, >2 esetben a zart rendszer stabilis

lesz. A Bode diagramrol is leolvashatd, hogy a fazistartalék pozitiv lehet. Valasszuk meg a k, értékét tigy,

hogy a vagasi korfrekvencia a fazissz0g maximumara essen.

El6szor vizsgaljuk a felnyitott kort ke=1 esetén.

» C=1 Bode Diagrams
» L=C*P B
» [mag,phase,w]=bode (L) ;

1. Modszer: Tablazatbol olvassuk ki az értékeket.
» T=[ phase(:), mag(:), w]
-158.1444 0.3559 1.7433
-155.9825 0.3066 2.2122
-154.7797 0.2530 2.8072
-154.6231 0.2259 3.1623 )
-154.7797 0.1994 3.5622 10 10 10 107
-1559825 01501 45204 Freauencyv (rad/sec)

Imaginary Axis
To: Y(1

Phase (deg); Magnitude (dB)

To: Y(1)
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A Bode fazisgorbe a p=-154.62 mag=0.2259 ®=3.16 -nél éri el a maximumat. Az aranyos szabalyozdval

elérheté maximalis fazistartalék tehat pm=180-154.6=25.8°.
Ebben az esetben az erdsitést kc=1/0.045=4.42 értékre kell valasztani.
» kc=4.42

2. Modszer: A maximalis értéket meghatarozhatjuk a max utasitassal is.
» [maxphase,index]=max (phase)
» ke=1/mag (index)
Szamoljuk Gjra a szabalyozot:
» C=kc;
» L=C*P;
A margin utasitassal grafikusan is ellendrizhetjiik a fazistartalékot.
» margin (L) ;
A rendszernek elég kicsi a fazistartaléka, Pm =25.4° (60°-ot szeretnénk elérni).
Nézziik meg a zart rendszer viselkedését:
» T=feedback(L,1)
» step(T)
A stabilitast sikeriilt elérni, de a viselkedés nem megfeleld, a rendszernek kozel 100%-os statikus hibéja
van. PID szabalyozo alkalmazésaval a szabalyozas mindségi viselkedése javithato.

3. Példa. Tervezziink PID szabalyozét a statikus hiba lecsokkentése érdekében.
(5+2) (s+5)
s §+50
A labilis p, =2 polust nem ejthetjiik ki kozvetlentiil egy labilis zérussal, mivel a paramétereket rendszerint mérési

C(s)=k,

eredmények alapjan hatdrozzuk meg, és a pdlus és az 6t kiejt6 zérus kis eltérése esetén is mar a rendszer labilissa
valik. A labilis polust ehelyett egy stabilis PI taggal kompenzaljuk. A rendszer gyorsitasa érdekében a stabilis
p,; =—5 polust nagyobb frekvenciara toljuk el egy PD taggal (p=-50, a poluseltolasi arany 10).

A k, konstanst ismét ugy valasztjuk meg, hogy a maximalis fazistartalékot kapjuk.

Zarjuk be a grafikus ablakokat. Bode Diagrams
» clear Gml:O—Ol7.25 dB (at ‘2.0851 rad/‘scc), Pm:5f3.122 deg (‘at 14.596 rad/sec)
» s=zpk('s') . sof
» P=5/((s-2)* (s+5)) g
» C=((s+2)*(s+5))/ (s*(s+50)) ER.|
» L=C*P ] 100
» L=minreal (L) fa -100
» bode (L) % 150 -
» [mag,phase,w]=bode (L) ; 8 00f
Hatéarozzuk meg az erdsitést a maximalis fazishoz: * ol
» [maxphase,index]=max (phase) 2300

» kc=1/mag (index) o o 1 1o 1o o

Az erbsitési tényezd kc=152, a fazistobblet pedig
pm=180+maxphase =58.
Ellendrizziik a rendszer viselkedését.
» C=kc* ((s+2) *(s+5))/ (s* (s+50))
» L=C*P, L=minreal (L)
» margin (L)
A zart rendszer atmeneti fliggvényét az alabbi abra mutatja.
» T= L/ (1+L), T=minreal (T)
A statikus hiba lecsdkkent nullara.
» es=1l-dcgain(T)

Frequency (rad/sec)
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Ellendrizziik az u beavatkozo jelet:
» U=C/ (1+L) , U=minreal (U)
» subplot(211) ,step(T)
» subplot(212) ,step (U)
» u=step (U)
» um=max (u)

A beavatkozo jel um maximuma elég nagy. Ez az érték a poluseltolasi arany csokkentésével mérsékelhetd.

Step Response

From: U(1)
15 -
R e —
=] )
= -
E‘ >
G
< T 05
0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
Time (sec.
Step ISe(spor?se
)

From: U(1

200

Amplitude
To: Y(1)

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25

Time (sec.)
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10. Mintavételes Rendszerek

z-transzformacio:

Digitalis szabalyozasi rendszerekben a jeleket digitalis alakban taroljuk és dolgozzuk fel. Ezekben a
rendszerekben miikodési elviik kovetkeztében a jelfeldolgozas csak diszkrét mintavételi idépontokban
torténik. Ebbol adododan a szabalyozasi korokben megjelend analdg jeleket mintavételezni és digitalizalni
kell.

Egy folytonos y(t) jel digitalis alakjat eltolt impulzusok Gsszegével lehet leirni.
Yo () ={y(nT)} = ¥(0)5(t) + W(T,)5(t = T,) + y(2T,)5(t = 2T,) + y(3T,)6(t = 3T,) + ..
Az y,(t) jel Laplace transzformaltja:
4 ()= 30+ W(T)e™" +y(2T)e™" + y(3T)e ™" +...
Vezessiik be a kovetkezo jeldlést:

v4(2)= 0+ W(T)z" + y(2T)z 7 + y(3T)z 7 +... = iy(kﬂ)zk

Ez az 4talakitds a mintavételezett jel z-transzformdcidja, ahol a z ' -et az eltolasi operatorként lehet
értelmezni.

1. Példa.

Egy jel z-transzformaltja
272" —z

T 221024 "

crcr

Ya

a/ Matlab utasitasok:

» num=[2, -1, O]

» den=[1l, -1, 0.24]

» yd=dimpulse (num,den,5)

» plot(yd,'*")

» plot(1:5,yd,'*")
Szimbolikus adatbevitellel és LTI (sys) struktaraval is elvégezhetd a szamitas. Hasonloan az s valtozohoz
egy z valtozo is definialhato, de itt a 7, mintavételi id6t is meg kell adni.

» Ts=0.5

» z=tf('z’,Ts)

» Y=(2*z*2-2) / (z*z-2z+0.24)
Az LTI (sys) struktira hasznalatanak egyik elénye, hogy ugyanazt az utasitast lehet alkalmazni folytonos
¢és diszkrét rendszerekre. Ha a sys.Ts mintavételi id6 (sys.Ts) paraméter nulla, akkor a Matlab a rendszert
folytonosnak, ha pedig nullatol eltérd, akkor diszkrétnek feltételezi. A help utasitds megadja az impulse
utasitas pontos hasznalatat.

» help impulse

IMPULSE (SYS, TFINAL) simulates the impulse response from t=0 to the
final time t=TFINAL.

A tfinal =2 id6 sziikkséges T, = 0.5 mintavételi id6 esetén ahhoz, hogy 5 mintavételi pontot kapjunk

(Az els6 érték t=0-hoz tartozik)
» impulse(Y,2);
» yd=impulse(Y,2);
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» plot(Ts*(0:4) ,yd,’*");
b/ Részlettortekre vald bontas
Egy exponencialis tag z-transzformaltja:

nT, Z Z

yy=e, y,(nT)=e"" > 7

A jelet részlettortekre bonthatjuk a Matlab residue utasitasaval.

yd(z):numzznumlzz ko + o h
den den z—=p, zZ—Dp,

» numl=[2, -1]
» den=[1l, -1, 0.24]
» [r,p,k0]=residue (numl,den)

r =
1
1
p =
0.6000
0.4000
k0 =
[]
» Ts=0.5

B I o ( 1 1 J_ z z
v,(2)=z + =z + = +
Z—p, Z—D, z—06 z-04) z-06 z-04

Y, (0)={y(nT)} = {e"" +e"" | ahol e™ =0.6, " =0.4

» a=log(0.6)/Ts
» b=log(0.4)/T's

L _In(0:6) _ In(0.4) _

-1.02, b= =-1.83

N s

y(t)ze—l.02t+€—l.83t’ tZO

» t=[0:Ts:2]’
» yd=exp (a*t) +texp (b*t)
» plot(t,yd,’ *");

Impulzusatviteli fiiggvény (Diszkrét atviteli fiiggvény):

Egy folytonos folyamatot a D/A Aatalakitoval egyiitt az impulzusatviteli fiigvénnyel irhatjuk le. Az
impulzusatviteli fliggvény a kimendjel €s a bemendjel z-transzformaltjainak hanyadosat adja meg
nulladrendii tartoszervet feltételezve a bemeneten.

ulk] | D/ A4 | u(t) yoo o~ vkl U2 Y2 | Y(2)
U’ zom us, P9 v Y@ 0= le

2. Példa.
Hatarozzuk meg az alabbi folytonos folyamat impulzusatviteli fliggvényét. A mintavételezésiidé 7, =1.
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B 1+5s T
(1+10s)(1+8s)(1+4s)1+2s)" °

P(s)

» s=zpk(’'s’)
» P=(1l+5*s)/ ((1+10*s) * (1+8*s) * (1+4*s) * (1+2*s))

A folytonos folyamat atviteli fliggvénye zerus-polus alakban:

P(s) = 0.0078 5+0.2
(5 +0.5)(s + 0.25)(s + 0.125)(s + 0.1)

» [zerusf,polusf kf]=zpkdata(P,’'v’)
A folytonos rendszer polusai: -0.5, -0.25, -0.125, -0.1
A folytonos rendszer zérusa: -0.2

A Matlab-ban egy folytonos folyamat diszkrét impulzusatviteli fiiggvénye a c2d utasitassal szamolhato:
sysd = c2d(sysc, ts,method), ahol #s a mintavételi id6 és method pedig a tartészerv tipusat adja
meg. A default értéke ‘zoh’, ami nulladrendii tartoszervet jelent.

» Ts=1;

» Pd=c2d(P,Ts,’zoh’)

P,(z) = 0.0011 (z+3.088)(z —0.8187)(z + 0.2198)

(z —0.9048)(z — 0.8825)(z — 0.7788)(z — 0.6065)

A diszkrét zérusok és polusok:
» [zerusd,polusd,kd]= zpkdata(Pd,’v’)
A diszkrét polusok: 0.9048, 0.8825, 0.7788, 0.6065
A diszkrét zérusok: -3.088, 0.8187, -0.2198
Vegyiik észre, hogy a diszkrét polusokat a z = '™ transzformacioval kapjuk a folytonos pélusokbol.
» exp(-0.5)
0.6065
Hasonloan
» exp (polusf)
Ez a transzformacié a folytonos zérusok és a diszkrét zérusok kozt nem érvényes, az Osszefiiggés ennél
bonyolultabb.

Végérték tételek

Egy diszkrét jel kezdeti értékét meghatarozhatjuk a kovetkezo Osszefliggéssel:
lim y(nT,) = lim y(z),

végértékét pedig az alabbi 6sszefiiggéssel adhatjuk meg:
lim y(nT)) = lirrll(l —z Y¥(2).

n—>0 z

3. Példa.

Az el6z0 példaban megadott rendszerre egységugras bemenetet alkalmazunk. Az egységugras diszkrét

megfeleldje egy egységnyi amplitiddji impulzus sorozat, amelynek a z-transzformaltja
Z —
Hatéarozzuk meg a kimendjel kezdeti- és végértékét.

¥(z)=——P,(2)
z—1

A kezdeti érték nulla, mivel a szamlalé fokszdma magasabb, mint a nevezd fokszama. A végértéket
meghatarozhatjuk a P, (z) impulzusatviteli figgvényb6l a z=1 helyettesitéssel. A Matlab-ban a végértéket
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a dcgain utasitassal szamolhatjuk folytonos és diszkrét esetre is (diszkrét esetre a ddcgain(numd,dend)
utasitas szintén hasznalhatd). Hasonloan itt is a mintavételi id6 paraméter hatarozza meg, hogy a rendszer

folytonos vagy diszkrét.
» P.Ts
» A=dcgain (P)
» Ad=dcgain (Pd)
Mindkét, A (folytonos) és Ad (diszkrét) értékre 1 értéket kaptunk, ahogy ezt vartuk.

Stabilitas
Egy diszkrét rendszer stabilis, ha a poélusai (karakterisztikus egyenletének, azaz a nevezdjének a gyokei) a
komplex sik egységsugara korének a belsejébe esnek.

4. Pelda.
Stabilis-e az alabbi diszkrét rendszer?
2
z°-03z-0.1
P.(z)= , T =1
2@ 22 +3z22+25z+1" °

Definialjuk a diszkrét rendszert:
» Ts=1
» z=tf(’'z’,Ts)
» Pd=(z*z-0.3*z-1)/ (z*34+3*z*2+2.5*%z+1)
Hatéarozzuk meg a polusokat:
» zerusd,polusd, kd]=zpkdata (Pd,’'v’)
A poélusok abszolut értékei: 08
» abs (polusd) 06
ans = 0
2.0000
0.7071
0.7071 O
A rendszer labilis, mert egyik podlusanak abszolut értéke 06 Y A
nagyobb mint 1. 08 ;
A stabilitds meghatarozhatd a polusok complex sikon s 2 s 1 05
torténd abrazolasaval. Real Axis
» pzmap (Pd)
» zgrid
A rendszer labilis, mert a -2 polus az egységsugari korén kiviil
helyezkedik el. A zgrid utasitas kirajzolja az egységsugar kort és a
konstans csillapitasi tényezoéhoz ¢és természetes frekvenciahoz
tartozé vonalakat.
A stabilitds az iddtartomanyban is meghatarozhatd az atmeneti °
fiiggvénybdl. S Sl e
» step (Pd)
A kimenet nem korlatos, tehat a rendszer labilis. % . 2 4 5

Pole-zero map

Imag Axis

Step Response
From: U(1)
T T

Amplitude
To: Y(1)
T
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
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11. Mintavételes PID Szabalyozo Tervezése Kisfrekvencias Kozelités

Alapjan

Mintavételes szabalyozasi korben a szabalyozé tervezhetd a frekvenciatartomdnyban annak szem el6tt
tartasaval, hogy a mintavételezés és zérusrendl tartdészerv alkalmazasa ugy tekinthetd, mintha jarulékos

holtidé 1épne fel a rendszerben.

Egy egytarolos aranyos tagot szinuszos jellel gerjesztiink. A tag kimendjelét 1 sec mintavételi idével
mintavételezziik, majd zérusrendii tartoszervet alkalmazunk. Abrazoljuk a bemendjelet, valamint a
folytonos és a mintavételezett szakasz kimendjelét egy diagramban az alabbi abra szerint..

0.8

0.6

0.4

0.2

-0.4

-0.6

-0.8
0

A folytonos kimendjel kvazistacionarius allapotban a
bemendjelhez képest amplitudoban és fazisban eltér, de a
bemendjellel megegyezd frekvenciaji szinuszos jel.
Szemmel lathatéan a mintavételezett jel késik a folytonos
kimendjelhez képest, és annak alapharmonikusa kb. fél
mintavételnyi idejii holtidos késleltetést mutat a folytonos
kimendjelhez képest.

Elemezziik a jelenséget a frekvenciatartomanyban.
Hasonlitsuk 0ssze egy folytonos egytarolds aranyos tag
frekvenciafiiggvényét a mintavételezovel ¢és zérusrendi

tartoszervvel ellatott egytarolos aranyos tag frekvenciafliggvényével.

A
1+s7,

Folytonos rendszer

T, T,

s )
_ zérusrend( A
érusrend(

tartészerv 1+sT
1

Mintavételes rendszer

A mintavételes rendszer impulzusatviteli fiiggvénye:

|—e /T
Pay=—m

z—e
A frekvenciafiiggvényt z =e’”"

sorukkal.

l-e

helyettesitéssel nyerjiikk. Az exponencialis tagokat kozelitsiik Taylor

2
T 1(T
==t = | =,
o 7 2(TJ )

_ ol _
P(Z_e )_ /T _ /T ~

I+ joT, -

(6();;)2+...—(1—7;+1(7;J —-...)

Lo2\1

Ha T<T; és wTl<l, T¢T; valamint wT; magasabb hatvanyai elhanyagolhatok, és a mintavételezett

szakasz frekvenciafiiggvénye kozelitden megegyezik a folytonos szakasz frekvenciafiiggvényével.

P(Z:eijs)z ]:/T;

1

JjoT,+T./T, 1+ joT,

Az elhanyagolasokat egy tovabbi 7’ jarulékos holtidovel vehetjiik figyelembe, amelynek értéke Ty2 és Ty

4 1
kozott becsiilhets. P(z = e’") =

1+ joT,

e’
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1. Példa
Hasonlitsuk 6ssze a folytonos rendszer és a mintavételes rendszer frekvenciafiiggvényeit.
Legyen A=1, T\=0.1 és a mintavételezési ido T=0.1.

1
P(s)=——
() 1+0.1s
» s=zpk(’'s’)
» Ps=1/(14+0.1%*s)
» Ts=0.1;
» Pz=c2d (Ps,Ts)
0.63212
P(z)=——
&)= 03679

» [mags,phases,w]=bode (Ps) ;

» [magz,phasez]=bode (Pz,w) ;

» subplot(211l), loglog(w, mags(:),’b’ ,w,magz(:),’'r’),grid;

» PhasesWithDel=phases (:)-w*(Ts/2)*180/pi;

» subplot(212)

» semilogx(w,phases(:),’b’, w,phasez(:),’'r’,w,PhasesWithDel,’'g’)
» grid

Lathat6, hogy a z-transzformacionak megfeleld
(kék) amplitudo-frekvencia gorbék kb. w=1/T=10-
ig jol kovetik a folytonos rendszer (piros)
amplitudo-frekvencia  gorbéjét. A nagyobb
frekvenciak tartomanyaban a kozelités nem
elfogadhato, az eltérések igen nagyok. A
fazisszogben az eltérés a folytonos (piros) és a
mintavételes (kék) rendszer kozott mar a
kisfrekvencias  tartomanyban is  észrevehetd, 200

w=1/T=10-nél mar kb. 0.5 radian, a jarulékos 400

holtidés  fazisszoggel kiegészitett  folytonos
fazisszog gorbe (z0ld) azonban jo kozelitést ad. R
Lathatdo, hogy a diszkrét frekvenciafiiggvény

amplitddé menete (piros) az @ =7 /T, =31.4 korfrekvencia utan nagymértékben eltér a folytonostol a

Shannon mintavételezési tételnek megfelelden.

A mintavételezésbol eredd jarulékos holtidé (barmilyen kicsi is legyen az) megvaltoztatja az eredeti
rendszer struktiralis tulajdonsagait, pl. egy struktaralisan stabilis rendszer mintavételes szabalyozas
megvalositasakor nem lesz strukturalisan stabilis.

Mintavételes PID Szabalyozo6 Tervezése

A mintavételes zart szabalyozasi rendszer alapvetd struktirajat az alabbi blokkvazlat adja meg. Ez a
rendszer hibrid rendszer abban az értelemben, hogy folytonos és diszkrét idejii jelek egyarant szerepelnek
benne.
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] g | 0L o] T,
k
ylk] D .
Y(2) P(z)= —U((Z))

A fenti abran C(z) a tervezendo diszkrét idejii szabalyozo, P(s) az adott folytonos szakasz.

A szabalyozassal szemben mindségi kovetelményeket tamasztunk, amelyek egyrészt a statikus
alapjelkdvetési illetve zavarelharitasi tulajdonsadgokat, masrészt a rendszer dinamikus tulajdonsagait irjak
eld.

Tervezhetiink PID jellegli folytonos szabalyozot a folytonos szakaszhoz, figyelembe véve, hogy a
mintavételezés jarulékos holtidét jelent. Ezutan a folytonos szabalyozdt diszkrét algoritmussa
transzformaljuk.

Célszeri azonban kozvetleniil a D/A nulladrendt tartészerv és a P(s) folytonos szakasz egyiittes
mintavételes alakjabol, a szakasz P(z) impulzusatviteli fliggvényébdl kiindulva kozvetleniil diszkrét PID
jellegli szabalyozo algoritmust tervezni. A tervezés poluskiejtéses technikan alapulhat. A diszkrét
felnyitott rendszer Bode diagramjat gy modositjuk, hogy kiejtjiik a rendszer kedvezodtlen polusait, és
helyettiik megfelelé polusokat hozunk be.

Az eljaras lényege a kovetkezo:
A tarolds jellegli szakaszok impulzusatviteli fiiggvényének nevezéje (z—e ='")(z—e ™'™)...alaku
tényezoket tartalmaz.

A diszkrét P, P1, PD, PID jellegti algoritmusok az alabbi impulzusatviteli fiiggvényekkel adhatok meg:

P szabalyozo: C(z)=4
~T,/1,
PI szabalyozo: C(z)=4 Z-¢ "
Z —
(Kiejthetd a szakasz legnagyobb id6allandoja, helyette integrald hatast hozunk be.)
Differenciaegyenlet: u[k]= Ae[k]— Aexp(=T, /T,)e[k —1]+u[k —1], ahol u[k]

a beavatkozojel, e[k] pedig a hibajel aktualis értékét jeloli.

-T/T,
PD szabalyozo: C(z)= ALW , ahol T; <7,. (Kiejthetd a szakasz egy kedvezdtlen
z—e "
idéallandoja, amely helyett egy kisebb idéallandot hozunk be.)
Idealis PD szabalyozo:
~T/T

z—e

C(z)=4

Differenciaegyenlete: u[k]= Ae[k]—Aexp(-T,/T,)e[k—1].

(A folytonos PD algoritmustol eltérden diszkrétben az idealis PD hatas
realizalhato, mivel nem eredményez végtelen tulvezérlést.)
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(z—e ") z—e ")

(z-1)z

PID szabalyozo: C(z)=A4

Differenciaegyenlete:

ulk]= Ae[k]— A(exp(-T /T,) + exp(-T. / T,))e[k —1]+ A(exp(~T. / T )exp(~T / T,))e[k — 2]+ u[k — 1] Megje
gyzés: Tobbszords Pl, illetve PD hatas is alkalmazhatd, amennyiben az u beavatkozdjelre megadott
korlatot nem 1épjiik tal.

A kompenzalo algoritmusoknak megfeleld differenciaegyenlet rekurziv 6sszefiiggés, amely valos idoben
realizalhato.

Step Response
From: U(1)

2. Példa

Vizsgaljuk az egyes szabalyozok egységugras valaszat.
» T1=10; T2=2; Ts=1l; A=2;
» z=zpk(’'z’ ,Ts)
» pdl=exp (-Ts/T1l), pd2=exp (-Ts/T2)
» Cpi=A*(z-pdl)/ (z-1)
» Cpd=A* (z-pd2)/z
» Cpid=A* (z-pdl) * (z-pd2) / (z* (z-1))
» t=0:Ts:15;
»

step(Cpi,’b’ ,Cpd,’'r’ ,Cpid,’g’ ,t) ,grid

Amplitude

Time (sec.)

Lathato, hogy a diszkrét PID szabalyoz6 algoritmusokkal a folytonos PID algoritmusokéhoz hasonld
hatasok érhetdk el.

A szabalyozok zérusaival kiejtjiik a szakasz nemkivanatos polusait. A szabalyozo 4 atviteli tényezojét ugy
valasztjuk meg, hogy a diszkrét rendszer Bode diagramja alapjan a fazistobblet az eldirt (rendszerint ~60°)
legyen. A Bode diagram a dbode (ill. a rendszer LTI megadasakor a bode Matlab utasitassal szamithatd. A
frekvenciatartomany kb. az 1/T, értékig veendé fel. A vagasi korfrekvencia nagyjabol az
@, =1/ 2T, s +1.) értékre fog adodni. (A szakasz mintavételezésébdl Ty/2, a szabalyozo algoritmusbol

tovabbi Ty2 jarulékos holtidé vehetd figyelembe.) A frekvenciatartomanynak tehat csupan a
kisfrekvencias része érdekes a szabalyozas tervezése szempontjabdl, ahol a targyalt kozelités érvényes.

Mivel a fenti szabalyozasi algoritmusok a szakasz zérusait nem kompenzaljak, a mintavételi pontok kdzott
nem varhatok lengések. A beavatkozodjelre rendszerint korlatok érvényesek. Ellenérizni kell, hogy a
beavatkozojel a korlatokon beliil marad-e.

3. Példa
A folytonos rendszer adott az atviteli fiiggvényével:

=5

e
P =
()= 00y (1vss)

A rendszerben egy holtidés tag is szerepel Td=1 késleltetéssel. A mintavételi id6 Ts=1 .
Tervezziink diszkrét soros szabalyozot, amely teljesiti a kovetkezd mindségi eldirasokat.

- Fazistartalék=60°

- A bedllasi id6 minél kisebb legyen;

- Egységugras alapjel esetén a statikus hiba legyen nulla.

=R(s)e”
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Elészor vegyiik fel a folytonos rendszert késleltetés nélkiil:
» s=zpk(’s’);
» P1s=1/((1+10%s)*(1+5%s));
Hatarozzuk meg a diszkrét megfeleldjét nulladrendii tartészerv alkalmazésaval.
P
Ao -a-c e} )
s
» Ts=1;
» Plz=c2d(Pls,Ts,’zoh’);
(A default ‘zoh’ method megadasa nem kotelezo).

A késleltetést hozzaadjuk a rendszerhez, ha a F(z) impulzusatviteli figgvényt megszorozzuk z ' -gyel,
mivel Z {eﬂ} =z
A z valtozot definialjuk hasonldéan mint a folytonos rendszerekre az s valtozot. Itt a mintavételi idot is
meg kell adni.

» z=zpk(’'z’ ,Ts)

» Pz=Plz/z

(2+0.9048)
(2-0.9048)(z-0.8187)z

P(z)=z"P(z)=1-P(z)=0.00905
z

Hatarozzuk meg a diszkrét folyamat zérusait és polusait:
» [zd,pd,kd]=zpkdata (Pz,’'v’)

PI kompenzal6 tag sziikséges a nulla statikus hiba eléréséhez, a PD kompenzald tagot pedig a rendszer
gyorsitasa érdekében alkalmazzuk.

A PI és PD tagok torési frekvenciajat a folytonos folyamat id6allandéi (p6lusai) alapjan valasztjuk meg: A
1, integralasi id6allandot a folyamat legnagyobb iddallanddjaval megegyezd értékre valasztjuk, a T,
differencialasi iddallandot pedig a masodik legnagyobb iddallandoval tesszilk egyenlévé. Ezen

sarokfrekvenciak diszkrét megfeleldita z = e'" transzformacid alapjan szamithatjuk:
T 1

PI sarokfrekvencia: 0.1 = e ' = e_B =e ' =0.9048
7 1

s

PD sarokfrekvencia: 0.2 = e_i = e_E =e"?=0.8187

A diszkrét szabalyozo tehat:
z—0.9048 z-0.8187

z—1 z
A k_paramétert ugy valasztjuk meg, hogy koriilbeliil 60° fazistartalékot érjiink el.

C(z)=k,

El8szor tételezziik fel, hogy k =1 :

» ke=1;

» Cz=((z-0.9048)* (z-0.8187))/ ((z-1) *z)
vagy kozvetlenill a diszkrét atviteli fiiggvény polusaibol:

» Cz=((z-pd(1))*(z- pd(2)))/((z-1)*z)
A felnyitott kor diszkrét atviteli fliggvénye: L(z) = C(z)- P(z).

» Lz=Cz*Pz;

» Lz=minreal(Lz, 0.001);
A minreal utasitas akkor ejti ki az azonos zérus-pdlus part, ha az eltérésiik kisebb a megadott
pontossagnal. Ha a pontossag nincs megadva, a Matlab az elére definialt eps valtozot tekinti pontossagi
korlatnak.
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» eps
A k_paramétert a margin utasitassal szamolhatjuk vagy kiolvashatjuk egy tablazatbol.

a. A margin utasitas hasznélata. A bode utasitds a 7, mintavételi id6 alapjan donti el, hogy a folyamat

folytonos vagy diszkrét.
» [mag,phase,w]=bode (Lz) ;
» kc=margin (mag,phase-60,w) ;
b. Téablazat alkalmazasaval
» [mag,phase,w]=bode (Lz) ;
» T=[mag(:), phase(:), w] % tablazat képzése
T=
0.0781 -114.8936 0.2200
0.0697 -117.8611 0.2462
0.0622 -121.1822 0.2756
0.0555-124.8991 0.3084
0.0495 -129.0589 0.3452
Lathato, hogy koriilbeliil -120° fazisszoget 0.062 erdsitésnél érhetiinkk el, ezért a k -t 1/0.0622=16-re

kell vélasztani.

» ke=1/0.0622
Megjegyezzikk, hogy a margin utasitds kétféleképpen hivhatd meg. A bemenetei lehetnek a Bode
amplitado, fazis és korfrekvencia értékei vagy az atviteli fliggvény LTI (sys) alakban.

Ellendrizziik a viselkedést. Szamoljuk ki a fazistartalék értékét a margin utasitassal.
» Cz=ke* ((z-pd(1))*(z- pd(2)))/((z-1)*z);
» Lz=Cz*Pz;
» Lz=minreal (Lz) ;
» margin(Lz);
Hasznaljuk a Simulink-et a zart rendszer viselkedésének vizsgalatara.
» simulink % elinditja a Simulink-et

A rendszer viselkedését a kovetkez Simulink modellel lehet vizsgalni. A Simulink lehetévé teszi, hogy a
folytonos folyamatot, a diszkrét szabalyozot és a holtid6t egyszerre szimulaljuk.

Hozzunk létre egy 11 f4jlt és masoljuk be az egyes blokkokat. A blokkok paramétereit valtoztassuk meg a
kivant értékre:

Cadill > e |
Clock To Workspace Scopel To W0[IJ<space To WorYIGpace
t
J > cz »| Pis > D%( p|[1
Step LTI System LTI Sysem1  Transport [ Scope2
Delay

- C(z), Pl(s): Control System Toolbox —LTI system :Cz, P1s

- Sum: Simulink—>Math—>Sum: +-

- Dead time, delay: Simulink—>Continuous—>Transport Delay: 1

- Step input: Simulink—>Sources—>Step, Valtoztassuk meg a Step time paramétert nullara
- Zero-Order-Hold: Simulink—>Discrete—> Zero-Order-Hold, Sampling time: Ts
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- Scope: Simulink—>Sinks—>Scope
A szimulacio eredményét visszakiildhetjiik a Matlab feliiletre tovabbi vizsgalatok és grafikus megjelenités
céljabol. Ezt kétféleképpen tehetjilk meg. Egyrészt a To Workspace blokkal, masrészt a Scope blokk
segitségével. A To Workspace blokkban be kell allitani a Matlab-ban hasznaland6 valtozo nevét, és a
tipusat Matrix-ként kell megadni. Ezutan dbrazolhatjuk a jeleket a Matlab-bdl is.

A Scope blokk segitségével egyszertien visszakiildhetjiik a szimulaci6é eredményét a Matlab feliiletre.
Valtoztassuk meg a paramétereket a ‘properties’ menti alatt a Scope grafikus ablakéaban.
Data history:  Save data to workspace
Variable name: My for ScopeY and Mu for ScopeU
Matrix format
Valtoztassuk meg a Simulation—>Parameters—>Stop Time parametert 20-ra.

fgy a tid6 és az y kimendjel vektorai egyszertien kinyerhetéek a szimulacié utan. Ezekbol pedig a
mindségi jellemzOk meghatarozhatok (tullovés, beallasi id6, maximalis beavatkozo jel, stb.).
» ty=My(:,1), y=My(:,2)
» tu=Mu(:,1), u=Mu(:,2)
Abrazoljuk az y(t) kimendjelet
» subplot(211), plot(ty,y), grid
és az u(t) beavatkozo jelet, amely a nulladrendii tartészerv kimenete.
» subplot(212), stairs(tu,u) , grid
A mintavételezett u[k] jelet is ki Iehet rajzolni.
» hold on, plot(tu,u,’*’)

15
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12. Allapotteres Leiras, Iranyithatosag, Megfigyelhetéség

Egy linearis rendszer jellemezhetd bemendjeleivel, kimendjeleivel ¢és allapotvaltozoival. Az
allapotvaltozok olyan mennyiségek, amelyek a bemendjel hirtelen megvaltozasara nem valtoznak meg
hirtelen, pillanatnyi értékiiket a rendszert a multban ért hatasok alakitjak ki. Masképpen a rendszer azon
valtozoi, amelyek tarold funkciot latnak el.

Tekintsiink egy egy bemenetil, egy kimenetii (SISO - single input - single output) rendszert. A rendszer u
bemendjele, x allapotvaltozadi és y kimendjele kdzott az alabbi allapotegyenlet adja meg az Osszefliggést:

X =Ax+ bu
y=cx+du
ahol az {A, b,c,d } matrixok a rendszert jellemz6 paramétermatrixok.

Az allapotegyenlettel egy n-edrendii differencialegyenlettel megadhaté rendszert n szamu elsdérendil
differencialegyenlettel irunk le.

Az allapotegyenletnek végtelen sok reprezentacioja létezik, mivel az allapotvaltozok barmilyen linedris
kombinacidja uj allapotvaltozokat eredményez. A kiillonb6z0 reprezentacidk a bemenet és a kimenet
kozott ugyanazt az atviteli kapcsolatot adjak.

crer

meg a #f2ss (transfer function to state space) utasitassal.

Példaként tekintsiik az alabbi atviteli fliggvénnyel adott masodrendii rendszert:

1

H(s) s’ s+l

» num=1;

» den=[1 1 1];

» [A,b,c,d]=t£f2ss (num,den) % transzformalas allapotteres alakra

» [numl,denl]=ss2tf(A,b,c,d) % ellendrzésképpen visszatranszformalas atviteli

% fiiggvény alakra

A kétféle megadasi forma egyenértékliségét nézziik meg az atmeneti fliggvények felrajzolasaval.

» step(num,den) ;

» step(A,b,c,d);
kaphatjuk meg. Az uj x allapotvaltozok és az eredeti x allapotvaltozok kozott a P transzformacios
matrix adja meg a kapcsolatot.

ahol

A=PAP', b=Pb, c=cP", d =d

—1 L. . L. . ., . L . . L. .
Ha a P matrix oszlopvektorai az 4 matrix sajatvektorai, az 4 matrix diagonalis lesz (kanonikus
transzformacio).

61



Allapotteres Leirds, Iranyithatésag, Megfiovelhetéség Hetthéssy Jend, Bars Ruth, Barta Andras, 2005

Példa:
» A=[-1 -0.5 0.5; 2 -3 0; 2 -1 -2]
» b=[2;3;1]
» c=[0 0 1]
» d=0
» H=ss(A,b,c,d)
Hatarozzuk meg a sajatvektorokat (V) és a sajatértékeket (ev).
» [V,ev]=eig(A)
Transzformaljuk a rendszert kanonikus alakra. Ekkor a sajatvektorokat megadd V matrix inverze a
transzformacios matrix.
» Pi=V; P=inv (V)
» Ap=P*A*Pi
» bp=P*b
» Cp=c*Pi
» dp=d
Figyeljiilk meg, hogy Ap valdoban diagonalis.
A fenti szamitasok egyszertibben is elvégezhetok:
» [Ap,bp,cp,dp]l=ss2ss(A,b,c,d,inv (V))

vagy
» [Ap,bp,cp,dp]l=canon(A,b,c,d, ' modal’)
X, -1 0 O X, 1.73
(=10 =3 0|{x, |+ 0 |u
X, 0 2| |x -2.23
'xl
y=[0.57 -0.707 0]-|x, |[+0-u
X

3

Rajzoljuk fel a rendszer blokk-diagramjat. Ez a rendszer parhuzamos reprezentacioja. Figyeljik meg,
hogy az atviteli tényez6 értéke b, -c, =1.73-0.57 =1. Barmilyen b, és ¢, felbontassal, amelyre

b, -¢, =1 akimengjel és a bemendjel kozott azonos sszefiiggést kapunk, mikdzben az allapotegyenlet
paraméterei kiilonboznek.

A fenti parhuzamos struktirabdl (az allapotegyenlet kanonikus alakjabol) kdzvetleniil megadhatjuk a
rendszer iranyithatosagi és megfigyelhetdségi tulajdonsagait. Lathato, hogy az u bemendjel nem
befolyasolja az x, allapotvaltozot (az x, allapotvaltozo nem iranyithatd), az y kimendjel pedig nem
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tartalmaz informaciot az x; allapotvaltozordl (az x; allapotvaltozé nem megfigyelhetd). Az y kimendjel
iranyithato, mivel az u bemendjel az x; allapotvaltozon keresztiil befolyasolja.

Ezeket a tulajdonsagokat az eredeti alakbol kiindulva is megallapithatjuk a Kalman-féle iranyithatosagi és
megfigyelhetdségi matrixok rangjanak vizsgalataval.

A rendszer iranyithatésagi matrixa C = [b Ab ... A" b] szamithat6 a ctrb utasitassal.

» Co=ctrb(A,Db)
vagy az LTI struktiraval:
» Co =ctrb (H)
A rendszer teljesen allapotiranyithato, ha C, rangja megegyezik az allapotvaltozok n szamaval.

» rank (Co)
Esetiinkben a rendszer nem teljesen allapotiranyithato, mivel rank(C))=2<n.

A rendszer kimeneti iranyithaté, ha a ¢, = ¢*C, matrix rangja megegyezik a kimen6jelek szamaval.

» rank (c*Co)
Mivel ez az érték 1, megegyezik a kimendjelek szamaval, a rendszer kimeneti iranyithato.
C

cA

A rendszer megfigyelhetéségi matrixa 0, =

cAnl

A MATLAB obsv utasitasaval szamolva:
» Ob=0bsv(A,c)
» Ob =obsv(H)
» rank(Ob)
A rendszer megfigyelhetd, ha a megfigyelhetdségi matrix rangja n. Mivel rank(O,) =2 < n, a rendszer

nem teljesen megfigyelheto.

Hatarozzuk meg a rendszer atviteli fliggvényét.
» [mum,den]=ss2tf(A,b,c,d)
Az atviteli fliggvény zérus-polus alakban:
» Hzpk=zpk(H)
Figyeljiik meg, hogy két zérus kiejt két polust.
» Hzpk=minreal(Hzpk)
Az atviteli fliggvény alakban informaciot vesztiink a rendszer allapotairdl. Az atviteli fiiggvény csak az
iranyithato és megfigyelhetd allapotvaltozokrol tartalmaz informaciot.

A parhuzamos reprezentaciot megkaphatjuk a részlettortes felbontassal is:
» [num,den]=tfdata (H,’v’)
» [r,p,k]=residue(num,den)

0 0 1
+ +
s+3 s+2 s+1

H(s)=
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Megjegyzés: Lathato, hogy az 1 atviteli fliggvény az allapotegyenlettel megadott teljes
S+

rendszernek csak egy részrendszerét irja le. Ez a részrendszer a teljes rendszer iranyithato és
megfigyelhetd része.
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13. Allapotvisszacsatolés

Tekintsiik elészor a folytonos rendszereket. Egy folytonos, linearis, idGinvarians, tobb bemenetii/tobb
kimenetli rendszer allapotteres reprezentacidja az A, B, C,D paraméter matrixokkal irhato le:

X = Ax+ Bu
y =Cx+Du

Ismeretes, hogy a fenti egyenletek (nevezetesen az allapotegyenlet illetve a kimeneti egyenlet) az u
bemenet és az y kimenet kozott a

C(sI-A)'B+D
atviteli fiiggvényt valositja meg. Az {A,B,C,D} négyessel adott rendszerleirast allapotmodell

névvel is illetik, amely modell polusait a
det(sI-A)=0

karakterisztikus egyenlet gyokei hatarozzak meg.

A rendszer allapotvaltoz6irél megvalositott, az alabbi abran bemutatott visszacsatolas az r referencia
jel (alapjel) és az y kimendjel kozotti atvitelt, mind statikus, mind pedig dinamikus értelemben

modositja:
7777777777 D
SN L B =l e Y,
_ A

K

A visszacsatolasban K visszacsatolasi matrixot, az elOrevezetd agban G erfsitési matrixot
feltételezve a visszacsatolt (zart) rendszer egyenletei u = Gr-Kx kovetkeztében az alabbiak szerint
irhatok fel:
x =(A-BK)x+GBr
y =(C-DK)x+DGr
Bevezetve az A, = A—-BK, B, =GB, C, =C-DK, D, =DG jeloléscket
x=A,x+B,r
y=C.x+D,r
adodik a zart rendszerre, amelynek karakterisztikus egyenlete:
det(sI-A,)=det(sI-A+BK)=0.
A nyitott és zart rendszer karakterisztikus egyenletét 6sszevetve lathato, a nyitott rendszer polusai csak
A értékét6l, mig a zart rendszer poélusai az {A, B, K} harmastol fiiggenek. A zart rendszer

tulajdonsagait gy tervezziik meg, hogy eldirjuk, hova keriiljenek a zart rendszer polusai a komplex
sikban. Matematikailag olyan K visszacsatolasi matrixot keresiink, amely a karakterisztikus egyenlet
gyokeit éppen e kivant értékekre helyezi el.

Az éllapotvisszacsatolasos rendszer tervezése az alabbi 1épésekben torténik:
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- valasszuk meg a zart rendszer polusait

- egy bemenetli/egy kimenetli rendszerek esetén a K visszacsatolasi matrixot az Ackermann
formula segitségével hatarozhatjuk meg (a Matlab acker parancsanak kozvetlen
alkalmazasaval)

- az allandosult allapotbeli atvitelre megfogalmazott kovetelmények alapjan hatarozzuk meg a
G er6sitési matrixot.

Példa.
Tekintsiik az alabbi atviteli fiiggvénnyel adott rendszert:
6
H(s)=
(s+1D(s+2)(s+3)

A valasztott rendszer egy bemenetii/egy kimenetli, igy a K visszacsatolasi matrix ebben az esetben
visszacsatolasi vektort, a G erdsitési matrix pedig erdsitési vektort fog jelenteni. Vegyiik észre, hogy a

rendszer statikus erdsitése egységnyi. A rendszert Matlab szinten adjuk meg p, polusaival, majd

transzformaljuk at a rendszert allapotteres forméba:
» po=[-1;-2;-3];
» [A,b,c,d]=tf2ss(6,poly(po))

-6 -11 -6 1
A=|1 0 0 [,B=(0[,C=[0 0 6],D=0
0o 1 0

Jeloljiik ki a zart rendszer p, polusait:
» pc=[-6;-3+i*4;-3-i*4];
majd hatdrozzuk meg azt a visszacsatolasi vektort, amely a nyitott rendszer p, = [—1 -2 —3]

polusait a zart rendszer p, = [—6 -3+4; -3-4 j] polusaiba helyezi at. Az Ackermann
formula analitikus alakja

k =[0.,...,0,1]C;'a.(A)
formaban 4llitja eld a keresett visszacsatolasi vektort, ahol C_ a nyitott rendszer iranyithatosagi
matrixa, &, (s) a zart rendszer karakterisztikus egyenlete (amelyet az el6irt polusok hataroznak meg!),

o, (A) pedig e polinom, mint matrix polinom helyettesitési értéke az A helyen. Matlab szinten

mindez egyetlen utasitas:

» k=acker (A,b,pc)
k=[6 50 144]
» £=0:0.1:6;
» subplot(211l) ,step(A,b,c,d,1,t);
» subplot(212) ,step(A-b*k,b,c,d,1,t);

Lathato, hogy a polusok balra toldsaval az atmeneti fliiggvény tranziense gyorsabb lefutastiva valt,
ugyanakkor — feltételezve, hogy a zart korben is egységnyi statikus atvitelt szeretnénk biztositani - a
zart rendszer allandosult allapotbeli viselkedése nem elfogadhat6. A megfeleld allandosult allapot
bizositasanak egy lehetséges modja a G erdsitési vektor beallitasa. Az eljaras részletei jol kovethetok
az alabbi Matlab utasitas sorral, ahol GainOL a nyitott kor, GainCL pedig a zart kor statikus

erdsitését jeloli:
» GainOL=dcgain(A,b,c,d)
GainOL = 1
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» GainCL=dcgain (A-b*k,b,c,d)

GainCL = 0.04

» G=GainOL/ GainCL

» subplot (212) ,step (A-b*k,G*b,c,d)
Az alabbi abra a nyitott és zart rendszer atmeneti fiiggvényét mutatja be, a zart rendszer viselkedését
G =1, valamint G = GainOL/ GainOC = 25 értékre is lathatjuk:

T
| | | |

0.8F———~— R - ——— - -———— -
| | | |

06 — - — - oA —— | plantoutplt |
| | | | |

04F — — — — S d - - — === [ JER
| | | | |

02F - - — e — - - - — = [ JE
| | | | |

0 I I I I I
0 1 2 3 4 5 6

1.5 T T T T T
| | | | |
! ! ! output witﬁ gain cumpq“nsalion

[ ! !

| | | | |
| | | | |
| | | | |

05F~-f -1 -~~—79-==-- [ [ oo
| | | | |
| | I output without gain compensation

0 1 2 3 4 5 6

Az 4bran jol lathato a dinamikus tulajdonsagoknak a polusathelyezés kovetkeztében eldallo javulasa.

Integrator beiktatasa a visszacsatolasi hurokba

Ami a zart kor dinamikus tulajdonsagait illeti, az allapotvisszacsatolds 6nmagaban a korabbiakban
frekvenciatartomanybeli megfontolasok alapjan szarmaztatott PD kompenzacid alkalmazasanal
tapasztalt hatast idézi el6. A statikus viszonyokat ugyanakkor egy a visszacsatolasi hurkon kiviil
elhelyezett erdsités hatarozza meg, amelyet a rendszerparaméterek ismeretében hataroztunk meg. Ez
azt jelenti, hogy az erdsités meghatarozasa érzékeny a rendszerparaméterek ismeretének pontossagara.
Ezen tdlmenden, a kimenetet érd zavaré hatasokat hurkon kiviil elhelyezett elemekkel nem lehet
kompenzalni. Kovetkezésképpen a statikus hiba elharitisdra - a frekvenciatartomanybeli
megfontolasokhoz hasonlé moédon - integratort iktatunk be a hurokba. A beiktatott integratort is
tartalmazo megoldast az alabbi abra részletezi:

N D
T

| e O

v

Lathato, hogy az integrator x; kimenetét allapotvaltozoként figyelembe véve az allapotvaltozok szama

eggyel novekedett. Egy bemenetli/egy kimenetli rendszert és D = 0 kozvetlen input-output atvitelt
feltételezve a zdrt rendszer egyenletei egyetlen vektor-matrix egyenletbe foglalhatok:
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. [x] [A-bk bk
X = =
X -c 0

ahol A tovabb részletezhetd az alabbiak szerint:
A -bk bk, A
Ac = =
-C 0 -C
A zart rendszer polusait a

x| [0
}[ +{ }r:Acxe+bcr ,
x| |1

0] [b
} }[k ~k]=A,-bk,
0] |0

det(sI—A,+b k) =0

karakterisztikus egyenlet gyokei hatdrozzak meg, igy a kibOvitett rendszer megvalaszott p_, polusait

biztositd K, visszacsatolasi vektort ismét az Ackermann formuldval szdmithatjuk ki. Ehhez azonban

el6szor a kibgvitett rendszer paramétermatrixait kell eléallitani:

» z=[0;0;0];
» Ae=[A z;c 0]

Ae =
-6 -11 -6 0
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 6 0
» be=[b;0]
be =
1
0
0
0

Jeloljiik ki a zart rendszer polusait:
» pce=[-9 -6 -3+i*4 -3-i*4];
» ke=acker (Ae,be,pce)

ke=[15 158 693 225]

A kibdvitett erOsitési vektor els6 harom eleme az eredeti allapotvaltozorol torténd visszacsatoldst

valositjia meg, mig a negyedik k; elem a mesterségesen bevezetett integratorhoz tartozik:

» k=ke(1l:3)
k =
15 158 693
» ki=ke (4)
ki =
225
» Ac=[A-b*k b*ki;-c 0]
Ac =
-21 -169 -699 225
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 -6 0
» be=[z;1]
bc =
0
0
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0
1
» cc=[c 0]
cc =
0 0 6 0
» dec=0;
» subplot(11l1l) ,step(Ac,bc,cc,dc,1,t)

A zart kor atmeneti fliggvénye:

T T
| | | | |
| | | | |
12— - — — - - - - - - — -
| | | | |
| | | | |
P Y ! ! ! !
| | | | |
| | | | |
| | | | |
] iy e ety et e
| | | | |
| | | | |
06— —[-— e e e
| | | | |
| | | | |
04F —f ——l-———4—-———t-—— - —— - -~ —
| | | | |
| | | | |
0.2k - - - [ O
| | | | |
| | | | |
0 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6

Lathato, hogy a zart kor dinamikus és statikus viselkedése is megfeleld.

Allapotbecslés

A gyakorlati alkalmazasok dontd részében a folyamatok miiszerezése magaba foglalja a rendszer
kimenetének mérését, azonban az allapotvaltozok kozvetlen méréssel nem hozzaférhetok. Ilyen
esetekben az allapotvisszacsatolasos szabalyozasi technika alkalmazhatéosagat a nem mért
allapotvaltozok becslése kell, hogy kiegészitse. Az allapotvaltozok becslésére szolgaldo un. Kalman
szlir0 blokkvazlata az alabbi abran lathatdo. A Kalman sziir részét képez6 modell felépitése koveti a
rendszer felépitését, a rendszer és a modell kimenetének kiilonbsége pedig egy hibajelet allit el6. E
hibanak a modellbe t6rténd visszacsatolasa biztositja azt, hogy a modell allapotvaltozéi minél kisebb
hibaval kovessék (méasoljak le) a rendszer allapotvaltozoit. A becsld halozat Simulink-ben konnyen
realizalhato, ugyanis a becslé haldzat elGirt polusai alapjan az L erdsités ismét az Ackermann
formulaval szamithat6. A becslé haldzat polusait ugy szokasos megvalasztani, hogy a zart rendszer
tranziens viselkedését az allapotbecslés tulsagosan ne lassitsa le, ugyanis a zart rendszer
allapotvisszacsatolasa a becsiilt allapotvaltozo felhasznalasaval torténik.
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System

Model

A becsl6 halozat Simulink modelljét az alabbi abra adja meg.

O« ] [
uzl Bz X
+
X' = Ax+Bu
ua Bp Sum2 Ap,l,1,zeros(3,3) Scope

L+
X' = Ax+Bu
e o y = Cx+Du

Sum4 Ak,l,1,zeros(3,3)

— =

Xe
Clock t

A szakaszt és modelljét a Simulink Continuous konyvtaranak State-Space valamint Math konyvtaranak
Matrix Gain blokkjaibol épitjik fel. A C paraméter kiillonvalasztasara azért van sziikség, mert
nemcsak a kimendjelhez, hanem az allapotvaltozokhoz is hozza akarunk férni. A B paramétert is
kiilonvalasztjuk az allapotmodell blokktol, mivel a modell allapotvaltozoinak derivaljait modositjuk,
igy a derivaltakhoz is hozza kell férniink.

A becslé halozat paraméterei (az L vektor elemei) a zart becsld kor karakterisztikus egyenlete
gyokeinek elbirasaval az Ackermann képlettel, a Matlab » L=acker (A’ ,C’ ,Se)’ utasitasaval
hatarozhatok meg. Se a becslo kor eldirt polusainak vektora. A becslé kor legyen gyorsabb, mint a
szakasz, €s legyen gyorsabb, mint a szabalyozas az allapotvisszacsatolassal.

(A transzponalasra a matrixok, vektorok méreteinek egyeztetése miatt van sziikség.)
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A szakasz legyen a szabalyozasi példanal is vizsgalt haromtarolds aranyos szakasz (az integrald
allapotvaltozoval vald kiterjesztés nélkiil). Legyen mindharom allapotvaltozo kezdeti értéke 1. Az
alapjel és a zavaras értéke legyen zérus.
A becsl6 halozat eldirt polusai legyenek

» Se=[-7 -7 -=7]
Ezzel L’=[-17.3333 7.6667 2.5000] ért¢k adodik.
Szimulaljuk az allapotbecslés lefolyasat, majd a Matlab feliiletrl abrazoljuk az els6 allapotvaltozo és
becsiilt értékének idobeli lefolyasat.

» plot(t, [X(:,1) ,Xe(:,1)]),grid
A szimulaci6 az allapotvaltozok gyors beallasat mutatja.

1

T T T T T T T
| | | | | | |
| | | |
[0 . e
| | | | | | |
| | | | | | |
al\a_o A R E N S N B
| | | | | | |
| | | | | | |
| | | | | | |
21 -\ i e e il el el
| | | | | | |
) | | | | | |
R
| | | | | | |
xell, I I I I I I
| | | | | | |
i 1 Dty e et e i et e
| | | | | | |
| | | | | | |
SH-f-F---F---F---F--—-F-——-F-——-F-—--
| | | | | | |
| | | | | | |
6 | | | | | | |
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

Feladat: Allitsuk a kezdeti feltételek értékét zérusra, és az uz zavaras értékét 1-re. A szimulaciot
lefuttatva lathato, hogy statikus eltérés 1ép fel a tényleges €s becsiilt allapotvaltozok kozott.

Ennek kikiiszoboléséhez a zavaras allapotvaltozoival célszeri kibdviteni a szakasz allapotegyenletét és
az allapotbecslést a kibgvitett rendszerre ajanlatos elvégezni. (Erre azonban a tovabbiakban nem tériink
ki.)

Allapotvisszacsatolas a becsiilt allapotvaltozokrél

Az allapotbecslés ¢és allapotvisszacsatolas egymastol fiiggetleniil elvégezhetd feladatok (szeparacios
elv). Ha az éallapotvaltozok nem hozzaférhetk, az allapotvisszacsatolasos szabalyozast a becsiilt
allapotvaltozok visszacsatolasaval valosithatjuk meg azzal a K visszacsatold matrix-szal, amellyel a
hozzaférhetd allapotvaltozokat csatolnank vissza. A Simulink vazlatot az alabbi abra mutatja. Kezdeti

crcr

hatdsat azonban csak statikus hibaval tudja kikiiszobolni.
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O
uzl B2 \\ To Workspacel

+

. X' = Ax+Bu
K o + y = Cx+Du
Gain —P+
ua

Bpl Sum2 Ap,l,l,zeros(3,3),
Sum5
\- +
X' = Ax+Bu
+ y = Cx+Du
Sum4 Ap,l,1,zeros(3,3)
K L Xe
®b To Workspace
[ * ] ]

Clock time

Scope

Futtassuk le azonos kezdeti értékekre [1 0 0] és egységugras alapjelre a Simulink programot a
visszacsatolast a tényleges, illetve a becsiilt allapotvaltozokrdl megvalositva. A kimendjeleket (illetve
az allapotvaltozokat) abrazoljuk egy diagramban. Lathatd, hogy a becsiilt allapotvaltozokrol valo
visszacsatolassal a tallendiilés kissé nagyobb. Hasonlitsuk 0ssze a beavatkozodjeleket is.

1.4 T T T T T
| | | | |
| | | | |
12— — =~ —— — — - === e = — === =
) | | | |
| | | | |
1k - - T _ I I I
| T ] ] ]
| | | | |
| | | | |
0.8 — -7 == [ (i
| | | | |
| | | | |
06F-f--—+-———— T bm e - — T
| | | | |
| | | | |
| | | | |
04rH--—7---—7 [ T T T T T T [
| | | | |
| | | | |
02FfF~———71~- ==~ === == [t S (i
| | | | |
| | | | |
0 I I I I I
0 1 2 3 4 5 6

Feladat:
Epitsiink Simulink vézlatot az integral6 allapotvaltozoval kibSvitve a rendszert, allapotbecsléssel és a
becsiilt allapotvaltozokrol torténd visszacsatolassal.

Allapotvisszacsatolas mintavételes rendszerekre
Vizsgaljuk meg az allapotvisszacsatolast mintavételes rendszerekre. A folytonos rendszerek kdrében
folytatott vizsgalataink azt mutattdk, hogy a szabalyozasi kor polusai a folyamat allapotvaltozoinak a

folyamat bemenetére vald visszacsatolasaval eloirt értékekre allithatok. Most az allapotvisszacsatolast
mintavételes rendszerre kivanjuk alkalmazni.
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Induljunk ki a folytonos allapotegyenlet altalanos megoldasabol:

t
x(¢) = e*"x(0) + IeA(t’”Bu(z')dr
)
A mintavételezés soran alkalmazzunk zérusrendii tartoszervet.
Legyen fy egy mintavételi intervallum kezdete, #, =iT , ahol T a mintavételezési id6, az intervallum
vége ekkor ¢#=(i+1)T. Ebben a tartomanyban u(7)=dllando =u(iT), és igy kiemelhetd az
integralas elé. Az integralast elvégezve
M@+ DT =e" x(T)+ A (" —IBu(iT)
A mintavételezett rendszer allapotegyenlete:
Xy = AgX; + B,
Vi =Cx; + Dyu,
ahol
A4,=¢""; B,=4"("-B;, C,=C; D,=D.
Ismeretes, hogy a gyakorlati rendszerekre tipikusan Dy=0 all fenn, tovabba a nyitott rendszer
det(zI-A,)=0

karakterisztikus egyenlete a z tartomanyban adja meg a rendszer polusait.

Az Ackermann formula a megoldas egyik kulcseleme volt a folytonos rendszereknél, vizsgaljuk meg ezt
az Osszefliggést mintavételes rendszerekre. A nyitott rendszer diszkrét allapotegyenlete:

Xy = Agx; + Bu,

Vi =Cyx;
Allapotvisszacsatolas: u, =—Kx,
A zart rendszer allapotegyenlete: x,,, = (4, — B,K)x,
A zart rendszer el6irt karakterisztikus polinomja:

a,(z) =det(z1-(A, -B,K)) = (z=p, )z~ p,)--(z = Pp.,)
ahol  p,,p.,....p, azartrendszernek a z tartomanyban eldirt polusai.
Legyen a szakasz iranyithatosagi matrixa: M,

M, =B, 4B, .. 4"'B,|, n=dimx

Az Ackermann képlet szerint a szakasz A,, B, matrixaibol és a zart rendszer eldirt polusaihoz tartozo
karakterisztikus polinombol a K visszacsatolo vektor az alabbi 0sszefiiggéssel szamithato:

K=[0 .. 0 I|M a.(4,)
ahol «, (A, ) a zart rendszer karakterisztikus polinomja z = A, helyettesitéssel.

Az allapotokat visszacsatold K vektor kiszamitasat a Matlab az acker utasitassal tamogatja:
K=acker(Ad,Bd,Sd)

Sd a visszacsatolt rendszer eldirt polusait (az a,(z) = 0) egyenlet el6irt gyokeit) tartalmazo vektor.

Ha az el&irt polusokat folytonos idSben adjuk meg, ezek diszkrét megfelel6it a z=e*"

transzformacioval hatarozhatjuk meg, ahol 7 a mintavételezési 1do.

Példa

Legyen a folytonos szabalyozott szakasz az alabbi haromtarolos aranyos tag:

u A X3 1 X2 1 X1=y
1+ 5T, 1+ 5T, 1+sT,
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A paraméterek értékei: A=1, T7\=0.2, T,=2, T;=4.

Az éllapotvaltozokat vegyiik fel az abra szerint. Adjuk meg a szakasz folytonos allapotvaltozos
egyenleteit, majd 7=0.2 mintavételezési id0 mellett hatdrozzuk meg a diszkrét allapotegyenletet
zérusrendll tartoszerv feltételezésével.

a./ Tervezziink allapotvisszacsatolast a diszkrét zart rendszer polusainak el6irasaval. A polusokat
folytonos id8ben specifikaljuk, majd a z =e*" transzforméacioval térjiink at diszkrét idére. Bevezetjiik
aT

sum

=T, + T, + T, 6sszeg idéallandot (ennek az 4 atviteli tényezdvel megszorzott értéke adja a

szakasz atmeneti fliggvénye és annak allandosult értéke eltérésének integraljat, az un. lassito teriiletet).
Ehhez képest gyorsitjuk fel a rendszert.
A zart rendszer eldirt pélusai legyenek:

) 5
s, egy kéttarolos leng tag polusai, o, =——; ¢ =0.7.

S3 = _max{a)oal/min{z51—'27]13)}

Vizsgaljuk a rendszer miikodését kezdeti feltételekre, illetve alapjelkovetésre és zavarelharitasra.
Megoldas
A folytonos szakasz allapotegyenlete:

X, -5 5 0 X, 0
x, |=| 0 =05 05 |x,|+] O |u
X, 0 0 -025]x, 0.25

y=[1 0 0lx+0-u
A zart rendszerre el6irt polusok: s, , = —¢@, + jwy/1— ¢? =-0.5645+ j0.576

§;=-=5.
» S=[-0.5645+i*0.576,-0.5645-i*0.576,-5]
Diszkrét megfeleldje Ts=0.2 mintavételezési idovel:
» Ts=0.2
» Sd=exp (S*Ts)
A kapott értékek: 0.8873 +0.1027i, 0.8873 -0.1027i, 0.3679.

Feladat:
A varhatd gyorsitas szemléltetésére dbrazoljuk a szakasz és az eldirt pdlusokkal rendelkezé rendszer
atmeneti fiiggvényeit. Alkalmazzuk a step ill. dstep MATLAB utasitasokat.

Hatarozzuk meg a diszkrét allapotegyenletet:

» [Ad,Bd,Cd,Dd]=c2dm(A,B,C,D,Ts, 'zoh"')
Alkalmazzuk az Ackermann formulat az allapotvisszacsatold vektor meghatarozasahoz.

» K=acker (Ad,Bd, Sd)
Az éllapotvisszacsatolasos kompenzalas Simulink blokk diagramja az alabbi abran lathato. A
kapcsolast kiegészitettiik a folytonos szakasz modelljével is, hogy a mintavételi pontok kozotti
viselkedés is vizsgalhato legyen. Vizsgaljuk a szabalyozas mikdodését [1 1 1] kezdeti feltételek
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lecsengetésére illetve egységugras alapjel kovetésére gain=1 beallitas mellett. A zavaras a masodik
allapotvaltoz6 derivaltjara hat, Bz=[0 1 0]’. Lathato, hogy a szabalyozas a kezdeti feltételeket az eloirt
dinamika szerint lecsengeti, azonban az alapjel kovetésében jelentds statikus hiba mutatkozik. A
zavaras hatasat sem tudja elharitani.

s
X' = Ax+Bu

> v
B y = Cx+Du
* c PA
L Al l,zeros(3,3)
“ Sum6
— foutput
z Bz >+ p|X(N+ 1)=Ax(n)+Bu(n)
y(n)=Cx(n)+Du(n) P K H%'
+_ Discrete State-Space Cd
Bd Sum4 E E
L u ] —>
control output
K |« states
Kd
>
control X
C)
Clock time

Statikus kompenzacio az alapjel kovetéséhez

Az allapotvisszacsatolasos kompenzacioval r ugrasalakl alapjel esetén szeretnénk elérni, hogy
allandosult allapotban az y kimendjel megegyezzen az alapjel konstans értékével. Ekkor az
allapotvaltozok derivaltjai zérussal egyenlk. Az alapjel egy k; korrekcios erdsitési tényezon keresztiil
hat a szabalyozas bemenetére. Az Osszefliggést SISO (egy-bemenetli, egy-kimeneti esetre irjuk fel.
Allandosult allapotban az allapotvaltozok n+l-edik értéke megegyezik az n-edikkel. A kimendjel
allandodsult értéke pedig megegyezik az alapjellel.

r#0

x,=A,x,+B,u,
u, =kr—Kx,
v,=C,x, =r
ahonnan
x, =(—-A4,+B,K)"Bkr

y,=C,(I-A4,+B,K)"'Bkr=r
és a korrekcios tényezo:

k,=-1/(C,(I- A4, +B,K)"'B,)
Példankban »kl=1/ (Cd*inv (eye (3) ~Ad+Bd*K) *Bd, értéke gain=k,=5.007. Ezzel a statikus
kompenzacidval Gjra futtatva a programot a kimendjel pontosan beall az alapjel értékére. A zavaras
elharitasanal azonban megmarad a statikus hiba.
Integralo szabalyozas allapotbévitéssel

Az ugrasalaka alapjel kovetésére, a zavaras hatasanak csokkentésére célszerli a szabalyozoban
integratort elhelyezni. Bévitsiik a rendszert egy 1j allapotvaltozoval, amely a kimendjel integralja.

y Tz X
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Xpon =% + 1y, =x,, +TCx,
A bovitett allapotegyenlet:

X A4, 0] x; B,
= + u
X1t IC I]| X%, 0

Az 1j éllapotvaltozoval kibdvitett rendszer allapotvisszacsatolasanak konstansai az Ackermann
formulaval kiszamithatok. A modositott iranyitasi strukturanak megfelelé Simulink vazlat az alabbi
abran lathato.

L+ y

X(n+1)=Ax(n)+Bu(n]

m z Bz M
—> K |1
+ Is y(n)=Cx(n)+Du(n)
:I_> 1771 %ﬂ K [+

Discrete State-Space

r .
sum1 Filter Kin Bd L E
sum sum3
K states
e
control

(5
Clock time

Példankban a modositott allapotmatrixok:
» Al=[Ad zeros(3,1) ;Ts*Cd 0]
» Bl=[Bd;0]
Legyen a zart rendszer eldirt polusainak vektora:
» S1=[Sd;0.3679]
Alkalmazzuk az Ackermann formulat a kibdvitett rendszerre:
» kk=acker (Al,B1,S1)
A visszacsatolo matrix elemei:
[5.0070 17.5259 13.7103 15.8251]
Az eredeti allapotvaltozok visszacsatolasa:
» Kc=kk (1:3)
Az integral¢ allapotvaltozo visszacsatolasa:
» Ki=kk (4)
Szimulaljuk a rendszer miikddését a Simulink program futtatasaval kezdeti feltételekre, illetve alapjelre
és zavarasra. Lathato, hogy a szabalyozas az alapjelet statikus allapotban hiba nélkiil koveti (statikus
kompenzacio nélkiil is), és a zavaras hatasat is kikiiszoboli.

Allapotbecslés

Ha az allapotvaltozok nem hozzaférhetdk, nem mérhetdk, azokat becsiilniink kell. A becsléshez a
Kalman szirének megfeleld kapcsolast alkalmazhatjuk az alabbi abran lathaté Simulink program
szerint.
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X Jet [
X uzl

+
IR PR

ua Bp - Cd sum2
Discrete State-Spacel —>
— Je _,MW+EE
K|« e Mux " Graph
+ L Sum
_p X(n+1)=Ax(n)}+Bu(n) o K|
+ y(n)=Cx(n)+Du(n) L

Sum3 Discrete State-Space2

O—sf_t | e 1<

Clock time Xe

Ha a szakasz ismert, modelljét megépitjiik. A szakaszt és modelljét ugyanazzal a bemendjellel
gerjesztjiik. A szakasz és a modell kimendjeleit 0sszehasonlitva a hibajelet hasznaljuk fel a modell
allapotvaltozoinak bedllitasara az L paramétervektoron keresztiil. Akkor varhatd, hogy a modell
allapotvaltozoinak értéke gyorsan megkozeliti és koveti a tényleges allapotvaltozok értékét, ha a becsld
halézat joval gyorsabb a szakasz tranzienseinél. Eldirhatjuk a becsld halézat polusait, és az
Ackermann formula alkalmazasaval meghatarozhatjuk az L vektor paramétereit.
A szakasz legyen a szabalyozasi példanal is vizsgalt haromtarolés aranyos szakasz. Legyen
mindhiarom allapotvaltozéjanak kezdeti értéke 1. Az alapjel és a zavaras értéke legyen zérus.
A Dbecslé halozat eldirt polusai legyenek valdsak és azonos értékiiek, és az allapotvaltozokrol
visszacsatolt halozat leggyorsabb idéalland6janal 3-szor gyorsabb viselkedést irjanak elé (konjugalt
komplex polusok esetén tekintsiik az abszolut érték reciprokat).
A folytonos zart rendszer eldirt polusai voltak:

» S=[-0.5645+i*0.576,-0.5645-i*0.576,-5]

» abs(S)=[0.8065 0.8065 5]
Legyen tehat

» Se=[-15 -15 -15].
Diszkrétben

» Sed=exp (Ts*Se)
A becsl6 halozat paraméterei (az L vektor elemei) az

» L=acker (Ad’ ,Cd’,bSed)’ utasitassal hatarozhatok meg.
A kapott értekek: [2.0746 3.1280 12.8569]'
A szimulacié az allapotvaltozok gyors beallasat mutatja. Abrazoljuk a tényleges és becsiilt
allapotvaltozok lefolyasat egy diagramban.

» plot(t,X,t,Xe) , grid
Allitsuk a kezdeti feltételek értékét zérusra, és az uzl zavaras értékét l-re. A szimulaciot lefuttatva
lathatd, hogy statikus eltérés 1ép fel a tényleges és becsiilt allapotvaltozok kozott. Ennek
kikiiszoboléséhez a zavards allapotvaltozoival célszerii kibdviteni a szakasz allapotegyenletét és az
allapotbecslést a kibovitett rendszerre ajanlatos elvégezni (Erre azonban itt nem tériink ki.)
A szabalyozast a  becsiilt  allapotvaltozok  visszacsatolasaval  valodsithatjuk  meg.
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