Analizis 2. VIZSGA 2024. janius 4.
Mérnokinformatikus BSc. [ varians Megoldasok

* 1. feladat (15 pont)

Integraljuk az f(x,y,z) := ((z,y) € R\ {(0,0)}, z € R) fiiggvényt a

2 + y?
H::{(Jc,y,z)€R3|1§x2+y2+22§9,x20,y20,220}

halmazon.

Mo. Goémbi koordinatakkal (2p) (H = S([1,3] x [0, %] x [0, 5])):
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* 2. feladat (6+6+5=17 pont)
Legyen f az a 27 szerint periodikus fiiggvény, amelyre

—x ,haze[-mm0
f@%={w_x “lmd

, ha z € [0, 7.

) Jelolje @ az f fuggveny Fourier-soranak 6sszegfiiggvényét. Adjuk meg a <I>(0) és @(—g) értékeket, és
rajzoljuk fel ® grafikonjat.
¢) Szamitsuk ki az as(f) Fourier-egylitthatot.

Mo. a) Legyen f : R — R 27 szerint periodikus fiiggvény, és tegyiik fel, hogy [—, 7] felbonthato gy
véges sok részintervallumra, hogy ezek belsején f monoton és korlatos (2p) . Ekkor f Fourier-sora
minden = € R pontban konvergens (2p) , és

@) () = EZOETELD o)

b) Az f fiiggvényre teljesiilnek a Dirichlet-tétel feltételei (1p) , ezért

W02 () ()-

+ rajz (3p) .

¢)
a5(f)(2:p)a5 (f — g) (p) / (f(a,) — g) cos(bx) a2

™

—T

ahol az utolsé egyenlGség azért teljesiil, mert az integrandus véges sok pont kivételével paratlan
(1p) .




Analizis 2. VIZSGA 2024. janius 4.
Mérnokinformatikus BSc. [ varians Megoldasok

3. feladat (6412 pont)
Mondjuk ki és bizonyitsuk be az irdnymenti derivaltak kiszamitasarol szolo tételt.

Mo. Tétel: Ha az f : R™ — R fiiggvény (totalisan) differencialhaté az g € int(Dom(f)) pontban (2p) ,
akkor minden e € R™ és |le|| = 1 esetén f az e irdny mentén derivalhato az a pontban (2p) , és

D, f(a) = (gradf(a),e) (2p)

Bizonyitds. Legyen f : R™ — R olyan fiiggvény, amely (totalisan) differencialhato az a € int(Dom(f))
pontban, valamint legyen e € R™, amelyre |le]| = 1 teljesiil, illetve € > 0 tetszdleges (1p) . Ekkor az
f figgvény a pontbeli totalis differencialhatosagabol adoddan létezik olyan ¢ > 0, hogy ||z —al| < §

és x # a esetén
f(z) — fla) — (gradf(a), z — a)

lz — all

<e. (4p)

Legyen 0 < t < §. Az el6bbi egyenlStlenség z := a+t.c esetén is teljesiil, hiszen ||a+t.e—all = |t < 4,
tehat

fla+te)— fla) — (gradf(a),t.e)
t

_ ‘f(aﬂ.e)—f(a)

; — (gradf(a),e)| <e. (4p)

Ez pedig a pontbeli hatarérték és az iranymenti derivalt definicioja alapjan azt jelenti, hogy

Def(a) = tim LETTD =@ _oir(a). ). (3p)

t—0+ t

(Alternativ bizonyitas: atviteli elv segitségével...)

4. feladat (plusz 10 pontért)
Bizonyitsuk be, hogy ha f : R — R™ folytonos fiiggvény és a < b valés szamok, akkor

/:f(x)dx./abf(lx)dxz(b—a)?

(Segitség: Szorozzuk a fenti egyenldtlenséget 2-vel, a bal oldalt alakitsuk dt kettds integrdlld kétféleléppen,
magjd dsszevonds utdn becstljink alulrdl.)

Mo. Legyenek a,b € R, a < b és f : R — RT folytonos fiiggvény. Ekkor a Fubini-tétel és a Riemann-
integral monotinitasa alapjan

b b
"

)2(b —a)?,
la,b] X [a,b]

amibdl mar adodik a feladat allitasa.




