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1. VELETLEN ESEMENYEK

A valoszinliségszamitds a véletlen jelenségek torvényszerliségének vizsgdlataval
foglalkozik. Véletlen jelenségen olyan jelenséget értiink, amelynek lejatszodasat
nagyon nagy szamu kiilsé koriilmény hatarozza meg. A jelenség megfigyelésekor
ezen nagy szamu befolydsold tényezd koziil csak a leglényegesebbeket tudjuk
figyelembe venni. Ezek viszont még nem hatdrozzak meg egyértelmiien a jelenség
lejatszodasat. Ennek kovetkeztében a jelenség ismételt megfigyelésekor azt
tapasztaljuk, hogy noha ezen lényeges befolydsold tényezdk mindig azonosak a
jelenség lejatszodasa nem mindig azonos, hanem véletlenszert.

Valamely véletlen jelenség megfigyelését véletlen Kkisérletnek (réviden kisérletnek )
nevezziik fiiggetleniil attél, hogy az eldidézésében aktivan kézremiikodtiink-e, vagy
csak passziv megfigyeldk voltunk.

1.1 ELEMI ESEMENY, OSSZETETT ESEMENY

Egy véletlen kisérlettel kapcsolatosan mindig pontosan definialnunk kell, hogy mit
tekintiink a kisérlet kiilonb6z6 kimeneteleinek.

1.1 Definicio. A véletlen kisérlet lehetséges kimeneteleit elemi eseményeknek
nevezzilk. Az elemi események jelolésére az ej,e,,... szimbolumokat fogjuk
haszndlni.

1.2. Definicio.A véletlen kisérlettel kapcsolatos elemi események halmazat
eseménytérnek nevezziik, és a tovabbiakban H-val jeloljiik.

A fenti két definicidé megértéséhez olvassa el az 1.2. példat!

Valamely kisérlettel kapcsolatosan az elemi eseményeknél Osszetettebb torténéseket
is megfogalmazhatunk.

1.3. Definicio.Az eseménytér részhalmazait (véletlen) eseményeknek nevezziik. Az
eseményeket nyomtatott nagy betlikkel fogjuk jelolni. Ha A4 valamely a vizsgalt
kisérlettel kapcsolatos esemény, akkor 4 < H.

e, ,...,eik) Akkor mondjuk, hogy a kisérlet

[ )

Legyen H =(e,,e,,...) 6s A:(e

vegrehajtasakor az 4 esemény bekovetkezik, haaz e, ,e, ,...,e, elemi események

[ )

valamelyike bekovetkezik. A kisérlet e, e, ,...,e, kimeneteleit (az 4 esemény

iy

szempontjabol) kedvezé eseteknek , k-t pedig a kedvez6 esetek szdmanak nevezziik.

Mivel H c H, ezért H is esemény, amit biztos eseménynek nevezzik, mivel ez a
kisérlet barmely kimenetele esetén bekovetkezik.
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Legyen & az iires halmaz. & < H miatt < is esemény, mégpedig olyan, amelyik
sohasem kovetkezhet be, ezért lehetetlen eseménynek nevezziik.

Hasonloan, mivel az egyes elemi események az eseménytér egyelemii részhalmazai,
az elemi események maguk is események ( az adott kisérlettel kapcsolatosan a lehet
legegyszeriibbek). Az események értelmezésébdl addddéan az események
halmazokkal reprezentalhatok.

1.1. Példa. Tekintsiik azt a kisérletet, hogy feldobunk egy szabalyos kockat. A kisérlet eredményét
ugy tudjuk megadni, hogy megmondjuk, hogy hanyat dobtunk. A révidség kedvéért megegyezhetiink
abban, hogy a tovéabbiakban pl. 1-gyel fogjuk jeldlni azt a torténést, hogy 1-et dobtunk stb. Nyilvan a
kisérlettel kapcsolatosan 6 kiilonboz6 kimenetel, azaz 6 elemi esemény létezik és igy

H=(1,2,3,4,5,6).

Ezzel a kisérlettel kapcsolatos események ennek a 6 elemii halmaznak a részhalmazai:

a) A=(2,4,6)="paros szamot dobunk",
b) B=(1,2,3,4,5)="nem dobunk 6-ot",
c) C=(5,6)="4-nél nagyobbat dobunk", stb.

1.2. Példa. A kisérlet most abban all, hogy kétszer egymas utan feldobunk egy szabalyos kockat.
Most a kisérletnek egy lehetséges kimenetele, hogy elsore 6-ot, a masodikra pedig 5-6t dobunk. Ettdl
kiilonbozd kimenetele a kisérletnek, ha ugyanezeket a szamokat dobjuk, de forditott sorrendben. A
kisérlet kimenetelét most egyrendezett szamparral tudjuk leirni, ha megallapodunk abban, hogy az
elsd szam jelenti az elsd dobas eredményét, a masodik pedig a méasodik dobasét.

A kiilonboz6 elemi események tehat:

Ly {2} 30 {4 {50 {16}
20} {22} {23} {24} {25} {26}
B} 3.2} 33} 3.4} (35 {3.6}
{41} {42} {43} {44} {45} {46}
51 {52} {53} {54} {55} {56}
61} {6.2} {63} {64} (6,5} {6.6}

A H eseménytér pedig nem mas, mint a felsorolt 36 elemi esemény halmaza. A kisérlettel kapcsolatos
események ennek a 36 elemi{i halmaznak a részhalmazai:

a) A= ({1,1}, {2,2}, {3,3}, {4,4}, {5,5}, {6,6}) ="egyforma szdmokat dobunk"
b) B=({11},{1,2},{1,3}, {1,4},{1,5}, {1,6}) ="clsére 1-ct dobunk",
0) c=({1.1},{1,2},{2,1},{2,2}) =" mindkét alkalommal 3-nal kisebbet ~ dobunk"

1.3. Példa. Egyszerre feldobunk két kiilonbozd szind, példaul piros és fekete kockat. Vegyiik észre,
hogy a kisérlet lehetséges kimeneteleit most is rendezett szamparokkal tudjuk megadni, ha
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megallapodunk abban, hogy példaul mindig az elsd helyre irjuk azt, hogy a piros kockaval hanyat
dobtunk, és a masodikra helyre pedig azt, hogy hanyat dobtunk a feketével. Tehat a {3,2} azt

jelenti, hogy a piros kockaval 3-at, a feketével pedig 2-t dobtunk, a {4,4} pedig azt, hogy mindkét

kockaval 4-et dobtunk, stb. A H eseménytér most is felfoghat6 ugy, mint a fenti rendezett szamparok
36 elemi halmaza, és

A=({1.4}, 2.4}, 3.4} 5.4}, {0.4))

most azt az eseményt jelenti, hogy a fekete kockaval 4-et dobunk.

1.4. Példa. Két egyforma (megkiilonboztethetetlen) kockat egyszerre feldobunk. Mik lesznek most
az elemi események? Lehetséges példaul, hogy 2 kettest dobunk, vagy hogy egy 1-et és egy 2-t
dobunk stb. Az utdbbi esetben ennél a kisérletnél annak nincs értelme, hogy melyik kockaval dobtunk
2-t, hiszen a két kockat nem tudjuk megkiilonboztetni. Az elemi eseményeket most is szamparokkal
tudjuk megadni, csak most ezek nem lesznek rendezettek. Példaul a fenti két lehetséges kimenetelt a
(2,2), illetve az (1,2) szamparok fogjak jelenteni. Tehat az elemi események a kovetkezdk:

L) 12) 1L3) @L4) @L5) (1,6)

(2,2) (23) (24) (25) (2,6)
(33) (34) (35 (3.6)
(4,4) (4,5 (4.6)

(5,5) (5.6)

(6.6)

6-7
A H eseménytér most a fentib +5+4+3+2+1= 7 = 21 elemi eseménybél all.

Gyakorlasként gondoljuk meg, hogy a H melyik részhalmazai jelentik a kovetkez6 eseményeket:
a) Mindkét dobott szam kisebb 5-nél.
b) A dobott szamok dsszege paros.

¢) Egyik kockaval sem dobunk 6-ot.

1.2. MUVELETEK ESEMENYEKKEL

Legyen H valamely véletlen kisérlettel kapcsolatos eseménytér. A kdvetkezOkben az
eseményekrdl feltessziik, hogy ezzel a kisérlettel kapcsolatosak, tehat ugyanannak a
H eseménytérnek a részhalmazai.

1.4. Definicié. Az A esemény komplementerén értjiik azt az 4 eseményt, amely
akkor ¢és csakis akkor kovetkezik be, ha az A esemény nem kovetkezik be.
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Az A esemény mindazokat az elemi eseményeket tartalmazza, amelyek az A-nak

nem elemei, vagyis az A eseményt Ugy kapjuk meg, hogy képezziik A-nak a H-ra
vonatkoz6 komplementer(kiegészitd) halmazat.(1.1. dbra)

H H

<> ()

1.1. ABRA

R |

Nyilvanvalo, hogy H =&, és &= H.

1.5. Definicié. Az 4 és B események 4+ B Osszegén értjiik azt az eseményt,
amelyik akkor és csakis akkor kovetkezik be, ha A4 ¢és B kozil legalabb az egyik
bekovetkezik.

Az A+ B eseményt azok az elemi események alkotjak, amelyek az 4 és B
események koziil legalabb az egyikben benne vannak, azaz az eseménytérnek az
A+ B eseményt jelentd részhalmazat tigy kapom meg, hogy képezem az 4 és B
halmazok egyesitését. ( 1.2. abra ).

Ezutan kettdnél tobb, akar végtelen sok esemény Osszegét is értelmezni tudjuk:

2.4

i

jelenti azt az eseményt, hogy az A4,,4,,... események koziil legalabb egy
bekovetkezik.

@

1.2. ABRA
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1.6. Definic6. Az 4 ¢és B események A-B szorzatan értjiilk azt az eseményt,
amelyik akkor és csakis akkor kovetkezik be, ha az 4 és B események egyidejiileg
bekovetkeznek. (A4 és B).

Az A- B eseményt azok az elemi események alkotjak, amelyek az 4 és B események
mindegyikben benne vannak, azaz az eseménytérnek az A4-B eseményt jelentd
részhalmazat ugy kapom meg, hogy képezem az 4 ¢és B halmazok metszetét. ( 1.3.

abra ).

O

1.3. ABrA

Kettonél tobb esemény szorzata
4
azt az eseményt jelenti, hogy az 4, 4,,K események mindegyike bekdvetkezik.

1.7. Definicio. Az A és B események A— B kiilonbségén értjiik azt az eseményt,
amelyik akkor és csakis akkor kovetkezik be, ha az 4 bekovetkezik de a B nem.

Az A— B eseményt azok az elemi események alkotjak, amelyek az A eseményben
benne vannak, de nincsenek benne a B eseményben., Azaz az eseménytérnek az
A—- B eseményt jelentd részhalmazat gy kapom meg, hogy képezem az 4 és B
halmazok kiilonbségét.. ( 1.4. dbra ).
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(O

1.4. ABRA

1.5. Példa. Az 1.2. Példaban szereplo kisérlettel kapcsolatban tekintsiik a kovetkezd eseményeket:
A="elsoére paros szamot dobunk"

B="maésodikra paros szamot dobunk".

Ekkor

A ="elsére paratlan szamot dobunk"

A+B="van paros a dobott szamok kozott",

A - B="mindkét dobott szdm paros"

A-B="elsére paratlan szamot dobunk és a masodikra paratlant'=4 - B .

1.3 AZ ESEMENYMUVELETEK TULAJDONSAGAI

1.8. Definicié. Az 4 esemény maga utan vonja a B -t, ha az A bekdvetkezésekor
egyuttal a B is bekovetkezik.

Ez azt jelenti, hogy mindazok az elemi események, amelyek elemei 4-nak elemei a
B-nek is. Vagyis az 4 részhalmaza a B-nek. ( 1.5. dbra) Ezért, ha az 4 maga utan
vonja B-t, akkor ezt ugy jeloljik, hogy 4 < B.
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H

1.5. ABrRA

1.6. Példa. A kockadobas kisérleténél 4 jelentse, hogy 2-t dobunk, B pedig azt, hogy paros szamot:
4=(2)
B=(2,4,6)

Ha kettét dobunk, akkor egyttal az is bekovetkezett, hogy paros szamot dobtunk, tehat 4 = B.

1.9. Definici6.Az A és B események egyenlok (4=B),ha Ac B és BC A.

Két esemény tehat akkor egyenld, ha a két esemény ugyanazokat az elemi
eseményeket tartalmazza, ami azt jelenti, hogy ha 4 bekovetkezik, akkor B is, és ha
A nem kovetkezik be, akkor B sem.

1.10. Definicio. Az 4 ¢és B események egymast kizarjak, ha a kettd egyszerre nem
kovetkezhet be, azaz, ha

A-B=(.

1.11. Definici6. Az A4,,..., A, események egymast paronként kizarjak, ha koziilik

barmely kettd kizarja egymadst, azaz

4;.4; =, ahol 1<i,j<n, i#].

1.7. Példa. A kockadobas kisérletével kapcsolatban tekintsiik a kdvetkezd eseményeket:
A="1-et vagy 2-t dobunk"=(1,2),
B="3-at vagy 4-et dobunk"=(3,4),
C="5-6t vagy 6-ot dobunk"=(5,6).

Ezek egymast paronként kizard események, hiszen
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A-B=0, A-C=C, B-C=0.
Ebbdl kovetkezik, hogy ez a harom esemény nem kovetkezhet be egyszerre:
A-B-C=Q.

Forditva viszont az nem igaz, hogy ha harom esemény egyszerre nem kdvetkezhet be, akkor azok
egymast paronként kizarjak. Az el6bbi kisérlettel kapcsolatban vegyiik a kvetkez4 harom eseményt:

E="1-et, vagy 2-6t dobunk"=(1,2),
F="1-et, vagy 3-at dobunk"=(1,3),
G="4-et, vagy 5-6t dobunk"=(4,5).

Ez a harom esemény is olyan, hogy egyszerre nem kdvetkezhetnek be, E - F - G = &, de nem igaz,
hogy egymast paronként kizarjak, mivel

E-F=(,2)-(13)=(1)=2.

Ezek utan ratériink az eseménymiiveletek tulajdonsdgainak targyaldsara. Akiknek az
alabbi tulajdonsdgok és bizonyitdsaik eldszor tulsagosan formalisnak tlinnek, azok
az eseményeket mindig ugy képzeljék el, mint egy alaphalmaz (pl. egy téglalap)
egymdashoz viszonyitva altalanos helyzetii részhalmazait, amint ez az 1.2. -1.6.
abrakon is lathato.

crer

tetszOleges A esemény esetén
A+A=4, A-A=A.

2. Az események Osszeaddsa ¢és szorzasa kommutativ és asszociativ miivelet,
tovabba a szorzds az dsszeadasra nézve disztributiv:

A+B=B+ A,

A.B=B.A,

(A+B)+C=4+(B+0(),

(4.B)-C=4.-(B-C),

(4+B).-C=4-C+B-c

3.. TetszOleges 4 és B eseményekkel érvényesek a kovetkezok:

a)j:A,

P)A+D=A4,AD =,
)VA+H=H AH = A,
d)A+A=H,AA=0,
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4. A+B=AB,AB=A+B
5.Ha A c B, akkor
A+B=B, és A-B=A.
6. Az események kiilonbségével kapcsolatban érvényesek a kovetkezd azonossagok:

a)A-B=AB = A— AB,
b)(4-B)+B=A+B,
c)ha B c A4, akkor (A—B)+B = A.

7. Tetszlleges A ¢és B esemény esetén az 0Osszegiik felirhatd egymast paronként
kizar6 események Gsszegeként:

A+B=(4-B)+A-B+(B-4)

Ezt a felbontast az alabbil.6. dbran szemléltetjiik.

<>

H

A+B H

A'B

1.6. ABRA
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2. VALOSZINUSEGSZAMITASI ALAPOK

2.1 VALOSZINUSEGEK

Legyen A4 valamely kisérlettel kapcsolatos esemény. Hajtsuk végre n-szer a
kisérletet egymastol fiiggetleniil, és mindegyik végrehajtaskor csak az érdekel
benniinket, hogy az 4 esemény bekovetkezett vagy sem. Ezt az 4-ra vonatkoz6 n
hosszisagu, fliggetlen kisérletsorozatnak (réviden kisérletsorozatnak) nevezzik.

2.1. Definici6.Valamely »n hosszsagi kisérletsorozat folyaman az 4 esemény
bekovetkezéseinek n, szdmat az esemény gyakorisaganak, az n,/n hanyadost
pedig az esemény relativ gyakorisagdnak nevezziik a kisérletsorozat folyaman.

Tekintsiik a kockadobas kisérletét, és A legyen az az esemény, hogy hatost dobunk.
1000-es dobassorozatokat ismételtiink 30-szor, és minden sorozatbol kiszamitottuk a
6-os dobas relativ gyakorisagat. Ezeket a relativ gyakorisdgokat dbrazoltuk a 2.1.
abran

6-o0s dobasok relativ gyakorisagai
1000-es dobassorozatokbol

0.25 |~

1/6

0.1 [~

0 5 10 15 20 25 30

2.1.. ABRA
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Azt tapasztaljuk, hogy a relativ gyakorisagok kiilonboznek egymastol, de bizonyos
torvényszerliséget felfedezhetiink, nevezetesen azt, hogy a kapott relativ
gyakorisagok az 1/6 koriil ingadoznak . Azt is megfigyelték, hogy az ingadozasok
mértéke anndl kisebb, minél hosszabb dobdssorozatokbol szamitjuk a relativ
gyakorisagokat.

Az emberiségnek a véletlen eseményekre vonatkozé tobb évszazados tapasztalata azt
mutatja, hogy minden véletlen eseményhez tartozik egyetlen olyan valds szam,
amely koriil a kisérletsorozatokbdl szamitott relativ gyakorisagok ingadoznak. Ezt a
tényt szokas a nagy szdmok empirikus torvényének nevezni. Ennek alapjan adjuk

crer

2.2. Definici6. Minden 4 eseményhez létezik egy olyan valds szam, amely koriil az
A esemény ismételt kisérletsorozatokbol szamitott relativ gyakorisagai ingadoznak.
Ezt a szamot nevezziik az esemény valoszintliségének.

Az A esemény valoszintiségét P(4)-val jeldljiik.

2.2 A VALOSZINUSEG AXIOMAI

A valoszinliség axidomai a valoszinliség olyan alapvetd tulajdonsdgai, amelyeket a
tapasztalatok alapjan igaznak tekintiink, ezeket mas, elemibb tételekb6l nem tudjuk
levezetni. Az axiomak a relativ gyakorisagok alabbi, bizonyithat6 tulajdonsagait
tikrozik.

a) Tetszoleges A esemény n hossziisagl kisérletsorozatbdl szdmitott n,/ n relativ
gyakorisagara érvényes, hogy

n
0<—4<1,
n

mivel 0<n,  <n.

b) Mivel a H biztos esemény abszolut gyakorisdga barmely n  hosszlisagu
kisérletsorozat folyaman n, igy a relativ gyakorisaga

c) Legyenek A4,,4,,...,4
belathatjuk, hogy az 4, +A4, +---+ 4, esemény abszolut gyakorisdga egyenld az

, egymast paronként kizaro események. Ekkor konnyen
egyes események abszolut gyakorisagainak Osszegével. (Az A4, +A4, +---+ A4,
esemény akkor és csakis akkor kovetkezik be ha az 4,, 4,,..., 4, események koziil

legalabb az egyik bekovetkezik. De ezek egymast paronként kizaré események, tehat
egyszerre kozilik csak egy kovetkezhet be, Azaz az A4, +A4,+---+A4,
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bekovetkezéseinek a szama= 4, bekovetkezéseinek a szdma+ 4, bekdvetkezéseinek a
szama+...+ 4,, bekovetkezéseinek a szdma.)

fgy

My, Ny Too00y n, n,

= "= + ... m
n n n n

b

vagyis egymadst paronként kizard események 6sszegének relativ gyakorisdga egyenld
az egyes események relativ gyakorisdgainak osszegével.

A valosziniiség axiomai:

I. Tetszéleges A eseményhez tartozik egy P(A) szdm, amit az esemény
valoszinliségének neveziink, és erre fennall, hogy

P(4)>0.
II. A biztos esemény valdsziniisége 1,
P(H)=1.
III. Ha a véges, vagy megszamlalhatoan végtelen sok A4,,4,,... események

egymast paronként kizarjak, akkor

P(ZAij:ZP(Ai).

A III. axiomat szokas a valosziniiség additivitasanak nevezni.

Ezeket az axiomakat a valoszinliség Kolmogorov-féle axiomainak nevezziik.

2.3 A VELETLEN KISERLET MATEMATIKAI MODELLJE

Valamely véletlen kisérletet egy {H, -4, P} harmassal modellezhetiink, ahol

a) H az illetd kisérlettel kapcsolatos elemi események halmaza, amit eseménytérnek
neveziink.

b) 4# az események halmaza..

c) P az #n értelmezett fliggvény, amit valdszinliségnek neveziink, és amelyre
teljesiilnek a Kolmogorov-féle axiéomak:

. tetsz6leges 4 e4esetén P(4)>0,
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. P(H)=1,

III. Ha a véges, vagy megszamlalhatoan végtelen sok A4,, 4,,... események egymast
paronként kizarjak, akkor

P(ZA,}:ZP(A).

2.4 KLLASSZIKUS VALOSZINUSEGI KiSERLET

2.3. Definicié. Ha a kisérletnek véges sok lehetséges kimenetele van és ezek mind
egyforman valoszintiek, akkor a kisérletet klasszikus valésziniiségi kisérletnek
nevezzik.

2.1. Tétel. Legyen H = {el,...,eN} €s P(el)=...=P(eN)= p . Ekkor tetszlleges, k
elemi eseményt tartalmazo A = {eil s @ }g H esemény esetén
k
P(4)=—.
()=~

A fenti eredményt sokszor igy mondjuk hogy "a kedvezd esetek szdma osztva az
Osszes esetek szamaval", mivel az elemi események kozott £ olyan van, amelyek
esetén az A esemény bekdvetkezik (ezek kedvezdk az 4 szempontjabol). N viszont a
kisérlet 0Osszes lehetséges kimeneteleinek a szdma. Ilyen esetekben szokas
kombinatorikus valdsziniiségrdl beszélni, mivel az 0sszes, illetve a kedvezd esetek
szamanak meghatdrozasa sok esetben kombinatorikus meggondolasokat igényel. A
sziikséges kombinatorikai alapelemeket az 1.Fiiggelékben foglaltuk dssze.

2.1. Példa. Haromszor egymas utan feldobunk egy kockat. Mi annak a valdsziniisége, hogy az elsd és
az utolso dobas is 6-0s lesz?

A kisérlet 6sszes lehetséges kimeneteleinek a szama
N=66-6=6".
(Gondoljuk végig, hogy mivel reprezentalhatok az elemi események!)
A kedvezd esetek szamanak meghatarozasahoz vegyiik figyelembe, hogy a vizsgalt esemény

bekovetkezését jelenti minden olyan rendezett szamharmas, amelynek els6é és harmadik eleme 6-0s, a
masodik helyen pedig az 1, ..., 6 szamok barmelyike szerepelhet:

{6, barmi, 6}

Az ilyen sorozatok szdma 6, tehat k = 6, azaz
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k6 1

P:—:—:—.
N 6 6

2.2. Példa.A 32 lapos magyar kartyabol véletlenszeriien kihtizunk egy lapot Ggy, hogy barmely lap
valasztasa egyforman valoszinii. Mi annak a valdsziniisége, hogy a kihtzott lap piros?

Ha A jelenti a kérdéses eseményt, akkor

ahol most N=32. Kérdés, hogy ezek kozott hany olyan van, amelyik az A bekdvetkezését jelenti. Ha a
8 piros lap barmelyikét huzzuk ki, akkor az A esemény bekovetkezik, tehat k=8 és

8 1

P(A)=—==.

32 4

2.3. Példa. A 32 lapos magyar kartyabol egyszerre kihuzunk 3 lapot ugy, hogy barmely 3 lap

kivalasztasa egyforman valdszinli. Mi a valdszinlisége annak, hogy egy piros és két zold lesz a
kivalasztottak kozott?

Legyen A a vizsgalt esemény. A kisérlet kapcsolatos elemi események szama

V(%)

Az A esemény bekovetkezését jelenti minden olyan kivalasztds, amikor 1-et valasztunk a 8 piros

koziil, és 2-t a 8 zold lap kozil:
8\ 8
k= :
|

88 & s 7.8
2 wvae. 2 7
P(4)= _ 170 26!

vagyis

32 320 30-31-32 155
31.20! 2.3

Megjegyzés. Hogy egyszerre huzzuk ki a harom lapot azzal egyenértékii, hogy egymas utan,
visszatevés nélkiil valasztunk ki harom lapot, és a kivalasztas sorrendjére nem vagyunk tekintettel,
mas szoval nem tekintjiik kiilonb6z6 kivalasztasnak azokat az eseteket, amikor ugyanazokat a lapokat
valasztjuk ki, de kiilonb6zé sorrendben. Ha igy definiadljuk az elemi eseményeket, akkor ezzel a
kisérlettel kapcsolatban nincs értelme pl. annak a z eseménynek, hogy a 2. kivalasztott lap piros.

2.4. Példa. Az el6z6 feladatban emlitett kisérletet most ugy hajtjuk végre, hogy visszatevéssel
valasztunk ki 3 lapot Ggy, hogy barmely 3-as sorozat kivalasztdsanak ugyanaz legyen a valosziniisége.
(Most kiilonb6z6 kimeneteleknek tekintjiik, ha ugyanazokat a lapokat valasztjuk ki, de kiilonb6z6
sorrendben.) Hatarozzuk meg, hogy mi lesz most az el6z6 példaban vizsgalt esemény valosziniisége.
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Mivel a valasztasok visszatevéssel torténnek, mind a harom lap kivalasztasanal adodhat a 32 lap
barmelyike, tehat

N =32.32-32=323

Vegylik szamba a kedvezo eseteket!

Piros lap lehetdsége 7061d lapok lehet6ségei  Ilyen esetek szama
1. lap 2. lap 3. lap 8.8.8=8°
2. lap 1. lap 3. lap 8.8.8=83
3. lap 1. lap 2. lap 8.8.8=83

Tehat, ha a kedvezo eseteket eldszor Ggy osztalyozzuk, hogy a piros lap hanyadik helyen fordul eld,

3
akkor (1] osztalyt kapunk, és ezek mindegyikébe 8% elemi esemény esik, tehat

3
k:( j83’
1

és igy

2.5 A VALOSZINUSEG TULAJDONSAGAI

Ebben a bekezdésben olyan tételeket vesziink sorra, amelyek lehetdvé teszik, hogy
mar ismert valdsziniiségli események segitségével mas események valoszinliségét
meghatarozhassuk.
1. Ha az 4 esemény P(A) valdszintisége ismert, akkor

P(4)=1-P(4)

Kovetkezmény.

P(@)=P(H)=1-P(H)=0.
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2.4. Definicié. Az A4,,...,4
Osszegiik a biztos esemény €s egymast paronként kizarjak, azaz ha

események teljes eseményrendszert alkotnak, ha

n

A+..+4,=H,
és
4.4, =D i#].
2.Ha az A4,,..., A, események teljes eseményrendszert alkotnak, akkor

P(4)+...+P(4,)=1.
3.Ha B C 4, akkor P(4— B)=P(4)- P(B).
4. Ha B A ,akkor P(B)< P(A).

5. TetszOleges A4 ¢€s B eseményekre igaz, hogy

P(4+ B)=P(4)+ P(B)— P(4.B).

2.6 FELTETELES VALOSZINUSEG, ESEMENYEK
FUGGETLENSEGE

2.6.1. A feltételes valosziniiség

2.5. Definicio. Legyen adott két esemény 4 és B, tovabba tegyiik fel, hogy P(B)> 0.
Az A esemény B-re vonatkozo feltételes valdsziniisége

P(4|B)= %.

Szemléletes jelentése: ha tudom, hogy a B esemény bekovetkezik, akkor mi annak a
valosziniisége, hogy az 4 esemény is bekovetkezik. Legyen H = {el,...,eN}, ahol

az elemi események egyforman valdszintiek, és B:%ﬁ’“"e‘ }gH . lyen
B

‘e

esetekben nem tudom , hogy konkrétan melyik elemi esemény kovetkezik be, de az
az informacid, hogy a B esemény bekovetkezik csokkenti a bizonytalansagom
mértékét, mert azt tudom, hogy biztosan az e, ,...,e elemi események

i i
1 kB

valamelyike kovetkezik be. Ezen elemi események kozott altalaban vannak olyanok,
amelyek egyuttal az 4 esemény bekovetkezését is jelentik, és vannak olyanok,
amelyek nem vonjdk maguk utdn az 4 bekovetkezését. A B esemény bekovetkezte,
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mint a kisérlet kimenetelére vonatkoz6 informdcié azzal ekvivalens, mintha egy

olyan kisérletrdl lenne sz6, amelynek esetén € seer€  AZ Osszes lehetséges,
B

egyformén valdszinli kimenetele (a lehetséges esetek szama k,). Tegyiik fel, hogy

kozottiik k ,, (< k) olyan elemi esemény van, amelyik egyuttal az 4 bekovetkezését

is jelent. Egy ilyen kisérletben (amikor B a biztos esemény ) a A esemény

bekovetkezésének valdszinlisége
kAB .
kB
Ez indokolja azt, hogy az eredeti kisérlettel kapcsolatosan, amikor H = {el yeres@ N} a

kAB

ki _ N _P4B)

hanyadossal értelmezziik a feltételes valosziniiséget.

2.5. Példa. Egymas utan kétszer feldobunk egy kockat. Feltéve, hogy a dobott szamok Osszege
paros, mi a valosziniisége annak, hogy az elsé szam kisebb mint 4?

Legyen A az az esemény, hogy az els6 szam kisebb mint 4, B pedig az, hogy a dobott szamok
Osszege paros.

A P(A|B ) feltételes valdsziniiség a kérdés.

a) A kisérlet dsszes lehetséges kimeneteleinek szam N = 6°.

A B esemény szempontjabdl kedvezok azok az esetek, amikor mindkét szam paratlan, vagy amikor
mindkettd paros, tehat

ky=3%+3*=18,
vagyis
18
P(B)=—.
(B)==

Az A- B esemény azt jelenti, hogy a dobott szamok Osszege paros és az els6 szam kisebb, mint 4.
Tehat
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elsé szam masodik szam lehetéségek szama
1 1
3
5 3
2 2
4
6 3
3 1
3
5 3
k,p=33=09,
P(4-B)= 2
36

A feltételes valoszintiség definicidja szerint

9

369 1
P(A|B):%:§:E

36

b) A kérdéses feltételes valoszintiséget a kovetkez6 meggondolassal is meghatarozhatjuk.

Ha tudom, hogy a B esemény bekovetkezett, akkor ez azt jelenti, hogy a kisérlet 36 lehetséges
kimenetele koziil annak a 18 esetnek valamelyike kovetkezett be, amikor mindkét szdm paros, vagy
mindkettd paratlan. , tehat a B esemény bekovetkezése esetén 18 az Gsszes esetek szama, és ezek

mindegyike egyforman valdszintiek

Ezek kozott 9 olyan van, amely egyuttal az A esemény bekdvetkezését is jelenti, tehat a kedvezd
esetek szdma 9, és igy

9 1
P(A|B):E:5.

2.6.2. A feltételes valosziniiség tulajdonsagai
1. 0< P(4B)<1.
2. P(H|B)=1,P(BB)=1.
3.Ha 4, és A, egymast kizéro események, akkor
P4, + 4,|B)=P(4,|B)+ P(4,|B).

4. Ha B A, akkor P(A|B)= 1.
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5. Ha Ac B, akkor P(A|B): il i

6. Ha A és B egymist kizarjak, akkor P(4B)=0

2.6.3. [Események fiiggetlensége
2.6. Definicio.Az A ¢és B események fiiggetlenek, ha
P(4-B)=P(4)P(B)
Kovetkezmények

1) Ha P(A)=0, akkor 4 barmely B eseménytdl fliggetlen. A-Bc A miatt
P(4-B)=0.

2) Ha A és B fiiggetlenek és P(A)>0, akkor P(B|A): P(B).

P(A.B)
A= == = =
P(B) P(B) P(B)

3) Az elozébdl adodik, hogy ha az A4 és B pozitiv valoszinliségli események
fiiggetlenek, akkor

P(4|B)= P(4), ésP(B|4)=P(B).

2.7. Tétel. Ha az A és B események fiiggetlenek, akkor az A és B, B és A, valamint
az A és B események is fliggetlenek.

2.7. Definicio. Az A4,,...,4, események paronként fiiggetlenek, ha koziilik
barmelyik kett6 fiiggetlen , azaz

P(A4-A4,)=P(4)P(4,) (<i<k<n).

2.8. Definicid. Az 4,,..., A, események teljesen fiiggetlenek (roviden fiiggetlenek),

ha koziilik akarhdnyat kivalasztva azok szorzatdnak valoszinlisége egyenld a
valdszintiségeik szorzataval;

P(A,-A4,)=P(4)P(4,) (1<i<k<n).

P(A4,-4,-4,) = P(A)P(4,)P(4,) (1<i<j<k<n),
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P(A - Ay-..A) = P(4)P(4,)...P(A,).

A definicidk alapjan nyilvanvald, hogy ha az A4,...,A, események teljesen

fiiggetlenek, akkor paronként is fliggetlenek. Forditva viszont nem igaz, a
paronkénti fiiggetlenségbdl nem kovetkezik a teljes fliggetlenség.

Bebizonyithato a 2.7. Tétel kovetkezd altalanositasa is.

2.8. Tétel. Ha az 4,,..., A, események fliggetlenek, akkor koziiliik akarhanyat a
komplementerére cseréliink, akkor az igy kapott események is fiiggetlenek lesznek.

2.9. Tétel. Ha az 4,,..., A, események fliggetlenek és azonos p valdszinliségliek,
akkor annak a valdszinlisége, hogy koziiliik £ esemény kovetkezik be

P_n k(l_ n—k
=P P

2.6.4. Fiiggetlen kisérletek

2.9. Definicid. Két kisérletet fiiggetlennek neveziink, ha az egyik kisérlet kimenetele
nem befolyéasolja a masik kisérlettel kapcsolatos torténéseket.

Ha van két fliggetlen kisérlet, és A az egyikkel, B pedig a masikkal kapcsolatos
esemény, akkor A - B jelenti azt, hogy az egyik kisérletben az A esemény, a masik
kisérletben pedig a B esemény kovetkezik be. Ekkor érvényes, hogy

P(A-B)=P(A)P(B).
Tobb kisérlet fliggetlenségét hasonld moédon értelmezziik.

2.10. Definicio. Fiiggetlen kisérletsorozatrol beszEliink, ha egy kisérletet n-szer
ugy ismétliink meg, hogy a soron kovetkezd végrehajtaskor semmi modon nem
befolydsol benniinket, hogy az elézéekben mar mit tapasztaltunk. Nyilvan az igy
ismételt kisérletek fliggetlenek.

2.10. Tétel. Tekintsiink egy kisérletet, és egy vele kapcsolatos A eseményt. Hajtsuk
végre a kisérletet n-szer, egymastol fiiggetleniil, ¢s mindegyik ismétlésnél csak az
érdekel benniinket, hogy A esemény bekovetkezik-e. Annak a valdsziniisége, hogy
az n hosszusagu fiiggetlen kisérletsorozat folyaman az A esemény k-szor kovetkezik

be
n k(1= p)"*
kp( )",

ahol p az A esemény valosziniisége.
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2.6. Példa. Tizszer feldobunk egy kockat. Mi a valdsziniisége annak, hogy haromszor dobunk
parosat?

Tekintsiik azt a kisérletet, hogy feldobunk egy kockat. Jelolje A azt az eseményt, hogy paros szamot
dobunk.

301
p=P(A4) s 2

A feladatban arrdl van szd, hogy az A esemény bekovetkezésére vonatkozoan végziink 10 hosszisagu
kisérletsorozatot, és arra vagyunk kivancsiak, hogy mi annak a valoszin{isége, hogy ennek folyaman
az A esemény haromszor kovetkezik be. A 2.9. Tételbdl azonnal adddik, hogy a keresett valdszinliség

o) (-3 =
3 \2 2 1024 128°

2.7 A VALOSZINUSEGEK SZORZASI SZABALYA

"o

Az  elozOkben lattuk, hogy fliggetlen események egylittes bekovetkezésének
valoszinliségét gy szamithatjuk ki, hogy az egyes események valoszinliségeit
Osszeszorozzuk. A kovetkezd tételben azt mutatjuk meg, hogy miként lehet az
egylittes bekovetkezés valoszinliségét meghatarozni akkor, ha az események nem
fiiggetlenek.

2.11. Tétel. Tetszoleges A és B események esetén

ha P(B)=0
P(4B)= {P(A|B)P(B) ha P(B)#0.

A tétel konnyen altalanosithaté tobb tényezd szorzatdra is. Tekintsiink tetszdleges
4,,..., 4, eseményeket. Ha kozottiik van olyan, amelyiknek a valdszintisége nulla,

akkor az el6bbi meggondolasokhoz hasonléan adddik, hogy a szorzatuk is nulla
valoszinliségl lesz.

2.12. Tétel. Ha 4,,..., A, tetszOleges események ¢és P(Al.);t 0,;=1,...,n, akkor
P(4,.4, ... 4,)=P(4|4,.4, ... 4,)P(4,|4; ... 4,)... P(4, |4, )P(4, )

Példaul n=3 esetén ez a kovetkezot jelenti:
P(Al ~A2 -A3 ) = P(Al |A2 ~A3 )P(Az |A3 )P(A3 )

2.7. Példa. Két dobozban golyok vannak. Az I.-ben 4 fehér és két fekete, a II.-ban 8 fehér és két
fekete. Tekintsiik a kovetkezo kisérletet. Feldobunk egy érmét, ha fejet dobunk, akkor az I. dobozbdl
valasztunk véletlenszerien egy golydt, ha irast dobunk, akkor pedig a II. dobozbdl. Mi a
valdszintisége annak, hogy az I. dobozbol fehér golyot valasztunk?
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A: fehér golyot valasztunk,
B: az 1. dobozbdl valasztunk.

A szorzat esemény valdszinliségére vagyunk kivancsiak. Két kisérletet hajtunk végre egymas utan.
Az els6 kisérlet az érme feldobasa. Lényegében ezzel kapcsolatos a B esemény, mert B akkor és
csakis akkor kovetkezik be, ha fejet dobunk. A Masodik kisérlet pedig az, hogy valasztunk egy
golyot, és ezzel kapcsolatos a A esemény. Ez a két kisérlet azonban nem tekinthetd egymastol
fliggetlennek, mert az els6 kisérlet eredménytdl fiigg az, hogy melyik dobozbdl valasztjuk a golyot.
Tehat a szorzat esemény valdszinliségének meghatarozasara nem alkalmazhatjuk a fiiggetlen
kisérletekkel kapcsolatban elmondottakat.

A szorzasi szabaly szerint
P(4-B)=P(4B)P(B).

Mivel B akkor és csakis akkor kdvetkezik be, ha fejet dobunk, a valosziniisége

P(B)=%.

Ha a B esemény bekovetkezett, akkor a masodik kisérlet abban all, hogy az 1. dobozboél, 6 golydo(4
fehér+2 fekete) koziil valasztunk.

P(4|B)=

N

Végiil

P(4-B)=

| B

o | —
W | —

2.8 TELJES VALOSZINUSEG TETELE, BAYES -ETEL

2.13. Tétel. Legyen A4,,..., 4, teljes eseményrendszer és B egy tetszéleges esemény.
Ekkor

P(B):P(B|A1)P(A1)+P(B|A2)P(Az)+"'+P(B|An )P(An)'

Ezt a tételt nevezik a teljes valosziniliség tételének. Arra nyujt lehetdséget, hogy egy
esemény valoszinliségét meghatarozzuk, ha ismerjiik az eseménynek egy teljes
eseményrendszer elemeire vonatkozd feltételes valosziniiségeit, és a teljes
eseményrendszer elemeinek valoszintségeit.

2.8. Példa. A 2.7. példaban szerepl6 kisérlettel kapcsolatban hatarozzuk meg annak a valdsziniiségét,
hogy fekete golyot valasztunk.
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B: fekete golyodt valasztunk.

A az 1. dobozbol vélasztunk,
A,:  all. dobozbol vélasztunk.

A, A, teljes esemény rendszer, és

tovabba a B eseménynek a teljes eseményrendszer elemeire vonatkozé feltételes valoszinliségei
2 2
P(Bl4,)= = P(Bl4, )= =

A teljes valoszintiség tétele szerint

2

P(B)=P(B|4,)P(4,)+ P(B|4, )P(4, )= % ERaTY % =

N | —
—

Gyakorlati  alkalmazasokndl sokszor el6fordul az is, hogy egy teljes
eseményrendszerrel kapcsolatban nem valamely masik 4 esemény valdszinlisége
érdekel benniinket, hanem az, hogy bizonyos kisérleti eredmények birtokdban a
teljes eseményrendszer elemeinek valoszinliségeit hogyan lehetne kiszdmitani.. Ilyen
problémak esetén alkalmazhat6 az aldbbi, u.n. Bayes-tétel:

2.14. Tétel. Ha 4,...,4
valoszinliségli B eseményre igazak a

teljes eseményrendszer, akkor barmely pozitiv

n

P(B|4;)P(4;)
Pl4il8)= P(B|ay JP(d1)+ -+ P(B|4, )P(4,)

Osszefiiggések.

2.9. Példa. A 2.7. példaban szerepld kisérletet elvégeztik, és fekete golydt huztunk. Mi a
valdszinlisége annak, hogy ez az 1. dobozban 1év6 golyd?

B: fekete golyodt valasztunk.

A az 1. dobozbol vélasztunk,
A,:  all. dobozbol vélasztunk.

A,, A, teljes esemény rendszer, és

Most a P(Al |B ) feltételes valoszintiség a kérdés.

A Bayes-tétel szerint
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P(B|4,)P(4,)
P(A1|B): P(B|A1 )P(4,)+ P(B|A2 )P(4,)

A 2.8. példa eredményeit felhasznalva

NN

P(4,|B)=

NN
SIS
o | i

N | —
| —

25
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3. VALOSZINUSEGI VALTOZOK

3.1 A VALOSZINUSEGI VALTOZO FOGALMA

A gyakorlatban el6forduldo kisérletek tilnyomd tobbségében a  kisérlet
végrehajtasakor a bekovetkezd elemi eseménnyel egyidejlileg egy vagy tobb
numerikus érték is adodik. Ezeket az értékeket az elemi esemény egyértelmiien
meghatarozza: Valahanyszor egy adott elemi esemény bekovetkezik, mindannyiszor
ugyanaz a szamérték adddik. Ennek megfelelden a kisérlet konkrét végrehajtasatol
fiiggetleniil is hozzarendelhetjiik ezeket a szamokat az egyes elemi eseményekhez.
Ily médon egy olyan szamértékii fiiggvényt kapunk, amelyik az eseménytéren van
értelmezve.

3.1. Definicié. Az elemi események halmazan, a H eseménytéren értelmezett valos
értéki fiiggvényeket valoszintiségi valtozoknak nevezziik.

Jelolésiikre a nagy betliket fogjuk hasznalni: X, Y stb. Természetesen ezek mindig
fiiggvényeket jelentenek. Ha ezt kiilon is hangsulyozni akarjuk, akkor az X (e)

irasmodot alkalmazzuk, annak megfelelden, hogy ezek a fiiggvények az elemi
események halmazan vannak értelmezve.

A tovabbiakban valamely valdszintiségi valtozo értékkészletét K-val fogjuk jeldlni.

Az X valoszinliségi valtozoval kapcsolatban kiilonb6z6 eseményekrdl beszélhetiink.
Legyen 4 c R tetsz6leges halmaz. Ekkor az

{e:eeH,X(e)e A}gH

eseményt X € A- val fogjuk jeldlni. Ez azt az eseményt jelenti, hogy az X
valdszinliségi valtozd az 4 halmazbeli értéket vesz fel, vagy mas szoval, hogy X
értéke az 4 halmazba esik.

Ha AN K= (a két halmaznak nincs kozos eleme), akkor X € 4 a lehetetlen
esemény.

Ha K c A4, akkor X € A4 a biztos esemény.

Ha tetszSleges ¢ valos szam esetén A = (—oo,c), akkor X e (—oo,c) akkor és csakis

akkor teljestil, ha X <c. Ez pontosan az az esemény, hogy X c-nél kisebb értéket
vesz fel. Ezt roviden X < ¢ eseménynek fogjuk mondani.
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3.1. Példa. Tekintsiik a kockadobas kisérletét. Ekkor H = {el seees € }, ahol e, jelenti azt az elemi

eseményt, hogy i-t dobunk a kockdval i=1,K ,6. A kisérlet kimeneteleivel egyuttal ad6do
legnyilvanvalobb numerikus érték maga a dobott szam, tehat az

X(e,)=i, i=1,....6.

s

mondani, hogy az X valosziniiségi valtozo jelentse a dobott szamot.

A fenti kisérlettel kapcsolatban azonban mas valdszinliségi valtozok is értelmezhetdk. Tekintsiik
példaul a kovetkezoképpen definialt ¥ valoszinliségi valtozot:

1 i=135
2 i=24.0.

Ennek a fiiggvénynek két lehetséges értéke van, az 1 és a 2. A valosziniiségi valtozo az 1 értéket veszi
fel, ha paratlan szamot dobunk, és a 2 értéket veszi fel, ha paros szamot dobunk.

Nézziink a fenti valosziniiségi valtozokkal néhany eseményt, és azok valdsziniiségeit.!
1) X <0.

(X <0)=, mert X legkisebb értéke 1,

P(X<0)=0.

2) X =5.

3) X €4, ahol 4=(2,4,6).

(X € A) = (X = 2)+ (X = 4)+ (X = 6) = (62 )+ (84)+ (86 ) = "paros szamot dobunk",

+

P(X e A)=P(X =2)+P(X =4)+ P(X = 6)= %

|-
+

|~

|~

4) Y<3.
(Y < 3): (Y = 1)+(Y:2): (81,63,85)+(€2,€4,€6)= (81,63,85,82,64,86): H,

P(Y <3)=1.
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3.2. AZ ELOSZLASFUGGVENY
Legyen X egy valdszintiségi valtozo, ¢és x tetszéleges valds szam. Tekintsiik az X<x
eseményt. Ennek az eseménynek a valoszinlisége nyilvan fiigg az x-tol .
3.2. Definicio. Azt a valés szamok halmazan értelmezett fiiggvényt, amelyik
megadja, hogy az X<x esemény valdszinlisége hogyan fligg x-t8l az X valdszinliségi
valtozo6 eloszlasfiiggvényének nevezziik:

F(x)=P(X <x) xeR.

Az eloszlasfliggvények jelolésére a F, G ,H stb betiiket fogjuk hasznalni.

3.2.1. Az eloszlasfiiggvény tulajdonsagai

Az eloszlasfiiggvénynek a kdvetkezo tulajdonsdgai vannak:
1) Az eloszlasfiiggvény monoton nem csdkkend.
Ha x, < x,, akkor
F(x)< Flxp).
2) TetszOleges x, helyen léteznek a

lim F(x) és lim F(x)
x—x0—0 x—>x0+0

hatarértékek. Ha az x, helyen az F eloszlasfiiggvény nem folytonos, akkor

F(x,)= lim F(x).

x—=>x5—0

3) lim F(x)=0 és limF(x)=1.

4) Tekintsilink egy tetszdleges [a,b) intervallumot.
P(X ela,b))=Pla< X <b)=F(b)-F(a)
5)Tekintsiik az (X = a) eseményt, ahol a tetszéleges valos szam.

0 ha F(x)az x = a helyen folytonos,
P(X = a)= lim F(x)-F(a) haF(x)azx=a helyennem folytonos

x—a+0

Tehat, ha az X val6szinliségi valtozo eloszlasfiiggvénye folytonos az a helyen, akkor
0 annak a valo6sziniisége, hogy a valtozo ezt az értéket veszi fel. Ha pedig az
eloszlasfiiggvény nem folytonos az a helyen, akkor az a érték felvételének a
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valoszinliségét az adja meg, hogy mekkora az eloszlasfiiggvény ugrdsa ezen a
helyen.

F(x)
1

P(X =a) I

3.1. ABRA

3.3. ELOSZLASOK OSZTALYOZASA

A gyakorlati alkalmazdsok szempontjabol fontos szerepet jatszik a valoszinliségi
valtozok két osztalya: a diszkrét, illetve a a folytonos eloszlasu valtozok osztalya.

3.3. Definicio. Az X valoszinliségi valtozot diszkrét eloszlasunak(roviden
diszkrétnek) nevezziik, ha lehetséges értékei egy véges, vagy megszamlalhatéan
végtelen x,,x, K sorozatot alkotnak.

A p, = P(X = x,) valosziniiség az x, érték felvételének a valosziniisége.

Az (X =x,) (k=12,...) teljes eseményrendszert alkotnak, amibdl kovetkezik,
hogy

Zpk:l.
k

Azt mondjuk, hogy az {xn} és { n} sorozatok az X valoszinliségi valtozo eloszlasat

alkotjak. Ezek ismeretében a valos szdmok tetszOleges A részhalmaza esetén
meghatarozhaté a P(X € A) valészinliség. Az (X eA) esemény csak ugy

kovetkezhet be, ha az X valdszintiségi valtozé olyan értéket vesz fel, amelyik benne
van az 4 halmazban, azaz

P(X €)= kZP(X:xk)z kzpk.

x,ed x; €A
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Specialisan

F(x)=P(X <x)= kZP(X:xk): kzpk.

X <X X <X

Tehat a pk(k=1,2,...) valdszinliségek egyértelmiien meghatarozzak a diszkrét

eloszlasu valtozo eloszlasfiiggvényét.

Ebben az esetben azt is szoktuk mondani, hogy az {xk },{pk} sorozatok alkotjak a
valoszinliségi valtozo eloszlasat.

3.2. Példa. Tekintsiik azt a kisérletet, hogy egy érmét feldobunk, és definialjuk X-et a kovetkezd
modon:

_ |1 ha fejet dobunk,
12 ha’ rist dobunk.

X eloszlasat a kovetkez0 tablazattal adhatjuk meg:

Xk Pk
1] 0.50
2[] 0.50

A lehetséges grafikus abrazolasok:

0.5

0.5 ?

-----®

3.2. ABRA

A 3.2. dbréan a jobboldali abrat ugy szerkesztjiik meg, hogy a lehetséges értékek f61¢
olyan téglalapokat rajzolunk, amelyeknek teriiletei egyenlok az értékek felvételének
valosziniiségeivel. Az igy kapott abrat a diszkrét eloszlds hisztogramjanak
nevezzik.
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A valodsziniiségi valtozo eloszlasfiiggvényét pedig a kovetkezé meggondolasokkal kaphatjuk.

%) x<1
X<x=<3X=1 1<X<£2
H 2< X

Ennek megfeleléen

0 x<l1
F(x)=P(X <x)=405 1<x<2.
1 2<x

A fliggvényt 3.3 4dbran lathatjuk.

0.5 ——e

3.3. ABRA

Amit a fenti példaban tapasztaltunk, az 4ltalaban is igaz. Egy diszkrét valészintiségi
valtozo eloszlasfiiggvény un.. tiszta ugroé fiiggvény, amelynek a valoszinliségi
valtozo lehetséges értékeinél vannak szakadasai, ezeken a helyeken fiiggvény annyit
ugrik, mint amekkora az adott érték felvételének a valdsziniisége. Barmely két
lehetséges érték kozott pedig konstans a fliggvény.

3.4. Definicié. Az X valdszinliségi valtozot folytonos eloszlasinak roviden
folytonosnak) nevezziik, ha létezik olyan, az egé€sz szamegyenesen integralhato,
nemnegativ = f (x) fliggvény, hogy tetszdleges (véges, vagy végtelen) [a,b)
intervallum esetén

b

P(X €[a,b))= If(x)dx

a

Az f (x) fliggvényt a valdsziniiségi valtozo siirtségfiiggvényének nevezziik.
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3.3.1. A suriségfiiggvény tulajdonsagai

1) A sirliségfiiggvényt a valtozo F (x) eloszlasfiiggvényét egyértelmiien
meghatarozza.

X
F(x)=P(X <x)=P(X e(-w,x))= [ f(tht.
—00
2) A stiriségfiiggvény egész szamegyenesen vett integralja 1.
If(x)dx:P(—oo <X <oo):1.

3) Folytonos eloszlasu valosziniiségi valtozo eloszlasfiiggvénye mindenditt folytonos,
esetleg véges sok pontot kivéve differencialhaté €s

F'(x)=f(x)

3.3.2. Folytonos eloszlasu valtozok tulajdonsagai

Legyen X folytonos eloszlast, f (x) a sutriiségfiiggvénye, F (x) pedig az
eloszlasfliiggvénye.

1) Tetszéleges x, €R esetén P(X =x,)=0.
2) P(X [a,b))=P(X €[a,b])= P(X e(a,b])= P(X e(a,)),

3) A hatarozott integral geometriai jelentésére tekintettel tetszdleges [a,b]

intervallumon a stiriségfliggvény grafikonja alatti teriilet megadja annak a
valdszinliségét, hogy a valoszinliségi valtozo az adott intervallumba esé értéket vesz
fel. (3.4. ébra)

Pla< X <b) f(x)

3.4. ABRA
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3.3.3. Diszkrét eloszlas kozelitése folytonossal

Ha valamely X diszkrét valoszinliségi valtozo lehetséges értékeinek a szdma igen
nagy, (vagy példaul, amikor megszamlalhatéan végtelen lehetséges értéke van),
akkor sok esetben célszerli un. folytonos kozelitést alkalmaznunk, amely a
kovetkezdt jelenti. Vegyiik a kérdéses diszkrét eloszlas hisztogramjat, és keressiink
hozza olyan f (x) stirliségfliggvényt, amelyik jol illeszkedik ra abban az értelemben,
hogy tetszbleges [a, b] intervallumon a slrliségfiiggvény alatti teriilet, és a
hisztogram [a, b] intervallumra eso teriilete jo kozelitéssel egyenld. Ha van ilyen
striségfiiggvény, akkor azt mondjuk, hogy X kozelitdleg folytonos eloszlasu,
amelynek f (x) a stiriségfiiggvénye. Ilyen esetben

b

If(x)dx ~ P(X € [a,b)).

a

3.4 ELOSZLASOK NUMERIKUS JELLEMZOI

3.4.1. A varhatoérték

Valamely valoszinliségi valtozd vdrhatoértéke egy, a valtozod eloszlasa altal
meghatarozott valos szdm, amelyet E (X ) -szel jeldliink

Diszkrét eset . Ha X lehetséges értékei x,,x,,K, ¢és ezeket p,,p,,K
valoszintiségekkel veszi fel, akkor

E(X): ;pkxk'

Folytonos eset. Ha X stiriiségfiiggvénye f (x) , akkor

E(X)= _Txf(x)dx.

Azt, hogy a varhatoértéket miért éppen a fenti formulakkal értelmezziik diszkrét valoszintiségi valtozo
esetén szemléltetjilk. Az egyszeriiség kedvéért tegyiik fel, hogy a X valoszintiségi valtozonak véges

sok lehetséges értéke van. Legyenek ezek Xx,,X,,...,X,, és p,,p,,..., p, ezek felvételének
valdszintiségei. Végezziink n megfigyelést X-re vonatkozdéan. Ha a megfigyeléseink soran az
X, k, -szer, az x, k, -sz0r,..., és az x, k, -szer fordult elé (k, + k, +---+ k, =n), akkor a
megfigyelt értékek atlaga

kx +k,x, ++kx k k
171 2V2 r =_lxl+_2x2+...+_’xr_
n n n n
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Mivel a fenti 6sszegben ismételt megfigyeléssorozatok esetén a —- relativ gyakorisag az X, érték
n

felvételének p, valosziniisége koriil ingadozik (7 = 1,...,7), ezért a megfigyelt értékek atlaga pedig
az altalunk értelmezett véarhatoérték kortil fog ingadozni.Az ingadozas mértéke nyilvan annal kisebb
lesz, minél hosszabb megfigyeléssorozatokat ismétliink. Altalaban is megvan a véarhatoértéknek ez a
szemléletes jelentése: ha az adott valosziniiségi valtozora vonatkozoan n hosszisagu
megfigyeléssorozatokat végziink, akkor a megfigyelt értékek sorozatonként képzett atlagai a
varhatoérték koriil fognak ingadozni. Egy mefigyeléssorozatbol képzett atlagra azt mondhatjuk, hogy
kozelitdleg a véarhatoértekkel egyenld, és ez a kozelités annal pontosabb , minél tobb megfigyelésiink
van.

Erdemes kiilon megvizsgalni azt az esetet, amikor az X valosziniiségi valtozot egy véges sokasagbol
torténd véletlenszerli valasztassal kapcsolatosan értelmezziik. Tegyiik fel, hogy van N egyediink, ¢€s
ezeknek valamely szamértékkel jellemezhetd tulajdonsagat (példaul személyek esetén életkor, éves
jovedelem, egy atlagos héten fogyasztott tej mennyisége stb) vizsgaljuk. A sokasagbol valasszunk ki
véletlenszeriien egy egyedet €s X jelentse a vizsgalt tulajdonsag mértékét a kivalasztott egyed esetén.
A sokasag Osszetétele az adott tulajdonsag szempontjabol legyen a kovetkezo:

Erték Egyedek szdma
X, n,
X, n,
0
X, n,
Osszesen N

Ekkor X diszkrét valosziniiségi valtozd, amelynek Ilehetséges értékei x,,x,,...,X,, és ezek
. . S S S n 1 n2 n r e . rroar
felvételének valoszinliségei p, = —,p, = —,..., p, = . Ennek megfeleléen a varhatoértéke

N N '

_mX +eeenx,

' N

ami nem mas, mint a vizsgalt tulajdonsag atlagértéke az N egyedbdl all6 sokasagra nézve.

n
EX)=px ++px =—Lx ++—Lx ,
( ) P DX, N N

3.3. Példa. Tegyiik fel, hogy van 1000 ember, és ezeknek az életkorat vizsgaljuk. Legyen X egy
véletlenszertien kivalasztott ember életkora. Az 1000 ember életkor szerinti megoszlasa legyen a
kovetkezo:

Eletkor Egyedek szdma

18 200

20 300

21 400

22 100
Osszesen 1000
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P(X = 18)=ﬂ,P(X = 20)=ﬂ,P(X = 21)=ﬂ,P(X = 22)=ﬂ.
1000 1000 1000 1000

Ennek megfelelden

E(X):ls-ﬂuo- 300 4 51,400 5,y 100 _
1000 1000 1000 1000

_ 18(200)+20(300)+21(400) +22(100) 20,20
1000 o

ami nem mas mint az 1000 ember életkoranak atlaga.

Most pedig vegyiink 100 hosszusagu fliggetlen megfigyeléssorozatokat X-re vonatkozéan. Egy
megfigyeléssorozat azt jelenti, hogy véletlenszerien kivalasztunk egy embert az 1000 koziil,
feljegyezziik az életkorat, és ezt ismételjiik 100-szor. Négy megfigyeléssorozat eredményét az alabbi
tablazatban foglaltuk 6ssze:

Esetszam
Eletkor | 1.sorozat 2.sorozat 3.sorozat 4.sorozar
18 22 30 18 19
20 23 31 33 29
21 39 28 41 40
22 16 11 8 12
Atlag 20.27 19.90 20.21 20.26

(Az egyes sorozatokat szamitogépes szimulacioval allitottuk eld.)
Lathatjuk, hogy az egyes megfigyeléssorozatok atlagai a valosziniiségi valtozé varhatoértéke (a
populaci6 atlaga) koriil ingadoznak.

3.4.1.1. A varhatoérték tulajdonsagai

1. Ha ¢ € R, és X egy olyan valoszinliségi valtozo, amelynek ¢ az egyetlen lehetséges
értéke, azaz P(X = c)=1, akkor

Az ilyen valdszinliségi valtoz6 igazabol konstans, mivel az értéke minden elemi
eseménynél ugyanaz. A fenti tulajdonsdgot roviden ugy is szoktuk mondani, hogy
"Konstans varhatoértéke 6nmagaval egyenld".

2. Ha m, < X <m,,akkor

m, SE(X)S m,
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3. Ha a egy valos szam, akkor aX is valoszinliségi valtozo, €s
E(aX)=aE(X).
4. Ha X és Y két valoszintségi valtozo, akkor
E(X+Y)=EX)+E(Y).

3.5. Definicié. Az X és Y valosziniliségi valtozokat fiiggetleneknek nevezziik, ha a
valos szdmok tetszéleges A és B részhalmaza esetén az XeAd és az X €B
események fliggetlenek.

A fenti definici6 gyakorlatilag azt jelenti, hogy a kisérlet elvégzésekor az X valtozo

kapott értéke semmilyen hatassal nincs arra, hogy az Y valtozoénak milyen értéke
adodik.

5. Ha X és Y fiiggetlen valdsziniliségi valtozok, akkor

E(X-Y)=EWX)E().

3.4.2. A szoras

Mint azt az eldzdekben lattuk, a valoszinlségi valtozé varhatoértéke a valtozo
"atlagos" viselkedésérdl ad informaciot. Nem mond viszont semmit arrol, hogy az
egyes megfigyelt értékek milyen mértékben térnek el ettdl a varhatdértéktdl, milyen
mértékben szorodnak koriilotte. A varhatdérték korili szorédas mérdszama, a
valtozo eloszlasanak egy masik numerikus jellemzdje a szords.

Az X valtozé szorasat D(X )-szel jeloljiik, és definicio szerint

D(x) =E(x —m)),

ahol m = E(X).

A szbérds négyzetét, azaz a E((X —m)Z) mennyiséget szorasnégyzetnek vagy

variancianak nevezziik. Ennek megfelelden a szokasos jelolései: D’ (X ) vagy
V(Xx).

3.4.2.1. A szordas tulajdonsdagai

1. Ha c e R, és X egy olyan valosziniiségi valtozo, amelynek c az egyetlen lehetséges
értéke, azaz P(X = c) =1, akkor

D(X)=0.

2. Ha c € R, akkor
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D(cX)=|c|D(X)
3. Ha X és Y fiiggetlen valdszinliségi valtozok, akkor
D*(X+Y)=D*(X)+D*(Y).
4. D*(X)=E(X?)-m?, ahol m a valésziniiségi valtozd varhatoérteke.
3.4.2.2. Szords szamitdsa az eloszlds ismeretében

Diszkrét eset. Legyenek az X valosziniiségi valtozo lehetséges értékei xq,x5,..., €s
ezek felvételének valoszinliségei rendre p,, p,,...

D*(X)=E(x*)-m’ = fopi —(inpijz.

Folytonos eset. Legyen f (x) a X valdészinliségi valtozd striségfiiggvénye.
Bebizonyithato, hogy

Dz()()zszf(x)a’x—m2 = szf(x)dx—£ofxf(x)dxj .

3.4.3. A median

Valamely X valoszinliségi valtozé medidnjat a kovetkezOképpen értelmezziik.
Legyen F' (x) a valoszinliségi valtozo eloszlasfliggvénye.

Azt az m, szamot ,amelyre az

P(X <m.)<—, P(X>m,)<

1
2

|~

egyenldtlenségek teljesiilnek, az X valoszinliségi valtozo medidnjanak nevezziik.

Ha az

1
Flx)==
()=
egyenletnek egy megoldéasa van, akkor ez egyenld a valdszinliségi valtozo, illetve az

eloszlas medianjaval.

Ha az eloszlasfliggvény mindeniitt folytonos és szigorian monoton novekvd, akkor
a fenti egyenletnek csak egy megoldas van. Ekkor a medianra az jellemzd, hogy
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P(X <m,)= F(me)=%.
Tovabba
1 1
P(X>m,)=1-P(X < me):l—P(X<me)l—5=E.
Diszkrét eloszlasu valtozo esete. Legyenek  x,,x,,... a valoszinliségi valtozo

lehetséges értékei, €s tegyiik fel, hogy ez egyuttal nagysag szerint ndvekvd sorrendet
1s jelent.Ekkor az eloszlasfiiggvény egy tiszta ugré fliiggvény, amelynek az x,,x,,...
helyeken vannak az ugrasai.

a) Ha az egyenletnek van megoldasa, akkor létezik egy olyan x,, hogy

F (x):% az egeész (xl.,xm] intervallumin teljesiil, vagyis az egyenletnek

végtelen sok megoldasa van. Ekkor az egyértelmiiség kedvéért, megallapodas
szerint ennek az intervallumnak a kdzéppontjat nevezziik medidnnak:

X+ X,
M i+1
me——
2

A folytonos esetben tapasztalt tulajdonsag most is érvényes:
1
P(X< me):F(me):E’
és
1,1

P(X>me)=1—P(XSme)=1—(P(X<me)+P(X=me))=1—E—0= >

b) Az egyenletnek nincs megolddsa, azaz nincs olyan hely, ahol az
eloszlasfiiggvény az 1/2 értéket veszi fel, az eloszlasfiiggvény "atugorja" az
y=1/2 egyenest. Ez azt jelenti, hogy van olyan x, lehetséges értéke a
valosziniiségi valtozonak, hogy

Flx)< % és lim F(x)> % ,
1
azaz P(X <X; ) < )
és

P(X>xl.)=1—P(XSxi)=1—limF(x)<%.

x—x;+0

Ebben az esetben az x;-t nevezziik az X valdszinliségi valtozo medianjanak:
m, = X,.
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3.4. Példa. Tekintsiik a 3.3. példaban definialt X valoszinliségi valtozot. X eloszlasa

X, |18 ‘20 ‘21 22

pit

0.20] ‘0.3[ ‘0.41 0.10]

Tehat X eloszlasfiiggvénye

Fx)

18 19 20 21 22

A fenti abrabdl lathato, hogy az

egyenletnek minden, a (20,2 1] intervallumba es6 valds szam megoldésa, tehat az X medianja,

m, =20.5.

Nézziik meg még, hogy a vizsgalt sokasagban mi az é€letkor medianja. Ennek meghatarozasahoz a
sokasag egyedeit életkor szerint névekvd sorrendbe rendezziik, és venni kell a két kdzépsé egyed
¢életkoranak atlagat, mivel a sokasag paros szamu egyedbdl all.

Sorsz. ‘1. 200. 201 .. 500. 501. .. 900. 901. .. 1000.

Kor(] ‘18] L 180 2000 b 2000 2100 00 2100 2200 L 22[

Az ¢életkor szerint ndvekvd sorrendben az 500. 20 éves, az 501. pedig 21 éves, tehat a sokasagban az
¢életkor medianja 20.5, ami megegyezik az altalunk vizsgalt valdsziniiségi valtozé medidnjaval.

3.4.4. Kovartilisek, modusz

A medianhoz teljesen hasonlo modon ertelmezhetjiik a k, also kvartilist és a &, felsé
kvartilist.

Ha az
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egyenleteknek van egyértelmii megoldasuk, akkor ezeket az eloszlas alsé, illetve
felso kvartilisének nevezziik. Ha az egyenleteknek nincs megoldasuk, vagy ha a
megoldasok egy egész intervallumot tesznek ki, akkor a medidnhoz hasonlé médon
értelmezziik a kvartiliseket.

Ezek kiilonbségét, a
s~k

értéket interkvartilis terjedelemnek nevezziik.

A kvartilisek és a median a valosziniségi valtozo értékkészletét négy egyenld
valoszinliségli részre osztjak , ahogy ez egy folytonos eloszlas esetén a 3.1. dbran is
lathato.

0.25 30.25

0.25 0.25

Ka Me ki

3.1. ABRA

crer

esetét.

Folytonos eloszlas esetén az eloszlas modduszai a siriségfiiggvény lokalis
maximumhelyei. Aszerint, hogy a striségfiiggvénynek egy, két, stb lokalis
maximuma van, beszéliink unimodalis, bimodalis stb eloszlasokrdol. A gyakorlatban
eléfordul6 legfontosabb folytonos eloszlasok unimodalisak, azaz egy moduszuak.

Diszkrét esetben el0szor a lehetséges értékeket rendezziik nagysag szerint ndvekvo
sorrendbe, azaz feltessziik, hogy a lehetséges értékek x,,x,,... sorozata nagysag

szerint ndvekvo sorrendet jelent. Tekintsiik ennek megfelelden a valdszinliségek
P =PX=x)k=12,...

sorozatat. Ezen sorozat lokalis maximumainak felelnek meg az eloszlas moduszai.. A
moduszokra az m, jeldlést hasznaljuk. (1d. a 3.2.4brat.)

TI[TTIITT?

X;p X2 X3 Xy X5 X6 X7 Xs X9 X0 X1
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3.2. ABRA

Ebben az esetben az eloszlasnak két modusza van m, = x, és m, = x;.

3.4.5. Szimmetrikussag, ferdeség
Az X valbszinliségi valtozd varhatoértékét jeloljiik m-mel, és eloszlasfiiggvénye
legyen F (x)

Az X eloszlasat szimmetrikusnak nevezziik, ha az X-m és m-X valoszinliségi valtozok
eloszlasa megegyezik, azaz ha tetszleges x € R esetén

P(X—m < x): P(m—X < x).
Ha az X véltozo6 folytonos eloszlasu, akkor ez azt jelenti, hogy

F(m+x):l—F(m—x)

¢s hogy a stirliségfiiggvénye szimmetrikus az x =m egyenesre. m=0 esetben a
stiriségfiiggvény paros fliggvény.

)

P(X<x) P(X>-x)

X 0 -X
3.3. ABRA

A 3.3. abran egy paros  slirliségfiiggvényt lathatunk. Geometriai okokbol
nyilvanvalo, hogy a satirozott teriiletek megegyeznek, azaz

P(X <x)=P(X >-x)=P(- X <x)
Diszkrét eloszlasok esetén a szimmetrikussagot a 3.4. abran szemléltetjiik.

12 1
1/4 I 1/4 x 1/6 T
-3

/3 1/3

1/6 T
3

-1 1

3.4. ABRA
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Tekintsiik el6szor az . a) esetet.
Egﬂ=01+yl+zl:1
4 2 4

Konnyen lathatd, hogy az X -1 és az 1-X valdszintségi valtozok eloszlasa
megegyezik:

-1 X=0 P, =1/4
X-1=90 < X=1 P =1/2,
1 X=2 P=1/4
és
-1 X=2 P, =1/4
I-X=<0 < X=1 PF=1/2.
1 X=0 P=1/4
A b) esetben
E(X)=(—3)-l+(—l) LD POLIIE OO S S VUL L
6 3 6 2 3

Az el6z6hoz teljesen hasonld mdédon meggydzddhetiink rdla, hogy az X és a -X
valtozok eloszlasa megegyezik.

Bebizonyithatd, hogy szimmetrikus eloszlasok esetén a varhatdérték és a medidn
egyenlok. Ha a szimmetrikus eloszlasnak egyetlen mdodusza van, akkor mind a harom
numerikus jellemz6 egybeesik:

m=m,=m,.

Ha valamely valdszinliségi valtozd eloszlasa nem szimmetrikus, akkor ferdének
nevezziikk. A gyakorlatban gyakran taldlkozunk olyan egy moduszu eloszlasokkal,
amelyek az jellemzd, hogy a mdédusz egyik oldalan (t6le jobbra vagy balra) "hosszan
elnyalnak", a masik iranyban pedig "roviden lefutnak". Ilyen -eloszlasokat

518 % 18/126

3/18 15/126
2/126

IHSI

1 2 3 4 5 6 7 8 9

szemléltetiink a 3.5. és 3.6. abrakon.
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A 3.5. abran lathato diszkrét eloszlast pozitivan ferdének mondjuk, mert a az eloszlas
hosszan elnyulé része ( az eloszlds hossz farka) a modusztél jobbra, pozitiv
iranyba esik. Az eloszlas egyetlen modusza m, = 3. Mivel az eloszlasfliggvény az
egész (3,4] intervallumon 1/2-del egyenld, ezért a median m, =3.5. Az eloszlas
varhatoértéke pedig két tizedesre kerekitve

3 5 18 15 12 9

m=1-i+2-—+3-—+4- +5- +6- +7- +
18 18 18 126 126 126 126

+8-i+9-i=4.06

126 126

Altalaban is igaz, hogy pozitivan ferde eloszlasok esetén

A 3.6. dbran egy negativ irdnyban ferde folytonos eloszlas stirtiségfiiggvénye lathato.
Negativan ferde eloszlasok esetén m < m,.

Az eloszlas ferdeségének jelzésére a

un. ferdeségi egyiitthaté szolgal. Szimmetrikus eloszlas esetén y=0. Ha >0,
akkor az eloszlés pozitivan ferde, ha y <0, akkor pedig negativan. Minél nagyobb y
abszolut értéke, annal er6sebben ferde az eloszlas.

Az eloszlas példaul pozitiv iranyt ferdesége azt jelenti, hogy az (X — m)3 kiilonbség
varhatoértéke pozitiv, ami abbdl adddik, hogy a valtozénak a varhatoértéktol valo
pozitiv iranyu eltérései valdsziniibbek, mint az ugyanolyan nagysagt, de negativ
iranytiak. A negativ irdnyu ferdeség jelentése hasonlo.
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3.5 KOCKAZATI DONTESEK

Kockazati dontésrol beszéliink, ha

1. két vagy tobb tevékenység koziil kell valasztanom;

2.a dontés meghozatalakor nem ismerem egyértelmiien, hogy a valasztott
tevékenységet milyen (gazdasagi) korilmények kozott kell majd
végezniink;

3.a kiilonbozd koriilmények kozott az egyes tevékenységekkel mas-mas
hasznot tudok elérni;

4.a dontéskor szamba tudom venni, hogy elvileg milyen koriilmények
lehetségesek, €s ismerem ezek eléfordulési valdszintiségeit.

Minden dontést illetden az elérhetd haszon tekintetében van némi bizonytalansag. A
dontés meghozatalakor az egyes tevékenységekkel elérheté haszon valdszinliségi
valtoz6, amelynek ismerem az eloszlasat. Ennek a valoszinliségi valtozonak a
varhatoértékét varhaté haszonnak nevezziik. Kockazati dontések esetén a
maximalis varhat6 haszon elvén dontlink, ha azt a tevékenységet valasztjuk, amely
esetén a varhato haszon a legnagyobb.

A maximadlis varhatd haszon elvén torténd dontéskor nem vagyunk tekintettel az
egyes dontések kockdzatdra. A dontések kockazatat a haszon szérdsaval mérjiik.
Masik lehetséges dontési elv a minimalis kockazat elve: azt a tevékenységet
valasztjuk, amely esetén a haszon szorasa a legkisebb. A két kiilonbozd elven
meghozott dontés nem feltétleniil esik egybe.

Tegyiik fel, hogy négy kiilonb6zd tevékenység (T1, T2, T3 és T4) kozil kell
valasztanom. A tevékenység végrehajtasakor harom kiilonb6z6 koriilménnyel kell
szamolnom: K1, K2, K3, ¢és ezek el6fordulasi valosziniiségei rendre p, p, p;.

H ,H, H,,H, valoszinliségi valtozok az egyes tevékenységbdl szarmazd hasznot
jelentik. Ezek valosziniiségi valtozok, mert példaul a T1 tevékenységbdl szarmazo
hasznom attol fiiggéen mas és mas lesz, hogy a lehetséges koriilmények koziil éppen
mi kovetkezik be. Ezeknek a valdszinliségi valtozoknak az eloszlasait és
varhatoértékeit tartalmazza az alabbi tablazat.
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Koriilmények
K1 K2 K3
Valosziniiségeik
J2 D, D5 Varhato haszon

Tevékenységek
Tl hy, hy, hs E(Hl): hy,p, +h,p, +h;p;
T2 hy, hy, hys E(Hz ) =hy Py +hypsy + hyps
T3 hs, hs, hs; E(H3): hy,p, + hy, py + hyy ps
T4 hy hy hys E(H4): hypy +hyp, +hipy

A maximalis varhatdo haszon elvén alapuld dontésnél azt a tevékenységet kell
valasztanom, amely esetén a haszon varhatéértéke a legnagyobb.

Valamilyen modon mérni kellene, hogy az egyes dontések milyen kockézattal jarnak.
A haszon varhatoértéke, mint dontési kritérium hossza tadvon a legnagyobb atlagos
hasznot eredményezi. Sok esetben a dontéshozok a rovid tava érdekeket is
figyelembe veszik. Ilyenkor fel kell mérniiik a dontéseik kockazatat is. A varhato
értek kritériumnal a kockdzatot nem vessziik figyelembe

A kockézat egy lehetséges mérdszdma a valtozo terjedelme, ami nem mads, mint a
valtozd legnagyobb és legkisebb értékének kiilonbsége. E mérdszam szerint, annak a
dontésnek nagyobb a kockazata, amely esetén a haszon valtozo terjedelme nagyobb.

A kockazatnak a véltoz6 terjedelménél jobb mérészdma a haszon szérdsa, mivel a
szorosndl azt is figyelembe vessziik, hogy az értékkészlet egyes értékei milyen
valdszintiséggel fordulhatnak eld.

Lehetséges olyan dontés is, amelynél a kockdzatot akarjuk minimalizalni. A
minimalis kockazat elve alapjan ha dontiink, akkor azt a tevékenységet kell
valasztani, amelyik esetén a haszon valtozo szoérasa a legkisebb.

Altalaban a maximalis varhaté haszon elvén hozott dontés és minimalis kockézat
alapjan hozott dontés nem azonos. Sokszor a dontés milyensége nagyban fiigg a
dontéshozo habitusatol. Egy konzervativabb dontéshozo, vagy szervezet valdszindi,
hogy ink4dbb a kockédzat minimalizdldsara torekszik és inkébb a kisebb varhato
nyereséget fogja valasztani, ha annak kisebb a kockazata. A "szerencsejatékos"
tipust dontéshozo, pedig éppen ellenkezdleg.

3.5. Példa. Egy adott dsszeget akarunk befektetni. Harom befektetési lehetoség koziil valaszthatunk:
részvény, hotvény, vagy ingatlan. A gazdasagi korlilményektdl fiiggden az egyes befektetési
formaknak masok lesznek a hozamaik. A gazdaségi elorejelzések szerint a gazdasagi koriilmlényeket
illeten lasst, normal illetve gyors novekedés lehetséges, és ezek valdszinliségei rendre 0.3, 1.5
illetve 0.2. A befektetendd 0sszegiink hozamai(valamely egységben kifejezve) az egyes esetekben a
kovetkezoképpen alakulnak:
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Gazdasagi kortilmények
Befektetés Lassu novekedés Normal névekedaés Gyors novekedés
Részvény -100 70 120
Kotvény 40 50 90
IIngatlan -150 40 180

A negativ hozamok veszteségeket jelentenek. Az a kérdés, hogy milyen befektetés mellett kell
donteniink, hogy a varhatd hozam maximalis legyen. Hatarozzuk meg az egyes befektetések
kockazatat is.

Barmit dontiink is, a befektetés hozama valdszintiségi valtozo, mert értéke fligg attdl, hogy milyenek
lesznek a gazdasagi korilmények. Legyen Xy, X és X, a befektetésink hozama részvény,
kotvény, illetve ingatla vasarlas esestén. Mindharom valdszinliségi valtozo eloszlasa ismert, ezek
varhat6értéke a varhatdé hozam az egyes dontéseink esetén. Ha maximalis varhatdé hozamra
toreksziink, akkor azt a befektetési format kell valasztanunk, amely esetén ez a varhatdérték a
legnagyobb. A dontésiink kockazatat pedig ezen valtozok szorasa méri. Meg kell tehat hatdroznunk
mindharom valdszinlségi valtozo varhatoértékét és szorasat.

Mindharom valtozonak 3 lehetséges értéke van, és az ezekhez tartozo valdsziniségek mindharom
esetben ugyanazok.

Pi X Xk X X Rz X 1<2 X ,2
0.3 -100 40 -150 10000 1600 225000
0.5 70 50 40 4900 2500 1600
0.2 120 90 180 | 144000 8100 324000
E(e) 29 55 11 8330 3350 14030
D(e) 86.54 18.03 | 117.94

E(Xz)=0.3-(=100)+0.5-70 +0.2-120 = 29,
E(Xg)=0.3-40+0.5-50+0.2-90 = 55,
E(X;)=03-(~150)+0.5-40 +0.2-180 = 11,

E(XR2)= 0.3-1000 +0.5-4900 + 0.2 -14400 = 8330,
E(XK2)= 0.3-1600 +0.5-2500 + 0.2 -8100 = 3350,

E(X12 ): 0.3-22500+0.5-1600 + 0.2 - 32400 = 14030

D(xg)=yEXR? |- (E(xg)) =8330-29% = 7489 = 86.54,

D(XK):\/E(XKz)—(E(XK))z — 3350552 =325 =18.03,
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D(x;) =X 2 )~ (E(x, )P =+14030-11% = 13909 =117.94.

A varhatdo hozamunk akkor lesz a legnagyobb, ha koétvényt vasarolunk. Most egyuttal ennek a
legkisebb a kockazata is.
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4. NEVEZETES DISZKRET ELOSZLASOK

4.1 BINOMIALIS ELOSZLAS

4.1. Definicié. A X valtozot np ( n természetes szam, O<p<l ) paraméterii
binomialis eloszlasunak nevezziik, ha lehetséges értékei 0,1,2,..., n, és

o = P(X = k) =(ZJp"(1—p)”‘k(k:o,l,...,n)

Rovid jelolése: X~ B(n, p).
Az alabbiakban példat fogunk nézni binomialis eloszlasu valtozora.

Legyen adott egy p>0 valdsziniségii A esemény. Végezziink azonos moddon,
egymastol fiiggetleniil n kisérletet az A bekdvetkezésére vonatkozéan. Minden
esetben csak az érdekel benniinket, hogy az A bekdvetkezett-e vagy sem. Az ilyen
kisérletsorozatot ~ Bernoulli  Kisérletsorozatnak nevezzik. @A  Bernoulli
kisérletsorozattal kapcsolatban definidljuk az X valoszintiség valtozatat a kovetkezd
moédon:

X = az 4 bekovetkezéseinek ("sikerek") szdma az n ismétlés soran.

X nyilvan egy diszkrét valdszinliségi valtozo, amelynek lehetséges értékei:
xo=0,x=L...,x, =n,

¢s ezek felvételének valoszintiségei a 2.12. Tétel szerint:

n

k}pk(l—p)"_kk =01.,...,n ,

pk=P(X=k)=[
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025 n=10
02|
0.15 [
oo n=45
o o
0.1
° °
° °
0.05 [ L4 L4
° °
° °
o* %,
- "ecoceee0e 00® 00000000000000
0, | I — L | I
0 10 20 30 40 50
4.1. ABRA

A 4.1. abran a B(10,0.5) és B(45,0.5) eloszlasokat abrazoltuk

Lathato, és egyébként egyszerli szdmolassal igazolhatd, hogy p=0.5 esetén az
eloszlasok szimmetrikusak.

Ha n paros, akkor a valtozonak paratlan szamu lehetséges értéke van, és ezek koziil a
kozépso felvételének a legnagyobb a valdsziniisége.

Ha n pératlan, akkor a valtozonak paros szamu lehetséges értéke van, és ezek koziil a
kozépso kettd felvételének a legnagyobb a valdszinlisége, €s ezek a valdszinliségek
egymassal egyenlok.
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Ha p # 0.5, akkor az eloszlasok nem szimmetrikusak

B(30,0.3) B(30,0.7)
0.16 |
| R 1
| ‘ [ ] +‘
0.12 | ‘ ‘ +
i ‘ + ‘
i ° ‘ +
0.08 ‘ ° "
N
0.04 | ‘ ‘
° ‘ o + ‘ "
L, | .
0 —00¥++++++ ++ 004000000#00
L P P | P R T T |
0 5 10 15 20 25 30
4.2. ABra

A B(30,0.3) és a B(30,0.7) eloszlasok lathatok a 4.2. abran. Az elsd esetben a 9-es,

51

a masodik esetben a 21-es érték felvételének a legnagyobb a valoszinlisége. Ez

példaul azt jelenti, hogy ha egy 0.3 valoszinliségli A esemény bekovetkezésére
vonatkozoan 30 fliggetlen kisérletet végziink, akkor az a legvaldsziniibb, hogy a 4

esemény 9-szer kdvetkezik be. Ha viszont az 4 esemény valoszintisége 0.7, akkor az

a legvaldsziniibb, hogy a 30 kisérlet koziil 21-ben kdvetkezik be az 4 esemény.

Egyszerli szamolassal meggydzddhetiink réla, hogy altalaban
Di S P
teljesiil, ha

ké(n+1)p,

azaz B(n,p) eloszlas esetén a [(n+1)p] érték felvételének a legnagyobb a

valoszinlisége. Ha (n + l)p egész, akkor két maximalis van a valoszinliségek kozott:

P(n+1)p-1 = P(n+1)p @ legnagyobbak.

Ha X B(n, p) eloszlasu valoszinliségi valtozo,akkor megmutathato, hogy
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E(X) = np,
és

D(X)= 1/npil—pi.

4.1. Példa. Tizszer feldobunk egy kockat.

a)Mi a valosziniisége annak, hogy négyszer fogunk 6-ot dobni?
b) Mi a hatos dobasok szamanak legvaldsziniibb értéke?

¢) Mi a hatos dobasok szamanak varhatoértéke?

Jelentse X a 10-es dobéssorozatban a hatos dobasok szamat. A X valoszinlségi valtozo B(10, 1/6)
eloszlasu.

a) Meg kell hataroznunk az X=4 esemény valoszintiségét.

P(x =4)= (lﬂ(%)“(%jlo“‘ = 0.054266.

1 11
b) A B(10, 1/6) eloszlas esetén a (10+l)g = o =1 érték a legvaldsziniibb, tehat az a

legvaldsziniibb, hogy a tiz dobas sordn egyszer fogunk 6-ot dobni.

c)

vagyis a 10-es dobassorozatban a 6-os dobasok szamanak varhatoértéke 5/3. Ez azt jelent, hogy ha
sok 10-es dobassorozatot végziink, akkor az atlagosan egy sorozatra juté 6-os dobas kozelitéleg 5/3
lesz. A kozelités annal pontosabb lesz minél tobb dobassorozatot végziink.

4.1.1. A binomialis eloszlas és a visszatevéses mintavételezés

Legyen p100% egy gyartmanytételben a selejtarany. Vegylink ebbdl a tételben egy n
elemi{l mintat visszatevéssel gy, hogy a soron kdvetkezd mintaelem kivéalasztasanal
a tétel mindegyik elemét azonos valoszintiséggel valaszthatjuk. S legyen az az
esemény, hogy a kivalasztott gyartmany selejt. Ekkor P(S ) = p, mivel minden egyes
kivéalasztasnal a teljes tételbol valasztunk. N legyen az n kivélasztott kozott a
selejtek szdma, és Ry a selejtardny. Ekkor a Ny valosziniiségi valtozo B(n, p)
eloszlasu, mert éppen azt mutatja, hogy az n fiiggetlen ismétlés soran a S esemény
hanyszor kovetkezett be, Tehat a mintaban 1évo selejtek szdmanak varhatoértéke és
szorasa

E(Ng)=np.D(Ng)=np(1-p).

Mivel
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s
n

Ry

Ng) 1 1
E(Rs)= E(—Sj=—E(Ns)=—np = p,
n n n

és

4.2. Példa. Egy kavécsomagokbol allo gyartmanytételben a sulyhidnyos csomagok aranya 5%. A
tételbdl visszatevéssel 20 elemli mintat vesziink. Mi annak a valosziniisége, hogy a kivalasztott
mintabna a sulyhidnyos csomagok aranya nem haladja meg a 10%-ot?

Jelentse X a kivalasztottak kozott a sulyhianyosak szdmat. Az X 20 és 0.05 paraméterti binomialis
X
eloszlasu valdszinliségi valtozo, és az — < 0.1 esemény valdszinliségére vagyunk kivancsiak.
Nyilvan
X
25501 =(x<2)=(x=0)+(X =1)+(x =2),
tehat

P(zﬁos o.1j =P(X <2)=P(X =0)+ P(X =1)+ P(X =2)

A fenti valosziniliséget numerikusan példaul a kovetkez6 két moédon hatarozhatjuk meg.

a)
203 <0 20 0 20
P(X =0)= 5 [0:057-0.957 =0.057-0.95 = 0.358486,
200 1 19 1 19
P(X =1)= | 00570057 =20-0.05-0.95 = 0.377354,
200 <2 18 2 18
P(X =2)= 5 00570957 =190-0.05" 095" = 0.188677,
Vagyis

P(£ < O.lj =0.924517.
20
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4.24 A HIPERGEOMETRIKUS ELOSZLAS

4.2. Definicié. Legyenek M,N,n pozitiv egész szdmok, n,M<N. Az X valdszinliségi
valtozét  (M,N,n paraméterli ) hipergeometrikus eloszlasinak nevezziik, ha
lehetséges értékei 0,1,...,n és

pr =P(X =k)= W (k=0,..n)

Megmutathat6, hogy

és

4.2.1. A hipergeometrikus eloszlas és a visszatevés nélkiili
mintavételezés

Legyen adott egy N gyartmanybdl 4ll6 tétel, amelyben S a selejtek szdma, vagyis a
selejtarany p =S/ N. Ebbdl a tételbdl visszatevés nélkiil valasszunk ki n gyartmanyt

ugy, hogy barmely n gyartmany kivalasztdsanak ugyanaz a valdsziniisége. Legyen
Ng az nkivalasztott kozott a selejtek szama, €s Ry pedig a selejtarany.

Az Ng ilyen visszatevés nélkiili mintavételezéskor N,S,n paraméteri
hipergeometrikus eloszlast

A lehetséges értékei nyilvan 0,1,.n, és az Ng=k (k=0]1,...,n) esemény
valoszintiségét a klasszikus képlettel hatarozhatjuk meg. Az Gsszes esetek szama

N
[ ], mivel a N gyartmanybol ennyi kiilonb6z6 modon lehetséges n-et kivalasztani.
n

Az Ng =k esemény szempontjabol kedvezd minden olyan eset, amikor &
gyartmanyt a S szamu selejt koziil valasztunk, €s a tobbi n-k gyartmanyt pedig az N-S
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SYN-S
jo gyartmany koziil. Tehat a kedvezd esetek szdma ( )( j, azaz

k\ n—
o)
P(Ng =k)= \k\n-k) .
N
y
A mintaban 1év0 selejtek szdmanak, illetve a mintabeli selejtarany varhatoértéke

E(Ns)=n"-=np.

N 1 1
E(Rs)= E(—S J =—E(Ng)=—np=p,
n n n

ugyanaz, mint visszatevéses mintavételezésnél.

A szorasokban azonban lesz kiilonbség a két mintavételezés kozott, ugyanis

megmutathato, hogy
D(Ns)= np(l—p)(l— "_1),
N-1

s igy

D(RS)=D(&j=lD(NS)=\/p(l_p)[l— ”_lj.

n n n

Tekintsiink egyre nagyobb és nagyobb egyedszamu tételeket ugy, hogy kozben a

S . . .
p= N selejtarany alland6. Mivel rogzitett n mintanagysag mellett N — o esetén

p(1-p)
n

n—1 . , . . T
[1 - N lj — 1, és az el6zo feltevés miatt allando, a visszatevés nélkiili

mintavételezés estén kapott szorasokra érvényes, hogy

lim D(Ng)=+[np(1-p),

N—>w
és
lim D(Rg)=|20=P)
N—>x n

Tehat elegendéen nagy egyedszamu tételek esetén az n elemii mintdban ad6do
selejtszam, illetve selejtardny szoérdsa teintetében sincs kiilonbség a visszatevés
nélkili, illetve a visszatevéses mintavételezés kozott.
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A gyakorlatban ez azt jelenti, hogy ha a tétel nagysagdhoz képest elhanyagolhat6 a
minta nagysaga, akkor a két mintavételezés kozott a selejtszam, és a selejtarany
varhatoértékét és szorasat tekintve nincs kiilonbség. Ez mar jo kozelitéssel teljesiil
minden olyan esetben, amikor » < 0.05N, vagyis ha a mintaba a tételnek legfeljebb
5%-at valasztjuk ki.

4.3. A POISSON ELOSZLAS

4.3. Definicié. Az X valoszinliségi valtozot 4 > 0 paraméterti Poisson eloszlastiinak
nevezzik, ha lehetséges értékei a a nemnegativ egész szamok ¢és

2k
pkzP(sz)=Fe_’1, k=0L... .

Bebizonyithatd, hogy ha X Poisson eloszlasu, akkor
E(X)=4,

és
D(X)=~2

Vagyis a Poisson eloszlds paramétere nem maés, mint az eloszlds varhatoértéke,
illetve varianciaja.

A 4.3 és 4.4 abran kiillonbozo6 paramétert Poisson eloszlasokat lathatunk.

A 4.3. dbran a A <1 esetet szemléltetjilk. Ha A <1, akkor az X=0 valoszintisége a
legnagyobb. Ha 4 =1, akkor az eloszlas els6 két tagja egyenld, és ezek, a 0 és az 1
értékek felvételeinek a valosziniiségei a legnagyobbak.

A 4.4. abran lathat6 eloszlasok esetén A >1. Ekkor a lehetséges értékek kozil a [l] a
legvaldszinlibb, az eloszlast alkotd valosziniiségek koziil Pl a maximalis. Ha 4
egész szam, akkor még az is igaz, hogy p,; = p,_;, vagyis két legvaldsziniibb érték

van.
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04 [ 10
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4.4. ABRA

4.3.1. A Poisson folyamat

Tekintstink valamely véletlenszerti idépontokban bekovetkezd eseményt. X (t)
jelentse a [0,7) id6intervallumban az esemény bekovetkezéseinek a szamat. (A 0

idépont a megfigyeléseink kezdetét jelenti.) Az esemény bekovetkezései Poisson
folyamatot alkotnak, ha teljesiilnek a kdvetkezOk

1. Annak a val6szinlisége, hogy valamely kis Az>0. hosszusigu
iddintervallumban az esemény bekdvetkezik kozelitdleg ardnyos At-
vel.

P(X(t+At)-X(£)>0)=pu-At, u>0.

2. Az X(t+At)- X (t) valoszinliségi valtozo eloszlasa csak Az-t6l fligg
és t-tol fiiggetlen. Az X (t) értelmezése szerint ez a kiilonbség nem mas,
mint a [f,+At) iddintervallumban az esemény bekovetkezéseinek a

szdma. Tehat ennek eloszldsa csak az intervallum hosszatdl fiigg, és
fiiggetlen attél, hogy az 1id0 folyamén hol tekintjik ezt az
idéintervallumot.

3. Annak a valoszinlisége, hogy egy adott idOpillanatban az esemény
egynél tobbszor kovetkezzen be nulla..

4. Diszjunkt id6intervallumokban az esemény bekovetkezésének szdmai
egymastdl fiiggetlenek. Azaz, ha 0<¢ <t,<K <t, tetszdleges
idépontok, akkor az
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X(1) X(t2)=X(ey ), X(t) = X (1)
valosziniliségi valtozok fiiggetlenek.

Ha a fentiek teljesiilnek, akkor megmutathatd, hogy barmely £~0 eseténaz X (t)
valoszinliségi valtozé pt paraméteri Poisson eloszlasu. Vagyis a ¢ id6 alatt
bekovetkez6 események szamanak varhatoértéke

E(X())=p-t.

Nyilvan az egységnyi id6 alatti bekdvetkezések szama (-=1) u paraméterti Poisson
eloszlasu és 1 az egységnyi id6 alatti bekdvetkezések szamanak varhatoértéke.

4.3. Példa. Egy cég irodaha telefonkozpontjaba fél orankant atlagosan 4.9 telefonhivas érkezik.

a) Hatarozzuk meg annak a valdszintiségét, hogy 10 és 11 6ra kozott 6-szor fogjal telefonon keresni a
z irodahazat.

b) Hatarozzuk meg annak a valosziniiségét, hogy egy adott 6ranyi id6tartam altt legalabb 12 hivast
kap a kozpont.

A telefonkdzpontba fél ora alatt beérkez6 hivasok szama 4.9 paraméterti Poisson eloszlasu. Legyen X

az egy tetszéleges Oranyi iddintervallumban beérkez6 hivasok szama. X 9.8 paraméteri Poisson
eloszlasu valosziniiségi valtozo.

a)

8
9.8° _
e 28 —0.117004.

P(Xx =8)=
b)

1198k 0.8
P(X >12)=1-P(X <12)=1-P(X <11)=1-Y """

i X

A fenti valoszinlséget szamitogép hasznalata nélkiil igen faradsagos kiszamitani ( egy 12 tagl dsszeg
minden elemét ki kell szamitani, majd ezeket dsszegezni!).
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5.NEVEZETES FOLYTONOS ELOSZLASOK

5.1 A NORMALIS ELOSZLAS

5.1. Definicié. A X folytonos eloszlast valdsziniiségi valtozot normalis eloszlasinak
nevezziik, ha stirliségfiiggvénye

flx)= e :
N2rmo
ahol m € R és o> 0 az eloszlas paraméterei.

2
Mivel az e fiiggvénynek nincs elemi fiiggvényekkel felirhatod primitiv fliggvénye, az

eloszlas eloszlasfiiggvénye zart formulaval nem irhat6 fel, viszont az 6t megado

F(x)z_j[of(t)dtz\/%a )jce 2

improprius integral értéke barmely x valds szdm esetén kozelitd numerikus modszerrel
tetszéleges pontossaggal kiszamithato.

Ezeket a fiiggvényeket lathatjuk a 5.1 a., illetve 5.1. b &brakon.

5.1.a ABRA
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5.1.b ABRA
A strtségfiiggvény gorbéjét Gauss-gorbének, vagy haranggorbének is szokas nevezni.
Ez a gorbe az x = m egyenesre szimmetrikus, az x =m helyen van az egyetlen lokalis
maximuma, tehat m az X varhat6értéke ( €s medidnja):

sz(X).

Az f (x) fiiggvény masodik derivaltjat vizsgalva meggy6zddhetiink rola, hogy az
x = m= o helyeken pedig inflexios pontjai vannak.

Megmutathato, hogy a silirliségfliiggvény masik paramétere, ¢ a valoszinliségi valtozo
szorasaval egyenld:

o=D(X).

Az5.2. abranaz N(5,1), N(10,1), N(20,1) eloszlasok siirtiségfliggvényeit dbrazoltuk.
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04 ” 5 ” 10 ﬁ 20
03r
021
01r
0 _I 1 1 1 1
0 10 20 30 40
5.2. ABRA

Ebbdl az abrabol jol lathatd, hogy a varhatoértékkel hogyan valtozik a valds
szdmoknak az a részhalmaza, amelyikbe nagy valdszinliséggel beleesnek a valtozo
értékei.

Az 5.3. abréan a szorés valtozasadnak hatdsat szemléltetjiik. Mindhdrom siirtiségfiiggvény
m=5 varhatoértékli eloszlashoz tartozik, tehat a megfeleld valtozok értékei nagy
valdszintiséggel az 5 -0s érték kornyezetébe fognak esni. A szords novekedésével

04 [

03[

N(5,1)

01 N(5,3)

-25 -15 -5 5 15 25 35

5.3. ABRA

azonban az 5-0s értéknek ez a kornyezete egyre szélesebb.

Bebizonyithatdk a normalis eloszlas kdvetkezd tulajdonséagai.
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1) Ha X N(m,o) eloszlasu akkor tetszSleges Y =aX +b linearis transzforméltja is

normalis eloszlasu a - m varhatdértékkel és |a|'a szorassal

2)Ha X,~N(mj,o0), és X,~N(my,0,), és X, , X, fiiggetlenek, akkor tetszdleges
a,b eR esetén az aX,+bX, valoszinliségi valtozo is normalis eloszlasu, amelynek

varhatoértéke am; +bm, , és szOrasa \/azalz +b2c)'22 .

5.1.1. A standard normalis eloszlas

Legyen X egy tetszOleges valoszintiségi valtozo, E (X ) = m,D(X ) =0 ., és tekintsiik az
X—-m

Y= transzformaltjat.

(o}

és

D2(Y):D2(§X—%) :Dz(ix}mz(g) :ﬁDZ(XHO =1

Ezt a transzformdaciot ( a valtozobol levonjuk a varhatdértékét és elosztjuk a szorasaval)
standardizalasnak nevezziik. Az igy kapott Y valtozot az X standardizaltjanak
nevezzik.

A normélis eloszlds fent emlitett 1) tulajdonsdga miatt ha X~N(m,o), akkor a
standardizaltja N(0,1) eloszlast. Az N(0,1) eloszlast standard normilis eloszlasnak
nevezzik, striségfiiggvényét ¢p-vel, eloszlasfliggvényét ®@-vel jeloljiik.(5.4. dbra)

Wk
D(x)
?(x)

0.5

5.4. ABRA
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A standard normadlis eloszlas slrliségfiiggvénye paros fliggvény, ezért geometriai
okokbol az 5.5. 4bra alapjan nyilvanvald, hogy ha X standard normalis eloszlasu, akkor
tetszOleges x > 0 esetén

P(X <-x)=P(X > x)

P(X<-x) ' P(X>x)

-X X

5.5. ABRA

A fenti azonossdg a standard normalis eloszlas eloszlasfiiggvényére vonatkozdan a
kovetkezot jelenti:

O(-x)=P(X <—x)=P(X >x)=1-P(X <x)=1-P(X <x)=1-D(x)

A kovetkezOkben megmutatjuk, hogy milyen kapcsolat van egy tetszdleges normalis
eloszlas eloszlasfiiggvénye ¢és a standard normalis eloszlas eloszlasfiiggvénye kozott.
Legyen X~ N (m,O') ¢és Y a standardizaltja. Mivel tetszdleges x € R esetén

X-m x—m xX—m
X<x=X-m<x—-m= < =YY<
o o o

ezért, ha F(x) az N(m,o) eloszlas eloszlasfiiggvénye, akkor

F(x):P(X<x):P(Y< x—mj:q)(x—m)

o o

Ennek az Osszefiiggésnek az a gyakorlati jelentdsége, hogy tetszéleges normalis
eloszlas eloszlasfiiggvényének az értékeit ki tudjuk szdmolni, ha a standard normalis
eloszlas eloszlasfiiggvényének az értékeit ismerjiik.

Ebbdl rogton adodik az is, hogy tetszdleges [a,b) intervallum esetén

Px < [ab))= F(b)— Fla)= cp(b‘_’"J _cp(“ ""j.

o o



NEVEZETES FOLYTONOS ELOSZLASOK 65
5.1. Példa. Legyen X N(l 00,1 O) eloszlasu.
a) Hatarozzuk meg annak a valdszinliségét, hogy az X az atlagatol legfeljebb 5%-kal tér el.

b) Melyi az az érték, amelynél nagyobb érték felvételének valdszintisége 0.8?

a) Legyen F (x) az N (1 00,10) eloszlas eloszlasfiiggvénye.
P(x ~100/<5)= P(-5 < X ~100 < 5)= P(95 < X <105)= F(105)— F(95).

Ha csak a standard normalis eloszlasfiiggvényére vonatkozo fliggvénytablazatunk van, akkor a megoldas:
F(105)- F(95)= @(%J - @(%j = 0(0.5)- (- 0.5)=

=0(0.5)-(1-®(0.5))=2-®(0.5)-1=2-0.6915-1=

=1.3830-1=0.3830.

b) Jeloljiik K-val a kérdéses értéket, amelyre
P(X >K)=0.8
teljesiil.
P(X>K)=1-P(X <K)=1-P(X <K)=0.8.
TehatK a
P(X <K)=F(K)=0.2
Osszefiiggésbdl hatarozhaté meg.

Ha csak a standard normalis eloszlasfiiggvényére vonatkozé fiiggvénytablazatunk van, akkor

F(K)= qn(%j =0.2

K -100

alapjan T nem mas, mint a standard normalis eloszlas 0.2- hez tartozé kritikus értéke, amit ad

fliggvény visszakeresésével hatdrozhatunk meg. Mivel a 0.2 fliggvényérétk nem szerepel a tablazatban,
fel kell hasznalnunk a

of K=100Y_ o K-100)_,  (100-K
10 10 10

Osszefiiggést, tehat a

l_q)(loo_—Kj ~02
10
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egyenlet alapjan

a 0.8 fliggvényértték visszakeresésével (a 0.8-hez legkdzelebb eso fliggvényérték a 0.7995)

100-K
10

=0.84,

ahonnan

K=916.

PN

916 100

5.1.2. Az "egy o" és "két o " szabalyok
Legyen X~N(m,a). Hatdrozzuk meg a X e[m—a,m+ 0'] eseménynek a

valoszinliségét. Ez az esemény azt jelenti, hogy a valtozé értéke pozitiv, vagy negativ
iranyban legfeljebb egy szorasnyival tér el a varhatoértéktdl. Az el6zbéek szerint

P(Xe[m—a,m+0'])=F(m+0')—F(m—0)=

q)(—erU_mj—cD(—m_“_mj:@(1)—@(—1):

®(1)-(1-@(1))=20(1)-1=2-0.8413 1= 0.68
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Ennek megfelelden az u.n. "egy o szabaly": 0.68 annak a valdsziniisége, hogy egy

normalis eloszlasu valosziniiségi valtozd értéke a  varhatdértékétdl legfeljebb egy
szorasnyival térjen el, azaz 0.32 annak a valdsziniisége, hogy (vagy pozitiv, vagy

N(5,6) N(5,6)

5.5. ABrA
negativ iranyban) a szoras egyszeresénél tobbel térjen el a varhatoértékétol. (5.5. dbra)

A "két o szabdly "pedig az X e[m—ZO',m+20'] esemény valoszinliségére
vonatkozik.(5.6. abra)

P(Xe[m—26,m+20']):F(m+2a)—F(m—20'):

(m+20'—mj_q)[m—20'—mj:
o o

®(2)-(1-®(2))=2d(2)-1=2-0.9772-1=0.95

I
=

N(5,6) N(5,6)

5.6. ABRA

5.2. Példa. Egy gép furatokat készit. A furatok atmérdje normalis eloszlasu, melynek varhatoértéke 60
mm, szoérasa pedig 1.2 mm. Az egyes furatok atméréi egymastol fiiggetlenek.

a)Mi annak a valdsziniisége, hogy 10 egymas utan késziilt furat kozott lesz olyan, amelyiknek az
atmérdje a 60 mm-t6l egy szorasnyinal jobban fog kiilonbozni?

b) Melyik az a K, amely esetén 0.05 annak a valdszinlisége, hogy 10 egymas utan késziilt furat kozott lesz
olyan, amelyiknek az atmérdje a 60 mm-t6l K-nal tébbel fog kiilonbozni?

¢) Melyik az a K, amely esetén 0.95 annak a valdszinlisége, hogy 10 egymas utan késziilt furat
mindegyikének az atmérdje a 60 mm-tSl legfeljebb K-val t fog kiilonbozni?

Jelentse X a furat atmér6jét. Esetiinkben X~N(60,1.2), és F' (x) legyen ennek a normalis eloszlasnak az
eloszlasfiiggvénye.
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a) Y jelentse a 10 egymas utan késziilt furat k6zott azoknak a szamat, amelyek atméréje a 60 mm-t6l egy
szorasnyinal jobban kiilonbozik. Ha p = PQX - 60| > 1.2), akkor Y azt jelenti, hogy a 10 eset koziil

hanyban kovetkezett be a p valdszinliségii esemény, vagyis Y~B(10, p).
Az Y > 0 esemény valoszintiségére vagyunk kivancsiak.

El6szor is meg kell hataroznunk a p valdsziniséget. Az "egy o szabaly" serint
p=P(X-60/>12)=1-0.68=032,
tehat Y~B(10,0.32).
P(Y>0)=1-P(Y <0)=1-P(Y =0),

mivel binomidlis valoszinliségi valtozo esetén az ¥ < 0 esemény akkor és csakis akkor kivetkezik be, ha
Y=0. Tehat

1
P(y>0)=1 —[ (;)] 0329 (1-0.32)1%7% = (1-0.32)1%70 = 0.9789.

b) Legyen Y a 10 egymas utan késziilt furat kdzott azoknak a szama, amelyek atmérdje a 60 mm-t6l K-
nél tobbel fog kiilonbozni. Ha p = PQX - 60| > K), akkor Y~B(10, p).

Most annak a valdszinlisége adott, hogy a p = PQX - 60| >K ) valoszinliségli esemény a 10 eset

kozott bekdvetkezik. A kérdés tehat az, hogy milyen K esetén lesz a p olyan, hogy a B(10, p) eloszlasu
valoszinliségi valtozora teljesiil, hogy

P(Y >0)=0.05.

Mivel Y binomialis eloszlasa
P<Y>o>=1—P<Yso>=1—P<Y=o>=1—(1§j-p°-<1—p>1°-° (1= ) = 0.05.

tehat p az
1-(1-p)'® =0.05

egenletbdl hatarozhatd meg.

1- p=%0.95,
p=0.0051.

Tehat az |X - 60| > K esemény valdszintiségének 0.0051-nek kell lennie.
P(X —60|> K)=P(X -60 > K)+ P(X —60 < -K)=

=1-P(X -60<K)+P(X -60<-K)=
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=1-P(X <K+60)+ P(X <-K+60)=1-F(K +60)— F(— K +60)=

o{EpL)
o o)+ o)

ahol @ a standard normalis eloszlés eloszlasfiiggvénye.

[l

q)(ﬁ) =0.9975.
1.2

Vagyis K-t a

Osszefiiggésbal hatarozhatjuk meg.

Meghatarozzuk azt az értéket, ahol a @ fliggvény a 0.9975 értéket veszi fel.
®(2.8070) = 0.9975,
tehat

K
1.2

=2.8070.

amibdl
K =12-2.8070=3.3684.

Tehat annak a valdszintisége 0.05, hogy 10 egymas utan késziilt furat kdzott lesz olyan, amelyiknek az
atmérdje a 60 mm-tdl 3.3684 mm-nél tobbel fog kiillonbozni

c) Legyen Y a 10 egymas utan késziilt furat kdzott azoknak a szdma, amelyek atmérdje a 60 mm-t6l
legfeljebb K-val fog kiilsnbozni. Ha p = PQX - 60| < K), akkor ¥ ~ B(l O,p).

Most az ¥ =10 esemény valOszinlisége adott. A kérdés az, hogy milyen K esetén lesz a p olyan, hogy a
B(10, p) eloszlast valoszintiségi valtozora teljesiil, hogy

P(Y=10)=(

10

10 0 10
. . 1— = -=U.
IOJ p ( p) p 0.95,

tehat p az
p'’-=0095

egyenletbdl hatarozhaté meg.
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p=40.95,

»=0.9949

Tehat az |X - 60| < K esemény valdszintiségének 0.9949-nak kell lennie.

P(X 60 <K)=P(-K <X -60<K)=P(-K+60< X <K+60)=
:F(K+60)—F(—K+60):CD(%)—(D(_KJZ

o)l

ahol @ a standard normalis eloszlas eloszlasfiiggvénye.
Vagyis K-ta

2. @(Ej -1=0.9949
1.2

egyenletbdl hatarozhatjuk meg.

d K)_1989 0.9975.
1.2 2

Meghatarozzuk azt az értéket, ahol a ® fiiggvény a 0.9975 értéket veszi fel.

®(2.8070) = 0.9975,

tehat
£ =2.8070,
1.2
amibdl
K =3.3684.

vagyis annak a valdsziniisége 0.95, hogy 10 egymas utan késziilt furat midegyikének az atmérdje a 60
mm-t6l legfeljebb 3.3684 mm-rel fog kiilonbdzni.

5.1.3. Az exponencialis eloszlas

5.2. Definici6 A X valdszintiségi valtozot A (>0) paraméterii exponencialis
eloszlasunak nevezziik, ha eloszlasfiiggvénye
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F(x)= {

0, hax<0

l—e ™. hax>0

Ennek megfeleléen a A paraméterii exponencidlis eloszlas folytonos eloszlas, melynek
stiriségfiiggvénye

0, hax<0

de ™. hax>0'

flx)= {

Megmutathatd, hogy
€s

Néhany exponencialis eloszlas strtiségfliggvényét az 5.7. abran lathatjuk.

05
| o5
03f
02f
0.1} 0.1
L /
i 0.05
Okl“‘l“‘l“‘1“‘1“‘1“‘1

0 20 40 60 80 100 120

5.7. ABRA

Bebizonyithatd, hogy valamely T valdszinliségi valtozé akkor és csakis akkor
exponencialis eloszlasu, tetszéleges 7, At > 0 esetén teljesiil, hogy

P(T2t+AT 21)=P(T 2 At)

Az exponencialis eloszlasnak ezt a tulajdonsagat "orokifjusagnak” szoktuk nevezni. Ha
ugyanis pl. 7 valamelyin tipusu berendezés, alkatrész stb. élettartamat jeloli, akkaor a
fenti tulajdonsag azt jelenti, hogy ha az illeté mar legalabb ¢ ideje 1étezik(miikodik),
akkor annak a valoszinlisége, hogy még legalabb tovabbi Af¢ idejig fog
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1étezni(miikodni) egyenld azzal, hogy az illetd egyaltalan legaldbb Ar ideig
1étezik(miikodik).

Az exponencialis eloszlas gyakorlati alkalmazasat illetéen két fontos teriiletet emlitiink
meg.

Elettartamok

Az olyan berendezések, alkatrészek élettartama, amelyek tonkremenetelében az
oregedés nem jatszik szerepet (tonkremenésiiket egyéb véletlen koriilmények okozzak)
exponencialis eloszlasu. Hogy az 6regedésnek nincs szerepe az azt jelenti, hogy ha a
berendezésiink mar legalabb ¢ ideje miikodik, akkor annak a valdszinlisége, hogy még
legaldbb tovabbi Ar ideig fog miikddni az ugyanannyi, minthogy egyaltalan az
¢lettartama legalabb At lesz. (Az emberi élettartam nyilvan nem ilyen. Ugyanis annak a
valoszinlisége, hogy egy 90 éves ember még tovabbi 10 évet fog €lni az nem
ugyanakkora, mint hogy egy ember megéri a 10. sziiletésnapjat.)

Varakozasi idok

Tekintstink  véletlenszerli idépontokban  bekdvetkez6 eseményeket, ahol a
bekovetkezések Poisson folyamatot alkotnak. Ekkor tetszdleges ¢ id0 alatti
bekovetkezések szama u -t paraméterii Poisson eloszlasu valoszinliségi valtozo, ahol

U az egyseégnyi ido alatti bekovetkezések szamanak a varhatoértéke. Legyen T

ugyanilyen egységekeben mérve az esemény két egymas utani bekovetkezése kozott
eltelt id6t. Ez az idGtartam nyilvan véletlenszerti. 7-t varakozasi idonek szokds nevezni,
mert ennyi 1d6t kell varnunk az esemény legkdzelebbi bekovetkezéséig. Bebizonyithato,
hogy a T valosziniiségi valtozd u paraméterli exponencidlis eloszldsu. Az esemény két

egymas utani bekovetkezése kozott eltelt idé varhatoértéke tehat 1/ .

5.3. Példa. Egy aruhaz pénztardhoz 9 és 12 6ra kozotti idészakban dranként atlagosan 54 vasarlo érkezik.
Mi a valoszinlisége annak, hogy az adott id6szakban két vasarld beérkezése kozott 1.5 percnél rovidebb
ido telik el?

Jelolje T a két vasarlo beérkezése kozott eltelt idot.

a) Azt tudjuk, hogy az 1 ora alatt beérkezd vasarlok szama 54 paraméterti Poisson eloszlasu, tehat az egy
perc alatt beérkez6 vasarlok szama 5 = 0.9 paraméterti Poisson eloszl4st. (egységnyi idé =1 perc!) Ha

T jelenti a két vasarlo beérkezése kozott eltelt id6 percekben mérve, akkor T 0.9 paraméteri
exponencidlis eloszlasu és a T<1.5 esemény valoszinlisége a kérdés. Legyen F' (x) a 0.9 paraméterii
exponencialis eloszlas eloszlasfiiggvénye. Ekkor

P(T<15)=F(1.5)=1-¢ %215 =1-02592-0.7408.

b) Ha T jelenti a két vasarlo beérkezése kozott eltelt id6t orakban mérve, akkor mivel az egy ora alatt
beérkez6 vasarlok szama 54 paraméterii Poisson eloszlasu (egységnyi ido =1 ora!), a T 54 paraméter(i

exponencialis eloszlasu valosziniiségi valtozd , és 1.5 perc=1.5/60 6ra miatt most a T < —— esemény

valoszinliségére vagyunk kivancsiak. Ha most F' (x) az 54 paraméterli exponencidlis eloszlas
eloszlasfiiggvénye, akkor
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A NORMALIS ELOSZLAS FUGGVENYTABLAZATA

2
1 X _°
CD(x) = J.e 2
Var
—0o0
x () x () x ()
0.0000 0.5000 0.3600 0.6406 0.7200 0.7642
0.0100 0.5040 0.3700 0.6443 0.7300 0.7673
0.0200 0.5080 0.3800 0.6480 0.7400 0.7704
0.0300 0.5120 0.3900 0.6517 0.7500 0.7734
0.0400 0.5160 0.4000 0.6554 0.7600 0.7764
0.0500 0.5199 0.4100 0.6591 0.7700 0.7794
0.0600 0.5239 0.4200 0.6628 0.7800 0.7823
0.0700 0.5279 0.4300 0.6664 0.7900 0.7852
0.0800 0.5319 0.4400 0.6700 0.8000 0.7881
0.0900 0.5359 0.4500 0.6736 0.8100 0.7910
0.1000 0.5398 0.4600 0.6772 0.8200 0.7939
0.1100 0.5438 0.4700 0.6808 0.8300 0.7967
0.1200 0.5478 0.4800 0.6844 0.8400 0.7995
0.1300 0.5517 0.4900 0.6879 0.8500 0.8023
0.1400 0.5557 0.5000 0.6915 0.8600 0.8051
0.1500 0.5596 0.5100 0.6950 0.8700 0.8079
0.1600 0.5636 0.5200 0.6985 0.8800 0.8106
0.1700 0.5675 0.5300 0.7019 0.8900 0.8133
0.1800 0.5714 0.5400 0.7054 0.9000 0.8159
0.1900 0.5753 0.5500 0.7088 0.9100 0.8186
0.2000 0.5793 0.5600 0.7123 0.9200 0.8212
0.2100 0.5832 0.5700 0.7157 0.9300 0.8238
0.2200 0.5871 0.5800 0.7190 0.9400 0.8264
0.2300 0.5910 0.5900 0.7224 0.9500 0.8289
0.2400 0.5948 0.6000 0.7257 0.9600 0.8315
0.2500 0.5987 0.6100 0.7291 0.9700 0.8340
0.2600 0.6026 0.6200 0.7324 0.9800 0.8365
0.2700 0.6064 0.6300 0.7357 0.9900 0.8389
0.2800 0.6103 0.6400 0.7389 1.0000 0.8413
0.2900 0.6141 0.6500 0.7422 1.0100 0.8438
0.3000 0.6179 0.6600 0.7454 1.0200 0.8461
0.3100 0.6217 0.6700 0.7486 1.0300 0.8485
0.3200 0.6255 0.6800 0.7517 1.0400 0.8508
0.3300 0.6293 0.6900 0.7549 1.0500 0.8531
0.3400 0.6331 0.7000 0.7580 1.0600 0.8554
0.3500 0.6368 0.7100 0.7611 1.0700 0.8577
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L
q)(x) =— Ie 2
Varz
—00
x () x () x ()

1.0800 0.8599 1.4400 0.9251 1.8000 0.9641
1.0900 0.8621 1.4500 0.9265 1.8100 0.9649
1.1000 0.8643 1.4600 0.9279 1.8200 0.9656
1.1100 0.8665 1.4700 0.9292 1.8300 0.9664
1.1200 0.8686 1.4800 0.9306 1.8400 0.9671
1.1300 0.8708 1.4900 0.9319 1.8500 0.9678
1.1400 0.8729 1.5000 0.9332 1.8600 0.9686
1.1500 0.8749 1.5100 0.9345 1.8700 0.9693
1.1600 0.8770 1.5200 0.9357 1.8800 0.9699
1.1700 0.8790 1.5300 0.9370 1.8900 0.9706
1.1800 0.8810 1.5400 0.9382 1.9000 0.9713
1.1900 0.8830 1.5500 0.9394 1.9100 0.9719
1.2000 0.8849 1.5600 0.9406 1.9200 0.9726
1.2100 0.8869 1.5700 0.9418 1.9300 0.9732
1.2200 0.8888 1.5800 0.9429 1.9400 0.9738
1.2300 0.8907 1.5900 0.9441 1.9500 0.9744
1.2400 0.8925 1.6000 0.9452 1.9600 0.9750
1.2500 0.8944 1.6100 0.9463 1.9700 0.9756
1.2600 0.8962 1.6200 0.9474 1.9800 0.9761
1.2700 0.8980 1.6300 0.9484 1.9900 0.9767
1.2800 0.8997 1.6400 0.9495 2.0000 0.9773
1.2900 0.9015 1.6500 0.9505 2.0100 0.9778
1.3000 0.9032 1.6600 0.9515 2.0200 0.9783
1.3100 0.9049 1.6700 0.9525 2.0300 0.97838
1.3200 0.9066 1.6800 0.9535 2.0400 0.9793
1.3300 0.9082 1.6900 0.9545 2.0500 0.9798
1.3400 0.9099 1.7000 0.9554 2.0600 0.9803
1.3500 0.9115 1.7100 0.9564 2.0700 0.9808
1.3600 0.9131 1.7200 0.9573 2.0800 0.9812
1.3700 0.9147 1.7300 0.9582 2.0900 0.9817
1.3800 0.9162 1.7400 0.9591 2.1000 0.9821
1.3900 0.9177 1.7500 0.9599 2.1100 0.9826
1.4000 0.9192 1.7600 0.9608 2.1200 0.9830
1.4100 0.9207 1.7700 0.9616 2.1300 0.9834
1.4200 0.9222 1.7800 0.9625 2.1400 0.9838
1.4300 0.9236 1.7900 0.9633 2.1500 0.9842
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A NORMALIS ELOSZLAS FUGGVENYTABLAZATA

)
1 X _°
CD(x)z —— J.e 2
V2r
—00
¥ <D(x) ¥ CD(x) ¥ d)(x)
2.1600 0.9846 2.5200 0.9941 2.8800 0.9980
2.1700 0.9850 2.5300 0.9943 2.8900 0.9981
2.1800 0.9854 2.5400 0.9945 2.9000 0.9981
2.1900 0.9857 2.5500 0.9946 2.9100 0.9982
2.2000 0.9861 2.5600 0.9948 2.9200 0.9982
2.2100 0.9864 2.5700 0.9949 2.9300 0.9983
2.2200 0.9868 2.5800 0.9951 2.9400 0.9984
2.2300 0.9871 2.5900 0.9952 2.9500 0.9984
2.2400 0.9875 2.6000 0.9953 2.9600 0.9985
2.2500 0.9878 2.6100 0.9955 2.9700 0.9985
2.2600 0.9881 2.6200 0.9956 2.9800 0.9986
2.2700 0.9884 2.6300 0.9957 2.9900 0.9986
2.2800 0.9887 2.6400 0.9959 3.0000 0.9987
2.2900 0.9890 2.6500 0.9960 3.0100 0.9987
2.3000 0.9893 2.6600 0.9961 3.0200 0.9987
2.3100 0.9896 2.6700 0.9962 3.0300 0.9988
2.3200 0.9898 2.6800 0.9963 3.0400 0.9988
2.3300 0.9901 2.6900 0.9964 3.0500 0.9989
2.3400 0.9904 2.7000 0.9965 3.0600 0.9989
2.3500 0.9906 2.7100 0.9966 3.0700 0.9989
2.3600 0.9909 2.7200 0.9967 3.0800 0.9990
2.3700 0.9911 2.7300 0.9968 3.0900 0.9990
2.3800 0.9913 2.7400 0.9969 3.1000 0.9990
2.3900 0.9916 2.7500 0.9970 3.1100 0.9991
2.4000 0.9918 2.7600 0.9971 3.1200 0.9991
2.4100 0.9920 2.7700 0.9972 3.1300 0.9991
2.4200 0.9922 2.7800 0.9973 3.1400 0.9992
2.4300 0.9925 2.7900 0.9974 3.1500 0.9992
2.4400 0.9927 2.8000 0.9974 3.1600 0.9992
2.4500 0.9929 2.8100 0.9975 3.1700 0.9992
2.4600 0.9931 2.8200 0.9976 3.1800 0.9993
2.4700 0.9932 2.8300 0.9977 3.1900 0.9993
2.4800 0.9934 2.8400 0.9977 3.2000 0.9993
2.4900 0.9936 2.8500 0.9978 3.2100 0.9993
2.5000 0.9938 2.8600 0.9979 3.2200 0.9994
2.5100 0.9940 2.8700 0.9979 3.2300 0.9994
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2
1 X _-
q)(x) =— Ie 2
Var
—00
x () x ()

3.2400 0.9994 3.6400 0.9999
3.2500 0.9994 3.6500 0.9999
3.2600 0.9994 3.6600 0.9999
3.2700 0.9995 3.6700 0.9999
3.2800 0.9995 3.6800 0.9999
3.2900 0.9995 3.6900 0.9999
3.3000 0.9995 3.7000 0.9999
3.3100 0.9995 3.7100 0.9999
3.3200 0.9995 3.7200 0.9999
3.3300 0.9996 3.7300 0.9999
3.3400 0.9996 3.7400 0.9999
3.3500 0.9996 3.7500 0.9999
3.3600 0.9996 3.7600 0.9999
3.3700 0.9996 3.7700 0.9999
3.3800 0.9996 3.7800 0.9999
3.3900 0.9997 3.7900 0.9999
3.4000 0.9997 3.8000 0.9999
3.4100 0.9997 3.9100 0.9999
3.4200 0.9997 3.9200 0.9999
3.4300 0.9997 3.9300 0.9999
3.4400 0.9997 3.9400 0.9999
3.4500 0.9997 3.9500 0.9999
3.4600 0.9997 3.9600 0.9999
3.4700 0.9997 3.9700 0.9999
3.4800 0.9997 3.9800 0.9999
3.4900 0.9998 3.9900 0.9999
3.5000 0.9998 4.0000 0.9999
3.5100 0.9998

3.5200 0.9998

3.5300 0.9998

3.5400 0.9998

3.5900 0.9998

3.6000 0.9998

3.6100 0.9998

3.6200 0.9999

3.6300 0.9999
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