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1. el6adas

Differencialegyenletek

F(y(”),y(“_l), VLY x) =0 Implicit megadas
y® = F(y®™=D, vy x) Explicit megadas  (F folytonos)
y' =Fy,x)
Példa y' =a-y (a>0)
"

fy;'dt = [adt

Inly|]=a-t+c

ly| = e®tH¢ = g@t. ¢ = g%t . ¢, (c; >0)
Bolzano-tétel >y = e%t + ¢, (c; #0)

Ez az 4ltalanos megoldas.

Szinguldris megoldas, ha F(y,,x) =0 Y=Y
Ez az 6sszes megoldas.
Tegyik fel, hogy: u(t) is megoldas.

4O _ W@t ouerae® _

dat et ezat
y' = a -y miatt a szdmlaldban lévs u' (t) = u(t) - a. Ha ezt behelyettesitjik, akkor a szamlalo, ezért az egész tért is O lesz.
Példa
Mennyi id6 alatt n6 duplajara a népesség?

_ W) _ Cet2 _ at,-ty)
y(t) Ce®h

C rogzitése
y(t) =k-e%t Partikularis megoldés
y(t) = 3,032 - 10° - 0.02(t-1960)
Nagy "t" esetén elszdll, nem ad a valdsaghoz kdzeli adatokat.
Korrigalds:y' =a-y- (1 - %)
Linearis differencidlegyeneltek
Altalanos linearis egyenlet: A-x = b, ahol "A" linearis operator
Kell: "A" n-szer folyamatosan differencialhatd tere = folytonosak tere
Megoldasok: xq + KerAésA-xy = b
-Haymegoldds>A-y=b2>A - (y—x,)=A"y—A-xg=b—b=0
-Hay € KerA> A(xg+y)=A"xqg+A-y=b (A-y=0)

Yis = Yip + Yna (ia: inhomogén altalanos, ip: inhomogén partikuldris, ha: homogén altalanos)
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pl. LAy=y'+f()-y (Y +f()y=b()]
2Ay=y"+f(x)y +gx)y
Allandé egyiitthatés egy linedris differencialegyenlet, ha f(x), g(x), ...konstansok. Egyébként fliggvényegyiitthatés.
Allandé egyiitthatds differencialegyenlet
y@®) +a-yt)=0 y-t e*t alakban keressik  y' =A-ett=1-y
0=2-y@®)+a yt)=yt)-(A1+a) ANM=2A-ert =22y

A=—-ajo>e

y® 4q, y® D gy tayy =0
y = e** alakban keressiik y@® = k. y
y-A+a,_;++ay)=0 Karakterisztikus polinom (ami a zardjelben van)
Tegyiil fel, hogy: A¥ egy m - k-szoros gydk. Ekkor:
{eM %, x - et . x™-1-eM¥|k =1..m}alaprendszer
1. gyakorlat
"Iranymezg"
F:Ix] >R

(x,y) = F(x,y)

Az y' = F(x,y) differencidlegyenlet (x,, y,) ponton athaladé megoldasa: az egy y: K = R
1.K €1, x, €int(K)
2.y € Diff(K,R)
3.y(x0) = yo, VX € K y'(x) = F(x,y(x))
Ezt partikuldris megoldasnak nevezik.
Altaldnos megoldas: y(x, C) megadja az 6sszes megoldast a "C" paramétertd| fiiggéen
Nem biztos, hogy ez az 6sszes megoldds. Lehet szingularis megoldas is.

Példa



Yy

\%/\ 2-a meredekség
Tudjuk, hogy egy "m" merekségli egyenesre merGleges
. 1 .ox . .
/ % 7\ egyenes meredeksége — —»ami— " Ez 4ll az egyenlet jobb
~ . P oldalan. A meréleges nyilak egy kort rajzolnak ki, ezért a
1
' _ m sejtésiin, hogy a megoldds alakja: x? + y? = r?
N
. a X Ezazimplicit dltaldnos megoldas
Bizonyitas: 1. egyik irdny: implicit derivélassal

x? +(y(x))2 =r?
2:x+2-yx)-y'(x)=0
2:x+2-yy'=0

"o %X

y'=-3

2. masik irany:

g:x - x*+ (y(x))2

g =0
g==C
x2+y?2=C
Szeparabilis differencialegyenlet
, _ sinx
=
dy _ sinx
ax ~ y¢
[vydy = [sinx dx
y77 = —cosx + C Implicit altaldanos megoldas

y=3Y-7-cosx+7-C Explicit altalanos megoldas

Tétel: Legyen f:1 = R, g:] — R folytonos fuiggvények, g sehol sem 0

Azy' = f(x) - g(y) szeparabilis differencidlegyenlet megoldasa: y(x) = G~1(F(x) + C), ahol G = fi; F=[f

Példa
yr(x) _
9@ ) dx = [ f(x)dx
1 ’ _
fg(y(x)) y' (x)dx = G(y(x))

G(y(x)) =F(x)+C

y() =GH(F() +C)

Darboux-tétel miatt biztosan létezik G 1.
Példa

y =ay

1. azy = 0 egy j6 megoldas



2. % =ay Tegytk fel, hogy: y sehol se 0
d—y =
/ ” [ adx

Inly|=a-x+C

|y| — ea-x+C
ly| = e®*: e€ e¢ helyett irjunk K-t (K > 0)
Iyl =K-e**

Bolzano-tétel ...
y==xK-e%*
Egzisztencia-unicitas-tétel

1. Peano-féle egzisztenciatétel: Az y' = F(x, y) differencidlegyenletnek Iétezik lokalis megoldasa az (x,,y,) pontban, ha F
folytonos fliggvény.

2. Cauchy-Lipschitz-tétel (gyenge): Ha az F folytonosan differencidlhaté egy nyilt halmazon és ezen beliil egy I X ] téglalap
belsejében kijeldlink egy (x,,¥,) pontot, akkor van az egyenletnek egy I-n értelmezett (x,, ¥, )-n dthaladé megoldasa.

Példa

v = y(0) =0
vy, = 0 egy j6é megoldds

Tobbi megoldas: Z—i’ =3

Definicid: szingularis pont: tobb megoldas (gorbe) halad keresztiil ezen a ponton

2. el6adas
Példa
y'=2y=1

Homogén altalanos megoldas (y;,): y™ helyett A%t irunk mindenhova és a jobb oldal 0. Itt most y' helyett A, v (0.
derivalt) helyett 1° = 1

A=-2=0 > A=2 > yp =c-e** (Mert a megoldast mindig ¢ - e** alakban keressiik)

Inhomogén partikularis megoldas (y;,): ¥ helyére beirjuk, amit az el6bb kaptunk, csak c helyett c(x)-et irunk, feltételezve,
hogy egy fiiggvény. Tehat y = c(x) - e?™ és kifejezziik c(x)-et.
c'(x) e?*+2-c(x) e?*—=2-c(x)-e?*=1

v y

c'(x) =e™%*

c(x) = [e ?*dx = —% re”2X 4 C  Eztvisszahelyettesitjik a c helyére a homogén megoldasba.

1 _ 1
Vip = =5 e PN e = o

Ezekbd| 6sszerakhatjuk az inhomogén altalanos megoldast (y;4):



2:x

Yis =YnatYip=cCre —%

Példa

y' +y =sin(x)

Homogén altalanos megoldas

A+1=0 > A=-1 > y,=c-e*
Inhomogén partikularis megoldas

y=c(x)-e™*

c'(x)-e*—c(x) e ™+ c(x) e™ =sin(x)
c'(x) = e* - sin(x)

c(x) = fe" “sin(x) dx = - = % »e* -+ (sin(x) — cos(x))

Yip =3 (sinx) — cos(x))
Inhomogén altalanos megoldas:
Yis = Yna + Vip = € €% 4+ (sin(x) — cos(x))
Elsérendli fliggvényegyiitthatds differencialegyenletek
Alakjuk: y' + f(x)*y = b(x)
Ha homogén: V' =—f(x)y

Allitas: Ha van 2 megoldas, akkor hanyadosuk konstans.

(&)’ Vs _ vy (F@)ye

Y2 5 v3

Bizonyitas:
y ¥z

Példa
/+1 =3 2
y xy_ x

Homogén altalanos megoldas

, 1
y==37
y__1 Y-t
;_ x > fy_ x
1
1n|y|=—ln|x|+C=lnm+C
ly|=—=-C C, >0
=5t 1
Bolzano tételét alkalmazva: y,; = i C, C,#0

Inhomogén partikularis megoldas

y=c(x) x71

3-x2=c"(x) xt—c(x) x2+c(x) x2
c'(x) =3x8
c(x) =f3-x3dx=%-x4+(]

-x3

& w

Yip =



Inhomogén altalanos megoldas
c 3 3
Yia = ; + Z "X c#0
Példa
y'+2-ty=t Kezdeti feltétel:

Homogén altalanos megoldas

y'=-2-ty

LAY

y

Inly| =-t?+C > lyl=e"t"¢

— ,—t?
Yra =€ " Cy

Inhomogén partikularis megoldas

y(@©) =c(t) e

t=c'{t)- e —c(t) et 2-t+2-t-c(t) et

') =t-et
c(t) =ft-et2dt=§-etz+c

_t2 1
et =2
2

2
cet

N | =

Yip =
Inhomogén altalanos megoldas
yaze et 4l

Kezdeti érték feltétel

y(1) =2

e n -1 1
2=c-e +2

1
c=c-e

2

=l Pl ol 12 1
y=s5ee" +o=-re +3
Példa
’ 2 t
y+?-y=e

Homogén altalanos megoldas

, 2
y =—?-y
y__2
y t
_ 1
Inly| =In|t|"2+ C > [y =G
c
y=3

Inhomogén partikularis megoldas

y=c(t) t?

et=c'(t) t2—c(t) 2:t3+2c(t)-t3

y(1) =2

¢, >0

C, >0

C,#0



c(t)=t%-et

ct)=[t*-etdt=e'-(t2—2-t+2)

yié=§+e‘-(1—z+—) c#0

Masodrenddi, allandé egyiitthatos differencialegyenletek
Ha a karakterisztikus egyenlet diszkrimindnsa (D):
e D >0: -kétkilonboz6 gyok van
-Ypa = Cpc eMF t ¢, etX (A4, A, a megoldésok)
e D =0: -kétszeres multiplicitasu gyok
“Yra =c1 et oy x- et (1 a kétszeres gydk)
e D<O0: -komplexgyokdk (konjugdlt parok)
M=mp+tj Ay=py—7j
- Yna = €M oy et
Alkalmazzuk a kdvetkez6 atalakitast: e¥*/Y = e* - (cosy + j - siny)

el X = el X . (cos(t - x) + j * sin(t - x))

e2* = el x - (cos(z - x) + - sm(z - x))

Vna = (c4 + €)% cos(r-x) + ]+ (6 = ) - eF - sin(z - %)

> Yna = C3-e** - cos(t-x) + ¢, - e** - sin(t - x)
2. gyakorlat
Példa
, _, cosy
yo=a siny

Kezdeti feltételek:

3, y(0) =7
b, y(0) =7
¢ y(0) ==¢
d, y(0) = g +2-7

Nézziik meg, hol nincs megoldds: 0-val vald osztds = y, = k -  esetén nincs megoldas

dy _ x?cos*y

dx siny
siny _ 2
fcos4ydy_ fx dx
megjegyzés: ff(g(x)) g ' (x)dx = F(g(x)) +C
— [ cos™y (—siny)dy = [ x?dx
cosy 3
T3 T3 +C




1
OV = e
= cos~?! 1 2.
Yy = cos (3x3+3-C)+A 2'm A€l

Nem szeparabilis megoldas

_ T

Y=3

vz -3
b, C= (23) A=0

vy
c, C= ( ;) A=0

vz -3
d, C= (23) A=1

I. Linedris helyettesitéssel megoldhato differencidlegyenletek

Példa
y'=yy=2-x y=y(x)
u'+2=+u u(x) =y(x)—2-x u=y—2-x
u’=\/ﬂ—2 u’(x):y’(x)_z u’=y’—2
du
= -2
dx Vu
f\/?_tz = [dx Helyettesités: t=+u

Nem elég a Vu helyett t-t irni, a du-t is &t kell irni dt-re, de ezt ki kell szdmolni.

t?=u
2-t-t' =u
g.p Gt _du
dx dx
2-t-dt=du Tehat a du helyett 2 - t - dt-t irunk.
fzt't_':tzfz'(tt__22)+4dt=f2+%dt=2-t+4-ln|m|

Visszahelyettesithetjik t helyett a vu-t, u helyett pedig az y— 2 x-et.

2-1/y—2-x+4--ln|,/y—2-x—2| =x+C
Il. Homogén fokszamu differencialegyenletek

u=% > y=u-x > y=u-x+u

u' . 2+u _ 2tutw(1+w)

1+u 1+u

du X = u?42-u+2
dx 1+u

[ duzf—idx

uZ+2-u+2




!
2-vel beszorozzuk a toret, majd 2-vel osztjuk és igy a tort fF-es lesz, aminek tudjuk az integraljat.

1 . f 2:u+2

- du=2-Inu?+2-u+2]|
us+2-u+2 2

N

1
Z+ln
2

(§)2+2-§+2| =—Inlx| +C

Ezt szépithetjik egy kicsit. Pl.: C helyett irhatjuk, hogy In K, és igy 6sszevonhatjuk a 2 logaritmust a jobb oldalon, az ;—t
bevihetjlik a logaritmusba kitevének, majd eltiintetjik a logaritmust mindkét oldalrdl.

(§)2+2-§+2|%=1<-|—j(|

Egzakt differencidlegyenletek

Definicié: Legyen U € R? nyilt, P, Q: U — R folytonos, Q sehol sem 0. Azt mondjuk, hogy az y' = —g differencialegyenlet
egzakt, ha van olyam F: U — R folytonosan differencidlhaté fliggvény, melyre:

| oF _
’ ax
oF
II. P Q

Példa

x
y'=-=

Yy
Ennek a megolddsat mar korabban megkaptuk: x2 + y2 = C

N4
F(xy)
F=2.x=p
i _Po_2E_
2'y
oF
=2 Y= Q)
Megjegyzések:
OF 9F
1. gradF = (5,5) =(P,Q)
2. Implicit fuggvény-tétel: Ha F (xg,y,) kornyezetében mindenhol folytonosan diffhaté és dyF (x,,v,) # 0, akkor
egyértelmiien létezik az (x,,y,) kdrnyezetben az F(x,y) = F(xy,¥,) egyenletnek implicit figgvénye és enne derivaltja:
I(x) — OxF(x,y(x))

y OyF (x,y(x))

3, F(g(x),h(x)) = gradF(g(x), h(x)) - (‘7183)

Tétel (Egzisztencia)

U € R? nyilt, P, Q: U — R folytonosan differencialhatd, Q sehol sem 0. (x,,y,)€U, g—i =P, g—; =Q.
llyenkor y' = —g megoldasa pontosan az F(x,y) = F(x,,Y,) implicit megoldasa.
dF
. L, , -5 (Y () P(x,y(x))
: = = =—
Bizonyitas y' (%) g—;-(x.y(x)) 2y ()

= Legyen y olyan, hogyy' = g, ami egzakt.

Qy' =P

P+Q -y =

aF F .

o 1 +5-y = Ez egy skaldris szorzat.

(E2)-(5) =0
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(F(x, y(x))), =0

Fx,y)=C

Altalanos megoldas: F(x,y) = C

Tétel (Egzaktsag jellemzése)

Legyen az U ezen kiviil egyszeresen 6sszefiigg halmaz. y' = —g pontosan akkor egzakt, ha
’ P TR TV dy P
y' = —ama5|kjelolese: E:—EQQ-dy= —P:dx>P:dx+Q-dy=0
Példa

(y-e* +cosx)dx+ (x-e*¥ +coshy)dy =0

P

Q

Megoldas:

1. Tényleg egzakt-e?

ap
oy

9
ox

_=ex'y+y.x.ex'y

= eV 4 x-y-e¥Y

A kett6 egyenl8 - tényleg egzakt

2. Egyenletrendszer

Els6t kiintegraljuk: F(x,y) =y - e;—y +sinx + C;(y)

Majd derivaljuk y szerint:

aF .
m =Y e +cosx
aF .
5——x-e"y+coshy

C; (y) csak y-nak a fuggvénye

x-e* +Ci(y) =x-e*” +coshy

a derivalt

Q

Ci() = coshy

C;(y) = sinhy

F(x,y) = e*Y +sinx + sinhy

e*¥ 4+ sinx +sinhy =C

Példa
r— _ycos(ry)+i =
y = x-cos(xy) y(l) =0
dy _ _ y-cos(xy)+1
dax ~ xcos(xy)
(x-cos(x-y))dy = —(y-cos(x-y)+ Ddx >
Megoldas:
ap .
1. 5:cos(x-y)+y-(—sm(x'y))'x
aQ .
= cos(x-y) +x-(—sin(x-y)) -y
Tényleg egzakt
oF
2. L =cos(x-y)+1 >

ap _ aQ

5_635

(y-cos(x-y)+1Ddx+ (x-cos(x-y))dy =0

P Q

F(x,y) =y-sin(x-y)-§+x+61(y)
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o 5 sy o

C, (x) csak x fuggvénye, az els6 egyenletben van egy +x, ami a masodikban nincs és ez csak x fliggvénye, ezért ez
lesz a C,(x). C; (¥) nulla lesz, mert a masodik egyenletben nincs olyan tag, ami csak y fuggvénye.

F(x,y) =sin(x y) +x

in(x- =
3. el6adas
D < Oeseténa2gyokiptj-t > A két megoldas: e** - cos(t - x),e** - sin(7 - x)

e® -« (p(x) - cos(b - x) + q(x) - sin(b - x))
Yip = x™ - e%* - (P(x) cos(b - x) + Q(x) - sin(b - x))

P és Q polinomok. gr(P) = gr(Q) = max{p(x),q(x)} (gr: a polinom foka)
m:a+ b - j multiplicitdsa a karakterisztikus polinomban

Példa

y'+3:y —10-y=6-e*t

Homogén altalanos megoldas

A2+3:1-10=0 > M=2 A,=-5- VYha=¢1e*t+c, et

Inhomogén partikularis megoldas

6-e*t=e*t-(6-cos(0-t)+0-sin(0-t)) => a=4,b=0,p ésq nulladfoku
a + b+ j = 4 nullaszoros gyoke a karakterisztikus polinomnak > m = 0

Yip —t0.p.g¥t = p.ght

Visszahelyettesités

Vip =4-P-e*t

Yip =16-P-e**

6-e*t*=16"P-e**+3-4-P-e**—10-P-e**

Yip =§-e‘” - Yia = Yna T Vip =C1'62't+cz'e_5't+§-e4'f
Példa
y"'+4-y=3-sint
Homogén altalanos megoldas
A=—-4> Mp=0£2-j > yua=ce¥ cos(2:t)+c, e’ -sin(2-t)
Inhomogén partikularis megoldas
3-sin(t) = e%t- (0-cos(1-t) + 3 sin(l-t)) > a=0,b=1
m =0, mert 0 + 1 - j nullaszoros gyoke a karakterisztikus polinomnak
p ésqfoka0 > gr(P)=gr(Q)=0
Yip = P cos(t) + Q - sin(t) (P,Q € R)
Visszahelyettesités

yi, = —P-sin(t) + Q - cos(t)
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Yip = —P - cos(t) — Q - sin(t)

3-sin(t) = —P - cos(t) — Q -sin(t) + 4 - P -cos(t) + 4-Q -sin(t) = 3- P -cos(t) + 3 - Q -sin(t)
P=0,0=1

Yip = sin(t) > Vig =€, - €0S(2-t) + ¢, - sin(2 - t) + sin(t)

Példa

y' =2y +y=3-t-et

Homogén altalanos megoldas

A2—-2:24+41=0 > A1y =1 (kétszeres gyok) > Yha=c¢C et +c-t-et

Inhomogén partikularis megoldas

3:-t-et =el-(3:t-cos(0-t)+0-sin(0-t)) > a=1b=0

p foka 1, q foka 0 > gr(P) = gr(Q) =1
m = 2, mert 1+ 0 - j kétszeres gydke a karakterisztikus polinomnak

P (els6fokt polinom)
——

Yip = t2 et (u-t+v) -cos(0-t)+Q-sin(0-t) |=t?-e'-(u-t+v)=
=el-(u-td+v-t?)
Visszahelyettesités
Vyip=e @Bru-t?+2-v-t)+et-(u-td+v-t?)
yp=e - t?+ (6 utv) t?+(6 utd-v)t+2-v)
3-tet =y —2-ypty=-=e-(6ru-t+2-v) > u=
yip=et-%-t3 > yié=c1-ef+cz-t-ef+%-t3-et

Linearis differencialegyenlet rendszer (allandé egyiitthatds)
y' —a-y = b(x) analégidjara y’ —Ay= g(x)

n = 2 esetén:

<Y1’>_(a11 a12)_(}’1)+(b1> Yi=Qu Y1t a Y, + by

) = ,azaz” )
v a1 G2/ \Y2 b, Y2 =01 Y1+ 0z Y2 + by
Példa

Vi=n+y,—2-e"
Y2=4y1+y,+30¢t
Homogén altalanos megoldas
y=dy

a, A sajatértékei: |A — A1 - I| = 0 gyokei

_1—/1 1 /1123
0=1"4 1—/1|_’{/12=—1

b, sajatvektorok

A = 3-hoz tartozé: (_42 _12) . (2) =0
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-2 v,+v,=0 > v, =21, > V1=(1)

(A masik egyenlet ennek a duplaja)

A= —1-heztartoz6: V2 = (—12)

¢, alaprendszer

Y= (eMt-yl, .. ettt V)

Homogén altaldnos megoldas: ¥ oszlopainak dsszes linedris kombinacidja

3t -t
w_ (e e
Most: ¥ = (2 o3t o -e'f)
HaA-v =2-v,akkory = e** - v tényleg megoldds, merty’ = 2-e**-v=ett-A-v =
=A.(el-t.2) S y’=é'y

3. gyakorlat

Egzaktra visszavezethetd differencidlegyenletek

P-dx+Q-dy=0

or _ 20 N

3y — ox Egzakt

Ha ez nem teljestl, akkor nem egzakt. Ekkor beszorozzuk egy u flggvénnyel, hogy egzakt legyen. Biztosan létezik minden
egyenlethez ilyen u. Nincs dltaldnos megoldas. Mi két mddszert tanulunk p keresésére.

uP-dx+p-Q-dy=0
M o

dWwP) _ 9@

dy ax
'(Z_;_Z_i) =Z_I;' —%'P u-vel osztés+hasznéljuk:%-3—i= a;;”
poet gt

1. médszer: u = u(x) (csak x-tél fligg) = y szerinti derivaltja 0

ap_aQ

2y o dlnp
R(x) = —yQ x = o

Inp = [R(x)dx
'u(x) — efR(x)dx

2. moédszer: y = u(y)

aP_3Q

__ 0y ox
S =75~
u(y) = e~ Js»ay
Példa

,_ x*+y3
xy?

x>0

dy

b2 Y s 3

Xy dx x> +y

—(2+y»Ddx+x-y*dy=0
P Q
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1. Egzakt-e?

6P_ 3.2
6y__ Y
aQ 5
a—y

Nem egzakt - tegyuk egzakttd, keressiik egy u-t.
aP  dQ

W—a _3,y2_y2 4
R(x): Q = x-yz =—;

Azért Q-val osztunk, és nem P-vel, mert igy kiesik az y és csak x-t6l fog fliggeni a p.

_ J—tdx —4Inx _ 1
n=e x =4

utdni konstanst is el lehet hagyni, mert neklink csak egy u kell, amivel beszorozva az eredeti egyenletet egzaktta tessziik.

=e Az abszolut értéket el lehet hagyni, mert feltettiik az elején, hogy x pozitiv. Az integral

Tehdt szorozzuk be az egyenletet u = %—nel.

X3 +y3 y?
dx +x—3dy= 0

x4

2. Ez mar egzakt-e?

aM_ 1 3.2
ox  xt 0

N

a2, 4
o 3ry“x

Igen, ez mar egzakt.

3.
d -3,
I.g—z = —% f—)ﬁ F(x,y)=—Inx—% _33y3 +C(y) Beirjuk a Il. egyenletbe.
02 =2
ay_x3
1 y?
—x73.3.y2 4’ =7
3 X y OO =73
C'y)=0
C(y) = konstans
3

F(x,y) =—Inx — 32 + konstans

3

Yy
—Inx— =C
nx -z

Ez a u-vel beszorzott (x*-nel leosztott) egyenlet megoldasa, de e miatt nem csékken a megoldashalmaz.
Elsérenddi figgvényegyitthatos linearis differencidlegyenlet

yHfx)y=9x)

el Fax — u(x)-el egzaktta tehetd, vagy megoldhaté a Lagrange-féle dllandok varidlasa médszerrel

Példa

Y
Y x—2

=2-(x—2)2

Megoldas:

1, Homogén altalanos megoldas
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dy y

dx x-2
y _ 9x
j‘?_fx—z
Inly| =In|x — 2|+ C CER C=InC"

Inly|=InC"*"|x — 2|

ly| =C"-|x —2| + Bolzano

Vs =K (x—2) K€ER
2, Keressiink egy inhomogén partikularis megoldast

Vip = K(x) - (x = 2) Visszahelyettesités

KGO (x=2) + #y—F2ER = 5 (x - 272

K'(x)=2-(x—-2)
K(x) = (x—2)? Nem kell a +C, elég egy megoldas.
Yip =K() - (x—2) = (x-2)°
3, Inhomohén altalanos megoldas
Via = Yna +Yip = K- (x=2)+ (x = 2)*
4. el6adas

Példa

Vi=n+y,—2-e"

Y2 =4 y1+y,+3-t
Homogén altalanos megoldas
_(1 1
A= (4 1)
det(A — A - E)-bél a sajat értékek: A =3

Ehhez tartoz6 sajatvektor: v! = (1)

Ehhez tartoz6 sajatvektor: v? = ( 1 )

Alaprendszer

l,[) — ell.t . 21’ ....,e}“n't . 2n

Most: 1,b=(2?3€.;t —Ze-:_t)

Yh1) _( c-e¥t+c, et )
- t

A homogén megoldas pedig: y, =y -c = (Yhz 2 e t_2.c o
1 2

Inhomogén partikularis megoldas

Vip = Yec(t)
1. dllitas: Ha Y oszlopai y’ = A -y megoldasai, akkor ' (t) = A - Y (t)

V' 2 @y, ..., ¥n), ahol P; a Y i. oszlopa
Bizonyitas: (1,[)') = (d)i), =A lii = (A ﬂ)

=i

= = =/i
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2. allitas: Az elsé allitas feltételei melett:
Ha c(t) kiegyenlitiy - ¢’ (t) = b(t) egyenletet, akkor y = 1 - c egy j6 partikularis megolddsa az inhomogénnek.

Bizonyitas:y = c=>y' = p c+p-c'=Ap-c+b=Ay+b
Y

TES
R
Ilu-[

Elég ay) - ¢’ = b egyenletet megoldani c’-re.
-2 e—t
b=(75%)
3-t
ci®)-e¥t+cy(t)-et=2-e7t
Azaz
2:¢i(t)-e¥t—2-cj(t)-et=3-t
A felsG kétszeresét hozzaadva az alséhoz:
4-cj(t) e3>t =3-t—4-e7t
c(t) = % preTt gt
A felsG kétszeresét kivonva az alsébol:
—4.cy(t)-et=3t+3-e7t
! _ 3 t
ot)=—-te =1
Integralasok utan...

1, ,-4t_1, -3¢, 1, ,-3¢
cl(t)—z e -Le t—7-e

visszahelyettesités
) =—t—2-t-et+2-et

IS

T e I 2

Yip1 e t-e t+3

o1 -t ct.pt _5s

Vipz = € t2:t-e +t—2
c _e3-t+c .e—t+l.e—t_t.e—f_t+z
1 2 4 3

Yis =Yra tVip =
200 et =2 et e 42 e -

példa
yi=y1—10-y, +e'
Y2 = —y1+4y, +sin(t)

> Az(—ll —10)
1-24 =10 o (1-2) (4—2)-10=4-5-1442-10=0
(G

2-5:1-6=0-> M=-11=6

A;-hez tartozé sajatvektor: v1 = (‘;’)

A,-hez tartozé sajatvektor: v? (_12)

Ezekbdl mar tudjuk y-t.

= (5 et —2 ;.ete-t)

1-e7t e
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Vhar =5°¢ et —2-¢c, ebt
Vs =Y - ¢, azaz
=c e+, ebt
Yhaz = €1 2
Kéne olyan c, hogy ¢ * ¢’ = b, azaz

t—2-c)-ebt

et=5-¢c -e”
sin(t) =c; e t+cy-ebt

Also kétszeresét hozzaadjuk a masikhoz:

et +2sin(t)=7-¢c; et > =%-e"+§-ef-sin(t)

Also 6tszorosét kivonjuk a fels6bél:

et —5-sin(t)=7-c,-e®t=c, = —%- (e 5t —5-e7%-sin(t))

Integralas utan:

1

a() =7 G ce?t — et (cos(t) — sin(t)))

() = % (% et 4 % et (cos(t) —6- sin(t)))

visszahelyettesitve az ypy = " c-be = Vip1 = 110 et + % sin(t) — g - cos(t)

1 1 . 6
Yipz =15 et + 3 " sin(t) — - cos(t)

Inhomogén altalanos megoldas
Yia = Yna T Yip -
Laplace-transzformacid
L{F(OY(s) = F(s)
Definicié: Ha Do(f) 2 R* U {0}, akkor L{f (t)}(s) = fom f(t) - e~Stdt, feltéve, hogy ez az integral konvergens
Tétel: Ha f szakaszonként folytonos R* U {0}-n és3M, ¢ € R, hogy |f(t)| < M - et, akkor Vs > c-re AF (s)

Definiciébdl kbvetkezik: L linedris operator

4. gyakorlat
aF aF
de+Qdy—0 = Q—a
egzakt, ha Z—; = g—i
. o G 9*F _ 9%F
Bizonyitas: = Young-tétel: axdy ~ 2yox

& Feladatokbdl adddik, hogy kell megcsinalni F-et

Komplex analizis
Komplex aritmetika
I. Algebrai definicio:
RX]={ag+a, x++a, x"},neN,qy..a, =R

GB-D:x—-1D=x*+x+1

x3 —x?
x?—1
x? —x
x—1
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C = R[X]/x2—1={a*x+b;a,b€R}
P’(x)+1=0
x2+1=0
x=i i2=-1
2. Halmazelméleti definicio
wz=(x'u—y'v,xv+y-u
linedrisan izomorf: R? = C

|z| = Jx% +y?

|z1] - |22 = |z, - Z5|

llzIl,

1Zll

llzlly = x| + [yl (egyes norma)

3. Geometriai definicio

A

..., forgatasarg(z) — vel
woZzZw forgatva nyujtas: § 8(2)

nyujtas r — szeresére

)= Q) a@) =] oxe) @)

cos(p) —sin(p)
sin(p)  cos(¢)

C o {[Z ‘ab] |a,b € R}

forgatds matrixa: [

1=[g 1]
=} 3]

C topologia
gdmbi kdrnyezet: B, (zy) = {z € C||z — 2| < &}
B.(2o) = B:(24)\2o (kipontozott kérnyezet)
H < Cnyilt, hamindenz € H-rade > 0B,(z) € H
H < Czart, ha C\H nyilt
H < Ckorldtos, ha3e > 0: H € B.(0)

Heine-Borel tétel: Véges dimenziés normalt térben zart és korlatos halmaz kompakt.
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Definicié: K < C kompakt, ha minden {U;};c; nyilt halmazokbdl 4ll6 rendszer esetén, ha H € U, U;; akkor van | € I véges
halmaz, hogy H € Us¢; U;

C kompaktifikacidja
(Alexandrov-féle egypontu kompaktifikacid)
P-z
E -
sztereografikus projekcid
C & C U {oo}
B, () = {z € (C||Z| > 5}
Allités:  C kompakt
Bizonyitas: C<SUiqU;
0 EeEU; 2> B, () € U;,

B1(0) € Uje; U; ] véges

|/ + 1 db U;-vel le van fedve C.
Folytonossag

Definicié: f: € = C,zy € Dom(f). Az f folytonos, ha minden & > 0-hoz létezik olyan § > 0, hogy Vz € Dom(f),
z € B5(20) = f(2) € B:(f (%))

f=u+i-v
u,v:R? » R f@) =ulx,y) +i-v(xy)
f=(2) z=x+iy €C x,y €ER

Allitas: f folytonos < u és v is folytonos
Példa: f(x+i-y)=x+y+i-(x*+y?)
u(x,y) =x+y
v(x,y) =x?+y?
Hatarérték

C»C,u€Dom(f),AeC

d
Alimf =4 é: Ve > 0)36 > 0 VzeDom(f)\{u} teljestl, hogy z € Bs(u) = f(z) € B.(4)
u

Példa
. 1 1 1
a,lim== o e>0,kelld§>0:|z|<6=2>—>-
z-0Z |z| £
d:=¢
b, lim= =0 e>0kell§ >0:|z| >~ <
Z—00 Z 5 |z|
d:=¢
5. el6adas
f(©) L{f}(s)
t" (n € N) n!
sn+1
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ed't 1
s—a
sin(w - t) w
52 4+ w?
cos(w ' t) S
52 4+ w?
t-sin(w-t) 2'w-s
(s2+ w?)?
t-cos(w-t) s?—w?
(s? + w?)?
sh(a-t) a
SZ —_ aZ
ch(a-t) S
SZ —_ aZ
at soioszamol at ®at, ,-st © a-st hariis li ela-9tP
e%t-re végigszamolva: L{e*}(s) —fo e%t.e dt—f0 e dt = bl_l;Iolo[ — ]0 =
. ela-9b_1 Oi haa>s
T pow a-s  |—,haa<s
Ss—a

Tétel: L{f'(0)}(s) = s - LU} = £(0) = s F(s) = £(0), ha lim f(¢) -e™** = 0, f, f" folytonos [0, co]-en

Bizonyitas: L{f'(t)}(s) = fomf’(t) ce St dt = I}l_{l;lo fobf’(t) ceStdt =

= Jim [ [0 -5 +5- [ () -e™dt | =5 F(s) = f(0)

0-1(0)

F(s)

Kovetkezmény: L{f"'(t)}(s) = s?-F(s) — s - f(0) — £'(0)

Bizonyitas:

s L - f

0 =s-(s-F=£(0)-f'(0))

Altalanosan: L{f ™ (£)}(s) = s™ - F(s) — 27t st - f(=1-0(0)

Példa
y'+3-y' —10-y=6-e*t Kezdeti feltételek: y(0) = 0 y'(0)=0
s2Y —s5:y(0) =y (0)+3-(s-¥ - y(0)) - 10- ¥ ==
L{y"} £{y"}
A kezdeti feltételeket behelyettesitve:
6 6 _3 1 2
2 v — Y =2 -5 @ .= _7 3 21
(S +3 y 10) Y= s—4 =Y = (s—4)-(s—2)-(s+5) - T s-2 + s—4 + S+5
llyen alakbdl mar vissza tudjuk alakitani az inverz transzformdcio képleteivel:
_ -1 _ 3. 2t 1 a4t 2. -5t
y =L HY(s)}() = et torett e
f(@®) L{f Eit)}(S)
1) t-g@®) _1.%.
1 diinG(S)
2) th-g(t)(neN
g ( ) (_1)11.@.6(5)
3) e -g(b) G(s —a) (eltolas)
: 1 s
4) g(a-?t) —G (2) (nyuijtas)

Példa

w

s2+w?

—s(w- 0)}

(s

s
s2+w?

-21-

L™ Hcos(w - t)} kiszdmithaté L{sin(w * t)}-bél, mert: % “L-{w-cos(w-t)}= %-L fsin(w-t)'} = i

L{t - sin(w - t)} kiszamithatd L{sin(w - t)}-bél az 1) segitségével




o ch(a-t) kiszamithatd sh(a - t)-bél a 2) segitségével

Példa
1 -1
L {(5—2)2}
2) felhasznalasaval
. —-1(1) _ =~ -1 =1 ) _ 2t
1. megoldas L {52} =t = L {(5—2)2} =—e t
g
2. megoldas [—ds= = = L‘l{ ! }= —t-e?t
' (s—2)2 s—2 (s—2)2
Gog=e?t
Példa
1
L{(s—4)3}
1y _ 2 -1 1 — 2, L4t
(5—4) T (s-4)3 {(5—4)3} 2 tore
2 — pht
s G>g=e
Példa

y' =2y +y=x Kezdeti feltétel:

Laplace transzformalas utan:

sz-Y—s-y(O)—y’(O)—Z-(s-Y—y(O))+Y=i

SZ
yII y
1
(s?-2's+1D)-Y=
-t _A,B_C b _.=2%2,1_2 1
- s2:(s—1)2 s 's2 + s—1 + (s—1)2 - s + sz s-1  (s-1)2
Inverz Laplace-transzformalva:
y=2+x—-2-e*+x-e*
Példa
y' =z Kezdeti feltétel:
z'=y
—Z=5Y—-y(0)
s-Z—z(0)=Y
(s24+1)'Y=s —(s2+1)-Z=-1
_ S _ -1
s2+1 T os241
y = cos(t) z = sin(t)
Példa
y+zZ+y+z=1 y(0)=-1
y +7 =t 2(0) =2
Megoldas

y=1-2-e'+t-et

z=2et—t-et
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Példa (Altalanos megoldas keresése Laplace-transzformaciéval)

Yy t+y=et Uj jelélések: yo = y(0) y1=Y'(0)
2.y Loy — -t
s“Y—syo—y1+Y = Py
s SRS VR 7

s+1 s2+1 s2+1  s2+1

1

y=3 e t+ % (—cos(t) + sin(t)) + yo * cos(t) + y, - sin(t)

y= % et + (yo —%) - cos(t) + (y1 +%) - sin(t) =%- et + ¢ - cos(t) + ¢, - sin(t)

6. el6adas

Példa
Y —y=0 Yo =y(0)
y1=y'(0)
0=s2Y—sy—y—-Y=(* -1DY—sy—»n
Y=S.:zo%=}’0'i+}’1'ﬁ N Y =y - ch(t) + y; -sh(t) = ¢; - ch(t) + ¢, - sh(t)
Példa
y'—y=1 y(0)=y'(0)=y"(0)=0

Visszavezethet6 els6rendlire

=y y2=y1' y+y=1
1_3.y_q2. e v (O) — v __ 1 _A_ B _ CstD
S_S Y-—s y(O) S y(O) y (0)+Y > Y s+(s3+1) s+s+1+32—s+1
2. 1 1 t
pol Ll 01 112 d 2 gog(By)
s 3 s+1 s?-s+1 s 3 s+1 3 (s—l) 43 3 3 2
2, 4

Konvoltcié (£~ kiszamolasahoz)
Definicié: V(¢ > 0) frg® = [, f(x) - g(t — x)dx
1. Allitas: kommutativ fxg=g=*f

2. Allitas: L{f * g} = L{f} - L{g} (=fxg=L"{F-G})

Példa
_ 1 i1 1 ) ) t .
L1 {s-(52+1)} =L {;-SZH} =1#*sin(t) =sin(t) * 1 = fo sin(x) dx =
= —[cos(£)]§ = 1 — cos()
Ellenérzés: L{1 —cos(t)} = L{1} — L{cos(t)} = % - S1S+1 = ZZ(J;:;; = s-(s;+1)

Vektoranalizis
Vektorérték fliggvényeket akarunk integralni gérbéken és fellleteken
1. Mik ezek a gorbék, feliiletek?
2. Mekkorak ezek?
3. Iranyitas.
Felilet

Definicié: 1 <n <m € N, A € R" zart, korlatos, 6sszefliggs, mérhetd, nem lres belseji halmaz
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r = r(u) A-n értelmezett, szakaszonként folytonosan differencidlhatd, R™-be képez§ injektiv (1-1) fliggvény ugy,
hogy a Jakobi-determindns oszlopai linedrisan fliggetlenek (A belsejében)

dary dary
VT1 duq duy
v, arn . dm
du, duy

Rg(r) (Rg: értékkészlet) az r 4ltald definidlt n-dimenziés (m-dimenzidbeli) feliilet. r ennek a fellletnek az explicit
egyenlete.

A felllet térrész, ham = n, valadi feliilet, han = m — 1, gorbe, han = 1.

Egy pont belsd pont, ha van olyan homeomorfizmus (folytonos és kélcsondsen egyértelm(i megfeleltetés, bijekcio),
ami a (nyilt) n-dimenzids egységgdmbot a felliletbe képezi Ugy, hogy a pont benne van a képben. Ezek halmaza: IntF (ha F a
felllet). F zart, ha minden pontja belsd pont.

5. gyakorlat
Példa
{z_+z i'[";(z),haz=0
f(Z) =! valés valés
|
k 0,haz=
z=x+i'y
v(ix,y)=zZ+z=2"x
_Imz _ vy
u(x,y)——lzI =T
lim # lim, ezért nincs hatarértéke.
x—0 y—0
Példa
{561=2'x1+3'x2 tﬁxl(t)Elef
X =x,+4x; t - x,(t) € Diff
z—(xz) x=A-x
_[2 3
é_[1 4]

_ 2—A1 3 1_
det(A—A-E) =0 > det[ ) 4-1]‘0
2-1)H-@4-1)=3
A2—6-2+8=3
A2—6-2+5=0 > AH=12,=5

Sajatvektorok

4. 1 31.[-31_710 _1-3
A=1 [1 3][1]_[0] Sl_[1]

_ 5. [73 37.111_70 Et
A=2: [1 _1] [1]_[0] 52_[1]
P egyltthatdmatrixa:

_[-3-et 1 es't]
Vo = 1-et 1-e5t
-3¢ -et+c, et

= t)'c=

*=y(O-c ( ci et +cy et

Kezdeti érték feltétel
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x,(0) =1, x,(0) =-1
Ha mar megvan v, akkor
1==-3"¢,+¢c,
—-1=c¢+c
Egyébként Laplace-transzformalassal:
(LG =s-Y —y(0)
s X;—1=2-X,+3-X,
s Xo+1=X,+4-X%, > Xi=(G6-4)-X+1
(s—=2)'[(s—4)X,+1]-1=3"%,
(s—2)'(s—4)"X,+s—2—-1=3"X,

(-2)-(s—4)-3)'X,=3-5s

X, = 3-s 3-s _ A +i _ A(s=5)+B(s-1)
27 s2_6.548 (s—1)-(s-5) T s-1 s-5 (s—1)-(s-5)
s=1. A (-4)=2 > A=—3
s=5 B-4=-2 > B=-:
R
=2 —2
Xz T s-1 + s=5
-1 —_1 _1), 5t
L7HX,} = Se +( 2) e
2. egyenlet: X, =x; +4-x, Ebbdl kifejezziik x;-et:

. 1 1 s 1 1 s
x1=x2—4-x2=(——-et—5-e5”) —4-(—E-et—5-e“)

2

Példa
561=3'x1+x2 x1(0)=1
)’C2=x1+3'x2 x2(0)=—1
_[3 1
A_[1 3]

s'X1—1=3"X;+X,
S'X2+1=X1+3'X2
s X+ X)) =4 (X +X)

(s—4)-X;+X,)=0 Vs-re

Inhomogén altalanos differencidl egyenletrendszer altalanos megoldasa

X1 =X,
X, =x; +e2t

I. Homogén altaldnos megoldas

4=l o=l

det(A—A-E)=0 > A =t1

S R el
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wemi [0 =[]

po =% <]

—e

== (201 E)
Il. Inhomogén partikuldris megoldas
¢ = c(t), allanddk varidldsa médszer
Y@©)-c'®=>b
cM=yp®O b
(1) et-ci+etoc;=0 }
(2) etici—et-cy=e?t
Két egyenletet 6sszeadva:
2:cj et =e?t

cg==--et

N | =

1 1
¢ =[5 efdt=>-ef

Els6 egyenletbe behelyettesitve és dtrendezve:

etlet
_ 3
G=——tr=-et
cg=—=-fe¥tdt=—=-~- e¥t
1 e 1 3
et_E_et_e t_g_e3t
Xp =¥ c®) = et Lot 4ot 1. g3t
2 6
1ot ot 1l g3t
¢ retdcy et ef-sref—et---e
X=X+ xp = t )t 1 1
cret—cy-e et Lot 4 ot.1. g3t
2 6
Példa
2: .
y’+7y=sm(x3+1)
| "+ 2=
X
ro _2y
y - X
y__z2
y  ox 2l
Inly|=—-2-In|x| +C /e0
Iyl = e
lyl = |x|7>-C*
Bolzano-tétel
y=K-x?
Yp =K(x)-x7?
-
Visszahelyettesités: K'(x) x72 + KGo)(=2) =2+ 5; =sin(x®+1)

K'(x) x~2 =sin(x® + 1)



K'(x) = x%-sin(x® + 1)

K(x) = § +f3-x% sin(x®+ 1) dx = i (= cos(x® + 1)) (helyettesitéses integralas)
Példa
y"' =10y’ +9-y=5-¢ y(0) = -1, y'(0)=2
Ly} =s?Y —s-y(0) - y'(0)
S2Y+5-2-10-(s Y +1)+9-¥ =3
Y-(sz—10-5+9)+s—12=siz
G-DG-9)
_ siz_s+12 _ 5—s3+12-s2 _A " B " C 4 Db _ A-s:(s—1)(s=9)+B(s—1)-(s—9)+C-5%(s—9)+D-s%:(s—1)
(s-1)(s=9)  sZ(s-1)(s=9) s ' s ' s-1 ' s-9 52:(s=1)-(s—9)
s=0
s = 1¢nem elég kell mégegy:s = —1
s=9
Példa
y' =3y +2-y=2-e3%
A2—3:1+42=0
A4 =1 Ay =2
Yna = Cr-e*+Cy-e?™
Ha e** - (p(x) - sin(f - x) + q(x) - cos(B - x))
> x™-e* - (P(x)-sin(f - x) + Q(x) - cos(f - x))
m: a £+ B - i multiplicitasa a karakterisztikus polinomban
Példa
y'+6:-y +9-y=2-¢73%
2246:-1+9=0
Aip=-3
Yha=Cy e 3%+ Cyrx-e 3
yp =x%-A-e3X
Példa
y'+4-y=cos(2-x)
A+4=0
A =42-1i a=0,=2,0+2-i >m=1
Yhs = C1 - sin(2 - x) + C, - cos(2 - x)
Yp=x"(A-sin(2-x) + B cos(2 - x))
6. gyakorlat
Differencialhatésag
R-beli

f= (Z) R? > R? X € int(Domf)

f R-differencialhaté (totalisan), ha van olyan A: R? — R? linearis leképezés, hogy: 3 lim W
X—Xg —Xo

-27-



6)=(c)

ah dh
Jakobi-determinans: J f;,o) = [A] = ;}; ;}; A=df(x)
ax  dy

Példa

f
zowz=Wy+i-wy) - (x+i-y)=w-x—wy-y+i-(Wy-x+w-y)
u(x,y) v(x,y)

f=uti-v
z=x+i'y

konsttw =wy +i-w,

I = [ ] = v+ w] = w

w-2) =w
(5-x)'=5
Példa
zoz22=(x+i-y)?=x*+2-ixy—y>=x*—y*+i-(2-x-y)
ux.y) v(x,y)
e =[5 ] =rxrizy=2-a
(z3) =2z
Példa

zoz=@x+ry)=x—i-y
u(x,y) =x
v(x,y) ==y
_f1 o0
Definicié: f: C = Cz, € int(Dom(f)). Azt mondjuk, hogy f komplex differencidlhaté, ha van olyan w € C, hogy

im L@~/ — , jiyenkor f'(z) = w. f € Diffc(z)

z-zy 272

Példa
Zz-z%haz+#0
Milyen n € Z-re komplex differencialhaté a 0-ban az f = fliggvény?
0,haz=0
n=0 f(z)=2z
lim =2 =
z-0 Z
z =71"-(cos(p) +i-sin(ep))
Z =1"-(cos(—¢p) + i -sin(—¢))
f =cos(—2-¢@)+i-sin(-2-¢)
Milyen hosszu?
z| _lzl _
zl "zl 1
n=1 fz)=2z-z
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ZzZ—

im0 = limZ = limz = 0
z—0 z—0 z-0 Z z-0
f'(0)=0 n = 1lesetén f € Dif fc(0)
n < lesetén f & Diffc

Tétel:  f:C - C z, € Int(Dom(f))

j = (}) € DiffaCxo,¥0)
. és
FEPTRI = regyg e

U

Zyg =Xo+1"Yg

f=u+i-v
Bizonyitas: W] =Jf(x0,¥0)

3 lim L@ )Wl e=z) _
z-2, |z—z]

3 lim f@)-fz0) lw - Z=% | _
z-2, |z=2| |z—z,]

N zmz | (F@~f@) _
3 ZILI’IZ’I[’ 12=2] ( z-Zo [W]) 0
1
lim (M _ W) =0
z-2, Z=2o

Cauchy-Riemann-egyenletek
f=u+v-i
[6xu 6yu] _ [a —b]
0xV  0yv b a
I, Oyu=0,v

1, dyu=—-0,v

1. (u,v) totalisan diffhat6
f komplex differencialhaté
2. Teljesitia C — R egyenleteket

Definicié: f: C — C regularis a z, € int(Dom(f)) pontban, ha a z,-nak van olyan B.(z,) nyilt kdrnyezete, ahol a fuggvény
minden pontban komplex differencialhato.

Példa
Hol differencidlhato és hol regularis az f(z) = |x| + |y|-i,z=x+i-y
u=|x|,v=1yl|

Totalisan differencidlhatd: tengelyeken kivil

—x+i-y A x+ti-y
o ] b
o Sl | fo A
—x—1iy x—iy

C differencidlhato: 1. és lIl. siknegyed (nyilt: tengelyek nincsenek benne)
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{x+i-yeClx-y>0}
Regularis: ugyanitt
Példa
fx+iy)=x2+i-y3
2 3

u=x? v=y

u . . . ,
(v) totalisan differencialhaté

Oyu  dyu _ [2 “x 0 ]
v o[ |0 3y
Differencialhatdsag feltétele: 2 - x = 3 - y?

2
y? = 5" x parabola

{x+i-yeC]2-x=3-y?}
Regularis: sehol, mert nincs bels6 pontja
Harmonikus tarskeresés
¢ (x,y) nyilt halmazon értelmezett R? — R fliggvény harmonikus, ha (A¢ = 0)
0%+ 05,0 =0
Tétel: U egyszeresen 6sszefliggd, nyilt, < C.

f:U — C harmonikus komponensekkel rendelkezik < f regularis.

Ekkor f = u + i - v-ben is harmonikus térsa v-nek. Young-tétel
I Oxu = 0yv Il. dyu = —0,v /
0fu = 0%,v Ojyu=—05v=—05v

0 u+ 05, v=02v—05v=0
7. el6adas
Feliilet definicidja:
n<m 7, € R" - R™ n-dimenzids, m-dimenzidbeli felllet
- folytonos legyen = tudjuk derivalni

- Jakobi-determinans oszlopai linearisan flggetlenek

0
r(u,v) =r*(u,v,w) > 3.0szlop: 0 > linearisan fliggs
0
rw,v) =Uw+v,u+v,u+v) > r(t) = (t,tt)
1 1
dr dr
(e @)= (1 1)
1 1
£(&) = (¢, (1)) gorbe derivaltja: (tfFO) ] imr, = (LF (&)
(to.f(to))-Deli
érinté

7(t) az r(ty)-beli érintévektor

Erint&sik normalisa merdleges a feliileti gérbék érintévektoraira.
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GOrbék és felliletek paraméteres megadasa:

a,b pontot 6sszekots szakasz
r@)=a+t-(b—a) t €[0;1],
R sugary, 0 kdzépponta kér R?-ben

r(t) = R - (cos(t), sin(t)) te[0;2-m]

(a,b € R?)

R sugaru, z tengelydi, origd csucsu, g félnyilassz6gl, egyenletes emelkedési kup

r(t) =R-(t-cos(t),t sin(t),t) t€[0;2-m]
R sugaru, 0 kozépponti gémbfeliilet
r(u,v) = R - (sin(u) - cos(v), sin(u) - sin(v), cos(u))
v € [0;2-m],
R sugary, z tengely(, h magassagu hengerpalast
r(u,v) = (R*cos(u),R - sin(u),v) u€fo;2-m,

R sugaru, R magassagu, 0 kdzéppontu, z tengelyd, %félnyl’lésszég(j kuppalast

r(u,v) = (v-cos(u),v-sin(u),v) u€fo;2-m,
R sugaru, 0 kozéppontu korlap az x,y sikban
- mint 2-dimenzids térrész (n = m = 2)
r(u,v) = (u-cos(v),u - sin(v)) v € [0;2-m],
- mint 3-dimenzids valddi felllet (n = 2, m = 3)
r(u,v) = (u-cos(v),u-sin(v),0)
R sugaru, z tengely(, h magassagu henger
((u+v)-cos(u),(v+R)sin(u),0) u € [0;2
r(u,v) ={ (R-cos(u),R - sin(u),v) u€0;2
((v—R) - cos(u), (v — R) - sin(u), h) u€elfo;2

Specialis esetek: gorbék

rl - R™ r(t) irdnyitasa 7 (t)
to-beli érint6vektor: 7(ty)
S . . 1)
to-beli érinté egységvektor: o)
ivhossz
Ko6zelité poligon hossza: olr(tivy) — r(t)]
r(ti+1)-r(ty) .
i=o Tt (tir1 — ) = TisolT (€] (tieq — &)
7(ty)
b, . .
> J, lF@®©ldt ivhossz
Példa

origd kdzéppontu, R sugaru kor keriilete = ?

r(t) = (R - cos(t),R * sin(t)) t €[0,2-m]

u € [0;m]

v € [0; h]

v € [0; R]

u € [0; R]

1], v € [-R; 0]
-1t], v € [0; ]
-], v € [ h + R]

7(t) = (=R - sin(t), R - cos(t)) > HOIE \/RZ - (sin?(t) + cos?(t)) =R
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- ivhossz: fozlnR =2'R'm
Példa
s(t) = fatlr'(‘r)ld‘r Szigortian, monoton ndé: invertalhatd
r ivhossz szerinti paraméterezése

p(s) = r(t(s))

(s) = o = 1)
> PO = )
Specialis esetek: feliiletek
r(u,v) T, X1, € irdnyitas

(ug, vo)-beli vektor az r(uy, vo)-beli feltleti normalis
Fellleti normdlis normélva: felileti egységnormalis
GOmb (egységgdmb)
r(u,v) = (sin(u) - cos(v), sin(u) - sin(v), cos(u)) u € [0,m], v €[0,2-m
1, = (cos(u) - cos(v), cos(u) - sin(v), —sin(u))

1, = (—sin(w) - sin(v), sin(u) * cos(v), 0)

Ty X7, = (sinz(u) - cos(v), sin?(u) - sin(v), sin(u) - cos(u) - cos?(v) + sin(w) - cos(w) - sinz(v)> = sin(w) - r(u, v)
sin(u)-cos(u)

7. gyakorlat
Komplex integralas

Definicié: I' € C, ez gorbe, ha van olyan G: [a; b] € R, ami véges kivétellel folytonosan differencidlhaté és folytonos. (néhol
eltérhet a gérbe) Ran(b) =T

G (a) kezd6pontja I'-nak

G (b) végpontja I'-nak
I zért, ha G(a) = G(b)
I’ egyszer(, ha G injektiv (egy értéket csak egyszer vesz fel, nem metszi 4t magat)
Példa

~ N _ (x(®)\ _ (R cos(t)
z) =x()+i-y) = (y(t)) (R . sin(t))

z(t) = R-cos(t) +i-R-sin(t) =R -e't

2(t) =R~ (—sin(6)) +i-R - cos(t) = R - (sin(—t) + i - cos(—t)) = R % (i - sin(—t) + i% - cos(—t)) = R %
(—cos(—=t) +i-sin(—t)) =R- - - (—cos(t) —i-sin(t)) =R -i-(cos(t) +i-sin(t)) = R-i-e’t

| =

L=

Komplex Riemann-integral
Egyvaltozos valds fliggvények integraljdhoz hasonlé médon értelmezziik.

Legyen G a komplex sik egy iranyitott szakasza. Osszuk fel ezt a G gorbét osztépontokkal (zy, z1, 2, ...), és minden z,_4, 2,
iven vegyiink fel egy tetsz6leges p;, pontot.

Ha a felosztast minden hataron tdl finomitva a Y f(ox) - (Zx — z_1) integralkozelits 6sszegnek |étezik véges hatarértéke,
akkor ez a hatarérték az f komplex fuggvény G gorbe menti integralja.

Jg f@dz

-32-



Integralok kiszamitasa

J, f@dz = [} f(2(t)) - 2(t)dt
[a;b] > C

Vonalra

[p vdr = [ v(r®) - #(@®)dt

A helyettesitéses integralds tételének felhasznalasaval belathatd, hogy ez az integral figgetlen a paramétertezéstdl, ha azok
ugyanazt az irdnyitast hatarozzak meg.

Megjegyzés: hRet-h(t)eC

J? hy(®)at

® h(t)d =(
Ja oyt J? hy ()t

) = [P Re(h) +i- [ Im(h)

Példa
z(t) = cos(t) +i-sin(t) (egységkor a komplex szamsikon)

z(t) = —sin(t) + i - cos(t)

. 27
J Ydz=[*"— 1 . (=sin(t) +i-cos(t))dt = [>T dt=f2'”i-dt=<f° 0dt>=( 0 )=2-n-i

z|=1z2 0 cos(t):;lit-sin(t) e 0 it 0 foz.n idt 2-m
1 .
ﬁzl:lzdz =2-m-i
Példa
z)=t-(1+2-0) zt)=1+2-i

I, z‘dz:fol(t-(1+2-1)-(1+2-i)dt=fol(t—z-i-t)-(1+2-i)dt=th-Sdt:[%”]2:

Komplex Newton-Lebnitz formula

Definicié: Legyen f: C — C nyilt halmazon értelmezett fuggvény. Az F: Dom(f) — C primitiv figgvénye f-nek, ha regularis
ésF' =f.

Tétel (Newton-Leibnitz):

Ha az elébbiek szerint f folytonos és F' = f, akkor minden I' € Dom(f)-re, aminek a kezd§- és végpontja z;, z,:

[ f@dz=F(z,)~F(z)

Példa
f(Z)=$
fomdz=? & F(z)=7,haF'(z) =
Fo=rt=st > [ e mie(-D)=0

Kovetelmény: Ha f-nek van primitiv fliggvénye, akkor fr f=0
A komplex fliggvénytan alaptétele (Cauchy-tétel):
Megjegyzés: C-beli integrdlok el&allitdsa vonalintegralként:
J. f(2dz= =[ (u+i-v) (dx+i-dy)=
= [, udx—vdy+i- [ vdx+udy

P =(u;—v) és Q=(u
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> [Pdr+i-[Qdr
Newton-Leibnitz R3-ban
v = grad(¢)
J. grad(p)dr = (1) — d(11) Ez az . gradiens-tétel

I kezd6- és végpontja: 1y és 1,

Bizonyitas: C N-beli
f=uti-v
F=¢+i-y
omw =6 ]
. ) a

F'=0,p+i-(—0,p)=u+i-v
Fr=0p+i-0p=u+i-v
[f=fudx—vdy+i-[vdx+udy= [0,pdx+ 0,pdy+i- [0, pdx + 0ypdy =

- f grad +1- f gradp = d(ry) — d(r) + i (W) — Y(r) = F(ry) — F(r7)

8. el6adas

Implicit egyenlet:

u(r)=20 w:R™ - R
u(r()) =0 grad(w) |, 7(£) = 0
> grad(u) L r(t)

A fellleti normadlis a gradiens.
Példa

Gémb: u(x,y,z) = x* +y? + z2 — R? grad =(2-x,2-y,2-2)
Iranyitds altalanosan n-dimenziéra
Definicio:

CROSS: R™-benay,...,a,_4 = CROSS(ay, ..., a,_1) az egyetlen olyan, aki:

1. Meréleges az a4, ..., a,_4 altal kifeszitett altérre

2. Nagysaga: ay, ..., 4, _4 altal kifeszitett paralelotop n-1-dimenzids térfogata

3. a4, ...,a,_1,CROSS(ay, ...,a,_1) jobb sodrasi (& a szokdsos bazisrél az erre valo attérés matrixanak
determinansa > 0)

e, e,
1
CROSS(@y,oyayy) = (11| D T @
A () - a1 ()
2-dimenzidban: CROSS(3> =-1- ; §| =—@,—x)=(yx) (balra forgatds)
xy
Allitas: - argumentumok cserélése = —1-szeresére valtozik

- minden argumentumban linearis

-3i # j:a; = aj > CROSS(ay, ..,ay,_1) =0
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r = r(u) altal adott valddi felulet iranyitasa: cross(ru(u)). Egy pontbeli értéke az ottani fellleti normalis.

cross(u®)  foilet egységnormalis

[cross(r, )]’
F:r(uq ...uy) (uy ...uy) €A
A ={(uy .. u)|(—uy ... uy) = A)
—F:s(uq ... uy) = 1r(—uq ... Uy) Uy ... uy) €A’

F zart feliilet kifelé iranyitott & Vu € A 3¢ >0 VS €(0,6) r(w)+ 8- cross(n,(w) &V

F felllet a V-t hatarolja

2D-ben: IF| = [f, Ira X 1 |dudv Af = f'+ Ax
Altaldban: F felszine = |F| = [f, |cross(r,)|du
Példa
R sugaru, h magassagu hengerpalast
r(u,v) = (R-cos(u),R *sin(u),v),u € [0,2 7], v € [0, h]
1, = (=R - sin(u), R - cos(u), 0)
7, = (0,0,1)
= 1, X1, = (R cos(u),R *sin(u), 0)
I, X 1,| = \/R% * (cos2(w) + sin2(w)) = R
IF| =" ['Rdvdu=2-m-h-R
H S R™ v:H - Rk k=m+1 v folytonos

1. Vonalintegralok
Legyen L:r =r(t)t €l L S H adottgorbe
a, v gbrbementi integralja L-en
J, vdr & [ v(r()-7(t)dt
b, v ivhossz szerinti integralja L-en
J, vldrl € [ v(r@®)- 1#(©)ldt
2. Feliileti integralok
F € H valédi feliletr = r(u),u € A € A™1
a, v feliletmenti integralja F-en
Jo vdf = [f, v(r(w)) - cross(n,(w))du
b, v felszin szerinti integralja F-en
Jo vldf1 € ff, v(r(w)) - |cross(r, (w))|du
Tétel
A fent definialt integralok alaptulajdonsagai
1. Lineadris operatorok

2. Additiv halmazfliggvény
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3. J vdr=—[ vdr
f_pvdfz _fp Udf
4, m<v(r) <M = m-|L| < [, vdr<M-|L]|

m-|F| < [, vdf <M-|F|

5. fL 1l|dr|=|L| és fF 1ldf| = |F|
6. v, a v-nekr érint egységvektorara esé vetlletének elGjeles hossza, azaz v - e >
7
J, vdr=[ vldr| (e = m)
7. v, a v-nek fellleti normalisra esé vetiiletének elGjeles hossza, azaz v - n 2>
_ _ cross(ru))
fF vdf = fF vnldf] (n ~ |cross(ry)|

6-0s bizonyitasa: [ veldr|= [, v.(r(t)) -1 ()| = [, v(r@®)) 7()dt

VO

8. gyakorlat
Stokes-tétel: F feliilet R3-ban. OF pereme F-nek. v: R® — R3, folytonosan differencialhaté.

Dom(v) nyilt. F U 0F € Dom(v)

Jopr = [ Tot(@)

ik
rot(v) =19, 9, 0, v = (v1,03,03)
Vi V2 Vs

Keresslik C-ben az alakjat.
v3=0 > vy = v1(X%,Y) és vy = va(x,y)

Tot(v) =0y v, — 0y, " v
$.f=? f=u+i-v
P=(5)
=)
Cauchy-Riemann szerint: ~ d,u = d,v és d,u=—0,v

oyu dyv

$.f=¢P-dr+i-§Qdr=[ “dv—ou+i-f du—dyv=
= [[, Odxdy +i- [f, 0dxdy=0€C
Megjegyzés: A bizonyitasban feltettiik, hogy f folytonosan differencidlhaté (valéjaban nem sziikséges)

Perem és tartomany helyett egy gérbére mondjuk majd ki.

Goursat-lemma

f C-differencialhatd flggvényt haromszogon (T) értelmeziink, akkor fan =0
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Bizonyitas:

o £ E S + o S+ Jg F+ Siuf

Kozépsé szakaszokon kétszer integralunk, egyszer az
egyik, majd a masik iranyba, igy azok kiesnek.

160 F] < [ f]+ 1o £+ Vs £+ [ £] < 4 |fin £ X
ezek kozil van egy maximalis \
K
K- KT(l) = ;
L |9Sarf| 4" |far(n)f|
N N ‘
V4 L 4
2. Krm = on
3. Ezek egymasba skatulyazott hatarértékeke sorozata, z, lesz a hatdrértéke
|6 0 F (22| = |$ 1 f(20) + f1(20) - (2 = 20) + £(2) - (2 — z0) e
Je > 0, hogyha |z — z,| < 6, akkor |e(2)| < €
> |F £+ [1(20) (2= 20) + £(2) - (2 — z0)dz| = |$p £(2) - (z = 20)de| <
0 0
< $prom 1£(2)] D)2~ ] dlzl < e gﬁaT(md|z|
eK? _ 2
> bt =4 [l f| =4 S = K2 =0

Cauchy-féle integraltétel

f:C — Creguldris aI’ gérbén és belsejében, Dom(f) egyszeresen dsszefliggs nyilt tartomany. Ekkor _<ﬁF f=0

Cauchy-féle integralformula

f:T — Creguléris a T tartoményon, T egyszeresen 6sszefliggs, I' egyszer( zart gorbe a T-ben, amely korilhurkolja
Zy-at. Ekkor:

M () — @) N
f (ZO) 2 i ﬁ[‘ (z—zo)"*1 dz nel
Példa
ch(z)
ﬁll 1 z8 dz

A Cauchy-féle integralformulat kell haszndlni. Adjuk meg a képletben szerepl6 paramétereket:

f(2) = ch(2)
Zo=0 (mert (z — zy) most (z — 0))
n=4 (mertn+1 =05)

Most mar felirhatjuk a formulat:

ch®(0) = ﬁ ﬁzl 15’;(52) dz Jatszorzunk 2 - 1 - i-vel, leosztunk 4!-al

h 2 2
§,11 2 dz = ch®(0) - 2% = ch(0) - 2
ch' = sh, ch" =sh' =ch ch® =sh ch® = ch

e?t+e™%

Hasznaljuk fel, hogy e” = >\ 0 es ch(z) =
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-0

2mi e%+e 2mi i
ch(0) - = : =—
4! 2 4! 12
Példa
2:z-1
it
ﬁ2—1|=; z2-z
1 1 P .
lz—1| = 3 > 5 sugard kor, aminek a

kdzéppontja az (1,0) pontban van

At kell alakitani a tértet, hogy a nevezébe csak (z — z;)-0s
dolog keriljon.

2:z-1 _ 2:z-1
9%2—1I=% 22—z ﬁ2—1|=§z-(z—1)

<

A (z — 1) van a korén belll - a tobbit felvissziik a szamlaléba. z — 1 marad a nevezébe, ami mar jo.

2:z-1
9%2_”:1 = Ebbél az alakbdl mar felirhatjuk a formulat:
2
2:z-1

f(2) == n+1=1>n=0 zo=1

2l . 2z—1 .
> SCfOW =2 T | =2
Példa

sin((27)

Eﬁz—i|=1 2241 dz
lz—i] =1 2> 1 sugaru kor, aminek a kézéppontja (0,1)-
ben van

Megint atalakitjuk a tortet:

. (lzT
Sll’l(—)
2

ﬁz—i|=1 (z—=i)(z+0)
A (z — i)-s gyok van a koron beldl, a tobbi felkeril a szamlaléba:

sin(—i'z'")
2

gﬁ . —z_dz Ebbél felirhatjuk a Cauchy-formulat:
z—il=1 z-i

. (LZT
Sll’l(—)
27

fl@) =" n=0 zo=1i
>z ) o ie(-2)=- in(-2)= -1
0! pri 2=t T 4L ) =" SIn\—3) =

v

Van egy kompatibilisen iranyitott felliletiink. Mennyi ezen faTidz ?

Kompatibilis iranyitas: ha az irdnynak megfelelen sétalok, akkor bal kéz feldl legyen a fellilet.

A kils6 gorbe I'.

\ 4

1 1 1 1 1 . )
faT;dZZﬁan;dZ‘Hﬁr ;dzzﬁztlzdz+f|z|d=1;dzz 2w i+2'mi=0
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U pozitivan irdnyitott kér, amire tudjuk, hogy [ ldz=2-m-i

|z|I=1z

Negativan iranyitott kdrre ennek a -1-szerese.

9. el6adas

Példa
J, rdr (r: identitas figgvény)
L: origd kozéppontd, 3 sugaru, pozitivan iranyitott kor
r(t) = 3 (cos(t), sin(t)) t€[0,2-m
7(t) = 3+ (—sin(t), cos(t))
foz'"9 - (cos(t), sin(t)) - (— sin(t) - cos(t))dr = foz'” 0dr=0
Példa
fF 2-rdf F: z tengely(, origd csucsu, % felnyilasszogd, kifelé iranyitott kip
r(u,v) = (v-cos(u),v-sin(u),u) u €02 x|, v € [0,m]
i j k
Ty X7, = |-v-sin(u) v-cos(u) 0|=|wv-cos(u),v:-sin(u),—v- (cosz(u) + sinz(u)>
cos(u) sin(u) 1 1
. _ [2m (R L2 . i . _ _
Jo 2-rdf = [ [ 2 v* - (cos(w),sin(w), 1) - (cos(w), sin(w), —1)dvdu =
2w R
=J, J, 0dvdr =0
d F2 > cross(r,(w) = (—1,0)
F
90°-0s forgatas balra
F1 F3
é A 4
F4
a b
Példa
v(x,y) = (f(x),0) nem negativ, monoton ng (jobbra s(ir{isodik)
Tobb megy ki, mint be.
P - . . F2
Alul és feliil az integral 0. d ' »t
El6z6 el6adason tanult képlet szerint:
E4 F3
Jo vdf = [f, v(r,(w)) - cross(n,(u))du =
& Fa
a b

fpl vdf = fcd(f(a), 0) - (—1,0)du = fcd —f@=(—-d)f(a)
fp3 vdf = _f_F3 vdf == —(c—d) f(b)
Egész felileten: [ vdf = (d—¢)- (i) - f(@)
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Példa

v(x,y) = (f(¥),0) f folytonos

Alul és feliil tovébbra is 0.
Jy, vaf = [1(Fw),0) - (~1,0)du = [ ~f (u)
Jy, vaf == [ vdf == [ fw)

= J, vdf =0 Ugyanannyi megy be, mint ki.
Példa
w(x,y) = (0,f(x)) f folytonos cross(r,(w) = (0,1)
Bal és jobb oldalon 0. AA A AAAA
J,, vaf = [2(0.£ (@) (0 Ddu = (b—a)- f(d) d 1 i
fF4 vdf = _f_F4 vdf =-=—(b—a) f(c) F1 E3
Eredmény A 4
£ F4
Jp udf = -a)- (f(d) - d()
Példa a
v(x,y) = (f(x,),0) f folytonos
Alul és felul 0
Iy, vaf = [ (f(a,w),0) - (~1,0)du = [ ~f(a,u) du
Jg vaf == [ vdf = = [ f(bu) du
= Je vaf = f(b,w) - fla,wdu
Példa
w(x,y) = (O,g(x, y)) El6z6en hasonldan
J, waf = [} gt d) = g(u, c)du
Definicio:
(1) H < R" (korlatos halmaz) dtméréje = d|H| = {sup|x — y|;x,y € H}
(2) H;, € R"r, € R"-re zsugorodik, ha ry € IntH; Vk és ’ll_I)Tolo d(H,) =0

Definicié (forrass(ir(iség): r, € G € R™, v: G — R™ folytonos G\{rp}. Ha normal térrészek minden R™-beli r,-ra zsugorodé

B
Vil
kifelé irdnyitott feliilet)

V} sorozatéra lim

s()(rp) = lim — - vdf

[Vl
Példa
v forrass(rlsége (xq,y,) pontban ((xo,yo) € (a,b) x (c, d))
VRZMXM limb, —a, =0

Xo€ Vo€

l]mdk —Cr = 0
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> Sy, vef = [24(F (diow) = f (@) du

S v (% _ -
e [P o) = Fao))d = Gt [ (f () = f (@ w))du =
Lagrange
3ge[cy,di] 3pr—(ag.by)
= VOl 6o 2 (60 > feioye)  Hafi folytonos
(bx—ag) (dr—ck)

9. gyakorlat
8. gyakorlat végén volt:
Van egy kompatibilisen iranyitott felliletiink. Mennyi ezen faTidz ?
Kompatibilis irdnyitas: ha az iranynak megfelelGen sétalok, akkor bal kéz felél legyen a felilet.
A A belsé kor egy egységsugaru kor: |z| = 1

A kils6 gorbe I'.

v

1 1 1 1 1 . .
faT;dZ=fIZL=1;dz+fﬁr ;dz=f|zl)=1;dz+f|215:1;dz= -2 i+2mi=0

O pozitivan iranyitott kér, amire tudjuk, hogyf dz=2-m-i

II1

Negativan iranyitott kdrre ennek a -1-szerese.

Azt kaptuk, hogy egy fliggvény integralja a nagy gérbére ugyan az, mint az integralja a kis korre. = A kis korokre Integralunk.
Példa

1 1
SﬁZI=2 1+22 dz = Sﬁz|=2 (z+0)-(z—0)

Felrajzoljuk: lz| =2 > origd kdézéppontu, 2 sugaru kor
Kis korok kézéppontjai: (0,i) és (0,—1)

Erre a két kis korre integralunk. A sugarat tetsz6legesen megvalaszthatjuk. Legyen %, hogy ne légjon a nagy koron kivilre.

1 1 1
+ 4;|z|=2 1+22 dz= flz—ilz% (z=0)(z+0) dz + flz+i|:§ (z=i)(z+0) dz

A Cauchy-féle integralformulat kell alkalmaznunk, tehat a nevez6ben valahogy (z —
z,) alakra kell hozni.

v

A piros kérnél a (z — i) van a koron beldl, a tobbit felvisszik a szamlaléba, a zold
kornél pedig a (z + i) van a koron beldl.

1

izt [ L Eldg

5zl \7+l\** z+i

> f\z i|=2

Most mdr alkalmazhatjuk a Cauchy-féle integralformulat:

2 | 2mi 1 S
o z+i | Z=t o z-i 'Z=7L
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Példa

ﬂz—2|=3ﬂ%;dz = qu—z|=3#z_1)dz
Megint rajzoljuk fel:
|z—2|=3
> Kozéppont: (2,0), sugar 3

2 kis kor kézéppontja: (1,0) és (0,0). Ezekre integralunk.

> Kis korok sugarat vélasszuk%—nak, hogy ne érjenek Ossze.
e” e?
flzlzizl(z—l) dz + flz—lIZ%zx-(z—l) dz
A piros kornél a z van a koron belll, a tobbit felvisszik a
szamlaléba, a zold kérnél pedig a (z — 1) van a korén beliil, a z3
kerul fel a szamlaléba.
Jaet gzt et dz
eZ eZ
flz) == f)=5
n+1=3->n=2 n+l1=1-> n=0
zo=0 zy=—1

Hasznaljuk a Cauchy-féle integralformulat:

z
n = 2, vagyis azze_—1 fuggvényt kell kétszer derivalni és a z, = 0 pontbeli értékét venni:

(e_z)' _ e*(z-1)—-e”1 _ e*(z-2)
z-1) ~  (z-12 T (z-1)?

eZ(z-2)\' _ (e*(z-2)+e?%)(z—1)? Z o fo 9N (o _
((2_1)2) = P te? (z-=2)-2-(z—=1) ]|,y =5

n = 0, vagyis azz—: fliggvényt kell venniink a z, = 1 helyen: e*
A végeredmény
R T Y

Elemi fliggvények

Négyzetre emelés
z - z2
z = e~ (cos(p) +i-sin(p))
w=12z2=12:(cos(2- @) +isin(2-p))

z%-nek nincs inverze, de a z? Riemann fellletén mar invertalhato.
Exponencialis
z

Z—>e

z =1 (cos(@) +1i-sin(e))

zZ-ow
eZ = Xty — gx. iy
e N
Iwl argw)=y

Nem invertélhatd, de Riemann felileten igen.
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z — e” periodikus:
e? — pZtk2mi _ o7 [(ei-n)z]k L (el™ = —1)
Periédus: 2 - m - i
10. el6adas
(f (x, ), 0) forrasstriisége az (xo,y,) pontban f;(xq, o)
(0, g(x,y)) forrasstirtisége az (xo,¥,) pontban g, (%o, o)

(f(x,¥), g(x,y)) forréss(irtisége az (xo, o) pontban £, (xo,¥o) + gy (X0, ¥o)

v(x,y) aiv®) | (xoy0)
Példa
< R J, vdv=2 L a gdrbe.
i Bal és jobb oldalt az integral 0, mert a fellleti normalis meréleges az
E erévonalakra.
A > Felul pedig az integral az alsé integral -1-szerese 2> fL vdv =0
Példa
Ugyan ez, csak az erévonalak ferdén haladnak.
A szemben |év§ oldalak integraljai kiejtik egymas (egymas -1szeresei) > fL vdv =20
Példa
Alul és feltl megint kiejtik egymast, viszont bal és jobb oldalon is
pozitiv lesz az integral, mert az erévonalak merdleges vetiilete (piros
nyilak) pozitiv irdnyba mutat.
- Az integrél értéke pozitiv
Példa
A Jobb oldalon és alul nem halad at er6vonal, igy ott az integral 0.
Felll és bal oldalon pedig ugyan annyi megy be mint ki, ez egy négyzet.
] > fdf =0
!
Példa

v(x,y) = (f(x,),0)
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Bal oldalon és jobb oldalon ismét 0.

d‘ L2 ‘c

r(t) = (t,c)
¥ > () = (1,0)
a L1 >b

Al [, vdr = [, v(r®) - #(O)dt = F2(F(£,6),0) - (1,0)dt = [7 f(¢,c)dt
Felil: [, vdr = 7 —f(t d)dt

> [, vdr = [ f(t,0) — f(t,d)de

1

RZ2-beli normalt térrészek minden 7,-ra zsugorodé Fj, sorozatéra ha 3 limlF X
k

ka vdr (ahol L, az Fj, pozitivan

irdnyitott hatara) és ez ugyanannyi, akkor ezt v r-beli 6rvénysirliségének nevezziik.
lele: c(v)(1y)
Példa
Fi = [ay, bi] X [cx, dic] xo € [ay, by, Yo € [ck dy]
limbga;, =limd, — ¢, =0

3¢y €la,b]

c(f (6,¥),0)(xg,y0) = Jim —————- [V f(t,c) — f(t,d)dt =

k—oo (b—ag) (dx—ck)

o (fGro)—f(Erd) (br—ay)

= lim ; = lm—fGp) = ~f&y)
k—oo0 (bre—ay)-(dr—=ci) Lagrange koo Y fy fof;tonos g
3pi€lcr.dil
Hasonléan: (0, 96, ¥)) (%0, ¥0) = - = gx (X0, ¥0)
Kovetkezmény:  c(f(x,¥), g(x,¥)) (X0, ¥o) = 9x(x0.¥0) = f5(x0,¥0) = T0t(v) | (*0.¥0)
haidf,g
folytonosan
dif fhaté

Lemma: Ha F a sikbeli V' valamelyik tengely szerinti normadl tartomany kifelé iranyitott hatdra és R folytonosan
differencidlhato valés értékd fuggvény V-n, akkor

1. Jo (O,h)df = [ hy(x,y)dV, haV x-re nézve normal tartomany

2. Jo (h,0)df = [, hy(x,y)dV, haV y-ra nézve normal tartomany
Tétel (Gauss—Osztrogradszkij-tétel):

Ha F a V sikbeli normal tartomany kifelé irdnyitott hatdra és v: H - R?, V € H € R? folytonosan
differencialhato, akkor [ vdf = [, div(v)dV

Bizonyitas:

Je v odf =[, (g0)df + [, (0.9)df = [, g y)dV + [, h,(x,y)dV =
@)

J, gxthydv
div(v)

Kovetkezmény: Az el6z6 igaz akdarhany dimenzidban és normal tartomany helyett normal térrészre is.

Példa

H: R sugaru, h magassagu, z tengelyl henger
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v(x,y,2) =v(x7y,0)
2
Jyvdf=[ , divw)dv=2-[ 1dV=2-R*-m-h

hengjzrtest
Vagy: [, vdf = [ v,ldfl=[, _Rldf|=R-[, _1ldf|=R-2-R-m-h=2-R*m-h
10. gyakorlat
Példa

Komplex integralas megtort szakaszon (két részre kell bontani az integrélt)

f(z) =Re(2) +i- (Im(2))* (c+i-y?)

I': a gorbe, amin integralunk

2i 32

f(2) sehol sem differencialhaté = z(t)-s képletet kell hasznalni

I =17 f(2®) 2(0dt

r=[33+2-i]l-[3+2-i;2-i

piros szakasz zold szakasz

A teljes integral a 2 integral 6sszege: [ =1, + I,
A piros szakasz egyenlete:  z;(t) =3+t-i 0<t<2
Kell még: z,(t) = i
Behelyettesithetiink a képletbe: L=[’@+i-t}) i dt—f23-'—t2dt—[3-‘-t—f]2
ehelyettesithetiink a képletbe: 1=, i L =], 31 = i 51,
RO G
A 76ld szakasz egyenlete:  z,(t) =2-i+3—t 0<t<3

Kell még: z,(t) = —1

_3)2 3
Behelyettesités: I, = f03 B-t+i-4)-(-1)dt= [—(t 3 _ 4. t] —_12-i-2
—— S 2 0 2
f(2(0) Z(1)
5 4 . 8 9
Végeredmény: I=L+1L,=-6-i -

e'? = cos(¢p) + i sin(p)

. ei-z _ e—i-z 1 )
sin(z) = 7,(— -sh(i- z))

2-1 i

ei-z +e iz
— (= ch(i- z))

eZ _ e~ 2
sh(z) = —

cos(z) =
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e +e?

ch(z) = >

Példa
er=-1 z =7

Atirjuk a jobb oldalt
ez — ebn
z=im+k-2-mw-i

Példa

Példa

H(1e) == e (s rivan() |- cos(F) rivan(F) ) = (o)

S 2 L) = > = e Ccos > l*s > Ccos > l*s 2 L-\e -
0 1 0 -1

Példa

sh(z) = sh(x+i-y) = eX.(cos(y)+i-sin(y))—e2—x.(cos(—y)+i-sin(—y)) — %-cos(y) (e*—e ) +i- % “sin(y) - (e* + ™)

Példa (Harmonikus tarskeresés)

u=x3-3x-y2

u=7? f =u+i-vregularis fO)=2-i (u=0,v=2)
dyu=3-x>-3-y? > 02 u=6-x
dyu=—6-x-y > 0fu=—6"x

0Zu + afyu =0 > Laplace-féle parcialis diffegyenleteket kielégiti = harmonikus fliggvény.
A Cauchy-Riemann-féle parcidlis differencialegyenletek szerint:
Oxu = 0yv
Oyu = —0,v
(u-t ismerjlk, v-t keressiik, ez lesz a harmonikus térsa)
Az alabbi egyenletrendszert kapjuk:

l. Oyv=3-x*-3-y?

0u

II. 0,v=6"x"y

—0yu
I. egyenletet parcidlisan integrdljuk y szerint:
v=3x2-y—y3+C(x) C (x) csak x-tél fugg, mert y szerint derivaltunk

1. egyenletbe ezt behelyettesitjik v helyére (majd x szerint derivaljuk)
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6:xy+C'(x)=6-x'y

C'x)=0

C(x) = konst.
Vagyisv = 3-x2 -y —y? + konst

Kezdeti feltétel szerint ez a (0,0) pontban egyenld 2-vel:

v=3-0%-0—0%+ konst =2 > konst = 2
> v=3-x2y—y%2+2
Példa
et - cos(t)
r(t) = et-sin(t) 0<t<?2
et
ivhossz =?

s = [t

et -cos(t) — et - sin(t)
7(t) = | et -sin(t) + et - cos(t)
et

s= foz \/e“ - (cos(t) — sin(t))? + e2t - (sin(t) - cos(t))? + e?tdt =
= foz et (cos?(t) — 2 cos(t) - sin(t) + sin?(t) + (sin?(t) + 2 - cos(t) - sin(t) + sin?(t)) + 1)dt

sin?(t) + cos?(t) =1 és —2-cos(t) - sin(t) + 2 - cos(t) - sin(t) kiesik igy a gyok alatt
marad 1+1+1

=f02€t'\/§dt=\/§'fozetdt=\/§'[et]é =+3-(e2-1)
Igazoljuk, hogy ez egy kupfelllet!

T+ cos(¢p)
45°-0s kiip paraméterezése: (r . sin(q))) ami megegyezik a megadott feliilettel, har = et ésp =t

r

ZH-ban lehet a kup, henger és a gdmb paraméterezése. Kip mar megvan.

R - cos(¢p)
Hengerfellilet paraméterezése: (R . sin(q)))

h

R - cos(¢) - sin(9)
Gomb paraméterezése: R - sin(¢) - sin(9)
R - cos(9)

Példa

Mennyi a 8-ad gomb felszine?
F= ffTu’kur X 8,r|dudv =

0,7 X 0,1 szamoldsa

i j k
¢ — |—R - sin(¢) - sin(¥) R - cos(¢) - sin(I) 0
09 — | R-cos(¢)-cos(¥) R -sin(p)-cos(¥) —R-sin(¥9)

= ﬂ \/R“ - cos?(@) - sin*(9) + R* - sin?(¢) - sin*(9) + R* - (sin? (@) - sin(I) - cos(I) + cos?(¢) - sin(¥I) - cos(I))?dpdI
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L
2

=[[R? -\/sin4(19) + sin” (9) - cos?(¢) = oo f;iORZ -sin(9) ddde = f(g:oRz = cos(ﬁ)]%d(p =

2

= _é:ode(p =R?- f(;% dp=R""3 Ez tényleg a teljes gdmb (4 - R? - 1) %—ad része

11. el6adas
TETEL (Stokes) 2D:

F 2-dimenzids normalt térrész, melynek hatéra a pozitivan iranyitott L gorbe.
F € H € R*v:H > R? F-en folytonosan diffhaté > [ vdr = [ rot(v)dV
Bizonyitas: 1. J, vdr= [ cross(v)df L:r(t) t € [a,b]
> f; v(r()) r(0)dt = fab cross (v(r(t))) - cross(r(6))de
2. div(—cross(v)) = rot(v) = div(g, —f) = g, — f, = rot(f, 9)

3.J, vdr=[ cross()df = [_ —cross(v)df = [, div(—cross(v))aV = [ rot(v)dV

rot(v)

TETEL (stokes) 3D:

V 3-dimenzids normalt térrész, melynek hatéra feloszthato az F kifelé iranyitott valddi fellletre és a kifelé
irdnyitott —G normalt sikfeliiletre. Legyen G hatéra a G-b&| nézve pozitivan iranyititt L gorbe. HaV € H € R, v: H —» R?
folytonosan diffhato, akkor

J, vdr = [ rot(v)df

Példa

Stokes
Jo rot(k xr)df — [ kxrdr
L: [x,y] sikban az origd kdzéppontu R sugaru pozitivan iranyitott kor. (egyik megoldas)

Korabbi el6adason tanultak alapjan az integral egyik alaptulajdonsaga: fL

vdr = [, v,|dr|
Tehat: [ kxrdr=[ (kxr)|dr|=[ Rldr|=R-[ 1ldr|=2-R*-m
Masik megoldas

(hxr)y=v

|hxr|=[h|-|r|=|v|=R

h X r parhuzamos az érint6vektorral

J, (hxnydr=[ (hxr) ldr|=][ Rldr|=R-2-R-m=2-R*'m
R “LIRl
Definicio:
A: R? - R? linedris leképezés skaldrinvariansa: A féatldinak dsszege
Allitas: Ez bazis fuggetlen.
Definicio:
v

div(v): v derivaltoperatoranak skalarinvariansa, azaz a Jacobi-matrix féatl6janak dsszege: Y P
i

3 3 ,
(V— (a_xl’ ""E) =>div(v) =V- v)
Definicid: A linearis transzformacié adjungaltja A*
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A szimmetrikus, ha A = A*, antiszimmetrikus, ha A* = —A

megjegyzés: A antiszimmetrikus linearis transzformacié - derivaltoperatordnak matrixanak (Jakobi) f6atldja
csupa0=>div(4) =0

specidlisan 2 dimenzidban a cross ilyen.

cross = ((1) _01) = div(cross) = 0
Allitas:
A antiszimmetrikus linearis transzformacio, ha
2D-ben: Ic€ERA 1 =c-cross(r) (c=ay)
3D-ben: 3C € R3, hogyA - r=cXr (c = (asz, a13,a21))

Bizonyitas:
Egyértelmiiség R3-ban: ¢;, c;, €3 is j6
O=Xr—cgXr=(—c)Xr=c¢—-c=0>c¢ =c

0 a;; Qg3 x
IR3-ban: ( az1 0 —a32> : <y> =(—az y+a;3:2) (A x—as - 2) (—a3-x+as y)
—G13 A3 0 z

i j k
<a32 aq3 a21> Ez megegyezik az el6bb kapott végeredménnyel.
x y z

Definicié: A antiszimmetrikus linearis transzformacié vektorinvaridnsa az az egyetlen ¢ € R, illetve c € R3, amire A r =
cross(r),illetve A-r =c xr.

Definicio: A tetsz6leges linedris transzformdcié antiszimmetrikus része: % (A — A7) és szimmetrikus része % A+ 49
Definicio:
rot(v): v derivaltoperatoranak antiszimmetrikus része invariansanak kétszerese
kiszdmolasa: RZ-ben ay; — a;,
R3-ban (as; — az3,a13 — a3z, a1 — G13)

Ha A a v Jakobija:

NP
"0x, 0x,

- R2-ben

dx, 0x3 0x; 0x, 9x; 0%,
11. gyakorlat
Egyszeres dsszefliggiség
I':t-z(t), t €la, b] gorbe

Definicio: I' zart gorbe a T tartomanyban a z, pontra deformélhaté, ha létezik olyan I': [0,1] — T[%?] folytonos leképezés,
hogy y(1) =T, y(0) = z, konstans gérbe.

Definicio: T egyszeresen 6sszefligg6, ha benne minden zart gérbe pontra deformalhatd.

Ellenpélda
pom (1) = €\{0}
Dom (i) id:iz -z
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Ez a tartomany nem egyszeresen 6sszefligg6.

Zsugorodds kozben at kellene mennie az origdn, de ez nem lehetséges, mert az origd nincs benne a T tartomanyban
(ellentmond a definicidonak) > Kétszeresen Gsszefliggd

Példa

Csillagszer(i tartomany, ha3z, € T, hogyVz € T esetén [z;z,] S T
0<aA<1 K6zéppontos kicsinyités
Egyszeresen 6sszefliggs, mert a z, kdzéppontu , A ardnyu kicsinyitések a y-t alkotjak.

If — gll = sup(f — 9)

tdvolsag = szuprémumnorma

Komplex logaritmus

=w

eZ=r-el?®

e? = N . gi'p

e? = InM+ip

z=In(r)+i-o+2-m-i-k
Ln(w) = Inlw| +i- (arglw|+2 7+ k)

k = 0 - logaritmus féértéke In(w)

W = eWiIn@
eln(@™) = gwiln(z) (komplex logaritmust nagy ,L” bettvel irjuk)

Példa

l.i — ei-Ln(i) — ei'(ln1+i'(g+2'ﬂf'k)) — e_g_z.n-.k
Példa

et =1+i

; o
ez = V2. ey

Hatvanysorok
1, Nem negativ kitevgjl hatvanysor
S
Zo Y o6 (2 —2)" Qo cn - (ide — z9)™)
zo=C - kozéppontja / centruma a hatvanysornak
cp € CB - egylitthato sorozat

TETEL (Cauchy-Hadamard-tétel):

s konvergenciatartomanya egy B,.(z,) alaku halmaz, ahol

1

1
ha € R*
| timsup™/lcpl’ limsup /| cp|
1
=<0 ha ——— =+
R | ! limsup /| cp|
1
400 a———=0
k ! timsup /| cp|

Példa
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14+z2+2z%+ 2%+

{1 ha n paros
0, ha n paratlan

n _ 1 1
vV lcn| = 0 > llmsup V leal =1 R lesupm

Ez egy korlap belseje.

Taylor-sor
)(20)
f(2) =% mo (z—z))"
Cn
¢ f@
2 Tl (z-z )"+1
2 3
Z=14+z+S 4>+
21 3l
z3  z°
sin(z) =z—5tg
z?  z*
cos(z) =1—-" 4+ —
3
In(1+2z) —z——+z——
Példa
lim S22 — ¢
z—0 z
sin(z) z2 ozt . .
Mert:T= 1—;+;—---,am|z—> 0 esetén=1
Példa
. sin(z)-z _ 1
lzl—I:% 2 6
3 5
sin(z) =z — % + % — -+ Mindkét oldalbél kivonva z-t és elosztva z3-nal
: _ 2
&?Z =—24+Z .. amiz > 0esetén= —=
4 6 5! 6
Példa
. 1—cos(z)
lzl—r:% z?
cos(z) =1— —l + = — ... Kivonva z-t, z2-tel osztva és elGjeleket cserélve

1-cos(z) _ 1 z?

. . 1
-, ami z - 0 esetén = -
22 2 4l 2

Egész kitevdjii sorok
Z = Yn=—wCn (2= 20)"

1 1
;‘FC_Z'—

z—2

+C_1'§+C0+C1'Z+C2'Zz+"-

regularis rész

forész

. n 1
limsup [|c_, "=
z

limsup’y/|c_,,| é <1
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limsup’/c_, < |z| Ez egy végtelenbe nyuld korgy(ir(.
Bgs (o) alaku a konvergencia tartomany.

A két tartomany (egy R sugaru korlap belseje, és egy r sugaru végtelenbe nyuld
korgydri) metszete: korgy(irin konvergens.

Példa ).

f@) =+ i

zo = i korul fejtsiik sorba g >

P—
173

Kell: ¥ ¢, - (z—0D)"
Ehhez atirjuk az f(z)-t Ugy, hogy a nevez6ben kivonunk és hozzdadunk i-t, majd alkalmazzuk a mértani sor

Osszegképletét.

f(z) =

1
(z=1)+i

. . .. . 1
Mértani sor 6sszegképlete: Yo, q™ = pa

f(2)-t valahogyﬁ alakra kell hozni. Emeljik ki a nevezében i-t:

1 1 1 1 1 1 1 . ~\T — .
nmoq" =7 =T 1-(-%) Tty 0 Simo(i-(z=0) =Tt (2= )"
- - =)

q

Ez a nem negativ kitevGjd rész, vagyis a regularis rész.
Meg kell vizsgdlni, hogy hol konvergens:

A mértani sorosszeg |q| < 1 esetén konvergal:

lgl <1
li-(z=-0| <1
lz—il <1

Ez az 4brdn az |-es tartomany, vagyis megkaptuk az i korli 1 sugara kérben a Taylor-sort.

Most emeljiik ki a nevez8ben a masik tagot, (z — i)-t:

-t 1. 1 _ 1 1 _1 gy (—_i)"= o _om._ 1 _
f@ (z-D+i  z—i 1+ﬁ z—i 1_2%"[_ z—i Y=o n—i Ya=o(=0) (z-pn+1
e

q
=Ynmo(=D" - (z— )
Ez a negativ kitevdjli rész, vagyis a fGrész.

Ennek a konvergencia tartomanya:

lql <1
<t
zZ—1l

1
Izl
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lz—i]l>1 Ez az dbrén a ll-es tartomany.
12. el6adas

Vektorfiiggvények jellemzéinek szamitasa (grad, div, rot)

TETEL: 1. div, grad, rot lineéris operatorok (mert a derivalas linearis operator)
2. konstans vektorfliggvénynek div = 0, rot = 0 és konstans skalarfliggvénynek grad = 0
3. Tegylk fel, hogy u skalarfiggvény, v vektorfuggvény

diviu-v) =u-divlv) + v- grad(u)

. S _ o(uvy) _ v\ _
Bizonyitas: div(u - v) = L, ox; =¥ty (— v; +u-a—Xi) =

=)L 16 vitus Yt 16” =grad(u) v+ u-div(v)
4. rot(u-v) =u-rot(v) — CROSS(v) - grad(u) 2D-ben

rot(u-v) =u-rot(v) —v x grad(u) + grad(u) X v 3D-ben

. o : : a a 2 P
Bizonyitas: (rot(u-v)), = a:xz3 - B:XZZ = i cvs + ﬁ cu— HTZ ‘v, — f u = (grad(uxv)), +u-(rot(v)),
5. grad(u; - u,) = uy - grad(u,) + u, - grad(u,)

U, ésu, skalarfiiggvények
6. R?-ben rot és div kapcsolata
- div(v) = rot(cross(v))

- rot(v) = —div(cross(v))

Bizonyitas: a, rot(cross(u)) = rot(—v,,vy) = % - Z% = div(v)
2
b, div(cross(v)) = rot /cross(cross(v))\ = rot(—v) = —rot(v)
\ 2-90° forgatas /
—1szerésre valt
Tétel: 1. div(r)=n (R™ — ben) r: identitasfiggvény
2. div(cross(r)) = ¥ f64tl6 = 0
rot(cross(r)) = div(r) = 2
3. u(r)y=c-r=grad(u) =c
Y, ¢ - x; paricalisan derivalni kell
4, u(r) = f(rDh f:R* > R differencidlhaté figgvény
> gradw) =f(r) =
Bizonyitas: grad@) = f'(|r]) - grad(|r|)
_ 9 2)z = 1.2% _ Xi
(grad(iri)), = &+ (SaF) =L 25 = 2
. 1 _r
Vi-re: =i (X1, %3, 000y Xp) = i
5. v(r)=f(rDr f:R* - R differencidlhaté
> r#0=rot(v) =0
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Bizonyitas: R3
4.-b6l:u(r) = f(Ir) v=r
rot(v) = f(|r]) -rot(r) —r x grad(f(lrl))
0 0

0

6. v(r) mint 5.-ben > r#+0
> diviw) =n-f(IrD+ (D Ir|
Bizonyitas: div(f(IrD)-r) = f(rl) - div(r) + - grad(f(IrD) =

=n-fUrD+r-f/ArD - =n-fArD+ £ (rD-Ir]

7l

TETEL: u, v kétszer folytonosan differencidlhatd skalar illetve vektorfiiggvények

1. rot(grad(u)) =0
2. div(rot(v)) =0
3. div(grad(u)) = ¥ uy, - x; = Au  Laplace-operator

TETEL: - G nyilt, 6sszefiiggd halmaz
-v:G - R? folytonos
- u potencialfliggvénye v-nek

Ekkor: 1. fL vdr = u(q) — u(p), ha L G-beli gorbe p kezdé- és q végpontu

2. fL vdr = 0, ha L zart G-beli gérbe
3. ha v folytonosan differencidlhaté - rot(v) = rot(grav(u)) =0G-n

12. gyakorlat

Példa

1

(z-1)-(z+1) 2 =0

F,

Parcidlis tortekre bontunk (pl. letakarasos modszer) és az el6z6ekhez hasonldan kiemeljiik az egyik tagot a nevezében:

1 1 1 1 =Dmz"
z_ .z —__2 4 2 _yo —l'Zn+Z°° _l.(_Z)nZZOO (_l_l.(_l)n).zn
z-1  z+1 1-z  1-(-2) n=0 n=0 k=0\"7 2
q1 7; Cn
Konvergencia tartomany:
g1l <1 > lz] <1
gzl <1 > |—z] <1 Ez az I-es tartomany.

Madsik tag kiemelése esetén a ll-es tartomanyt kapjuk.

-54-



TETEL (Laurent-tétel): 0<r<R
T={zeClr<|z—2z)|<R:f.C->C
f regularis T-n. Ekkor f elGdll egy z, korlli egész kitevéji hatvanysor formdjaban, Yo _ ¢, " (2 — 20)™ = f(2),

ahol ¢, = — 4. SO __ g,

2.0 (z—zy)"*1

I' © T, egyszer(i és egyszer hurkolja kérbe a z,-at.
1zolalt szingularitas és szakadasok osztalyozasa

Definicio: zy-ban az f: C — C-nekizolalt szingularitasa van, ha f a zy-ban szakad, de van olyan Bs (z,) kipontozott kérnyezete,
ahol f reguldris.

Példa
1 . 1
= lim-= o0
z z-0Z
0-ban van izolalt szingularitasa
Példa
_r
(z-1)(z+1)
—1-nek van olyan kdrnyezete, ahol mindenhol regularis (maximum 2 sugaru kornyezet, de a lényeg, hogy van)
+1-nekis
Ellenpélda
7z —
sin(g)
Hol szakad?

zy = 0-ban illetve a sinus fliggvény zérushelyeinél
Komplex sinus zérushelyei:

sin(z) =0

elZ_g-iz

=0

2+

ei-z_e—i-z =0

ei-z=e iz

irz=—lz+k-2-m-i

2¢irz=k-2-m-i

z=k'm Ugyan ott, ahol a valés sinusnak.

0-ban nem izoldlt szingularitdsa van az _—(,,)-nek, mert akarmilyen kis kornyezetben van szakadasa. Az Gsszes tobbi
sin

szingularitasa izoldlt.

1. Megsziintethetd szakadas
3 lim f(z) ésvéges © az f z, korli Laurent-soraban nincs f6rész G -s tagok)
z-2Z,

Példa

f(z) =% ;_Z Megsziintethets szakadas 0-ban

e? Taylor-sore
z2 23 .
14zttt =12 1 z 22 lim 4

f@ =2t —— =t =

z2 2 3! 4!
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2. Lényeges szingularitas
A lim f(2) © f z, korili Laurent-soraban végtelen hosszu a f6rész
z-2Z,

Példa

. 1 1 1 1
in(=)==— — ..
s (z) z 3lz3 + 5125

3. Pélus szingularitas

3 lim f(z) = 0 © az f z,-beli Laurent-sora véges sok (de nem nulla!) férészbeli tagot tartalmaz
Z-2Z,

Példa
@ . 23+Zs
sin(z YR TR 1 1 1
f(Z)=—=73! 5! = —_ — e
z* z* z3 3Lz 5!
forész

3-ad foku pdlus, mert az utolsd i kitevéje 3.
Masképp:

A szamlaldnak a z egyszeres gyoke: egyszer emelhets ki z Ugy, hogy a kbvetkez6 tag konstans legyen:

zZ- (1_23_2|+25_T)

z*-nek a 0 négyszeres gyoke.

Harmadfoku pdlus = négyszeres multiplicitasu gyok - egyszeres multiplicitasu gyok = 3
Rezidumszamitas

Definicio: z LA Y& ocn (z— 2zy)" reziduma a z, helyen Res”’ (zy) = c_;
Példa

zo =20

1 1 1
...C_3'Z_3+C_2';+C_1';+C0+C1'Z+C2'Z2...

1 1 1 2 _
J; wCg oty Zte g s+t zte 2 .dz=?

Csak c_; -;tagnak az integrélja nem 0. > $. dz=¢ cy Edz =Resf(z))-2-m-i=c_,-2-m-i

13. el6adas

TETEL: g: G € R? - R? folytonos, Ju G -» R

v = grad(u) > ha L: G-beli gorbe p kezdSponttal és g végponttal, akkor

J, vdr =u(g) - u(p)
Bizonyitas: Tegylik fel, hogy L-et r(t) t € [a, b] paraméterezi >

b .

J, vdr= ] grad@dr= [ grad(u(®))-7(t)dt = u(r(b) —u(r(a) = u(q) — u(p)

TETEL:  az el6z6 tétel feltételei mellett

1. v egy tetsz6leges G-beli rogzitett kozéppontu gorbére vett gérbementi integrélja, mint végpontjanak
fliggvénye megadja v egy potencidlfiggvényét

Bizonyitas: Legyen p € G rogzitett és Vr € G-rew(r) = [ vdr = u(r) — u(p)

L(r)
(L(r): p kozéppontu, r végpontu G-beli gorbe)

-56-



> grad(w(r)) = grad(u(r)) - grad(u(p)) = grad(u(r)) =v

o,mertp
rogzitett
2. v potencialfiiggvényei csak konstansokban térnek el egymastol
Bizonyitas: Legyen p € G rogzitett, L(r) mint az el6bb, w egy potencialfiggvénye v-nek
S vdr =u() —u®) = w(r) —w(p) > w(r) —u(r) = wp) —u(p)
L(r) 7

konstans

Potencidlfiiggvény létezéséhez nem elég a folytonossag!
Példaul: cross(r) folytonos, de rot(cross(r)) = 2 # 0
Nemelégrot(r) =0

_cross(r) _ (=yx)
V() =T T e

r = 0-rarot(v(r))

TOt(v(r)) =4 il d y _ xP4yi-2xttxliy?-2.y?

dx ' x2+y? d_y ' x2+y2 x2+y?
1 1 1
J, vdr=[ v-l|dr|= [ ;Idr|=E-fL ldr|=_-2-r'm=2'm

=0, de ha L egy 0 korlili R sugaru kor, akkor

TETEL
G S R? nyilt, egyszeresen 6sszefliggd tartomany
v: G = R? folytonos

Ekkor az aldbbiak ekvivalens:

1. v-nek van G-n potencialfiggvénye

2. fL vdr = u(q) — u(p), ha L G-beli p kezds- és q végpontu gorbe és u egy potenciélfiiggvénye v-nek
3. zart egyszer( G-beli gérbéken az integral 0

4., rot(v) =0G-n

Példa (potencial keresése)

f(x,y) = (P(x,¥),Q(x,y)) vektorfiggvény
= 0 =rot(f) = Q" Py, azazQ, = P,
Példa (Coulomb-erd)
v() = IfMl-r
r=0-ban:div(w) =n-f(IrD+ f'(rD-Ir| =0

11.el6adas vége felé
6.pontban bizonyitva

Ez egy differencidlegyenlet. Mas paramétereket hasznalva:

n-y+y-t=0
’ y
y =-n%
ay _ _ .Y
dt t

ldv=—-n-[2
f;dy— n-[odt

1
In|ly| = —n-In|t| = e +c
1 Bolzano c oy . L L
ly| = T +c——y= t—jl = v(r) = |r17 n-dimenzids Coulomb-térvény
13. gyakorlat
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Példa

1= 2 dz ceZ

lzl=1z¢
l.eset: ¢ <0

Mivel ¢ < 0, ezért z€ a szadmldldba kerul: f(z) = e” - z¢, ekkor tehat a fuggvénynek nincs szakadasa a z, = 0 helyen
- reguléris > a Cauchy-féle integraltétel szerint ekkor az integral 0

Il.eset:c >0
eZ
Jigerze2
félei ; Q) L S GO
Cauchy-féle integralformula: ™ (z,) = 5 — §(z—zo)"+1 dz
Most: f(z) =¢€%, zo =0, c=n+1, n=c—1
. et .. e 2mi

Tehat: f;dz =2-m-i D = G
Riemann-tétel: f korlatos, egyetlen szingularitasa a z,, I' egyszer( és zart gorbe, egyszer kdrbehurkolja zy-t > _<ﬁr f=0
Példa

[ “dg R>0

|z|=R z—1

Ennek a z, = 1 helyen van szakaddsa, ezért a megoldas fligg attol, hogy mekkora az R.
l. eset
0<R<1
A kdrben nincs benne a szakadas = regularis = a Cauchy-féle integraltétel szerint ekkor az integral 0
Il. eset
R=1 (vizsgan nem kell)
lll. eset
R>1 A gorbe korbehurkolja a szingularitast.
Két modszerrel is megoldhaté. 1. mdédszer: Cauchy-féle integralformula

2. mddszer: Residum-tétel

flzl:Re—zdz =Resf(zy) 2 m-i

z—1

Ha z, az f-nek n-edfoku pdlusa, akkor a rezidum a z,-ban:

L im ((z—z)" f(2)"

f =
Res’ (z,) - Jim
Most a z, = 1 els6fokd polus > n =1

1
(a-1!

Tehét a képlet szerint: Res/ (1) = -lin% ((z -1t e—z) =1 -lin} e‘=c¢e
zZ— zZ—

z-1

eZ

Visszairva a legelsé képletbe:f dz=e-2-m-i

|z|=R z-1

Példa

in(z2
Hanyadfoku pdlusa van a %&Z) fliggvénynek?

i (2 2_£+£_£ z2.(1-% 28 712
sin(z?) _ 2"t T, 3 5 7 1 1 1 72
z8 z8 z8 z6 31'z2 5l
&322
forész
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6-odfoku pdlus, mert a férészben az utolsé i kitevéje 6.

Példa
fz) === z#0
a, f0)=?
b, f®(0) =2
c fFA000) =2
d, ™) =2
a, Nevezetes hatarértékek, amiket jé tudni:

lim S _ ¢

x>0 X

e*-1

lim =1
x-0 X

lim In(1+x) -1
x—0 x

lim 1—cozs(x) — 1

Most ez kell, pontosabban a -1-szerese 2 f(0) = —=

x—-0 x 2

Vagy ha nem ismerjiik ezeket:

ZZ Z4 26
1-Z24Z2 Z .1 1 z2 g4 z-0 4
—_ 2 4! 6! [ - - ees - — =
f(2) = Zh2 - 2+4! 6!+ 2
b, 4 derivalas (1. modszer) vagy Cauchy-féle integralformula + rezidum tétel hasznalata (2. modszer) vagy

3. madszer:

0 kordli Taylor-sor:
" " (4)
f(0)+f'(0).z+f7(°).22 +f3_'°).Z3 +f4_'(°).z4+...

Az elébb felirt Taylor-sor:

1 z2 z*
f@ ==+ -5+
A z*-es tagok egyiitthatoit egyenl6vé téve:
[P _ -1 D)= 4
T > fPO=-g
b, 219005 tagok egyiitthatdi révid gondolkozas utan:
[0 _ 1

00! o3l (akkor negativ, ha 4-gyel oszthato a z kitevéje)

F00) () = 1%

102!
c, n paraméter szerint szétbontva:
(0, ha n paratlan
n!

f(n)(o) — { —(nT'Z)!, ha n oszhat6 4 — gyel
“ han = 2(mod4)

n+2)!’

Példa

1 1
_— = _— =?
f|Z|=3 z:(z2-6z+8) dz f|Z|=3 z:(z—2)-(z—4) dz =2
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3 kis kor van 0, 2 és 4 kdzépponttal. A 4 kbzéppontu kor nincs a nagy kéron beldl,
ezért arra az integral 0.

Az integrdl a masik 2 kis korre vett integral 0sszege. A kis korok sugarat mi
valaszthatjuk, csak ne légjon a nagy korén kivilre és ne érje el a masik kiskort.

RS B B .
» Példaul S éscio valasztas.

1 1
(z=2)(z=4) d (z—4)z
———dz + dz
f|Z|=i z f|2*2|:é

zZ=2
—_— —_—
0 kozéppunti kor, tehat 2 kozéppontua kor, tehat

az—0 marad anevezében az-2maradanevezében
Cauchy-féle integralformula

1

@ =% 2 =0 n=0
1

f(2) = o zy =2 n=20

Tehat: [ —dz=2-m i 2w =2emeie(—1) = =T
© Jlz1=37(z2=6z+8) (=2)(-4) 2(-2) 8 4
Példa
1
f(z) =z% ez Milyen szingularitasa van?

1 + 1

2-z2  31-z3

1
3z 4l-z? +

végtelen férész

— 2. 1 ) = 22 L
f@) =z (1424 +o) =22z 45+

Lehetnek: - megszlintethetd szakadas, ha nincs férész
- lényeges szingularitas, ha végtelen hosszu a férész

- polus szingularitas, ha véges hosszu a f6rész

Példa

e? -1
J‘|Z|=2 z*(z-1) dz

i Kis korok kozéppontjai: 0 és 1, nagy kor sugara 2, kozéppontja 0.

4
e -1 e -1

—z=1 g4 _z*
z dz
=i pmdz a2

Cauchy-féle integralformulat kell alkalmazni, de a piros kér esetében z* miatt 4-szer kéne derivalni. Ehelyett triikkdzve:

1ar cef -1 1
atirhat6 & — —— alakba.
4 z-1
sz 2 . eX-1 et - . .
Nevezetes hatdrérték: lm(l)T = 1, vagyis lméz—4 =1 > 2 regularis  flggvény  szorzata >
xX— z—

Integralja 0

e?* -1
flz|=2 Z4(z-1) dz
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e
e -1 4
—Z 4z > f(z)=ez41 Zo=1

Jiporjex
lz=1]=; z-1

14_
C l-2.mi-(e—1)

4
e? -1 .
> flzl=2—4.(z_1)-d2—2-n-1- m
Példa
3 (100)
—_— =7
(2—3) (0) :
-2 _ 3.1 _ 3 1 _ 3._1);L_ 3.(_1). 2,22 0 Vo _l. (3,272
f(z)—z_3—z 73 2 (g_l)—z ( 3) 1Z2° % ( 3) (1+3 32+33+ )_ 3 (Z + 3 +32
100 - . 1,1 __1
z+°%-on egyitthatdja: 339 = 3w
AR O)

z19%_0n egyiitthatdja a Taylor-sorban: oor

Tehat £(100)(0) = — 3%

Vektoranalizis

wr)=r-|r|"

div(r - |r|™) = div(r) - |r|* + v - grad(|r|™)

0xy
|6x1 -I
Ha r egy n dimenzids vektor:div(r) = div[ P J =n-1=dim
dxy

dxy
grad(jr) =n-|r|" - =

— |7
nagysag irany

Visszahelyettesitve: divr-|r|Y) =dim-|r|* +7r-n-|r|*? "o
dim-|r|"+n-|r|" = (dim+n)-|r|"

Iri? _

=dim-|r|"+n-|r|"*- =
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