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1. el6adas

Differencialegyenletek

F(y(”),y(“_l), VLY x) =0 Implicit megadas
y® = F(y®™=D, vy x) Explicit megadas  (F folytonos)
y' =Fy,x)
Példa y' =a-y (a>0)
"

fy;'dt = [adt

Inly|]=a-t+c

ly| = e®tH¢ = g@t. ¢ = g%t . ¢, (c; >0)
Bolzano-tétel >y = e%t + ¢, (c; #0)

Ez az 4ltalanos megoldas.

Szinguldris megoldas, ha F(y,,x) =0 Y=Y
Ez az 6sszes megoldas.
Tegyik fel, hogy: u(t) is megoldas.

4O _ W@t ouerae® _

dt eat eat

y' = a -y miatt a szdmldléban 1évs u' (t) = u(t) - a. Ha ezt behelyettesitjik, akkor a szamlalo, ezért az egész tort
is 0 lesz.

Példa
Mennyi id6 alatt n6 duplajara a népesség?

— V() _ C-e@t2 = @ (t2=t1)
y(t))  Ce®t

- =h-t4

C rogzitése
y(t) =k-e%t Partikularis megoldés
y(t) = 3,032 - 10° - 0.02(t-1960)

Nagy "t" esetén elszdll, nem ad a valdsaghoz kdzeli adatokat.

Korrigalds:y' =a-y- (1 - %)

Linearis differencialegyeneltek
Altalanos linearis egyenlet: A-x = b, ahol "A" linearis operator
Kell: "A" n-szer folyamatosan differencialhaté tere = folytonosak tere

Megoldasok: x, + KerAésA-x, = b



-Haymegoldds>A-y=b2A - (y—x,)=A"y—A-xg=b—-b=0

-Hay€KerA>A(xg+y)=A-xo+A-y=b (A-y=0)
Yis = Yip + Yna (ia: inhomogén altalanos, ip: inhomogén partikularis, ha: homogén altalanos)
pl. LA y=y+fx):y [y +f(x)y=b(x)]

24y =y"+f()y +9(x)y
Allandé egyiitthatés egy linedris differencialegyenlet, ha f(x), g(x), ...konstansok. Egyébként fiiggvényegyiitthatés.
Allandé egyiitthatds differencialegyenlet
Yy +a-yt)=0 y-t e*t alakban keressik  y' =1-ett=1-y
0=21y®)+a-y@©)=yt)-A+a) A'=2-1-ett =22y

A=—-aj6o>e %t

Y™ pa oy D g oy gy =0
y = e** alakban keressiik y = k. y

y-A+a,_;++a)=0 Karakterisztikus polinom (ami a zardjelben van)

Tegyiil fel, hogy: A¥ egy m - k-szoros gyok. Ekkor:

{eM %, x - et . x™k-1-eM¥|k =1..m}alaprendszer

1. gyakorlat
"Iranymez8"
/\-\% F:Ix] >R
(X4 (6, y) = F(x,y)
T
3 :
. 7 >,)<

Azy' = F(x,y) differencidlegyenlet (x,, y,) ponton athaladé
megolddsa: azegy y: K - R

1.K €1, x, €int(K)

2.y € Diff(K,R)

3.y(x0) = yo, VX €K y'(x) = F(x,y(x))
Ezt partikuldris megoldasnak nevezik.
Altaldnos megoldas: y(x, C) megadja az 6sszes megoldast a "C" paramétertd| fiiggéen
Nem biztos, hogy ez az 6sszes megoldds. Lehet szingularis megoldas is.

Példa



N
a2

y _ sinx
=7

dy _ sinx
dx ye

[vy®dy = [sinx dx

y7
= —cosx+C

y=3Y-7 cosx+7-C

x? +(y(x))2 =r?
2:x+2yx) y'(x)=0
2:x+2-yy'=0

o _2%X

y = 2y

2. masik irany:

g:x = x*+ (y(x))2

g =0
g=¢C
x>+y*=C

Y3 meredekség
X

Tudjuk, hogy egy "m" merekségli egyenesre merGleges

. 1 .ox . .
egyenes meredeksége — —»ami— " Ez 4ll az egyenlet jobb
oldalan. A meréleges nyilak egy kort rajzolnak ki, ezért a

sejtésiin, hogy a megoldds alakja: x? + y? = r?

Ez az implicit dltaldnos megoldas

Bizonyitas: 1. egyik irany: implicit derivalassal

Szeparabilis differencialegyenlet

Implicit altaldnos megoldas

Explicit altaldanos megoldas

Tétel: legyen f: 1 = R, g:] — R folytonos fuiggvények, g sehol sem 0

Azy' = f(x) - g(y) szeparabilis differencidlegyenlet megoldasa: y(x) = G~1(F(x) + C), ahol G = fi; F=[f

Példa

yr(x) —
gy x) dx f fx)dx

1
fy(y(X))
G(y(x)) =F(x)+C

y() =GH(F() +C)

Y (dx = G(y(x)

Darboux-tétel miatt biztosan létezik G ~?.

Példa
y'=ay
1.azy = 0 egy j6 megoldas



2. % =ay Tegytk fel, hogy: y sehol se 0
d—y =
/ ” [ adx

Inly|=a-x+C

|y| — ea-x+C
ly| = e®* + e¢ e¢ helyett irjunk K-t (K > 0)
lyl =K-e**

Bolzano-tétel ...
y==xK-e%*
Egzisztencia-unicitas-tétel

1. Peano-féle egzisztenciatétel: Az y' = F(x, y) differencidlegyenletnek Iétezik lokalis megoldasa az (x,,y,) pontban, ha F
folytonos fliggvény.

2. Cauchy-Lipschitz-tétel (gyenge): Ha az F folytonosan differencidlhaté egy nyilt halmazon és ezen beliil egy I X ] téglalap
belsejében kijeldlink egy (x,,¥,) pontot, akkor van az egyenletnek egy I-n értelmezett (x,, ¥, )-n dthaladé megoldasa.

Példa

y' =3y;y0)=0

vy, = 0 egy j6é megoldds
Tobbi megoldas: Z—i’ =3

Definicid: szingularis pont: tobb megoldas (gorbe) halad keresztiil ezen a ponton

2. el6adas
Példa
y'=2y=1

Homogén &ltalanos megoldas (y,4): ™ helyett AX-t irunk mindenhova és a jobb oldal 0. Itt most ¥’ helyett 4, y (0.
derivalt) helyett 1° = 1

A—-2=0 > A=2 > yp =c-e**

Inhomogén partikularis megoldds (y;,): ¥ helyére beirjuk, amit az el6bb kaptunk, csak ¢ helyett c(x)-et irunk, feltételezve,
hogy egy fiiggvény. Tehat y = c(x) - e?™ és kifejezziik c(x)-et.

c'(x) e?*+2-c(x) e?*—=2-c(x)-e?*=1

yr y
c'(x) =e™%*
c(x) = [e ?*dx = —% re2X 4 C  Eztvisszahelyettesitjik a c helyére a homogén megoldasba.
1
Yip = _E,e—Zx,er =—3

Ezekbd| 6sszerakhatjuk az inhomogén altaldnos megoldast (y;4):



2:x

Yis =YnatYip=cCre —%

Példa

y'+y=sinx

Homogén altalanos megoldds

A+1=0 > A=-1 > y,=c-e*
Inhomogén partikularis megoldds

y=c(x)-e™*

c'(x)-e*—c(x) e ™+ c(x) e™ =sin(x)
c'(x) = e* - sin(x)

c(x) = fe" “sin(x) dx = - = % »e* -+ (sin(x) — cos(x))

Yip =3 (sinx) — cos(x))
Inhomogén altalanos megoldas:
Yis = Yna + Vip = € €% 4+ (sin(x) — cos(x))
Elsérendti fliggvényegyiitthatds differencialegyenletek
Alakjuk: y' + f(x)*y = b(x)
Ha homogén: V' =—f(x)y

Allitas: Ha van 2 megoldas, akkor hanyadosuk konstans.

(&)’ Vs _ vy (F@)ye

Bizonyitas: =
¥ Y2

v: v3
Példa

/+1 =3 2

y X y=5x

Homogén altaldnos megoldas

, 1
y==37
y__1 Y-t
7_ x9 fy_f x
1

Inly| =—1In|x| +C = lnm+C
ly|=—=-C C, >0
=5t 1

Bolzano tételét alkalmazva: y; = % C, C,#0

Inhomogén partikularis megoldas

y=c(x) x71

3-x2=c"(x) xt—c(x) x2+c(x) x2
c'(x) =3x8
c(x) =f3-x3dx=%-x4+(]

-x3

& w

Yip =



Inhomogén altalanos megoldas

c 3
yié=;+z'x3 c+0
Példa
y'+2-ty=t Kezdeti feltétel:

Homogén altalanos megoldds

y'=-2-ty

LAY

y

Inly| =-t?+C > lyl=e"t"¢

— ,—t?
Yra =€ " Cy

Inhomogén partikularis megoldds

y(@©) =c(t) e

t=c'{t)- e —c(t) et 2-t+2-t-c(t) et

') =t-et
c(t) =ft-et2dt=§-etz+c

2 2
cet?. ot =

N | =
N | =

Yip =

Inhomogén altalanos megoldas
_t2 1

ya=cre™ 4+

Kezdeti érték feltétel

I+2 — Lt
Yy ty_e

Homogén altaldnos megoldas

, 2
y =—?-y
y__2
y t
_ 1
Inly| =In|t|"2+ C > [y =G
c
y=3

Inhomogén partikularis megoldas

y=c(t) t?

et=c'(t) t2—c(t) 2:t3+2c(t)-t3

y(1) =2

¢, >0

C, >0

C,#0



c(t)=t%-et

ct)=[t*-etdt=e'-(t2—2-t+2)

vip=et (1-7+3)
yié=§+e‘-(1—§+%) c#0

Masodrenddi, allandé egyiitthatos differencialegyenletek
Ha a karakterisztikus egyenlet diszkriminansa (D):
-D > 0: - két kilénboz6 gyok van
-Ypa = Cpc eMF t ¢, etX (A4, A, a megoldésok)

-D = 0: - kétszeres multiplicitasu gyok

Vs =1 erF 4oy - et (A a kétszeres gyok)
-D<O0 - komplex gyokok (konjugalt parok)
AM=pu+tj , A=y —71+j

- Yna = €M oy et
Alkalmazzuk a kovetkez§ atalakitast: e**/'Y = e* - (cosy + j - siny)

el = el X . (cos(t - x) + j * sin(t - x))

e2* = el x - (cos( - x) + - sm(z - x))

Vna = (c1 +€) - eF% - cos(r-x) + ]+ (6 = ) - eF - sin(z - %)

> Yna = C3-e**-cos(t-x) + ¢, - e** - sin(t - x)
2. gyakorlat
Példa
, _, cosy
yo=a siny

Kezdeti feltételek:

3, y(©) =3
b, y(0) =7
¢ y(0) ==¢
d, y(0) = g +2-7

Nézziik meg, hol nincs megoldds: 0-val vald osztds = y, = k -  esetén nincs megoldas

dy _ x?cos*y

dx siny
siny _ 2
f—cos4ydy = [x%dx
megjegyzés: ff(g(x)) g ' (x)dx = F(g(x)) +C
— [ cos™y (—siny)dy = [ x?dx
cosy %3
T3 T3 +C



1
OV = e
= cos~?! 1 2.
Yy = cos (3x3+3-C)+A 2'm A€l

Nem szeparabilis megoldas

_ T

Y=3

vz -3
b, C= (23) A=0

vy
c, C= ( ;) A=0

vz -3
d, C= (23) A=1

I. Linedris helyettesitéssel megoldhaté differencidlegyenletek

Példa
y'=yy=2-x y=y(x)
u'+2=+u u(x) =y(x)—2-x u=y—2-x
u =+vu-2 u'(x)=y'(x)—2 u' =y -2
du
= -2
dx Vu
f\/?_tz = [dx Helyettesités: t=+u

Nem elég a Vu helyett t-t irni, a du-t is &t kell irni dt-re, de ezt ki kell szdmolni.

t?=u
2-t-t' =u
g.p Gt _du
dx dx
2-t-dt=du Tehat a du helyett 2 - t - dt-t irunk.
fzt't_':tzfz'(tt__22)+4dt=f2+%dt=2-t+4-ln|m|

Visszahelyettesithetjik t helyett a vu-t, u helyett pedig az y— 2 x-et.

2-1/y—2-x+4--ln|,/y—2-x—2| =x+C
Il. Homogén fokszamu differencialegyenletek

u=% > y=u-x-> y=u-x+u

u' . 2+u _ 2tutw(1+w)

1+u 1+u

du X = u?42-u+2
dx 1+u

[ duzf—idx

uZ+2-u+2




!
2-vel beszorozzuk a toret, majd 2-vel osztjuk és igy a tort fF-es lesz, aminek tudjuk az integraljat.

1 . f 2:u+2

- du=2-Inu?+2-u+2]|
us+2-u+2 2

N

1
Z+ln
2

(§)2+2-§+2| =—Inlx| +C

Ezt szépithetjik egy kicsit. Pl.: C helyett irhatjuk, hogy In K, és igy 6sszevonhatjuk a 2 logaritmust a jobb oldalon, az ;—t
bevihetjlik a logaritmusba kitevének, majd eltiintetjik a logaritmust mindkét oldalrdl.

(§)2+2-§+2|%=1<-|—j(|

Egzakt differencidlegyenletek

Definicié: Legyen U € R? nyilt, P, Q: U — R folytonos, Q sehol sem 0. Azt mondjuk, hogy az y' = —g differencialegyenlet
egzakt, ha van olyam F: U — R folytonosan differencidlhaté fliggvény, melyre:

| oF _
’ ax
oF
II. P Q

Példa

x
y'=-=

Yy
Ennek a megolddsat mar korabban megkaptuk: x2 + y2 = C

N4
F(xy)
F=2.x=p
i _Po_2E_
2'y
oF
=2 Y= Q)
Megjegyzések:
OF 9F
1. gradF = (5,5) =(P,Q)
2. Implicit fuggvény-tétel: Ha F (xg,y,) kornyezetében mindenhol folytonosan diffhaté és dyF (x,,v,) # 0, akkor
egyértelmiien létezik az (x,,y,) kdrnyezetben az F(x,y) = F(xy,¥,) egyenletnek implicit figgvénye és enne derivaltja:
I(x) — OxF(x,y(x))

y OyF (x,y(x))

3, F(g(x),h(x)) = gradF(g(x), h(x)) - (‘7183)

Tétel (Egzisztencia)

U € R? nyilt, P, Q: U — R folytonosan differencialhatd, Q sehol sem 0. (x,,y,)€U, g—i =P, g—; =Q.
llyenkor y' = —g megoldasa pontosan az F(x,y) = F(x,,Y,) implicit megoldasa.
dF
. L, , -5 Ly () P(x,y(x))
: = = =—
Bizonyitas y' (%) g—;-(x.y(x)) 2y ()

= Legyen y olyan, hogyy' = g, ami egzakt.

Qy' =P

P+Q -y =

aF F .

o 1 +5-y = Ez egy skaldris szorzat.

(E2)-(5) =0

-10-



(F(x, y(x))), =0
Fix,y)=C
Altalanos megoldas: F(x,y) = C
Tétel (Egzaktsag jellemzése)
ap _ aQ

Legyen az U ezen kiviil egyszeresen 6sszefiigg halmaz. y' = —g pontosan akkor egzakt, ha 3 %

y' = —7 misikjelolése: %:—ge(g-dy:—P-dxep-dx+0-dv=o

Példa

(y-e* +cosx)dx+ (x-e*¥ +coshy)dy =0
P Q

Megoldas:

1. Tényleg egzakt-e?

9P _ xy B
ay—e +y-x-e
9 _ xy cy XY
= € +x-y-e

A kett6 egyenl8 - tényleg egzakt

2. Egyenletrendszer

aF x-
o _ . exy

l. Y€ +cosx
oF x-
Z—x-eXV

II. oy —X€ + coshy

Els6t kiintegraljuk: F(x,y) =y - e;—y +sinx + C;(y) C; () csak y-nak a fuggvénye

Majd derivaljuk y szerint:  x-e*Y + C{(y) = x-e*Y 4+ coshy

a derivalt Q

C{(y) = coshy
C;(y) = sinhy
F(x,y) = e*Y +sinx + sinhy

e*¥ 4+ sinx +sinhy =C

Példa
;_ __ycos(xy)+1 _
y = x-cos(x'y) y(l) =0
Megoldas:
ap .
1. 5=Cos(x-y)+y-(—sm(x-y))-x
aQ .
P cos(x-y) +x-(—sin(x-y))-y
Tényleg egzakt
2. g—i=cos(x-y)+1 > F(x,y)=y-sin(x-y)-§+x+61(y)
oF . 1
5=x-cos(x-y)9 F(x,y)=x-sm(x-y)-;+62(x)

C, (x) csak x fuggvénye, az els6 egyenletben van egy +x, ami a masodikban nincs és ez csak x fliggvénye, ezért ez
lesz a C,(x). C; (¥) nulla lesz, mert a masodik egyenletben nincs olyan tag, ami csak y fuggvénye.

-11-



F(x,y) =sin(x-y) +x

sin(x - x=C
3. el6adas
D < Oeseténa2gyokiptj-t > A két megoldas: e** - cos(t - x),e** - sin(t - x)

e® -« (p(x) - cos(b - x) + q(x) - sin(b - x))
Yip = x™ - e%* - (P(x) - cos(b - x) + Q(x) - sin(b - x))

P és Q polinomok. gr(P) = gr(Q) = max{p(x),q(x)} (gr: a polinom foka)
m: a + b * j multiplicitasa a karakterisztikus polinomban

Példa

y'+3:y'—10-y=6-e*t

Homogén altalanos megoldas

A2+3:2—-10=0 > M=2 A,=-5- VYha=c1e?t+c, et

Inhomogén partikularis megoldas

6-e*t=e*t-(6-cos(0-t)+0-sin(0-t)) = a=4,b=0,p ésq nulladfoku
a + b+ j = 4 nullaszoros gyoke a karakterisztikus polinomnak > m = 0

Yip =t0-Prett =P et

Visszahelyettesités

Vip =4-P-e*t

Yip =16-P-e**

6-e*t=16-P-e** +3-4-P-e*t—10-P-e**

Yip =§-e‘” - Yia = Yna T Vip =C1'62't+cz'e_5't+§-e4'f
Példa
y"'+4-y=3-sint
Homogén altalanos megoldas
A=—4> Mp=0£2-j > yua=ce¥ - cos(2:t)+c, e’ -sin(2-t)
Inhomogén partikularis megoldas
3-sin(t) = €%t (0-cos(1-t) +3-sin(l-t)) > a=0,b=1
m =0, mert 0 + 1 - j nullaszoros gyoke a karakterisztikus polinomnak
p ésqfoka0 > gr(P)=gr(Q)=0
Yip = P cos(t) + Q - sin(t) (P,Q € R)
Visszahelyettesités
Yip = —P *sin(t) + Q - cos(t)
Yip = =P cos(t) — Q - sin(t)
3-sin(t) = —P - cos(t) — Q -sin(t) +4-P xcos(t) +4-Q -sin(t) =3P -cos(t) +3-Q - sin(t)

P=0,0=1

-12 -



Yip = sin(t) > Vis = €1+ €0s(2t) + ¢, - sin(2 - t) + sin(t)
Példa
y'—=2-y'+y=3-t-et
Homogén altalanos megoldas
A2=-2:-24+41=0> A1y =1 (kétszeres gyok) > Yha=C et +c, t-et
Inhomogén partikularis megoldas
3:-t-et =el-(3:t-cos(0-t)+0-sin(0-t)) > a=1b=0
p foka 1,qfoka 0> gr(P) =gr(Q) =1
m = 2, mert 1+ 0 - j kétszeres gydke a karakterisztikus polinomnak

P (els6foku polinom)

Z.et. (u-t+v) cos(0-t)+Q-sin(0-t) |=t%-et-(u-t+v)=

Yip =1t

=et-(u-td+v-t?
Visszahelyettesités
Vip=e @Bru-t?+2-v-t)+et-(u-td+v-t?)
yp=e - t?+ (6 utv) t?+(6-utd-v)t+2-v)
3-tef=yp—2-ypty=-=e-(6ru-t+2-v) > u=
yip=et-§-t3 > yié=c1-ef+c2-t-et+%-t3-et

Linearis differencialegyenlet rendszer (allandé egyiitthatds)

y'—a-y = b(x) analdgidjéray’ — A-y = b(x)

n = 2 esetén:

Y1’>= Qi1 Gi2) (V1 (b1> Yi=011"Y1+ a2y, + by
<y2’ (a21 azz) (YZ) * I Y2 =0p1" Y1t Ay Y, + by

Példa

Vi=mty,—2-et
y2=4yity, +3-t
Homogén altalanos megoldas
y =4y
a, é sajatértékei: |[A — A - I| = 0 gyokei

1-1 A =3

0=1"4 1i/1|‘/12=—1

b, sajatvektorok

A = 3-hoz tartozé: (_4_2 _12) . (2) =0

-2+ +v,=0 > vy =21; > Zl=(;)

(A masik egyenlet ennek a duplaja)

A= —1-hez tartozé:z2 = (_12)

-13-



¢, alaprendszer

g — (ell't . le -, eln't . Zn )
Homogén altalanos megoldas: ¥ oszlopainak 6sszes linearis kombinaciodja

Most: ¥ = (Z?Z;'f —ze-_;-f)

At

T

aA-v=21-v,akkory = e** - v tényleg megoldds, merty’ = 1-e**-v=e

[T
<
Il

~

=é. el'f.g) > X’:

1}sS

P4
3. gyakorlat

Egzaktra visszavezethetd differencidlegyenletek
P-dx+Q-dy=0

ar _ 20 N

3y = Egzakt

Ha ez nem teljestl, akkor nem egzakt. Ekkor beszorozzuk egy u flggvénnyel, hogy egzakt legyen. Biztosan létezik minden
egyenlethez ilyen u. Nincs dltaldnos megoldas. Mi két mddszert tanulunk p keresésére.

uPrdx+p-Q-dy=0

M N
owpP) _ 0w
ay ox
W o py O w30
ay ady  ddx ox
apP OQ) ou ou . - 1 ou dlnpu
R (AN ) L o P o _ + LB
(ay ™ p Q 3y P u-vel osztas + haszndljuk " ox p
apP BQ_alnx_ _alny_
dy 0x T ox Q ady P

1. médszer: u = u(x) (csak x-tél figg) = y szerinti derivaltja 0

ap_aQ

2y o dlnp
R(x) = —yQ x = >

Ing = [R(x)dx
‘u(x) — efR(x)dx

2. modszer: i = u(y)

P 3Q

__ 0y ox
S ==5—
M(y) = e_fs(y)dy
Példa

1 X3+y3

y' = x>0

X.yl

dy
x'yz'a=x3 +y3

-2 +yHNdx+x-y*dy=0
— —=
1. Egzakt-e?

P

= _—3.y2
dy 3y
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9Q_ .

dx y

Nem egzakt = tegyiik egzakttd, keressiik egy u-t.
aP  9Q

W—a _3,y2_y2 4
R(x): Q = x-yz =—;

Azért Q-val osztunk, és nem P-vel, mert igy kiesik az y és csak x-t6l fog fliggeni a p.

4
u= el 2 = pmanx = L Az abszolut értéket el lehet hagyni, mert feltettiik az elején, hogy x pozitiv. Az integral

x4

utdni konstanst is el lehet hagyni, mert neklink csak egy u kell, amivel beszorozva az eredeti egyenletet egzaktta tessziik.

Tehdt szorozzuk be az egyenletet u = %—nel.

X3 +y3 y?
dx +x—3dy= 0

x4

2. Ez mar egzakt-e?

aM_ 1 3.2
ox  xt 0

oON

a2, ,4
o 3ry“x

Igen, ez mar egzakt.

3.
d. %

I g—i = _x3;—4y3 f—’i F(x,y) =—Inx — %33/3 +CW) Beirjuk a Il. egyenletbe.

oF _y*

"dy 3
1 y?
—x"3.3.y2 4’ =7
3 X y U0 =13
C')=0
C(y) = konstans

3
F(x,y) =—Inx — 32 + konstans
3

-1 _ —

nx -3

Ez a u-vel beszorzott (x*-nel leosztott) egyenlet megoldasa, de e miatt nem csékken a megoldashalmaz.
Elsérenddi figgvényegyitthatos linearis differencidlegyenlet

Yy +fx)y=gx)

el Fax — u(x)-el egzaktta tehetd, vagy megoldhaté a Lagrange-féle dllanddk varidlasa médszerrel

Példa
y
' — =2-(x—2)?

Y73 (x—12)

Megoldas: 1, Homogén altaldnos megoldas
by
dx x—=2

ay _ [ ax

f7 T x2
Inly| =In|x - 2|+ C CER C=InC"
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Inly| =InC* - |x — 2|
lyl=C*"|x — 2| + Bolzano
Vs =K' (x—2) K €eR

2, Keresstink egy inhomogén partikularis megoldast

Vip = K(x) - (x —2) Visszahelyettesités
K'(x) (x—2) +x@e}—%= 2+ (x — 2)?
K'(x)=2(x—-2)

K(x) = (x—2)? Nem kell a +C, elég egy megoldas.

Yip =K() - (x—2) = (x-2)°
3, Inhomohén dltalanos megoldas
Via = Yna +Yip = K- (x = 2) + (x = 2)*
4. el6adas

Példa

yi=y1+ty,—2-e"t

V=4 'ty +3-t

Homogén altalanos megoldas
11

A= (4 1)

det(A — A - E)-b6l a sajat értékek: A4 =3

Alaprendszer

Most: ¢ = (Z?Z‘;t _Ze__;_t)

o3t Lot
A homogén megoldas pedig: y, =y -¢c = (Y}u) = ( Qe tore t)

Y2/ \2-c; 3t —2:c, e
Inhomogén partikularis megoldas

Vip = ¢ c(t)
1. dllitas: Ha Y oszlopai y’ = A -y megoldasai, akkor ' (t) = A - Y (t)

V' 2 @y, ..., ¥yn), ahol P; a Y i. oszlopa
Bizonyitas: (i’) = (l,[)i), =A lii = (A ﬂ)

S— =/

2. allitas: Az elsG allitas feltételei melett:

Ha c(t) kiegyenlitiy - ¢’ (t) = b(t) egyenletet, akkor y = 1 - c egy j6 partikularis megolddsa az inhomogénnek.
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Bizonyitas:y =y -c =y’ =

Elég ay) - ¢’ = b egyenletet megoldani c¢'-re.
—2-e7t
b=("5.%)
3-t
ci(®)-e¥t+cy(t)-et=2-e7t
Azaz
2:ci(t)-e¥t=2-c)(t) et =3t
A felsG kétszeresét hozzaadva az alséhoz:
4-cj(t) e3>t =3-t—4-e7t
c(t) = % preTt gt
A felsG kétszeresét kivonva az alsébol:
—4-cy(t)et=3t+3-e7t
)= 3. 4. ot
cz(t)——4 t-et—1
Integralasok utan...

1, ,-4t_1, -3¢, 1, ,-3¢
cl(t)—z e -Le t—7-e

visszahelyettesités
) =—t—2-t et +2-et

o=t gty 2
y1p1—4 e t-e t+3
=1 -t ct.pt _5s
Vipz =3 € +2-t-e”t+t 3

c1-e3't+c2-e‘f+i-e‘f—t-e‘t—t+§
Yis = Yna tVip =
2-c1-e3‘t—2-c2-e‘f+%-e‘t+2-t-e‘t+t—§
Példa
yi=y1—10-y, +e'
Y2 ==yt 4y +sin(t)

> a=(1 70

(Gt

2-5:1-6=0-> M=-11=6

)|=(1—/1)-(4—1)—10:4—5-“,12—10:0

A;-hez tartozé sajatvektor: vl = (i)

A,-hez tartozé sajatvektor: v? (_12)

Ezekbdl mar tudjuk y-t.

= (5 et —2 ;.ete-t)

1-e7t e

Yhar =51 et —2-c; et
YVns =Y - ¢, azaz

Ynaz =C1 e ey et

Kéne olyan c, hogy ¢ * ¢’ = b, azaz
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et=5-cret—2-cy-e%
sin(t) =c; e t+cy-ebt
Also kétszeresét hozzaadjuk a masikhoz:
et +2sin(t)=7-¢c/ et > =%-e"+§-ef-sin(t)
Also 6tszorosét kivonjuk a fels6bdl:
et —5-sin(t)=7-cy et =>c, = —%- (e75t—5-e7%sin(t))
Integralas utan:

@)= % G ce?t — et (cos(t) — sin(t)))

() = % (% e >t + % ~e~%t. (cos(t) — 6 sin(t)))

visszahelyettesitve az ypy = - c-be = Vip1 = 110 et + % sin(t) — ;—j - cos(t)

Vipz = %O cel + 31—7 - sin(t) — %- cos(t)
Inhomogén altalanos megoldas
Yia = Yna T Yip -
Laplace-transzformacié
L{F(OY(s) = F(s)
Definicié: Ha Do(f) 2 R* U {0}, akkor L{f (t)}(s) = fom f(t) - e~Stdt, feltéve, hogy ez az integral konvergens
Tétel: Ha f szakaszonként folytonos R* U {0}-n és3M, ¢ € R, hogy |f(t)| < M - et, akkor Vs > c-re AF(s)

Definicidébdl kovetkezik: L linearis operator

4. gyakorlat
oF oF
P-dx+Q-dy=0 P_E’ Q_a
egzakt, ha 3—5 = g—i
. s . 9%F _ 9%F
Bizonyitas: = Young-tétel: axdy  dyox

& Feladatokbdl addédik, hogy kell megcsindlni F-et

Komplex analizis
Komplex aritmetika
I. Algebrai definicio:
RX]={ap+a, x++a, x"},neN,qy..a, =R

GB-D:x—-1D=x*+x+1

x3 —x?
x?—1
x? —x
x—1

C ¥ R[X]/x>—1={a*x+b;a,b ER}
PP +1=0

x>+1=0

-18 -



x=1 i?=-1
2. Halmazelméleti definicio
wz=xu—-y-v,x-v+y-u
linearisan izomorf: R? = C

|z| = /x* + y?

|z1] - |22 = |z, - Z5|

lI1z]l,

1Zll

llzlly = |x] + vl yes norma)

3. Geometriai definicio

A forgatasarg(z) — vel

woZzZw forgatva nyujtas: nyGjts r — szeresére
1 0 r-cos(p) —r-sin(e)
=? =
[A] =" [‘A (0) A (1)] [r -sin(p) 7 -cos(e)

cos(p) —sin(p)
sin(p) cos(¢)

C o {[Z ‘ab] |a,b € R}

forgatas matrixa: [

=0
S

C topologia
gdémbi kdrnyezet: B.(zy) = {z € C||z — z,| < €}
B.(2o) = B:(2¢)\2o (kipontozott kérnyezet)
H < Cnyilt, hamindenz € H-rade > 0B,(z) € H
H < Czart, ha C\H nyilt
H < Ckorldtos, ha3e > 0: H € B.(0)
Heine-Borel tétel: Véges dimenziés normalt térben zart és korlatos halmaz kompakt.

Definicié: K  C kompakt, ha minden {U;};c; nyilt halmazokbdl 4ll6 rendszer esetén, ha H € U,¢; U;; akkor van
J & I véges halmaz, hogy H < U;¢; U;

C kompaktifikacidja
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(Alexandrov-féle egypontu kompaktifikacio)
P-z
E - o
sztereografikus projekcid
C & C U {oo}
B, (0) = {z € (C||Z| >4
Allitds:  C kompakt
Bizonyitas: C<S Ui U;
0 EeEU; 2> B, () S U;,
@E Uje, U ] véges

|/| + 1 db U;-vel le van fedve C.
Folytonossag

Definicié: f: € = C,zy € Dom(f). Az f folytonos, ha minden & > 0-hoz létezik olyan § > 0, hogy Vz € Dom(f),
z € B5(20) = f(2) € B:(f (%))

f=uti-v
u,v: R? > R f@) =ulx,y) +i-v(xy)
f=($) z=x+i'y €C x,y€ER

Allitas: f folytonos < u és v is folytonos
Példa: f(x+i-y)=x+y+i-(x?+y?)
ux,y)=x+y
v(x,y) =x2+y?
Hatarérték

C»C,u€Dom(f),A€eC

d
limf =4 g Ve > 0)36 > 0 VzeDom(f)\{u} teljesil, hogy z € Bs(u) = f(z) € B.(4)
u

Példa
L1 11
a,lim== o e>0,kelld§>0:|z|<6=2>—>-
z-0Z |z| £
d:=¢
b, lim= =0 e>0kell§ >0:|z| >~ <
Z500Z 8 |z|
d:=¢
5. el6adas
f(©) L{f}(s)
t" (n € N) n!
G+l
et 1
s—a
sin(w - t) w
52 + w?
cos(w ' t) S
52 + w?
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t-sin(w- 1) _Lrwrs
(52 4+ w?)?
t-cos(w-t) s?—w?
(s%2 4+ w?)?
sh(a-t) _*
SZ — aZ
ch(a-t) _5
SZ — aZ
o o haﬁ*s ola-s)t b
at_ L. ‘ . at — at, ,-st — a-st = i =
e%t-re végigszamolva: L{e%t}(s) fo e®t.e=Stdt fo e dt glj{}o [ — ]o

= lim =
b—oo a-—s

e(a=91b_q o,haa>s
1
—,haa<s
S—a

Tétel: L{f’(t)}(s) =s- L{(t)} - f(O) =s"F(s)— f(O), ha th—>r2J f(t) -eSt =, f,f’ folytonos [O’ oo]-en

Bizonyitas: L{F (D)}(s) = fomf’(t) ceTStdt = gl_{rgo fobf’(t) ceTStdt = IEI_IBO [f©)-e S5 +s-
0-£(0)

[ f(®) - e~stdt | =s-F(s) — £(0)

F(s)
Kovetkezmény: L{f" (£)}(s) = s F(s) —s - f(0) — f'(0)
Bizonyitas: s L= f' () =s-(s-F=f(0)—f'(0))

Altalanosan: L{f ™ (£)}(s) = s™ - F(s) — X st f=170(0)

Példa
y'+3-y —10-y=6-e*t Kezdeti feltételek: y(0) = 0 ¥'(0) = 0
s2¥ =5 y(0) = y'(0)+3- (s ¥ — y(0)) - 10-Y = ==
L{y"} £y}

A kezdeti feltételeket behelyettesitve:

2 cy— =5 = & ...z 21
(S +3 y 10) *Y = s—4 =Y = (s—4)-(s—2)-(s+5) - T s-2 + s—4 + S+5
llyen alakbdl mar vissza tudjuk alakitani az inverz transzformdcio képleteivel:
—r-1 —_ 3.2t 41 jat 2 -5t
y =LY (s)}(E) = et toett e
f(t) li{fc(if)}(S)
1) t-g(®) 1.2
1 diinG(S)
2) th-g(t)(neN
g ( ) (_1)11.@.6(5)
3) e -g(b) G(s —a) (eltolas)
- 1 "y
4) g(a-?t) —G (2) (nyuijtas)
Példa
o L Ycos(w: t)} kiszdmithaté L{sin(w * t)}-bél, mert: % “L-{w-cos(w-t)}= %-L {sin(w-t)'} = i
( =2 s(w- 0)} -5
s s2+w? stw T s24w?
o L{tsin(w - t)} kiszamithaté L{sin(w * t)}-bél az 1) segitségével
e ch(a-t) kiszamithatd sh(a - t)-bél a 2) segitségével
Példa

e
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2) felhasznalasaval
N

, 11 —1f -1 ) _ 2t -1
1. megoldas L {52} =t = L {(5—2)2 = t G(s) = =
g
4 -1 - X —1f 1)Lt
2. megoldas f(s—z)z ds = = =>L {(5—2)2} =—t-e
G-og=e?t
Példa
1
L {(5—4)3}
IS R 1L )12, 4t
(5—4) T (s-4)3 =L {(5—4)3} T2 to-e
1 — o4t
= G=>g=e
Példa

y' =2y +ty=x

Laplace transzformalds utan:

Kezdeti feltétel:

s2-Y=s-y(0) =y (0)—2-(s-Y —y(0)) + Y = 1/s?

yr yr
(s2-2's+1)-Y =5
1 A B C D 2 1 2
s s et Ten T T e T

Inverz Laplace-transzformalva:

y=2+x—-2-e*+x-e*

Példa
y' =z
zZ'=y
-Z=s5'Y-y(0)
s Z—2(0)=Y
(s*4+1):Y=s
_ s
s2+1
y = cos(t)
Példa
y+zZ+y+z=1
y' +z' =et
Megoldas

y=1-2-e'+t-et

z=2-et—t-et

Kezdeti feltétel:

—(s2+1)-Z=-1

_ -1
s2+1

z = sin(t)

y(0)=-1

z(0) =2

Példa (Altalanos megoldas keresése Laplace-transzformacidval)

y'+y=e™t

s Y —s yg—y+Y =—

Uj jelslések: ¥o = y(0)

s+1
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1 Loyl
2 2° 2 S'Yo Y1

s+1 s2+1 s2+1  s2+1

y = % et % (—cos(t) + sin(t)) + y, - cos(t) + y, - sin(t)
y = % et (yo —%) - cos(t) + (y1 +%) *sin(¢) =%- e "+ ¢, - cos(t) + ¢, - sin(t)

6. el6adas

Példa
y'-y=0 Yo = y(0)
y1=y"(0)
0=5Y=syo—y —Y=(*-1)Y=sy,—y
Y=S;yzo—_+1yl=)’0'si_1+)’1'sz%1 >
- Y =y, - ch(t) + y; - sh(t) = ¢; - ch(t) + ¢, - sh(t)
Példa
y'-y=1 y(0)=y'(0)=y"(0)=0

Visszavezethet6 els6rendlire

=y Y2 =y v +y=1

I_g3.y_g2. — sy (0) = v" -1 _
=8 Y =5 y(0)=s-y'(0)—y"(0)+Y = =i

A, B | Cs+D
T s s+l s?-s+1

2 1 1 t
y=1_1.% _ ;S s _1_1.1 2, Szz =1—l-e‘f——-ei-cos(ﬁ-t)
s 3 s+1 s?-s+1 s 3 s+1 3 (S_i) +% 3 3 2
Konvoltcié (£~ kiszdmolasahoz)

Definicié: V(¢ > 0) frg® = [; f(x) - g(t — x)dx

1. Allitas: kommutativ frg=g*f

2. Allitas: L{f * g} = L{f} - L{g} (=fxg=L"{F-G})

Példa
_ 1 i1 1 ) ) t .
L1 {s-(52+1)} =L {;-SZH} =1#*sin(t) =sin(t) * 1 = fo sin(x) dx =
= —[cos(£)]§ = 1 — cos(¢)
Ellenérzés: L{1 —cos(t)} = L{1} — L{cos(t)} = % - S1S+1 = ZZ(J;:;; = s-(s;+1)

Vektoranalizis
Vektorérték fliggvényeket akarunk integralni gérbéken és fellileteken
1. Mik ezek a gorbék, feliiletek?
2. Mekkorak ezek?
3. Iranyitas.

Felilet
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Definicié: 1 <n <m € N, A € R" zart, korlatos, 6sszefliggs, mérhetd, nem Ures belsejl halmaz

r = r(u) A-n értelmezett, szakaszonként folytonosan differencidlhatd, R™-be képez§ injektiv (1-1) fliggvény ugy,
hogy a Jakobi-determindns oszlopai linedrisan fliggetlenek (A belsejében)

dary dary

(Vﬁ) duq duy
d d

vr, dra . dm

du, duy

Rg(r) (Rg: értékkészlet) az r éltald definidlt n-dimenziés (m-dimenzidbeli) feliilet. r ennek a fellletnek az explicit
egyenlete.

A felllet térrész, ham = n, valadi feliilet, han = m — 1, gorbe, han = 1.

Egy pont belsd pont, ha van olyan homeomorfizmus (folytonos és kélcsondsen egyértelm(i megfeleltetés, bijekcio),
ami a (nyilt) n-dimenzids egységgdmbot a felliletbe képezi Ugy, hogy a pont benne van a képben. Ezek halmaza: IntF (ha F a
felllet). F zart, ha minden pontja belsd pont.

5. gyakorlat
Példa
rz_+ zZ+ —i'lﬁ‘(z),haz =0
f(Z) = ! valés valés
|
L 0,haz=0
z=x+i'y
v(ix,y)=z+z=2"x
_m@ _ _y
u(x,y) = 2 e
lim # lim, ezért nincs hatarértéke.
x—0 y—0
Példa
{561=2'x1+3'x2 tﬁxl(t)Elef
X, =x1+4x; t - x,(t) € Diff
E_(Xz) E_é X
12 3
é_[1 4]
_ 2—27 3
det(A—1-E) = 0> det[ ) 4_1]
2-1D-@4-1=3
A2—6-2+8=3
A—6-2+5=0>> A=121,=5
Sajatvektorok
_ 4. 1 31.1-31_70 -3
A=1 [1 3] [1]_[0] Sl_[1]
_ 5. [-3 371.[11_710 Gt
A=2: [1 _1] [1]_[0] 52_[1]

P egyltthatdmatrixa:

-3¢t 1-e5't]
t) =
v 1-et 1-e5t

x=1/)(t)'cz(_3lcllet+C2.e5.t>

ci-ef+c, et
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Kezdeti érték feltétel

x(0)=1, x,(0) =-1
Ha mar megvan v, akkor

1=-3'¢,+¢
—l=c¢+c
Egyébként Laplace-transzformalassal:
(LY =s-Y-y(0)
s X;—1=2-X,+3-X,
s X,+1=X;+4-X%, > Xi=(6-4)-X+1
(s—=2)'[(s—4) X, +1]-1=3"%,
(s—2)'(s—4)"X,+s—2—-1=3-X,

(-=2)-(s—4-3)'X,=3-5s

X, = 3-s  _ 3-s _ A +i _ A(s=5)+B(s-1)
27 s2_6548 (s—1)-(s-5) T s-1 s-5 (s—1)-(s-5)
s=1: A-(—4)=2 > A=—3
s=5 B-4=-2 > B=-:
R
2 2
Xz T s-1 s-5
-1 —_1 _ 1), 5t
L7HX,} = 2e+( Z)e
2. egyenlet: X, =x; +4-x, Ebbdl kifejezziik x;-et:

. 1 1 s 1 1 s
x1=x2—4-x2=(——-et——-e5”) —4-(——-et——-e“)
2 2 2

2

Példa
X1 =3"x+x; x,(0)=1
)’C2=x1+3'x2 x2(0)=—1
B3 1
A_[1 3

s'X1—1=3"X;+X,
s X, +1=X,+3"X,
s X+ X)) =4 (X +X)

(s—4)-X;+X,)=0 Vs-re

Inhomogén altalanos differencidl egyenletrendszer altalanos megoldasa

X, =%y
X, =x; +e2t
I. Homogén éltaldnos megoldas
_[0 11, _10
A= 0]' b= [e“

det(A—1-E) = 0> A, =1
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S R e

t ==ty ][ 4]=1q] =[]
vo=[% ]
m=woe= (20T

Il. Inhomogén partikuldris megoldas
¢ = c(t), allanddk varidlasa mddszer
Y- c'(O)=b
d®=y® b

Két egyenletet 6sszeadva:
2:cj et =e?t

cg==--et

N | =

1 1
¢ =[5 efdt=>-ef

Els6 egyenletbe behelyettesitve és adtrendezve:

tlt
et—e
1 2 — 3t
G=——r=—5e
. 1
o =—5fe¥tdt=—2-2-e%
1 . 1 3
t'g-et—ef-g-e“
xp =) c(t) =
Zp = 1 ¢+ 1 .
— ___et+e L‘___e3t
2 6
.1, 0 _ -t 1,
3 (ciret et ef-cref—e o
X =Xp+x,= ot )T e 1 1
cret—cy-e et 1.t 4ot .1,
2 6
Példa
2: )
y’+7y=sm(x3+1)
2y
| "+==0
+X
r_ _ 2%y
y - X
vy _ 2
y  x 2l
Inly|=—-2-In|x| +C /e0

Iyl = e +c

lyl = |x|7>-C*
Bolzano-tétel

2

y=K-x~

Yp = K(x)-x72
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Visszahelyettesités: K'(x) x72 + K

Példa

Példa

Példa

Példa

2
Yo (). = g 2RO
7 =7 x

AN
K'(x) x~2 =sin(x® + 1)
K'(x) = x%-sin(x3 + 1)

K(x)=§'f3'x2 'Sin(x3+1)dx=§'(—c05(x3+1))

y//_lo.yl+9.y=5.t y(O):—l’

L{y"}=5%-Y —s-y(0) = y'(0)

s2Y+s—2-10(s- Y+ 1) +9-Y =
S
5
Y-(sz—10-s+9)+s—12=s—2
(s—1)(s-9)
5
_ s st12  s-s+12s? A B C D _
- (s-1)-(s-9) - s2:(s—1)-(s-9) s + s2 + s-1 + s=9

_ As(s—1)(s—9)+B-(s—1)(s—9)+C's*(s—9)+D-s?:(s—-1)
- s2-(s=1)-(s—9)

s=0
s = 1¢nem elég kell még egy:s = —1
s=9

y' =3y +2-y=2-e3%
A2-3:2142=0
L=1 A =2
Vhs = Cy - ¥ + C, - €%
Ha e - (p(x) - sin(B - x) + q(x) - cos(B - x))
- x™-e* - (P(x) - sin(B - x) + Q(x) - cos(B - x))

m: a + B - i multiplicitdsa a karakterisztikus polinomban

y' 46y +9-y=2-¢73%

Z+6:-1+9=0

Ao =-3

Yha=Cr e 3%+ Cyrx-e 3%

yp =x%-A-e3

y"' +4-y=-cos(2x)

AP +4=0

Ap==42-i a=0,f=20+2"i

Yha = Cy +sin(2-x) + C, - cos(2 - x)
Yp=x"(A-sin(2-x) + B cos(2 - x))

6. gyakorlat

Differencialhatdsag
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(helyettesitéses integralas)

y'(0) =2
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R-beli
f= (Z) R? - R? X, € int(Domf)

f R-differencialhaté (totalisan), ha van olyan A: R? — R? linearis leképezés, hogy: 3 lim )~/ ()= Alx—xo)

X—Xg [l2x=xoll
fitxy)
6)=(an)

ah dh
Jakobi-determinans: J f;,o) = [A] = :/fz :/3,/2 A =df(x)
dax dy

Példa

f
zowrz=wWi+i-wy) (x+i-y)=wix—wy y+i-(Wy-x+w; -y
u(x,y) v(x,y)

f=uti-v
z=x+iy
konst:w =wy +1i-w,
Wi —W; .
I = [ ] =+ iowa] = w

w-z) =w

(5:x)' =5
Példa
zoz2=(x+iy)l=x*+2-ixy—y*=x*—y>+i-(2:x"y)
u(x,y) v(x)
e =[5 Y] =rarizy=2-a
(z3)' =2z
Példa

zoZ=@F1 P =x—i-y
u(x,y) = x
v(x,y) = -y
ir=ly Zec

Definicié: f: C = Cz, € int(Dom(f)). Azt mondjuk, hogy f komplex differencidlhaté, ha van olyan w € C, hogy
f@2)—f(z0) _

3 lim ————== = w. llyenkor f'(z,) = w. f € Diff(z,)
z-2zy Z7Zp
Példa
Zz-z%haz+#0
Milyen n € Z-re komplex differencialhaté a 0-ban az f = fliggvény?
0,haz=0
n=0 f(z)=2z
lim =2 =
z-0 Z

z =1 (cos(p) +i-sin(g))
z =1 (cos(—¢@) + i -sin(—¢))

NNy

=cos(—2-¢@)+i-sin(—2-¢)
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Milyen hosszu?

z| _ |zl _
z _|z|_1
n=1 f@)=z-z
lim 222 = limZ% = limz = 0
z—0 z—0 z-0 Z z-0
(=0 n = lesetén f € Dif fc(0)

n < lesetén f & Dif f;

Tétel:  f:C - C z, € Int(Dom(f))

!f = (5) € Diffa(xo,0)
, és
fElef(C(ZO)‘:: | ]f(xo:yO)E(C

U6

Zyg =Xo+1"Yg

f=uti-v
Bizonyitas: W] = Jf(x0,¥0)

2 i L GG _
z-2Z, |Z_Zo|

3 lim f@)-fz) lw - =% | _
z-2, |z=2| |z—z,]

3 lim |2=% .(M_ [W])= 0
220 |12=2| Z=2%

1
lim (f(Z)—f(Zo) _ W) =0
z-7, zZ=2y

Cauchy-Riemann-egyenletek

f=u+v-i
ou dyul r1a -—b
v d,v _[b a

I, Oyu=0,v
1, dyu=-0,v

1. (u,v) totalisan diffhat6
f komplex differencialhat6 &
2. Teljesitia C — R egyenleteket

Definicié: f: C — C reguléris a z, € int(Dom(f)) pontban, ha a z,-nak van olyan B.(z,) nyilt kdrnyezete, ahol a fuggvény
minden pontban komplex differencialhaté.

Példa
Hol differencidlhaté és hol regularis az f(z) = |x| + |y|-i,z=x+i-y
u=|x|,v=1lyl|

Totalisan differencidlhatd: tengelyeken kivil

—x+iy A x+i-y
[0 llo |l
——04 +—0— >
Lo 2l | o -l
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—x—iy x—iy

C differencidlhato: 1. és lIl. siknegyed (nyilt: tengelyek nincsenek benne)

{x+i-yeClx-y>0}
Regularis: ugyanitt
Példa
flx+iy)=x2+iy3
2 3

u=x? v=y

u . . . ,
(v) totalisan differencialhaté

du dyu| [2 “x 0 ]
v o[ |0 3y
Differencialhatdsag feltétele: 2 - x = 3 - y?

2
2= 5" x parabola

y
{x+i-y€eC]2-x=3-y?}

Regularis: sehol, mert nincs belsé pontja

Harmonikus tarskeresés

¢ (x, y) nyilt halmazon értelmezett R? — R fliggvény harmonikus, ha (A¢ = 0)

05+ 05, =0

Tétel: U egyszeresen 6sszefliggd, nyilt, < C.

f:U — C harmonikus komponensekkel rendelkezik < f regularis.

Ekkor f = u + i - v-ben is harmonikus térsa v-nek.

Young-tétel

I Oxu = 0yv Il. dyu = —0,v

2. — 32 2 _32 .
OxxU = Oy v Oyyu=—0gv=—#,v

/

0fu+05,v =03 v—05v=0

7. el6adas

Feliilet definicidja:
n<m 7, € R" - R™
- folytonos legyen = tudjuk derivalni

- Jakobi-determinans oszlopai linearisan flggetlenek

0
r(u,v) =r*(u,v,w) > 3.0szlop: 0
0
rw,v) =U+v,u+v,u+v) >
1 1
dr dr
(& &)= (1 1)
1 1
£(&) = (¢, f(t)) gérbe derivaltja:
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n-dimenzids, m-dimenzidbeli felllet

> linearisan fliggs

r(t) = (t,tt)

(& FDO) | tze, = (LF (o))
(to.f(to))-Deli
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7(t) az r(ty)-beli érintévektor

Erint&sik normalisa merdleges a feliileti gérbék érintévektoraira.

GOrbék és feliiletek paraméteres megadasa:

a,b pontot 6sszekoté szakasz
r(t)=a+t-(b—a) t €[0;1],
R sugary, 0 kozépponti kér R?-ben

r(t) = R - (cos(t), sin(t)) te[0;2-m]

(a,b € R?)

R sugaru, z tengelydi, origd csucsu, % félnyilassz6gl, egyenletes emelkedési kup

r(t) =R (t-cos(t),t-sin(t),t) t€[0;2-m
R sugaru, 0 kozéppontl gémbfeliilet
r(u,v) = R - (sin(u) - cos(v), sin(u) - sin(v), cos(u))
v € [0;2-m],
R sugary, z tengely(, h magassagu hengerpalast
r(u,v) = (R cos(u),R -sin(u),v) u€fo;2-m,

R sugaru, R magassagu, 0 kdzéppontu, z tengelyd, %félnyl’lésszég(j kuppalast

r(u,v) = (v-cos(u),v-sin(u),v) u€fo;2-m,
R sugaru, 0 kozéppontu korlap az x,y sikban
- mint 2-dimenzios térrész (n = m = 2)
r(u,v) = (u-cos(v),u - sin(v)) v € [0;2-m],
- mint 3-dimenzids valadi felllet (n = 2, m = 3)
r(u,v) = (u-cos(v),u-sin(v),0)
R sugaru, z tengelyd, h magassagu henger
((u+v)-cos(u),(v+R)sin(u),0) u € [0;2
r(u,v) ={ (R-cos(u),R - sin(u),v) u€o;2
((v—R) - cos(u), (v —R) - sin(u), h) u€elfo;2

Specialis esetek: gorbék

rl - R™ r(t) irdnyitasa 7 (t)

t,-beli érintvektor: 7(ty)
to-beli érints egységvektor: |:g3|

ivhossz

Kozelité poligon hossza: Tolr(t; +1) —r(t)|

?:0% (b — ) = Zisolm (€)1 (tieq — &)
—
> fablf”(t)ldt ivhossz
Példa

origd kdzéppontu, R sugaru kor keriilete = ?

r(t) = (R - cos(t),R * sin(t)) t €[0,2-m]
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u € [0;m]

v € [0; h]

v € [0; R]

u € [0;R]

1], v € [-R; 0]
-1t], v € [0; ]
7], v € [h;h + R]



7(t) = (=R - sin(t),R - cos(t)) > |[7(®)] = \/RZ - (sin?(t) + cos?(t)) =R
= ivhossz: fozlnR =2'R'm
Példa
s(t) = fatlf"(‘r)ld‘r Szigordan, monoton né: invertalhato
r ivhossz szerinti paraméterezése

p(s) = r(t(s))

"(s) = o = TG
2P = = o)
Specialis esetek: feliiletek
r(u,v) T, X1, € irdnyitas

(ug, vo)-beli vektor az r(uy, vo)-beli feltleti normalis
Fellleti normdlis normélva: feliileti egységnormalis
GOmb (egységgdmb)
r(u,v) = (sin(u) - cos(v), sin(u) - sin(v), cos(u)) u € [0,m], v €[0,2-m|
1, = (cos(u) - cos(v), cos(u) - sin(v), —sin(u))

1, = (—sin(w) - sin(v), sin(u) * cos(v), 0)

Ty X7, = (sinz(u) - cos(v), sin?(u) - sin(v), sin(u) - cos(u) - cos?(v) + sin(w) - cos(w) - sinz(v)> = sin(w) - r(u, v)
sin(u)-cos(u)

7. gyakorlat
Komplex integralas

Definicié: I' € C, ez gérbe, ha van olyan G: [a; b] € R, ami véges kivétellel folytonosan differencidlhaté és folytonos. (néhol
eltérhet a gérbe) Ran(b) =T

G (a) kezd6pontja I'-nak
G (b) végpontja I'-nak
I zért, ha G(a) = G(b)
I’ egyszer(, ha G injektiv (egy értéket csak egyszer vesz fel, nem metszi 4t magat)

Példa
= . _ (x(t)\ _ (R-cos(t)
2(8) = x(8) + i y(t) = (y (t)) - (R _ Sin(t))
z(t) =R -cos(t) +i-R-sin(t) =R-e't

2(t) =R~ (—sin(6)) +i-R - cos(t) = R - (sin(—t) + i - cos(—t)) = R % (i - sin(—t) + i% - cos(—t)) = R %
(—cos(—=t) +i-sin(—t)) =R- - - (—cos(t) —i-sin(t)) =R -i-(cos(t) +i-sin(t)) = R-i-e’t

| =

L=

Komplex Riemann-integral
Egyvaltozos valds fliggvények integraljdhoz hasonlé médon értelmezziik.

Legyen G a komplex sik egy iranyitott szakasza. Osszuk fel ezt a G gorbét osztépontokkal (zy, z1, 2, ...), és minden z,_4, z;
iven vegyiink fel egy tetsz6leges p;, pontot.

Ha a felosztast minden hataron tudl finomitva a Y i—; f(ox) - (Zx — zi_1) integralkozelits 6sszegnek |étezik véges hatarértéke,
akkor ez a hatarérték az f komplex fuggvény G gérbe menti integralja.

-32-



Jo f(@dz
Integralok kiszamitasa
[ f@dz =[] f(2(0) - 2(0)de
[a;p] > C
Vonalra
J, vdr = [P v(r(®) - #(e)dt

A paraméterezést mindegy, az eredmény ugyan az.

Megjegyzés: h:Ret—-h(t) eC
b
hy(t)dt
2 h(®)dt = f% 1 = [P Re(h) +i- [ Im(h)
Ji ha(t)dt
Példa
z(t) = cos(t) +i-sin(t) (egységkor a komplex szamsikon)
z(t) = —sin(t) + i - cos(t)
1 2 1 . . 2mielt Ve
J-|z|=1;dz = J-0 cos(t)+i-sin(t) ' (_ Sln(t)'+.i : COS(t)) dt = fO elt dt = J‘0 i-dt=
At et
2
0dt
) (foz'"‘ >= (3op) =28
J, idt
1 .
fﬁz|=12dz =2-m-i
Példa
z(t) =t - (1+2-0) () =142"i

J, zdz= [t A+2-D-(A+2-Ddt=[J(t—2-i-t)- (1+2-Ddt=
4211
=f01t.5dt=[57t]0=;

Komplex Newton-Lebnitz formula

Definicié: Legyen f: C — C nyilt halmazon értelmezett fliggvény. Az F: Dom(f) — C primitiv figgvénye f-nek, ha regularis
ésF' =f.

Tétel (Newton-Leibnitz):

Ha az elébbiek szerint f folytonos és F' = f, akkor minden I' € Dom(f)-re, aminek a kezd§- és végpontja z;, z,:

[ f@dz=F(z,)~F(z)

Példa
f@=75
f|z|=1$dzz?
F(z)=? haF'(z) = ;
F(z)=—z1=-=

> i ci-(-) 0
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Kovetelmény: Ha f-nek van primitiv fliggvénye, akkor fr f=0
A komplex figgvénytan alaptétele (Cauchy-tétel):
Megjegyzés: C-beli integralok elGallitdsa vonalintegralként:
J. f(@)dz = =[ (u+i-v)-(dx+i-dy)=
J. udx —vdy+i- [, vdx+udy
P = (u;—v) és Q=wuw
> [Pdr+i-[Qdr
Newton-Leibnitz R3-ban
v = grad(¢)
J. grad(p)dr = (1) — $(11) Ez az |. gradiens-tétel

I kezd6- és végpontja: 1y ésr,

Bizonyitas: C N-beli
f=u+i-v
F=¢+i-y
[axqs ayqs] _fa b
oY 9y b a

F'=0,p+i-(—0,p)=u+i-v
F'=0,p+i-0p=u+i-v
[f=fudx—vdy+i-[vdx+udy= [0,pdx+0,pdy +i- [ 0,pdx + d,ppdy =

= f gradg +i- f gradp = $(r) — () + i (Y(ry) — () = F(ry) = F(ry)

8. el6adas

Implicit egyenlet:

u(r)=0 wR™ - R
u(r(®)) =0 grad() |, 7(£) = 0
> grad(u) L r(t)

A fellleti normadlis a gradiens.
Példa

Gémb: u(x,y,z) =x%+y?+2%2—R? grad =(2-x,2+y,2+2)
Irdnyitas altalanosan n-dimenziéra
Definicio:

CROSS: R™-benay,...,a,_4 = CROSS(ay, ..., a,_,) az egyetlen olyan, aki:

1. Meréleges az a4, ..., a,_1 altal kifeszitett altérre

2. Nagysaga: ay, ..., a,_4 altal kifeszitett paralelotop n-1-dimenzids térfogata

3. a,...,a,_1,CROSS(ay, ...,a,_,) jobb sodrasi (& a szokdsos bazisrél az erre valo &attérés matrixanak
determinansa >0)
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e en

1
CROSS(ay, . ayy) = (-1t -|[ @D 7 @)
an—l(l) an—l(n)
2-dimenziéban: CROSS(&) =-1- |; §| ==, —x) = (-y,x) (balra forgatas)
xy
Allitas: - argumentumok cserélése > —1-szeresére valtozik

- minden argumentumban linedris
-3i# jia; = a; > CROSS(ay, ..., Q1) =0

r = r(u) altal adott valddi felllet iranyitasa: cross(ru(u)). Egy pontbeli értéke az ottani fellleti normalis.

%: fellleti egységnormalis
F:r(uq...uy,) (uy ...uy) €A
A ={(uy .. u)|(—uy .. uy) = A)
—F:s(uq ... uy) = r(—uy ... uy) (U .. uy) €A’

F zart feliilet kifelé iranyitott © Vu € A 3¢ >0 VS €(0,&) r(w) + 8- cross(n,(w) ¢V

F feliilet a V-t hatérolja

2D-ben: |F| = [f, |ry X 1y |dudv Af =~ f'- Ax
Altaldban: F felszine = |F| = ffA |cross(r,)|du
Példa
R sugaru, h magassagu hengerpalast
r(u,v) = (R-cos(u),R - sin(u),v),u € 0,2 7], v € [0, h]
1, = (=R - sin(u), R - cos(u), 0)
r, = (0,0,1)
= 1, X1, = (R-cos(u),R - sin(u), 0)
1, X 1| = \/R% - (cos2(u) + sin2(u)) = R
IFl = 2" ['Rdvdu=2-m-h-R
HCcR™ v:H - RF k=m+1 v folytonos

1. Vonalintegralok
Legyen L:r =r(t)t €l L € H adottgbrbe
a, v gbrbementi integrdlja L-en
J, vdr< | v(r(0) - 7(t)dt
b, v ivhossz szerinti integrdlja L-en
J, vldr| & [, v(r()- 17 ()ldt
2. Feliileti integralok
F € H valédi feliletr = r(u),u € A € A™1
a, v fellletmenti integrélja F-en

-35-



Jo vdf £ [, v(r(w)) - cross(n,(w))du
b, v felszin szerinti integralja F-en
S vldfl = ff, v(r(w)) - |cross(r, (w))|du
Tétel

A fent definialt integralok alaptulajdonsagai

1. Linearis operatorok
2. Additiv halmazfliggvény
3. J vdr=—[ vdr

J_pvdf = -, vdf
4, m<v(r)sM > m-|L| < [, vdr<M-|L]|

m-|F| < [, vdf <M -|F|

5. J, 1ldr| = IL] és J, 1ldf1=|F|
6. v, a v-nek r érint§ egységvektorara esé vetiletének elGjeles hossza, azaz v - e >
7
J, vdr=[ vldr| (e = m)
7. v, a v-nek fellleti normdlisra esé vetuletének el6jeles hossza, azaz v - n >
_ _ cross(ru))
J, vf = J, vldf] (n=oois

6-0s bizonyitésa: [, veldr| = [ v.(r(®)) - [F(®O)| = [, v(r(®))-7(t)dt

”(r(t))';g;

8. gyakorlat
Stokes-tétel: F felllet R3-ban. dF pereme F-nek. v: R® = R3, folytonosan differencialhaté.

Dom(v) nyilt. F U dF < Dom(v)

Jopv = [ Tot(®)

i j ok
rot(v) =19, 9, 9, v = (V4,V2,V3)
Vi V2 V3

Keressiik C-ben az alakjat.
v3=0 > v = v1(X%Y) és vy = vy(x,y)
Tot(v) =0, v, — 0y, " vy
$.f =2 f=u+iv
P=(5)
0=(y)

Cauchy-Riemann szerint: Oxu = 0yv és dyu = —0,v

oyu dyv

$.f=¢P-dr+i-§Qdr=[ “dv—ou+i-f du—dyv=
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= [, Odxdy+i-[f, Odxdy=0€C
Megjegyzés: A bizonyitasban feltettik, hogy:
1. f folytonosan differencidlhaté (valéjaban nem sziikséges)
2. perem és tartomany helyett egy gorbére mondjuk majd ki
Goursat-lemma
f C-differencidlhatd fliggvényt haromszogon (T) értelmeziink, akkor fan =0

Bizonyitas:

\\ h
Jor F € Jaif + oo F A+ T f 4 I f
Kozéps6é szakaszokon kétszer integralunk, egyszer az
egyik, majd a masik iranyba, igy azok kiesnek.
N\ N y
O I R i R D R I BT [y 4 A
ezek kozil van egy maximalis
K
K- KT(l) = ;
1. |¢a'rf| S 4_71 ) |faT(n)f|
K
2. K = on
3. Ezek egymasba skatulyazott hatarértékeke sorozata, z, lesz a hatdrértéke

| S0 f(@)dlz| = |80 f(20) + ' (20) - (2 = 20) + £(2) - (z — 2z

Je > 0, hogyha |z — z,| < 6, akkor |e(2)| < €
> |Ffo)+ f(z0) (2= 20) + £(2) - (2 — zo)dz| = |$ 0 £(2) - (2 — 20)de| <
0 0

K K?
< %T(n) le(2)| |z — zp| - d|z| < 5'2_,.' %T(n)dlzl = S'F
€

LS K
2n b

eK?
> b A =4 || =4 S = k20
Cauchy-féle integraltétel

f:C — Cregularis aI" gorbén és belsejében, Dom(f) egyszeresen dsszefliggs nyilt tartomany. Ekkor 56F f=0

Cauchy-féle integralformula

f:T — Cregularis a T tartomanyon, T egyszeresen 6sszefliggs, I' egyszer( zart gorbe a T-ben, amely kortlhurkolja
zy-at. Ekkor:

f(n) (z) = o f(2) dz nezt

2omi I (z—zy)n*H?

Példa
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ﬁ ch(z) dz

z|=1 z5

A Cauchy-féle integralformulat kell hasznalni. Adjuk meg a képletben szereplé ismeretleneket:

f(2) = ch(z)
Zo =0 (mert (z — zy) most (z — 0))
n=4% (mertn+1=15)

Most mar felirhatjuk a formulat:

ch™®(0) = E . ﬁzl 16’;(52) dz /atszorzunk 2 - r - i-vel, leosztunk 4!-al

h 2- 2
§ 11 2 dz = ch®(0) - 222 = ch(0) - 2

ch' = sh, ch" =sh'=ch c¢h® =sh ch™® = ch

Hasznaljuk fel, hogy e? Zno esch(z)_

2mi _ e%+e™® 2mi  mi
hO) =" "%

Példa

2:z—-1
EﬁZ—1|=% z2-z

kdzéppontja az (1,0) pontban van

|z—1|=§ > % sugard koér, aminek a m

At kell alakitani a tértet, hogy a nevezébe csak (z — z;)-0s
dolog keriljon.

2-z— 1_ 2:z—1
ﬁz—ll=% z2-2 g';lz 1I—-z(z 1)

A (z — 1) okozza a gondot > a t6bbit felvissziik a szamlaldba. z — 1 marad a nevez6be, ami mar jo.

2:z—1
gq 1= Ebbdl az alakbdl mar felirhatjuk a formulat:
z-1|=; z-1
flz) == n+1=1>n=0 2o =1
> EL Oy =20 22| =2 i
Példa
sin(*2)
ﬁl—”:l z2+1 dz
lz—i] =1 > 1 sugaru kor, aminek a kézéppontja (0, i)-

ben van

Megint atalakitjuk a tortet: 1
Sll’l(lzzn) dZ I
9%2—”:1 (z=i)(z+i)
A (z — i)-s gyok okozza a gondot, a tobbi felkerll a szamlaléba:

Sm(l Z n)
12

Eﬁz—i|=1 ztL_ 7 Ebbél felirhatjuk a Cauchy-formulat:

z—i
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. (izTm
Sll’l(—)
2

f(z) = pre n=20 Zo =1
N z-n-i.sin(i'zT'")| —5. ( L)_ . ( E)_ 1
0! zri 2=t T AL\ Ty =T SI\=7) =~

Van egy kompatibilisen iranyitott feltletiink. Mennyi ezen fmédz ?
Kompatibilis irdnyitas: ha az irdnynak megfelel6en sétalok, akkor bal kéz feldl legyen a fellilet.
A A belsé kor egy egységsugaru kor: |z| = 1

A kils6 gorbe I'.

\ 4

1 1 1 1 1
faT;dZ = f|z|=1;dZ + ﬁ, ;dZ = f|z|=1;dZ + f|z|=1;dZ =—-2-
9] 9] [©)
n-i+2-wi=0
U pozitivan irdnyitott kér, amire tudjuk, hogy [ ldz=2-m-i

|z|I=1z

Negativan iranyitott korre ennek a -1-szerese.

9. el6adas

Példa
fL rdr (r: identitas figgvény)
L: origd kozéppontd, 3 sugaru, pozitivan iranyitott kor
r(t) = 3 (cos(t), sin(t)) t €02 m
7(t) = 3+ (—sin(t), cos(t))
JZ™9- (cos(t), sin(t)) - (—sin(t) - cos(t))dr = [ 0dr = 0
Példa
fF 2-rdf F: z tengely(, origd csucsu, % felnyilasszogd, kifelé irdnyitott kup
r(u,v) = (v-cos(u),v-sin(u),u) u €02 x|, v € [0,m]
i j k
1, X1, =|-v-sin(u) v-cos(u) Of={v-cos(u),v-sin(u),—v- (cosz(u) + sinz(u)>
cos(u) sin(u) 1 1

Jo 2-rdf = foz'n fOR 2-v?% - (cos(u),sin(u), 1) - (cos(u), sin(u), —1)dvdu =

= foz'nfoR Odvdr =0
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cross(ru (u)) =(-1,0)

90°-os forgatas balra

3 F2
y >
F1 F3
5 A 4
F4
a b
Példa

v(x,y) = (f(x),0)
Tobb megy ki, mint be.
Alul és feliil az integral 0.

El6z6 eladason tanult képlet szerint:

Jp vaf £ ff, v(rw) - cross(r,(w)du

nem negativ, monoton né (jobbra stirisodik)

F2

E4

| ]

F4

Jy, vaf = [ (f(@),0) - (-1,0)du = [ ~f(a) = (c —d) - f(a)

[y, vaf = = [, vdf == —~(c—d)- f(b)

Egész feliileten: fF vdf = (d—c¢)- (f(b) — f(a))

Példa

v(x,y) = (f(¥),0) f folytonos

Alul és fellil tovabbrais 0.
Sy, vaf = [1(F),0) - (~1,0)du = [ ~f (w)
Jy, vaf == [, vdf == [T fQw)

= fF vdf =0 Ugyanannyi megy be, mint ki.

Példa
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w(x,y) = (0,f(x)) f folytonos cross(n,(w) = (0,1)

Bal és jobb oldalon 0. A A A A A AL
3 F2
yy -
F1 F3
z h 4
F4
b a b
sz vdf = [(0,f(d))- (0,1)du = (b—a) - f(d)
Jp, vdf == [ vdf = =—=(b-a) f(0)
Eredmény

Jp udf = (b—a)- (f(d) - d(c))
Példa

v(x,y) = (f(x,),0) f folytonos
Alul és felul 0

Iy, vaf = [ (f(a,w),0) - (~1,0)du = [ ~f(a,uw) du
Jeg vaf == [ vdf == [ f(buw)du

= Jp vaf = [ f(b,w) - f(a,w)du

Példa
w(x,y) =(0,9(x,)) El6z6en hasonldan
Jp wdf = [} g(u,d) = g(u,c)du
Definicié:
(1) H € R" (korlatos halmaz) atmérGje = d|H| = {sup|x — y|;x,y € H}
(2) H, € R"ry € R™-re zsugorodik, hary € IntH, Vk és ’ll_l)‘[olo d(H,) =0

Definicio (forrass(r(iség): ry € G € R™, v: G — R™ folytonos G\{rp}. Ha normal térrészek minden R™-beli r,-ra zsugorodé
V} sorozatara limﬁ . ka vdf létezik, és ugyanannyi, akkor ezt hivjuk v forrasstrlségének az r,-ban. (F; a V-t hatdrold
k

kifelé irdnyitott felilet)

s()(rp) = lim — - vdf

Vil
Példa
v forrass(rlsége (xq,y,) pontban ((xo,yo) € (a,b) x (c, d))
VRZMXM limb, —a, =0

Xo€ Yo€
limdy, — ¢, =0

> Sy, vef = [24(F (diw) = f (@, ))du

1

e [ (f(dow) = f (@ w))du =

[Vl

1
(br—ag) (dr—ck)

' fcik(f(dkru) - f(ak, u))du =
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Lagrange
3¢€lck,di] 3pr—(ag.by)
= VOl /Ol Geo) ™ = L (60 - feCioyo)  Haf folytonos
(bx—ay) (dr—ck)

9. gyakorlat

8. gyakorlat végén volt:

Van egy kompatibilisen iranyitott fellletlink. Mennyi ezen faTidz ?

Kompatibilis irdnyitas: ha az irdanynak megfelel6en sétélok, akkor bal kéz feldl legyen a fellilet.

A A belsé kor egy egységsugaru kor: |z| = 1

A kils6 gorbe I'.

v

1 1 1 1 1
faT;dZ= f|z|:1;dz+§5r ;dZ = J.|Z|:1;dZ+J‘|Z|=1;dZ= -2
5] 9] [€)

mi+2mi=0

U pozitivan irdnyitott kér, amire tudjuk, hogy [ L

|z|:1ZdZ =27

Negativan iranyitott korre ennek a -1-szerese.
Azt kaptuk, hogy egy fliggvény integralja a nagy gorbére ugyan az, mint az integralja a kis korre. = A kis korokre Integralunk.
Példa

1 1
SﬁZI=2 1+22 dz = 5ﬁzl=2 (z+0)-(z—0)

Felrajzoljuk: lz| =2 > origd kdézéppontu, 2 sugaru kor
Kis korok kézéppontjai: (0,i) és (0,—1)
Erre a két kis korre integralunk. A sugarat tetsz6legesen megvalaszthatjuk. Legyen %, hogy ne légjon a nagy koron kivilre.

1 1 1

2 51;IZI:Z ez 0= flz—i|=§ (z—-0)-(z+0) dz + flzﬂ'lz% (z=0)-(z+0)

A Cauchy-féle integralformuldt kell alkalmaznunk, tehat a nevez6ben valahogy (z —
Z,) alakra kell hozni.

v

A piros kornél a (z — i) okoz problémat, a tobbit felvisszik a szamladléba, a zold
kornél pedig a (z + i) okozza a problémdt.

1

> f g Bldzt ], P tds

=327 7 Z+L

Most mdr alkalmazhatjuk a Cauchy-féle integralformulat:

2wi 1 | 2mi 1 _ _
o zpilz=i T g o= ETEE
Példa

e d e? d
ﬁ2—2|=3z4—z3 Z= ﬁ2—2|=3z3-(z—1) z
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23 keriil fel a szamlaléba.
‘ﬁz|:§ 43 dz + f\zfl\:% -1 dz

eZ eZ
f@)=_+ f@)=~
n+l1=3->n=2 n+l1=1->
Zy = 0 Zy = -1

Hasznaljuk a Cauchy-féle integralformulat:

Megint rajzoljuk fel:
|z—2|=3

> Kézéppont: (2,0), sugar 3

2 kis kor kézéppontja: (1,0) és (0,0). Ezekre integralunk.

Kis korok sugarat valasszuk g—nak, hogy ne érjenek Ossze.
eZ z

J‘ e
|Z|=§z3-(zfl)

dz + |,

1
—1|==73.(7z—
lz=1]=3 z3:(z-1)

A piros kornél a z okozza a gondot, a tobbit felvissziik a
szamlaldéba, a zold kérnél pedig a (z — 1) okozza a problémat, a

n=0

n = 2, vagyis azi fuggvényt kell kétszer derivalni és a z, = 0 pontbeli értékét venni:

( e? )' _ e*(z-1)—e”1 _ e*(z-2)

z-1) (z-1)2 T (z-1)2

Z(y— ! Z.(y— 2).(z—1)2
(L) S LEEDHDED | or . (2-2) -2+ (2 - D] 4oy = =5

(z-1)? (z-1)*

n = 0, vagyis azz—3 fuggvényt kell venniink a zy = 1 helyen: e

A végeredmény

2l ey 4 2Tl 542 e
T(S)+0! e==5w-i+2-e-m-i

Elemi fliggvények

Négyzetre emelés
z > z2
z = e~ (cos(p) +i-sin(p))

w=12z2=12:(cos(2 @) +isin(2-p))

z2-nek nincs inverze, de a z? Riemann fellletén mar invertalhato.

Exponencialis

z > e?

z =1 (cos(@) +1i-sin(e))

zZ-ow
eZ = Xty — gx. iy
e N
Iwl argw)=y

Nem invertdlhatd, de Riemann felileten igen.

z — e” periodikus:
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e? - ez+k-2-7r-i =eZ- [(ei-n)z]k = eZ- 1k (ei-n' — _1)
Periodus: 2 - - i
10. el6adas
(f (x, ), 0) forrasstriisége az (xo,y,) pontban f;(xq, o)
(0, g(x,y)) forrasstirtisége az (xo,¥,) pontban g, (%o, o)

(f(x,¥), g(x,y)) forréss(irtisége az (xo,¥o) pontban £, (xo,¥o) + gy (X0, ¥o)
v(xy)

div(v) | (x0.70)

Példa
< R J, vdv=2 L a gérbe.
; Bal és jobb oldalt az integral 0, mert a fellleti normalis meréleges az
B erévonalakra.
" 1N " . . 3 7. ’
& Felil pedig az integral az alsé integral -1-szerese > fL vdv =20
Példa
Ugyan ez, csak az erévonalak ferdén haladnak.
A szemben |év§ oldalak integraljai kiejtik egymas (egymas -1szeresei) > fL vdv =20
Példa
Alul és feltl megint kiejtik egymast, viszont bal és jobb oldalon is
pozitiv lesz az integrél, mert az erévonalak merdleges vetiilete (piros
nyilak) pozitiv irdnyba mutat.
- Az integral értéke pozitiv
Példa
A Jobb oldalon és alul nem halad at er6vonal, igy ott az integral 0.
Fellil és bal oldalon pedig ugyan annyi megy be mint ki, ez egy négyzet.
] > fdf =0
P
Példa
v(x,y) = (f(x,¥),0)
Bal oldalon és jobb oldalon ismét 0.
d L2
M 'y
>
r(t) =(tc
> ) =(t0)
¥ > 7(t) = (1,0)
a L1 ’b

Aldl: [, vdr = [, v(r(®)#(O)dt = L2 (F(t,€),0) - (1,0)dt = [7 f(¢,c)dt
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Felil: [ vdr = [7 —f(t,d)dt

> J, vdr = [’ f(t,c) - f(t,d)dt

1

R2-beli normalt térrészek minden r,-ra zsugorodé F, sorozatéra ha 3 limlF X
k

ka vdr (ahol L, az Fj, pozitivan

irdnyitott hatara) és ez ugyanannyit, akkor ezt v r-beli 6rvénys(irliségének nevezziik.
Jele: c(v)(ry)
Példa
Fy = [ay, bi] X [y, dy] Xo € [ag, bi), Yo € [cx, di]
limbga;, =limd, — ¢, =0

3¢y€la,b]

c(f (6,),0) (g, ¥o) = Jim —————- [V f(t,0) = f(t,d)dt 2

k—oo (b—ag) (dx—ck)

- lim (f Gro0)—f Grod)) (b —ar)

koo (be—ap)(de—ce) = fy(x0,¥0)

= lim—f,Gup) =
Lagrange fy folytonos
3pgElcy,dy]

Hasonléan:  ¢(0,9(%,%))(Xo,¥0) = = gx (X0, ¥0)

Kovetkezmény:  c(f(x,3),9(x))(*0¥0) = 9x(a¥o) = fy (%o ¥0) = T0t®) | (ry )

e
hai3f.g
folytonosan
dif fhaté

Lemma: Ha F a sikbeli V' valamelyik tengely szerinti normal tartomany kifelé iranyitott hatara és R folytonosan
differencialhatd valds értékd fuggvény V-n, akkor

1. Jo (O,h)df = [ hy(x,y)dV, haV x-re nézve normal tartomany

2. Jo (h,0)df = [, hy(x,y)dV, haV y-ra nézve normal tartomany
Tétel (Gauss—Osztrogradszkij-tétel):

Ha F a V sikbeli normal tartomany kifelé irdnyitott hatara és v: H - R?, V € H € R? folytonosan
differencialhato, akkor [ vdf = [, div(v)dV

Bizonyitas:

o v odf = [ (@0)df + [, (0,9)df = [, gx(xy)dV + [, hy(xy)dV =
(g.m)

J, 9xthydv
div(v)

Kovetkezmény: Az el6z6 igaz akdrhany dimenzidban és normal tartomany helyett normal térrészre is.
Példa

H: R sugaru, h magassagu, z tengelyl henger

v(x,y,z) = v(x,y,0)

2
Jyvaf=) , divw)dv=2-f 1dV=2-R*-m-h

heng?rtest
Vagy: [, vdf = [ vpldfl=[,_Rldf|=R-[ _1|df|=R-2:R-m-h=2-R* m-h

10. gyakorlat

Példa

-45-



Komplex integralas megtort szakaszon (két részre kell bontani az integralt)

f(z)=Re(Z)+i- (Im(z))2 (x+i-y?)

I': a gorbe, amin integralunk

2i 3+2i

f(2) sehol sem differencidlhaté = z(t)-s képletet kell
hasznalni

I =17 f(2®) 2(0dt

r=[3;3+2-i]->[3+2-;2-i]

piros szakasz zold szakasz

A teljes integral a 2 integral 6sszege: [ =1, + I,
A piros szakasz egyenlete: z;(t) =3+t-i 0<t<2

Kell még: z,(t) =i

Behelyettesithetiink a képletbe: L=[l@+it) i dt=['3-i—tdt=
N ]
f(z,(0) 21(t)
372
=[3-it-%] =6-i-2
31y 3
A z0ld szakasz egyenlete:  z,(t) =2-i+3—t 0<t<3

Kell még: z,(t) = -1

_ 3
Behelyettesités: [, = [ (3—t+i-4)- (=1 dt = [ﬂ— 4-ivt] =-12-i-2
-~  C 2 0 2
@O &®
I=hL+l=—6i-3—>

e'? = cos(¢p) + i sin(p)

ei-z _ e—i-z 1
sin(z) = g (= 7 sh(i- z)>

iz

cos(z) = %e—l'z (= ch(i- z))
e —e’?

sh(z) = —
e +e’*

ch(z) = —

Példa
e?=-1 z=7

Atirjuk a jobb oldalt
e? = ei-n

z=iwm+k-2-mw-i
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Példa

x. i-si _e~*. —y)+i-sin(—
sh(z) = sh(x +i-y) = e*-(cos(y)+i-sin(y)) ez (cos(=y)+isin(-y)) —

= % rcos(y)(e*—e ™) +i % sin(y) - (e* +e7™)
Példa (Harmonikus tarskeresés)

u=x3-3-x-y?

u=7? f=u+1i-vregularis fO)=2-i (u=0,v=2)
dyu=3-x2-3-y? > 02 u=6-x
dyu=-6-xy > 0 u=—6-x

0Zu+ 6§yu =0 > Laplace-féle parcialis diffegyenleteket kielégiti = harmonikus fliggvény.
A Cauchy-Riemann-féle parcidlis differencialegyenletek szerint:
Oxu = 0yv
Oyu = —0yv
(u-t ismerjlk, v-t keressiik, ez lesz a harmonikus tarsa)
Az aldbbi egyenletrendszert kapjuk:

l. Oyv=3-x*-3-y?

~—— e

II. 0,v=6"x"y

I. egyenletet parcidlisan integraljuk y szerint:
v=3x2-y—y3+C(x) C (x) csak x-t6l fugg, mert y szerint derivaltunk
1. egyenletbe ezt behelyettesitjik v helyére (majd x szerint derivaljuk)
6:xy+C'(x)=6"x'y
C'(x)=0
C(x) = konst.

Vagyisv =3-x%+y —y? + konst
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Kezdeti feltétel szerint ez a (0,0) pontban egyenld 2-vel:

v=23-02-0—0%+ konst = 2 > konst = 2
> v=3-x*y—y2+2
Példa
et - cos(t)
r(t) =| et-sin(t) 0<t<?2
eL'
ivhossz =?

s = [21©)lde

et - cos(t) — et - sin(t)
7(t) = | et - sin(t) + et - cos(t)
et

s= foz \/e” - (cos(t) — sin(t))? + e%t - (sin(t) - cos(t))? + e?tdt =
= foz et (cos?(t) — 2 cos(t) - sin(t) + sin?(t) + (sin?(t) + 2 - cos(t) - sin(t) + sin?(t)) + 1)dt

sin?(t) + cos?(t) =1 és —2 - cos(t) - sin(t) + 2 - cos(t) - sin(t) kiesik igy a gyok alatt
marad 1+1+1

= fozet V/3dt = \/g-fozetdt=\/3_’- [ef]Z =3 (e2-1)
Igazoljuk, hogy ez egy kupfelllet!
T+ cos(¢p)
45°-0s kiip paraméterezése: | r - sin(¢p) | ami megegyezik a megadott fellilettel, har = etésp=t
r

ZH-ban lehet a kup, henger és a gdmb paraméterezése. Kip mar megvan.

R- cos(<p)>

Hengerfelllet paraméterezése: (R - sin(¢)
h

R - cos(¢) - sin(9)
Gomb paraméterezése: R - sin(¢) - sin(9)
R - cos(9)

Példa

Mennyi a 8-ad gomb felszine?
F= ffTwlaur X 8,r|dudv =

0,7 X 0,1 szamoldsa

i j k
¢ — |—R - sin(¢) - sin(¥) R - cos(¢) - sin(I) 0
09 — | R-cos(¢)-cos(¥) R -sin(¢p)-cos(¥d) —R-sin(¥9)

= ff \/R4 - cos? (@) - sin*(9) + R* - sin2(¢) - sin*(9) + R* - (sin? () - sin(¥) - cos(I) + cos2(¢) - sin(9) - cos(9))2dpdI

= [[R? -\/sin4(19) +sin’(9) - cos? () = f;)%:o f§:0R2 -sin(¥) ddde = f;%:ORZ = cos(ﬁ)]%dqo =
f§:0R2d¢ =R? -fog dp = R* z Ez tényleg a teljes gdmb (4 - R? - m) %—ad része

11. el6adas
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TETEL (Stokes) 2D:

F 2-dimenzids normalt térrész, melynek hatéra a pozitivan iranyitott L gorbe.
F € H € R*v:H > R? F-en folytonosan diffhaté > [ vdr = [ rot(v)dV
Bizonyitas: 1. J, vdr= [ cross(w)df L:r(t) t € [a,b]
> [ o(r®)-7(0dt = [ cross (v(r(t))) - cross(F(t))dt
2. div(—cross(v)) = rot(v) = div(g, —f) = g« — fy =rot(f,g)

3.J, vdr= [ cross()df = [_ —cross(v)df = [, div(—cross(v))dV =

rot(v)
= [, rot(v)av
TETEL (stokes) 3D:

V 3-dimenzids normalt térrész, melynek hatéra feloszthato az F kifelé iranyitott valddi fellletre és a kifelé
irdnyitott —G normalt sikfeliiletre. Legyen G hatéra a G-bd| nézve pozitivan iranyititt L gorbe. HaV € H € R, v: H —» R?
folytonosan diffhato, akkor

J, vdr = [ rot(v)df
Példa

S rot(k x r)df% J, kxrar
L: [x,y] sikban az origd kdzéppontu R sugaru pozitivan iranyitott kor. (egyik megoldas)
Korabbi el6adason tanultak alapjan az integral egyik alaptulajdonsaga: fL vdr = fL v,|dr|

Tehat: [ kxrdr=[ (kxr)|dr|=[ Rldr|=R-[ 1ldr|=2-R*-m
Masik megoldas

(hxr)y=v

|hxr|=1|hl"|r| =Iv| =R

h X r parhuzamos az érintGvektorral

J, (hxrydr=[ (hxr)ldr|=[ Rldr|=R-2-R-m=2-R*'m
R L-|R|

Definicio:
A: R? - R? linedris leképezés skaldrinvariansa: A féatldinak dsszege
Allitas: Ez bazis fuggetlen.
Definicio:
div(v): v derivaltoperatoranak skalarinvariansa, azaz a Jacobi-matrix f6atl6janak Gsszege: Y g—zii ( =
(aixl’ ...,%) =>div(v) =V- v)
Definicid: A linearis transzformacid adjungaltja A*
A szimmetrikus, ha A = A*, antiszimmetrikus, ha 4* = —A
megjegyzés: A antiszimmetrikus linedris transzformdcié = derivéltoperatoranak matrixanak (Jakobi) f4tldja

csupa0=>div(4) =0
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specialisan 2 dimenzidban a cross ilyen.

cross = ((1) _01) = div(cross) =0
Allitas:
A antiszimmetrikus linearis transzformacio, ha
2D-ben: Ic€ERA 1 =c-cross(r) (c=ay)
3D-ben: 3¢ € R3, hogyA - r=cxr (c = (asz, a13,a21))

Bizonyitas:
Egyértelmiiség R3-ban: ¢;, c;, €3 is j6

O=Xr—cXr=(—c)Xr=c¢—-c=0>c¢ =c

0 —ay; Qg3 x
3R3-ban: ( az1 0 —a32> : <y> =(—az y+a13:2) (A x— Az 2) (—a3 x+as y)
—a13 Q3 0 z

i j k
<a32 aq3 a21> Ez megegyezik az el6bb kapott végeredménnyel.
x y z

Definicié: A antiszimmetrikus linearis transzformacié vektorinvariansa az az egyetlen ¢ € R, illetve c € R3, amire A r =
cross(r),illetve A-r =c xr.

Definicio: A tetsz6leges linedris transzformacié antiszimmetrikus része: % (A — A7) és szimmetrikus része % A+ 49
Definicio:
rot(v): v derivaltoperatoranak antiszimmetrikus része invariansdnak kétszerese
kiszdmolasa: RZ-ben a,; — a;,
R3-ban (as; — az3,a13 — a3z, a1 — G13)

Ha A a v Jakobija:

vy _om
dx; Ox,

- R%-ben:

9x, 0xs 0%, 0x,’ 0x, 0%,
11. gyakorlat
Egyszeres dsszefliggiség
I':t-z(t), t €la, b] gorbe

Definici6: I' zart gorbe a T tartomanyban a z, pontra deformalhatd, ha létezik olyan I': [0,1] — T[%?] folytonos leképezés,
hogy y(1) =T, y(0) = z, konstans gorbe.

Definicio: T egyszeresen 6sszefligg6, ha benne minden zart gorbe pontra deformalhatd.

Ellenpélda

pom (1) = €\{0}

Dom (i) id:iz—>z
Ez a tartomany nem egyszeresen 6sszefliggé.

Zsugorodds kozben at kellene mennie az origdn, de ez nem lehetséges, mert az origd nincs benne a T tartomanyban
(ellentmond a definicionak) = Kétszeresen 6sszefliggs
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Példa
Csillagszer(i tartomany, ha 3z, € T, hogy Vz € T esetén [z;2y] S T
0<a1<1 Kozéppontos kicsinyités
Egyszeresen 6sszefliggs, mert a z, kdzéppontu , A ardnyu kicsinyitések a y-t alkotjak.
If — gll = sup(f — 9)
tdvolsag = szuprémumnorma
Komplex logaritmus
=w
eZ=r-el?®
e? = ln(M . gig
eZ = eln(‘r)+i-(p
z=In(r)+i-po+2-m-ik
Lon(w) = In|w| +i: (arglw|+2 -7+ k)
k = 0 - logaritmus féértéke In(w)
W = eWiIn@

e Ln(z%) — ew-Ln(z)

Példa
. (T ks
l.i — ei-Ln(i) — el-(ln1+1-(;+2-1r-k)) — e_;_z.n-.k
Példa
efr=1+i
07 = V2. ol
Hatvanysorok
1, Nem negativ kitevgjii hatvanysor
S
Zo Y o6 (z—2)" Xn=oCn " (idg —2p)™)
zo=C - kozéppontja / centruma a hatvanysornak
cp € CL - egylitthato sorozat

TETEL (Cauchy-Hadamard-tétel):

s konvergenciatartomdnya egy B,.(z,) alaku halmaz, ahol

1 1
[ ha € R*
| timsup™/lcpl’ timsup /| cp|

R:IO, ham=+m
k+00, aW,VIC_M:O
Példa
142242+ 25+ -
zo=0
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_ {1, ha n paros
tn = 0, ha n paratlan

n 1 ) n _ _ 1 _
Vienl = 0 > limsupi/lc,| =1 R = e 1

Ez egy korlap belseje.

Taylor-sor
@) = T ) (7~ z)"
= 4n= 0 n! 0
Cn
¢ f@
2 T (z-z )"+1
2 3
Z=14+z+S 4>+
21 3l
z z
sin(z) =z—5t5
Z 24
cos(z) =1 —;+Z—---
3
In(1+2z) —z——+z——
Példa
1 sin(z) 1
z-0 Z
sin(z) z2  z* . .
Mert: ——= = 1—;+;—~--,am|z—> Oesetén=1
Példa
. sin(z)-z _ 1
121_1:% z3 6
3 5
sin(z) =z — Z— + = — ... Mindkét oldalbdl kivonva z-t és elosztva z3-nal
; _ 2
w = —l+z——---, amiz - 0 esetén = —=
z 6 5! 6
Példa
. 1—cos(z)
lzl—r:% z?2
cos(z) =1— —l +2 —l — -+ Kivonva z-t, z2-tel osztva és el&jeleket cserélve

1-cos(z) _ 1 z?

. . 1
— -, ami z = 0 esetén = -
z2 2 4l 2

Egész kitevdjii sorok
Z = Yn=—wCn (2= 20)"

1 1 1
Step o Stea s tatazteg 2t

forész regularis rész

. n 1
limsup [|c_, "=
z

limsup’y/|c_,,| é <1
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limsup’/c_, < |z| Ez egy végtelenbe nyuld korgy(ir(.
Bgs (o) alaku a konvergencia tartomany.

A két tartomany (egy R sugaru korlap belseje, és egy r sugaru végtelenbe nyuld
korgydri) metszete: korgy(irin konvergens.

Példa >
(=1 £

zy = i kériil fejtsiik sorba /

i
Zy == 4 B
173

Kell: Y cp - (z—0D)"

Ehhez atirjuk az f(z)-t Ugy, hogy a nevez6ben kivonunk és hozzdadunk i-t, majd alkalmazzuk a mértani sor
Osszegképletét.

f(z) =

1
(z=1)+i

. . .. . 1
Mértani sor 6sszegképlete: Yo, q™ = pa

f(2)-t valahogyrlq alakra kell hozni. Emeljiik ki a nevezében i-t:

1 1 1 1 1 1 1 . ~\T — .
nmoq" =7 =T 1-(-%) Tty 0 Simo(i-(z=0) =Tpn "t (2= )"
- - =)

q

Ez a nem negativ kitevGjl rész, vagyis a regularis rész.
Meg kell vizsgalni, hogy hol konvergens:

A mértani sorosszeg |q| < 1 esetén konvergal:

lgl <1
li-(z=-0| <1
lz—il <1

Ez az dbran az |-es tartomany, vagyis megkaptuk az i korili 1 sugaru kérben a Taylor-sort.

Most emeljiik ki a nevez8ben a masik tagot, (z — i)-t:

-t _ 1.t _ 1 1 _ 1 gy (—_i)"= o on._ 1 _
f@ (z-D+i  z—i 1+ﬁ z—i 1_2%"[_ z—i Y=o n—i Ya=o(=0) (z-pn+1
=
q

=Ynmo(=D" - (z— )"
Ez a negativ kitevdjli rész, vagyis a fGrész.
Ennek a konvergencia tartomanya:

lql <1

—i

z—i

<1

1

|z

<1

lz—i|>1 Ez az abrén a ll-es tartomany.
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12. el6adas

Vektorfiiggvények jellemzéinek szamitasa (grad, div, rot)

TETEL: 1. div, grad, rot linedris operatorok (mert a derivalas linearis operator)
2. konstans vektorfliggvénynek div = 0, rot = 0 és konstans skalarfliggvénynek grad = 0
3. Tegylk fel, hogy u skalarfiggvény, v vektorfuggvény

diviu-v) =u-divlv) + v- grad(u)

n Oun) vl) n (6u 61:-)

i=1 ax; Ll_vl+uaxl

Bizonyitas: div(u - v) = o

= ?1;2 vitu-Yt 1a—‘—grad(u) v+ u-div(v)

4. rot(u-v) =u-rot(v) — CROSS(v) - grad(u) 2D-ben

rot(u-v) =u-rot(v) — v x grad(u) + grad(u) X v 3D-ben

Bizonyitas: (rot(u- 17)) gu V3 L
dx3
= ou, vy, _ 0w  _ aﬁ - .
= o, Vs +— o Yo V2o U (qrad(u X v))1 +u (rot(v))1
5. grad(u; - uy) =uy - grad(u,) + u, - grad(u,)

U, ésu, skalarfiiggvények
6. R?-ben rot és div kapcsolata
- div(v) = rot(cross(v))

- rot(v) = —div(cross(v))

Bizonyitas: a, rot(cross(u)) = rot(—v,,vy) = % - Z% = div(v)
2
b, div(cross(v)) = rot /cross(cross(v))\ = rot(—v) = —rot(v)
\ 2-90° forgatas /
—1szerésre valt
Tétel: 1. div(r)=n (R™ — ben) r: identitasfiiggvény
2. div(cross(r)) = ¥ f64tl6 = 0
rot(cross(r)) = div(r) = 2
3. u(r)=c-r=grad(u) =c
Y, ¢ - x; paricalisan derivalni kell
4, u(r) = f(rh f:R* > R differencidlhaté figgvény
> grad@=f(rD)-
Bizonyitas: grad@) = f'(r]) - grad(|r|)
2)z = 1.2% _ X
(grad(iri)), = &+ (SaF) =L 28 = &
Vi-re: I I (X1, %2, e, Xn) =%
5. v(r)=f(rDr f:R* - R differencidlhaté
= r#0=rot(v)=0
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Bizonyitas: R3
4.-b6l:u(r) = f(Ir) v=r

rot(v) = f(|r]) -rot(r) —r x grad(f(lrl))
0 0

0
6. v(r) mint 5.-ben = r+0
= diviw) =n-f(IrD+ (D Ir|
Bizonyitas: div(f(IrD)-r) = f(rl) - div(r) + - grad(f(IrD) =
=n'f(|r|)+r'f'(|7‘|)'%=n'f(|7‘|)+f'(|7”|)'|7‘|

TETEL: u, v kétszer folytonosan differencidlhatd skalar illetve vektorfiiggvények

1. rot(grad(u)) =0
2. div(rot(v)) =0
3. div(grad(u)) = ¥ uy, - x; = Au  Laplace-operator

TETEL: - G nyilt, 6sszefiiggd halmaz
-v:G - R? folytonos
- u potencialfliggvénye v-nek

Ekkor: 1. fL vdr = u(q) — u(p), ha L G-beli gorbe p kezdé- és q végpontu

2. fL vdr = 0, ha L zart G-beli gérbe
3. ha v folytonosan differencidlhaté = rot(v) = rot(grav(u)) =0Gn

12. gyakorlat

Példa

1

(z-1)-(z+1) 2 =0

F,

Parcidlis tortekre bontunk (pl. letakarasos modszer) és az el6z6ekhez hasonldan kiemeljiik az egyik tagot a nevezében:

1 1 1 1 =Dmz"
z_ .z —__2 4 2 _yo —l'Zn+Z°° _l.(_Z)nZZOO (_l_l.(_l)n).zn
z-1  z+1 1-z  1-(-2) n=0 n=0 k=0\"7 2
q1 7; Cn
Konvergencia tartomany:
g1l <1 > lz] <1
gzl <1 > |—z] <1 Ez az I-es tartomany.

Madsik tag kiemelése esetén a ll-es tartomanyt kapjuk.
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TETEL (Laurent-tétel): 0<r<R
T={zeClr<|z—2z)|<R:f.C->C
f regularis T-n. Ekkor f elGdll egy z, korlli egész kitevéji hatvanysor formdjaban, Yo _ ¢, " (2 — 20)™ = f(2),

ahol ¢, = — 4. SO __ g,

2.0 (z—zy)"*1

I' © T, egyszer(i és egyszer hurkolja kérbe a z,-at.
1zolalt szingularitas és szakadasok osztalyozasa

Definicio: zy-ban az f: C — C-nekizolalt szingularitasa van, ha f a zy-ban szakad, de van olyan Bs (z,) kipontozott kérnyezete,
ahol f reguldris.

Példa
1 . 1
= lim-= o0
z z-0Z
0-ban van izolalt szingularitasa
Példa
_r
(z-1)(z+1)
—1-nek van olyan kdrnyezete, ahol mindenhol regularis (maximum 2 sugaru kornyezet, de a lényeg, hogy van)
+1-nekis
Ellenpélda
7z —
sin(g)
Hol szakad?

zy = 0-ban illetve a sinus fliggvény zérushelyeinél
Komplex sinus zérushelyei:

sin(z) =0

elZ_g-iz

=0

2+

ei-z_e—i-z =0

ei-z=e iz

irz=—lz+k-2-m-i

2¢irz=k-2-m-i

z=k'm Ugyan ott, ahol a valés sinusnak.

0-ban nem izoldlt szingularitdsa van az _—(,,)-nek, mert akarmilyen kis kornyezetben van szakadasa. Az Gsszes tobbi
sin

szingularitasa izoldlt.

1. Megsziintethetd szakadas
3 lim f(z) ésvéges © az f z, korli Laurent-soraban nincs f6rész G -s tagok)
z-2Z,

Példa

f(z) =% ;_Z Megsziintethets szakadas 0-ban

e? Taylor-sore
z2 23 .
14zttt =12 1 z 22 lim 4

f@ =2t —— =t =

z2 2 3! 4!
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2. Lényeges szingularitas
A lim f(2) © f z, korili Laurent-soraban végtelen hosszu a f6rész
z-2Z,

Példa

. 1 1 1 1
in(=)==— — ..
s (z) z 3lz3 + 5125

3. Pélus szingularitas

3 lim f(z) = 0 © az f z,-beli Laurent-sora véges sok (de nem nulla!) férészbeli tagot tartalmaz
Z-2Z,

Példa
@ . 23+Zs
sin(z YR TR 1 1 1
f(Z)=—=73! 5! = —_ — e
z* z* z3 3Lz 5!
forész

3-ad foku pdlus, mert az utolsd i kitevéje 3.
Masképp:

A szamldldnak a z egyszeres gyOke: egyszer emelhet6 ki z Ggy, hogy a kovetkezd tag konstans legyen: z-
(1-2+2.)

z*-nek a 0 négyszeres gyoke.
Harmadfoku pdlus = négyszeres multiplicitasu gyok - egyszeres multiplicitasu gyok = 3

Rezidumszamitas

Definicio: z LA Y& ocn (z— 2zy)" reziduma a z, helyen Res” (zy) = c_;
Példa

ZO=0

1

1
ZZ+C_1';+C0+C1'Z+C2'Z2...

1
...C_3 Z_3 + C_z "

1 1 1 2 _
J; wCg oty Zte g st Gtozte 2 .dz=?

Csak c_4 -;tagnak az integralja nem 0. >
> $. dz=¢ c_1-§d2=Resf(ZO)-2-n-i =c_,-2-mi
13. el6adas

TETEL: g: G € R? - R? folytonos, Ju G —» R

v = grad(u) = ha L: G-beli gorbe p kezdGponttal és g végponttal, akkor

J, vdr =u(q) —u(p)
Bizonyitas: Tegylik fel, hogy L-et r(t) t € [a, b] paraméterezi =

b .

J, vdr= ] grad@dr= [ grad(u(®)-7(t)dt = u(r(b)) —u(r(a)) = u(q) — up)

TETEL:  az el6z6 tétel feltételei mellett

1. v egy tetsz6leges G-beli rogzitett kozéppontu gorbére vett gérbementi integrélja, mint végpontjanak
fliggvénye megadja v egy potencidlfiggvényét

Bizonyitas: Legyen p € G rogzitett és Vr € G-re w(r) = fL(r)

(L(r): p kozéppontd, r végpontu G-beli gérbe)

vdr = u(r) —u(p)
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= grad(w(r)) = grad(u(r)) - grad(u(p)) = grad(u(r)) =v

o,mertp
rogzitett
2. v potencialfiiggvényei csak konstansokban térnek el egymastol
Bizonyitas: Legyen p € G rogzitett, L(r) mint az el6bb, w egy potencialfiggvénye v-nek
S vdr =u() —u®) = w(r) —w(p) = w(r) —u(r) = w(p) —u(p)
L(r) 7

konstans
Potencialfiggvény létezéséhez nem elég a folytonossag!

Példaul: cross(r) folytonos, de rot(cross(r)) = 2 # 0
Nemelégrot(r) =0

v(r) = L0 = £2Y r = 0-rarot(v(r))

Irl2 7 x24y2
d x d y x2+y2-2:x2+x2+y?-2-y? - -
rot(v(r)) =—- —- = =0, de ha L egy 0 korlili R sugaru kor, akkor
( ( )) dx x2+y2 dy x2+y2 x2+y2 ’ gy g ’

J, vdr=[ v-l|dr|= [ %Idrl =%-fL 1|dr| =%-2-r-n=2-n
TETEL

G S R? nyilt, egyszeresen 6sszefliggd tartomany

v: G = R? folytonos

Ekkor az aldbbiak ekvivalens:

1. v-nek van G-n potencialfiggvénye

2. fL vdr = u(q) — u(p), ha L G-beli p kezds- és q végpontu gorbe és u egy potenciélfiiggvénye v-nek
3. zart egyszer( G-beli gérbéken az integral 0

4., rot(v) =0G-n

Példa (potencial keresése)

f(x,y) = (P(x,¥),Q(x,y)) vektorfiggvény
= 0 =rot(f) = Q" Py, azazQ, = P,
Példa (Coulomb-erd)
v() = IfMl-r
r=0-ban:div(w) =n-f(IrD+ f'(rD-Ir| =0

11.el6adas vége felé
6.pontban bizonyitva

Ez egy differencidlegyenlet. Mas paramétereket hasznalva:

n-y+y-t=0
’ y
y =-n%
ay _ _ .Y
dt t

ldv=—-n-[2
f;dy— n-[odt

1
In|ly| = —n-In|t| = e +c
1 Bolzano c oy . L L
ly| = T +c——y= t—jl = v(r) = |r17 n-dimenzids Coulomb-térvény
13. gyakorlat
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Példa

1= 2 dz ceZ

lzl=1z¢
l.eset: ¢ <0

Mivel ¢ < 0, ezért z€ a szadmldldba kerul: f(z) = e” - z¢, ekkor tehat a fuggvénynek nincs szakadasa a z, = 0 helyen
- reguléris > a Cauchy-féle integraltétel szerint ekkor az integral 0

Il.eset:c >0
eZ
Jigerze2
félei ; Q) L S GO
Cauchy-féle integralformula: ™ (z,) = 5 — §(z—zo)"+1 dz
Most: f(z) =¢€%, zo =0, c=n+1, n=c—1
. et .. e 2mi

Tehat: f;dz =2-m-i D = G
Riemann-tétel: f korlatos, egyetlen szingularitasa a z,, I' egyszer( és zart gorbe, egyszer kdrbehurkolja zy-t > _<ﬁr f=0
Példa

[ “dg R>0

|z|=R z—1

Ennek a z, = 1 helyen van szakaddsa, ezért a megoldas fligg attol, hogy mekkora az R.
l. eset
0<R<1
A kdrben nincs benne a szakadas = regularis = a Cauchy-féle integraltétel szerint ekkor az integral 0
Il. eset
R=1 (vizsgan nem kell)
lll. eset
R>1 A gorbe korbehurkolja a szingularitast.
Két modszerrel is megoldhaté. 1. mdédszer: Cauchy-féle integralformula

2. mddszer: Residum-tétel

flzl:Re—zdz =Resf(zy) 2 m-i

z—1

Ha z, az f-nek n-edfoku pdlusa, akkor a rezidum a z,-ban:

L im ((z—z)" f(2)"

f =
Res’ (z,) - Jim
Most a z, = 1 els6fokd polus > n =1

1
(a-1!

Tehét a képlet szerint: Res/ (1) = -lin% ((z -1t e—z) =1 -lin} e‘=c¢e
zZ— zZ—

z-1

eZ

Visszairva a legelsé képletbe:f dz=e-2-m-i

|z|=R z-1

Példa

in(z2
Hanyadfoku pdlusa van a %&Z) fliggvénynek?

i (2 2_£+£_£ z2.(1-% 28 712
sin(z?) _ 2"t T, 3 5 7 1 1 1 72
z8 z8 z8 z6 31'z2 5l
&322
forész
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6-odfoku pdlus, mert a férészben az utolsé i kitevéje 6.

Példa
fz) === z#0
a, f0)=?
b, f®(0) =2
c fFA000) =2
d, ™) =2
a, Nevezetes hatarértékek, amiket jé tudni:

lim S _ ¢

x>0 X

e*-1

lim =1
x-0 X

lim In(1+x) -1
x—0 x

lim 1—cozs(x) — 1

Most ez kell, pontosabban a -1-szerese 2 f(0) = —=

x—-0 x 2

Vagy ha nem ismerjiik ezeket:

ZZ Z4 26
1-Z24Z2 Z .1 1 z2 g4 z-0 4
—_ 2 4! 6! [ - - ees - — =
f(2) = Zh2 - 2+4! 6!+ 2
b, 4 derivalas (1. modszer) vagy Cauchy-féle integralformula + rezidum tétel hasznalata (2. modszer) vagy

3. madszer:

0 kordli Taylor-sor:
" " (4)
f(0)+f'(0).z+f7(°).22 +f3_'°).Z3 +f4_'(°).z4+...

Az elébb felirt Taylor-sor:

1 z2 z*
f@ ==+ -5+
A z*-es tagok egyiitthatoit egyenl6vé téve:
[P _ -1 D)= 4
T > fPO=-g
b, 219005 tagok egyiitthatdi révid gondolkozas utan:
[0 _ 1

00! o3l (akkor negativ, ha 4-gyel oszthato a z kitevéje)

F00) () = 1%

102!
c, n paraméter szerint szétbontva:
(0, ha n paratlan
n!

f(n)(o) — { —(nT'Z)!, ha n oszhat6 4 — gyel
“ han = 2(mod4)

n+2)!’

Példa

1 1
_— = _— =?
f|Z|=3 z:(z2-6z+8) dz f|Z|=3 z:(z—2)-(z—4) dz =2
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+ 3 kis kor van 0, 2 és 4 kdzépponttal. A 4 kbzéppontu kor nincs a nagy kéron beldl,
ezért arra az integral 0.

Az integrdl a masik 2 kis korre vett integral 0sszege. A kis korok sugarat mi
valaszthatjuk, csak ne légjon a nagy korén kivilre és ne érje el a masik kiskort.

RS B B .
» Példaul S éscio valasztas.

1 1
(z=2)(z=4) d (z—4)z
———dz + dz
f|Z|=i z f|2*2|:é

zZ=2
—_— —_—
0 kozéppunti kor, tehat 2 kozéppontua kor, tehat

az—0 marad anevezében az-2maradanevezében

Cauchy-féle integralformula

1

f@ = (z=2)(z-4) 7 =0 n=0
1
f@ == 2 =2 n=0
Tehat: [ —dz=2-m i 2w =2emeie(—1) = =T
’ |z|=3 z:(z2-62+8) (-2)(-4) 2:(-2) 8 4
Példa

1
f(z) =z% ez Milyen szingularitasa van?

1 1

— 2. 1 ) = 22 1.t
f(2) =z (1+z+2_zz+3!_23+ ) ozt

3z 4l-z? +e

végtelen férész

Lehetnek: - megszlintethetd szakadas, ha nincs férész
- lényeges szingularitas, ha végtelen hosszu a férész

- polus szingularitas, ha véges hosszu a f6rész

Példa

e? -1
J‘|Z|=2 z*(z-1) dz

i Kis korok kozéppontjai: 0 és 1, nagy kor sugara 2, kozéppontja 0.

4
e -1 e -1

—z=1 g4 _z*
z dz
=i pmdz a2

Cauchy-féle integralformulat kell alkalmazni, de a piros kér esetében z* miatt 4-szer kéne derivalni. Ehelyett triikkdzve:

z7_
atirhaté *— - — alakba.

4 z-1

sz 2 .e*—1 et - . .
Nevezetes hatdrérték: lm(l)T = 1, vagyis lméz—4 =1 > 2 regularis  flggvény  szorzata >
xX— z—
Integralja 0
e? -1
flz|=2 z%(z-1) dz
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Visszahelyettesitve:

=dim-|r|*+n-|r|"1- =

-62-

div(r-|r|™) =dim- |r|" +r-n-|r|*? %

e
eZ -1 4
= 71
oz iz > f@ =" 20 =1
23
ez -1 . et*o1 .
> f|z|=2m'd2=2'”'l' T =2mit(e—1
Példa
43 (100)
z =7
(2—3) (0) ’
=2 3, _ 3,1 _ 3 (_1). L _ 3 (_1). z,2
f(z)—z_3—z 73 2 (§-1)_Z ( 3) 1—§_Z ( 3) (1+3 32+
1 z*t  z%  z®
=3 (Z+5+5+5+)
- ss 1 1 1
2190 0on egyiitthatdja: —3 3= g
(100)
719%_0n egyiitthatdja a Taylor-sorban: £ 10050)
. 100!
Tehat £(100)(0) = — S8
Vektoranalizis
wr)=r-|r|"
div(r - |r|™) = div(r) - |r|* + v - grad(|r|™)
9x;
|6x1 -I
Ha r egy n dimenzids vektor:div(r) = div[ : : J =n-1=dim
xp
oy,
grad(irm) =n-[ri™- L
_— |7
nagysag ir;%y

23
33

2
IE = dim - r|" +n- |r|" = (dim +n) - |r|"



