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1. elGadas

Differencialegyenletek

F(y(n),y(n_l), m,y’, v, x) =0 |mp|IC|t megadéS
y™ = Fy® D, ., y,x) Explicit megadas (F folytonos)
y' =F(,x)

Példa y' =a-y (a>0)

yro_
y

fy;'dt=fadt

a

Inlyl|=a-t+c
ly| = e®t+e = @@t . o€ = @@t . ¢, (c, > 0)
Bolzano-tétel > y = et + ¢, (c; #0)
Ez az altaldnos megoldas.
Szingularis megoldas, ha F(y,,x) = 0 Y =Y
Ez az 6sszes megoldas.
Tegylik fel, hogy: u(t) is megoldas.

d u() _ u'(t)e%t—u(t)-ae?t
E eat — e2at -

y' = a -y miatt a szamlaldban lév6 u' (t) = u(t) - a. Ha ezt behelyettesitjiik, akkor a
szamlalo, ezért az egész tort is O lesz.

Példa
Mennyi id6 alatt né duplajara a népesség?

2 — J/(tz) — C.ea.tz — ea'(tz—tl)
y(ty)  Ce%f1

lnTz =h—h

C rogzitése
y(©) =k-e® Partikularis megoldas
y(t) = 3,032 - 10 - ¢0.02(t-1960)

Nagy "t" esetén elszall, nem ad a valdsdghoz kozeli adatokat.

Korrigdlas:y' =a-y- (1 — %)



Linearis differencidlegyeneltek

Altalanos linearis egyenlet: A-x = b, ahol "A" linedris operator
Kell: "A" n-szer folyamatosan differencialhato tere - folytonosak tere
Megoldasok: x, + KerAésA-xy = b

-Haymegolddis> A y=b2>A-(y—x,)=Ay—A-xo=b—-b=0

-Hay € KerA> A(xg+y) =A-xg+A-y=D> (A-y=0)
Yia = YVip T Yna (id: inhomogén dltaldnos, ip: inhomogén partikularis, ha: homogén altalanos)
pl.  LA-y=y +f@)-y [y +f(x)y=b(x)]

2Ay=y"+f(x)y' +g(x)y

Allandé egyiitthatés egy linedris differencialegyenlet, ha f(x), g(x), ...konstansok. Egyébként
figgvényegyltthatds.

Allandé egyiitthatés differencidlegyenlet
y'@®)+a-yt)=0 y-t et alakban keressiik y'=1-ett =21y
0=2-y@®)+a yt)=yt)-A+a) NM=21-A-ert=2%y

A=—-ajo>e 4t

y® g, oy D 4hay +ayry=0

y = e** alakban keressiik y& =2k .y
y-"+a,1++a) =0 Karakterisztikus polinom (ami a zaréjelben van)
Tegyiil fel, hogy: ¥ egy m - k-szoros gyok. Ekkor:

{et® x - eMX, . x™e-1 . eM¥|k = 1..m} alaprendszer

1. gyakorlat

UES “Irdnymezd"
4 , F:Ix]—R
e (6,) > F(x,y)
F i
5 :
i I >7)<

Azy' = F(x,y) differencidlegyenlet (x, yo) ponton athaladé megolddasa: azegy y: K = R

1.Kcl, xy €int(K)



2.y € Diff(K,R)
3.y(x0) =0, Vx €K y'(x) = F(x,y(x))
Ezt partikularis megoldasnak nevezik.
Altaldnos megoldés: y(x,C)  megadja az dsszes megoldast a "C" paramétertdl fiiggen

Nem biztos, hogy ez az 6sszes megoldas. Lehet szinguldris megoldas is.

Példa
r__X
Y y
¥, <
vB/\ S meredekség
S( Tudjuk, hogy egy "m" merekségl egyenesre
/ r\ merdleges egyenes meredeksége — i, ami — g Ez
/j."?ﬁ all az egyenlet jobb oldalan. A meréleges nyilak
R 2 egy kort rajzolnak ki, ezért a sejtésiin, hogy a
megoldas alakja: x? + y? =12
Ez az implicit altaldnos megoldas
Bizonyitas: 1. egyik irdny: implicit derivaldssal
2
x2+(y(x)" =r?
2:x+2-yx)-y'(x)=0
2:x+2:y-y'=0
o _ %X
Yy ="
2. masik irdny:
2
g:x - x? + (y(x))
g' =0
g==C
x> +y2=C
Szeparabilis differencialegyenlet
; _ sinx
=
dy _ sinx
dx v
[ybdy = [sinxdx
7
y7 =—cosx+C Implicit altaldanos megoldas
y=4Y-7-cosx+7-C Explicit altaldanos megoldas
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Tétel: legyen f:1 = R, g:] — R folytonos fliggvények, g sehol sem 0

Azy' = f(x) - g(y) szeparabilis differencialegyenlet megoldasa: y(x) = G~1(F(x) + ©),

mmc:fip=ff

Példa

yI(x) _
gy (x)) dx ff(x)dx

1
f gy (x))

y'()dx = G(y(x))

G(y(x)) =F(x)+C
y(x) =G (F(x) +C)

Darboux-tétel miatt biztosan létezik G 1.

Példa

y'=ay

1.azy = 0 egy j6 megoldas

2.

z—z =a-y Tegylk fel, hogy: y sehol se 0
fd—y = [ adx
y
Inlyl|=a-x+C
|y| = e x+tC
ly| = e** + e€ e® helyett irjunk K-t (K > 0)
lyl = K - %

Bolzano-tétel ...
y=1K-e%*

Egzisztencia-unicitas-tétel

1. Peano-féle egzisztenciatétel: Az y' = F(x, y) differencidlegyenletnek |étezik lokalis megoldasa az
(%0, Vo) pontban, ha F folytonos fliggvény.

2. Cauchy-Lipschitz-tétel (gyenge): Ha az F folytonosan differencialhaté egy nyilt halmazon és ezen
belil egy I X ] téglalap belsejében kijeloliink egy (xg, Vo) pontot, akkor van az egyenletnek egy I-n
értelmezett (xg, yo)-n athaladé megoldasa.

Példa

y' =3y y(0) =0
y1 = 0 egy j6 megoldas

s . day _ 1
Tébbi megoldas: il A
1
JyTsdy = [dx (v >0)



Definicid: szingularis pont: tobb megoldas (gérbe) halad keresztiil ezen a ponton

2. eléadas
Példa
y—2y=1

Homogén altalanos megoldas (yns): y™ helyett A%t irunk mindenhova és a jobb oldal 0. Itt most y’
helyett A, y (0. derivalt) helyett 1° = 1

A—-2=0 > A=2 > yn =c-e?*

Inhomogén partikularis megoldas (y;y): ¥ helyére beirjuk, amit az el6bb kaptunk, csak c helyett c(x)-
et irunk, feltételezve, hogy egy fliggvény. Tehat y = c(x) - e?™ és kifejezziik c(x)-et.

Cl(x) . eZ-x +2- C(.X) . eZ'x —-2. C(X) . ez.x -1
N e’

y! y
c'(x) = e %%
c(x) = [e ?¥dx = —%- e ?* + C  Eztvisszahelyettesitjiik a ¢ helyére a homogén megoldasba.
S
Ezekbdl 6sszerakhatjuk az inhomogén altalanos megoldast (y;3):

2x _ 1

Yia =YnatYip =cCre”” —5
Példa
y'+y =sinx

Homogén altalanos megoldas

A+1=0 > A=-1 > Yh=c-e*
Inhomogén partikularis megoldas

y=clx)-e™*
c'(x)-e™—clx)-e*+c(x)-e™ =sin(x)

c'(x) = e* - sin(x)
1
c(x) = f e’ sin(x)dx = = 5 e* - (sin(x) — cos(x))
1,

Yip = 5 (sin(x) — cos(x))
Inhomogén altalanos megoldas:

1.
Vid = Yna + Vip = € €™ + 2+ (sin(x) — cos(x))
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Els6rendi fuggvényegyiitthatos differencialegyenletek
Alakjuk: y' +f(x) -y =b(x)
Ha homogén: y' = —f(x)-y

Allitas: Ha van 2 megoldas, akkor hanyadosuk konstans.

(&)' _ ViV _ —f@yye=yi(-f () ye _ 0
2

Bizonyitas:
Y v v3

Példa
I+1 _3 2
y x}’— X

Homogén altalanos megoldas

, 1
y = X y
y__1 Y__1
y  x K fy—f x
1
In|ly| = —In|x| + C = lnm+ C
lyl==-C €, >0
y _lxl 1 1
Bolzano tételét alkalmazva: y 4 = i - Cy C, #0

Inhomogén partikularis megoldas

y=c(x) x71

3:xt=c"(x) xt—clx) x4+ clx) x~?
c'(x) =3-x3
c(x) =f3-x3dx=z-x4+C

— 2.43
Yip— X

Sl w

Inhomogén altalanos megoldas

L =S43.,3
Yisg=_+7x c+0
Példa
y+2-t-y=t Kezdeti feltétel: y(1) =2

Homogén altalanos megoldas

y'==2-ty

y_=_2.t

y

Inly|=—-t>+C > ly| = et ¢ C; >0

—_ ,—t?,
Yha =€ G,



Inhomogén partikularis megoldas

y(@) =c(®) et

t=c'(t)-et —c(t)-et* 2-t+2-t-c(t) et

@) =t-et’
c(t)=[t-e’dt=>-e’ +C

2 _t2 1
.et.et — -
2

N | =

YVip =
Inhomogén dltaldnos megoldas
yis=cre™ +%

Kezdeti érték feltétel

y(1) =2

2=cet4-
2

1
c=--e

2
1, 12 1
y—2 e +2
Példa

2
Yoy =ef

Homogén altaldnos megoldas

!

t.y
:’_
pu— _?

Inlyl =t 2+¢ > lyl=%-G

_G
y=2a

Inhomogén partikularis megoldas

y=c(t) t?
et=c't)-t2—c)-2-t73+2-c(t)-t73
c'(t) =t?-et

c®) =[t?-etdt=et-(t2—2-t+2)

ylp—et (1_§+t22)
yié=t%+et-(1—§+t2—2) c*0

C, >0

C, #0



Masodrenddi, allandd egyiitthatos differencialegyenletek

Ha a karakterisztikus egyenlet diszkriminansa (D):

-D>0: - két kiilonb6z6 gyok van
Vs = € ceMF 4y et (A1, A, a megoldésok)
-D=0: - kétszeres multiplicitdsu gyok
Vs =1 er* ¢y - et* (1 a kétszeres gyok)
-D <O - komplex gyokok (konjugalt parok)
M=w+tj, Ay = —T"j

Vs = €1 €T oy e
Alkalmazzuk a kovetkezd atalakitast: e¥ /Y = e* - (cos y + j - siny)

eM* = el* . (cos(T-x) +j - sin(T - x))

e/’Lz-x = elx . (COS(‘L’ . x) +J- sm(‘r ' X))
Yha = (1 +¢3) et ¥ cos(t-x) +j - (c1 — ¢z) - e¥* - sin(z - x)

> ypa=C3-eF¥-cos(t-x) + ¢y - €#* - sin(z - x)
2. gyakorlat
cos*y

y'=x*

siny

Kezdeti feltételek:

=
a, y(O)_Z
=
bl y(O)_4
_3m
c y(O)_4
d, y(0)=%+2-n

Nézziik meg, hol nincs megoldas: 0-val vald osztds = y, = k -  esetén nincs megoldas

dy _ x%cos*y

dx siny

[ gy = [ x2dx

cos*y

megjegyzés: ff(g(x)) -g' (x)dx = F(g(x)) +C

— [cos™y (—siny)dy = [ x?dx

-3 3
({0} X
_S Y _X ¢
-3 3
COSY = s
Y = ¥sac



1
x3+3-C

y=rcos (=) +4-2-7 A€l

Nem szeparabilis megoldas

T
Y=3
ﬂ—s
b, C=(23> A=0
77
c, C=(23> A=0
Q—s
d, C=(2) A=1

I. Lineadris helyettesitéssel megoldhaté differencialegyenletek

Példa

v =yy—2-x y =y(x)

u+2=+u ulx) =yx)—2-x u=y—2-x
u =vu-2 u'(x) =y'(x)—2 u =y -2
3—1;:\/6—2

f\/?;:fdx Helyettesités: t =+/u

Nem elég a Vu helyett t-tirni, a du-tis at kell irni dt-re, de ezt ki kell szamolni.
t?=u
2-t-t'=u

. dt_du
dx  dx

2-t-dt=du Tehat a du helyett 2 - t - dt-t irunk.

2-t-dt  [2-(t—-2)+4 4
ft—Z :f (t—Z) dt=f2+tTdt=2-t+4-ln|\/t—2|

Visszahelyettesithetjiik t helyett a vu-t, u helyett pedig az y — 2 - x-et.

2-\ly—-2-x+4-In|\ly—2-x—-2|=x+¢C

Il. Homogén fokszamu differencialegyenletek

uzg > y=u-x > y =u-x+u
Példa

' 2:x+y _ 2+%
Y =Ty 142
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24+u
uxtu=——

1+u
’ 24+u 24+u+u-(1+u)
u "x=——u=—————--
1+u 1+u
du Y= u?+2-u+2
dx 1+u
1+u 1
[ gy = [ —Ldx
us+2-u+2 x

!
2-vel beszorozzuk a toret, majd 2-vel osztjuk és igy a tort ’%—es lesz, aminek tudjuk az integraljat.

1 _2u+z ., 1, 2 )

. fu2+2.u+2du—2 Inju?+2-u+2|
2

1, Y Y - _

> In (x) +2 x+2|_ In|x| + C

Ezt szépithetjiik egy kicsit. Pl.: C helyett irhatjuk, hogy In K, és igy 6sszevonhatjuk a 2 logaritmust a
jobb oldalon, az %—t bevihetjik a logaritmusba kitevének, majd eltlintetjiik a logaritmust mindkét
oldalrdl.

1
‘(%)2+2-§+2|2=1<-ﬁ

Egzakt differencialegyenletek

Definicié: Legyen U S R? nyilt, P, Q: U — R folytonos, Q sehol sem 0. Azt mondjuk, hogy az y' = —g

differencialegyenlet egzakt, ha van olyam F: U — R folytonosan differencidlhatd fliggvény, melyre:

oF
l. P P
oF

1. 5 =@

Példa
, x

y =—--

y
Ennek a megoldasat mar kordbban megkaptuk: x2 + y2 = C

———
F(x.y)
% _2.x=P)
dx
_P__zx_ y'
Q 2y
oF
= 2Y= Q)
Megjegyzések:
dF OF
1. gradF = (E'E) = (P,Q)
2. Implicit fuggvény-tétel: Ha F (xg,yy) kornyezetében mindenhol folytonosan diffhatd és
OyF (xy,yo) # 0, akkor egyértelmiien létezik az (xq,vo) kérnyezetben az F(x,y) = F(xq,¥o)
. . o , , T _ 0xF(x,y(x))

egyenletnek implicit fliggvénye és enne derivaltja: y'(x) = Iy ()

3. F(g(x), h(x))’ = gradF(g(x), h(x)) - (i:gg)

-11-



Tétel (Egzisztencia)

U € R? nyilt, P,Q: U — R folytonosan differencidlhaté, Q sehol sem 0. (x0,¥0)€U, Z—i =P,

Z—; = Q. llyenkory' = —g megoldasa pontosan az F (x,y) = F(xo, Vo) implicit megoldasa.
Bizonyitas: cy'(x) = %:ggig; == ggzgg;
= Legyen y olyan, hogy y' = g, ami egzakt.
Q-y' =P
P+Q-y' =0
3_i- 1+ g—i y'=0 Ez egy skalaris szorzat.

dF OF 1
(G () =0
(F(x,y(x))) =0
Fix,y)=C
Altaldnos megoldés: F(x,y) = C

Tétel (Egzaktsag jellemzése)

Legyen az U ezen kivil egyszeresen dsszefligg6 halmaz. y' = —g pontosan akkor egzakt, ha
9P _ 90
ady T ax
' P TR dy P
y' = —Ema5|kjelolese: = —EéQ-dy=—P-dx%P-dx+0-dv=0

Példa

(y-e*Y +cosx)dx+ (x-e*Y + coshy)dy =0
P Q

Megoldas:

1. Tényleg egzakt-e?

apP x- .
L= exy cx - XY
3y e’ +y-x-e
9Q _ xy cay . XY
o € +x-y-e

A ketts egyenld - tényleg egzakt

2. Egyenletrendszer

aF
ox
OF X
L 5
9y —X'€ + coshy

Els6t kiintegraljuk: Flx,y)=vy- e;—y + sinx + € (y) C1(y) csak y-nak a fuggvénye
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Majd derivaljuk y szerint: x-e*Y +C/(y) =x-e*Y +coshy

a derivalt Q

C{(y) = coshy
C,(y) = sinhy
F(x,y) = e*Y + sinx + sinhy

e*Y + sinx +sinhy=C

Példa
o _y-cos(x-y)+1 _
y = x-cos(x+y) y(l) =0
Megoldas:
apP .
1. 5=cos(x-y)+y-(—sm(x'y))'x

g_i=cos(x'}’)+x-(—Sin(x'y))'y

Tényleg egzakt
2. L=cosxey)+1 > Fxy)=y-sin-y)-t+x+G0)

T=xccos(xy) > Fxy) =x-sin(xy) I+ GR)

C, (x) csak x flggvénye, az els6 egyenletben van egy +x, ami a masodikban nincs és ez csak x
fuggvénye, ezért ez lesz a C,(x). C;(y) nulla lesz, mert a masodik egyenletben nincs olyan tag, ami
csak y fuggvénye.

F(x,y) =sin(x-y) +x

sinflx-Y+x=C

3. el6adas
D <Oeseténa2gybk:utj-t > A két megoldas: e#™ - cos(t - x), e*™ - sin(t - x)
e®™ - (p(x) - cos(b - x) + q(x) - sin(b - x))
Vip =x™ - e** - (P(x) - cos(b - x) + Q(x) - sin(b - x))
P és Q polinomok. gr(P) = gr(Q) = max{p(x), q(x)} (gr: a polinom foka)
m: a + b * j multiplicitdsa a karakterisztikus polinomban
Példa
y'+3:y'—10-y=6-e*t
Homogén altalanos megoldas
A2+3:2-10=0 > M=2,1,=-5 > Yha=¢C1-e*t +cy-e >t
Inhomogén partikularis megoldas
6-e*t =e*t-(6-cos(0-t) +0-sin(0-t)) > a=4,b=0,p ésq nulladfoku

a + b - j = 4 nullaszoros gyoke a karakterisztikus polinomnak > m = 0
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Yip —$0.p.p4t = p. g4t
Visszahelyettesités
Vip=4-P-e*t

Yip =16-P- ett

6:-e*t=16-P-e*"+3-4-P-e** -10-P-e**

Yip = % e®t > Yia = Yna +Yip = c1-e*T + ¢y e +§- ett
Példa
y"+4-y=3-sint
Homogén altalanos megoldas
A% =—4 > A2=0%2] > ypa=c e’ -cos(2-t)+cy e -sin(2-t)
Inhomogén partikularis megoldas
3-sin(t) =e%t- (0-cos(1-t) +3-sin(1-t)) > a=0,b=1
m = 0, mert 0 + 1 - j nullaszoros gyoke a karakterisztikus polinomnak
pésqfoka0 > gr(P) =gr(Q) =0
Yip = P - cos(t) + Q - sin(t) (P,Q € R)
Visszahelyettesités
yl-'p = —P -sin(t) + Q - cos(t)
Yip = —P - cos(t) — Q - sin(t)
3-sin(t) = —P - cos(t) — Q - sin(t) + 4 - P = cos(t) + 4- Q -sin(t) = 3- P - cos(t) + 3 - Q - sin(t)
P=0,0=1
Yip =sin(t) > Yia = €1 - cos(2-t) + ¢, - sin(2 - t) + sin(t)
Példa
y'—=2-y'+y=3-t-et
Homogén altalanos megoldas
A2=2:2+1=0 > A1 =1 (kétszeres gyok) > Yhs =Cr et +cy t-et
Inhomogén partikularis megoldas
3-t-et=el-(3-t-cos(0-t)+0-sin(0-t)) > a=1,b=0
p foka 1, q foka 0 > gr(P) = gr(Q) = 1

m = 2, mert 1+ 0 - j kétszeres gydke a karakterisztikus polinomnak
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P (els6fokid polinom)

Vip =t%-et- (u-t+v) -cos(0-t)+Q-sin(0-¢t) |=t?-e-(u-t+v)=

=et-(u-t3+v-t?)

Visszahelyettesités

yip=e - @Bru-t?+2-v-t)+et-(u-td+v-t?)
yvp=e -+ 6 utv) t?+(6-ut+4-v) t+2-v)

3-tret=yp, -2y, ty=-=e-(6-u-t+2-v) > u=

N -
<

I

o

1 1
Vip=et -t > Yis=cirettcytoef+o-tdef

Linearis differencidlegyenlet rendszer (allandoé egyiitthatds)

y'—a-y=Db(x)analégidjgray’ — Ay = b(x)

n = 2 esetén:

()’1) _ (all a12) ) (yl) N <b1) Yy1=a11 Y1+ a2y + b

,azaz
Y3 A1 G227 \)2 b, Y2 =021 Y1+ Az Y2t+Db;
Példa

yi=y1t+y:—2-e’"
y2=4y1+y+3-¢t
Homogén altalanos megoldas
y' =4y
a, A sajatértékei: |[A — A - I| = 0 gyokei

0 4 1i/1|_/12=—1

b, sajatvektorok

A = 3-hoz tartozo: (_42 _12) . (z;) =0

—2xv;+v, =0 > v, =21 > Klz(l)

2
(A masik egyenlet ennek a duplaja)

A= —1-heztartozo: Y? = (—12)

¢, alaprendszer

z — (e/'tl't . Zl' . eln't . ZTL )

Homogén altalanos megoldas: ¥ oszlopainak dsszes linearis kombinacidja

Most: ¥ = (Z?Z;t _Ze__;_t)
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I

ad-

<

= A-v, akkor y = et - v tényleg megoldas, merty’ = 1-e*t-p =ett-4-

=é-(el't.g) 9 X’:

[

Y
3. gyakorlat

Egzaktra visszavezethetd differencidlegyenletek

P-dx+Q-dy=0

P _ 20
3y = ox > Egzakt
Ha ez nem teljesiil, akkor nem egzakt. Ekkor beszorozzuk egy u fliggvénnyel, hogy egzakt legyen.
Biztosan létezik minden egyenlethez ilyen . Nincs altaldnos megoldds. Mi két médszert tanulunk u

keresésére.

pP-dx+pu-Q-dy=20

M N
owpP) _ 9(uQ)
ady dox
au P ou aQ
Z.p B9, a1
ady + ady ddx ptp ox
apP 6Q) ou ou . - 1 du dlnyu
\—=—=)=7—"Q——-P - ztds + hasz =
(ay X I Q 3y u-vel osztds + hasznaljuk o o
6_P_6_Q_61nx_Q_61ny_
ady ax  ox ay

1. médszer: u = p(x) (csak x-t6l fugg) = y szerinti derivéltja 0
op_0Q

R(x) = 22 = Tk

Inu = [R(x)dx

.U(x) — efR(x)dx

2. médszer: u = u(y)

P 3Q

__ 0y 0x
S) ===

‘u(y) = e_fs(:V)dy
Példa

r_ x3+y3

x>0

xy?

d
x-yz-—y—x3+y3

dx
—(x3+y3)dx+x-y?dy=0
_ﬁ_/ T
1. Egzakt-e?
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oP

ay =

Nem egzakt > tegyik egzakttd, keressiik egy u-t.
g_P - g_g —3-y%2 —y? 4

R(x) = yQ =— ="

Azért Q-val osztunk, és nem P-vel, mert igy kiesik az y és csak x-t6l fog fliggeni a p.
U= ef_j_cdx — e—4-lnx — x_14
hogy x pozitiv. Az integral utani konstanst is el lehet hagyni, mert nekiink csak egy u kell, amivel
beszorozva az eredeti egyenletet egzaktta tessziik.

Az abszolut értéket el lehet hagyni, mert feltettiik az elején,

Tehat szorozzuk be az egyenletet u = x—14-nel.

X3 +y3 y?
o dx+de= 0

2. Ez mar egzakt-e?

oM 1 3. 02
dx  x* Y
oN

— = —3-y2. x4
0x yoox

Igen, ez mar egzakt.

3.

oF x3+y3 [ax x " 3xy3 ..
Lo =-— —  F(x,y)=—-Inx— - TCO Beirjuk a Il. egyenletbe.
L =¥

dy  x3

2

1 y
cy~3 .3 .42 ! =7 _
3°X 3y+C(y)—x3

C(y) = konstans

3
+ konstans

y
F(x,y)=—Inx —
()= —Inx ==

3

3-x3

—Ilnx—

Ez a p-vel beszorzott (x*-nel leosztott) egyenlet megolddsa, de e miatt nem csdkken a
megoldashalmaz.

Elsérendii fuggvényegyiitthatos linearis differencidlegyenlet

Yy +fl)y=gKx)
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el F)dx — u(x)-el egzaktta tehetd, vagy megoldhatd a Lagrange-féle allandok varialasa médszerrel

Példa
y
———=2-(x—2)?

Y73 (x—-2)

Megoldas: 1, Homogén altalanos megoldas
&y _ Y _
dx x=2 0

& _ 9x
/ y fx—z
In|ly| =Inlx —=2|+ C CER C=InC*
Inly| =InC*- [x — 2|
lyl =C* - |x — 2] + Bolzano
Va=K-(x—2) K€EeR
2, Keresslink egy inhomogén partikularis megoldast
Vip = K@) - (x = 2) Visszahelyettesités
K'(0) - (x —2) + Ky — K2 = 9 (x —2)?
K'(x)=2-(x—2)
K(x) = (x — 2)? Nem kell a +C, elég egy megoldas.
Yip = K@) - (x —2) = (x — 2)°
3, Inhomohén dltaldnos megoldas
Vis =YhatVip = K- (x —2) + (x = 2)3
4. eloadas
Példa

yi=yi+yz—2-e’’

y2=4-yi+y,+3-t

Homogén altalanos megoldas

-G

det(A — A - E)-bdl a sajat értékek: A4 =3

Ehhez tartoz6 sajatvektor: vl = (1)

Ehhez tartoz6 sajatvektor: v? = ( 1 )

Alaprendszer
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.ll) — ell-t . 21, -, eln't . 2n

Most: Y = (Z?Z;'t _Ze._;_t)

J’h1)

( cr-e3t+cy-et )
Yn2 t

A homogén megoldas pedig: yh=1/1-c=( D3t — Do
ey —2-cy-

Inhomogén partikularis megoldas

Yip =Y~ c(t)
1. allitds: Ha 1 oszlopai y' = A - y megoldasai, akkor y'(¢) = A- (1)

Y' 2 1, ..., ¥r), ahol Y; a P i. oszlopa
Bizonyitas: (111') = (llli), =A 'ii = (A i)

2. allitas: Az elsg allitas feltételei melett:

Ha c(t) kiegyenliti i - ¢'(t) = b(t) egyenletet, akkor y = i - ¢ egy j6 partikularis megoldasa
az inhomogénnek.
Bizonyitas:y =9 :c=>y' =

Elégay - ¢’ = b egyenletet megoldani c’-re.
_(—2-et
b= ( 3.t )
ci®)-e3t+ch(t)-et=2-et

Azaz
2-ci(®)-e¥t—2-ch(t)-et =3t

A fels6 kétszeresét hozzaadva az alséhoz:
4-ci(t)-e¥*t=3-t—4-et
c(t) =

A fels6 kétszeresét kivonva az alsabdl:

3. £~ 3t _ g4t
4
—4-ch(t)-et=3t+3-et
()= —3.¢. ot
cZ(t)——Z t-et—1
Integralasok utén...

c(t) ==-e ™t —c.e™ 3.t ——. o731

=

visszahelyettesités
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. — 1 —_ —_ 2
cire¥f et et —treT —t 42
Yia =Ynat Yip =

1 5
20c;0 €% =20 cpreTt e R 2 e A —

Példa

yi=y1— 10y, + €t

Y2 =—y1 +4-y; +sin(t)

> (D

|(1—/1 -10
-1 4-2
AZ—SA—6:O 9 11:—1,12:6

)|=(1—/1)-(4—/1)—10=4—5-/1+/12—10=0

A1-hez tartozé sajatvektor: vt = (5)

1

A,-hez tartozé sajatvektor: v = (_12)

Ezekbdl mar tudjuk y-t.

Y= (5 et —2 ,6Iete-t)

1-e7t e
Yhar =5 ¢-e t—=2-cy et

Vps =Y - C, azaz
— ot . 6t
Yhaz =Ci1'e " tcyre

Kéne olyan ¢, hogy Y * ¢’ = b, azaz
et=5-¢ci-et—2-cy et
sin(t) =c; et +cp-ebt

Alsé kétszeresét hozzaadjuk a masikhoz:

. _ 1 2 .
et +2sin(t) =7c;-et > :;-e2t+;-et-sm(t)
Alsé 6tszorosét kivonjuk a fels6bdl:
. . 1, . 6 .
et —5-sin(t) =7-c, et > ¢, = —;-(e 5t _5.e7%-5sin(t))

Integralas utan:

c(t) = 1. (% e?t —et - (cos(t) — sin(t)))

7

c,(t) = % (é e >t + % e %t (cos(t) —6- sin(t)))
3

. , 35 . 25
visszahelyettesitve az yy3 =Y - c-be = Yip1 =15 et + Pl sin(t) — Pl cos(t)

L.ty g _5.
Yipz=15"€ +3; sin(t) = cos(t)

Inhomogén altalanos megoldas
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Yia = Yra t Vip -
Laplace-transzformacio

LF©OYs) = F(s)

Definicié: Ha Do(f) 2 R U {0}, akkor L{f(t)}(s) = fooof(t) - e~St dt, feltéve, hogy ez az integral
konvergens

Tétel: Ha f szakaszonként folytonos R* U {0}-n ésAM, c € R, hogy |f(t)| < M - e, akkor Vs > c-re
3AF(s)

Definiciobdl kévetkezik: L linearis operator

4. gyakorlat

oF oF
P-dx+Q-dy=0 p_a,Q_5
3] 3]
egzakt, ha £ = ﬁ
. - . 9%F _ 9%F
Bizonyitas: = Young-tétel: axdy _ dyox

& Feladatokbdl adddik, hogy kell megcsinalni F-et

Komplex analizis
Komplex aritmetika
I. Algebrai definicio:
R[X]={ap+a,"x++a,-x"},n€N,qy..ap, =R
B-1D:x—-1D)=x>+x+1

x3 — x?
x?—1
x?—x
x—1

C¥ R[X]/x*—1={a*x+b;ab€R}
p?(x)+1=0
x2+1=0
x=i i?=-1
2. Halmazelméleti definicié
wz=x-u—y-vx-v+y-u)
linearisan izomorf: R? = C
|zl = Jx% +y?

|z1| - |zo| = |21 - 2]

Izl
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1zl o0

lzll;, = lx| + |yl (egyes norma)

3. Geometriai definicio

A ..., forgatasarg(z) — vel
w2z w forgatva nyujtas: 7, .
nyujtas r — szeresére

=2 [a(l) a@)=[oso) o sin

cos(p) —sin(e)

forgatas matrixa: [sin(q)) cos()

C i {[Z ‘ab] |a,b € R}

10
1= 0 1]
.10 -1
L= [1 0 ]
C topoldgia
gémbi kérnyezet: B.(zy) = {z € Cl|z— z,| < €}
B.(zy) = B:(29)\2 (kipontozott kérnyezet)

H < Cnyilt,hamindenz € H-rade > 0B,(z) € H
H < C zart, ha C\H nyilt
H < Ckorlatos, ha 3¢ > 0: H € B.(0)
Heine-Borel tétel: Véges dimenzids normalt térben zart és korlatos halmaz kompakt.

Definicié: K € C kompakt, ha minden {U, };¢; nyilt halmazokbdl allé rendszer esetén, ha H ©
Uier Uy; akkor van | < I véges halmaz, hogy H S U;¢; U;

C kompaktifikacioja

(Alexandrov-féle egypontu kompaktifikacid)
P—-z
E > o

sztereografikus projekcid
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C & C U {oo}
Be(e0) = {z € €|zl > 2}
Allitas: C kompakt

Bizonyitds: C S U;g; U;
© € U; 2 B () < U,
B1(0) € Uje; U; ] véges

:
|J| + 1 db U;-vel le van fedve C.

Folytonossag

Definicié: f: C = C,zy € Dom(f). Az f folytonos, ha minden € > 0-hoz létezik olyan § > 0,
hogy Vz € Dom(f), z € B(20) = f(2) € Be(f(2))

f=u+i-v
u,v:R2 > R f(@) =ulx,y) +i-v(xy)
f:(z) z=x+i'y €C x,y €R

Allitas: f folytonos < u és v is folytonos
Példa: f(x+i-y)=x+y+i-(x*+y?)
ulx,y)=x+y
v(x,y) = x* +y?
Hatarérték
C» C,u€Dom(f),A€C

d
Alimf =A g Ve > 0)36 > 0 VzeDom(f)\{u} teljesul, hogy z € Bs(u) = f(2) € B.(A)
u

Példa
.1 1 1
a, lim== o0 e>0,kell6>0:|z|l<6=>—=—>=
z-0Z |z| €
0:=¢
b,liml=0 e>0,ke||5>0:|z|>1:i<s
Z—00 Z ) |Z|
0:=¢
5. el6adas
f® L{f}(s)
t" (n € N) n!
gntl
et 1
s—a
sin(w * t) w
s2 4+ @?
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cos(w - t) S
s? + w?
t-sin(w-t) 2'w*s
(s? + w?)?
t-cos(w-t) s2 — w?
(s?2 + w?)?
sh(a-t) a
2 _ g2
ch(a-t) S
2 _ g2

e%t-re végigszdmolva: L{e%t}(s) = fooo et e7Stdt = fooo edStdt =

= lim
b— oo

ela-s)b_q {00, haa>s

a-—s

Tétel: L{f'(t)}(s) =s - L{(t)} - f(0) =s-F(s) — f(0), ha tli_)r?of(t) et =0, f,f folytonos

[0, o]-en

Bizonyitas:

1
— haa<s
S—a

LFO)6) = 77/ - e de = lim [7f(0) - ™"t =

lim

ha a#s [e(a‘s)'t
b—oo

a-—s

lim ( [£(8)-e~]g +5- ) f(©) -etdt | =5 F(s) = £ (0)

0—£(0)

F(s)

Kévetkezmény: L{f"' (t)}(s) = s?-F(s) —s - f(0) — f'(0)

Bizonyitas:

Altalanosan: L{f ™ ()}(s) = s™- F(s) — X1q st - fF17D(0)

Példa

y'+3:-y'—10-y = 6-e*t Kezdeti feltételek: y(0) = 0

s LU= =5 (s F~f(0) - f'(0)

y'(©0)=0

s Y =5 y(0) —y'(0) +3-(s- ¥ —y(0)) —10-¥ = =

L'}

A kezdeti feltételeket behelyettesitve:

(s24+3-y—10)+Y ==Y

L{y"}

6

T Goa)G-2)G+8)

Ilyen alakbdl mar vissza tudjuk alakitani az inverz transzformacio képleteivel:

2

y = LU} = —2-e2t 4 2oett 4 L. oo5t

21

|

b

0

f(®)

LI D}(s)

1) t-g@®

1 LG
75 ¢

2) t"-g(t) (m€EN)

n

d
=" 'W'G(S)

3) e%*-g(t)

G(s —a) (eltolas)

4) g(a-t)

2.6 (%) (nyditas)
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Példa

: n_1.(¢._ 2 _ . =5
{Sln(w 't } T w (S s2+w? s(w 0)} T s24w?
L{t - sin(w - t)} kiszamithat6 L{sin(w - t)}-bbl az 1) segitségével
e ch(a-t)kiszdamithatd sh(a - t)-b6l a 2) segitségével

Példa
-1 -1
L {(5—2)2}
2) felhasznalasaval
; -1f1) _ 3 -1 =1 12,
1. megoldds L {Sz =t > L {(5_2)2} =—e 3
g()
, -1 N -1 1 — 4.2t
2. megoldas f—(s—Z)Z ds = = =L {(5_2)2} t-e
G—)g:ez't
Példa
1
L {(5—4)3}
' _ 2 -1f_ 1 _1 .2 a4t
(5—4) =L {(5—4)3} =z te
1 — o4t
i G>g=e
Példa
y'=2-y'+y=x Kezdeti feltétel: y(0) =0=y'(0)

Laplace transzformalds utan:

s2-Y —s-y(0) —y'(0) —2-(s- Y —y(0)) + Y = 1/s2

yr yr
(s2=2-s+1) V=5
1 A B c D 2 1 2 1
“ee sttt Tt e Tt e,

Inverz Laplace-transzformalva:

y=2+4+x—-2-e*+x-e*

Példa
y =z Kezdeti feltétel: y(0) =1ész(0) =0
zZ'=y
—Z=s-Y—-y(0)
s Z—z(0)=Y
(s?+1)-Y=s —(s?2+1)-Z2=-1
s -1
Y= s2+1 Z= s2+1

-25-
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y = cos(t) z = sin(t)

Példa
y+zZ +y+z=1 y(0) = -1
y' +z' =et z(0) =2
Megoldas

y=1—-2-et+t-¢€t
z=2-et —t-et

Példa (Altalanos megoldas keresése Laplace-transzformaciéval)

y'+y=et Uj jeldlések: v, = y(0) y1 =y'(0)
2.V _ ey — 1
s Y—syo—y1 +Y —
1 1 1
y=—2 4255 5% | »n
s+1 s2+1 s2+1  s2+41

y = % e t + % * (= cos(t) + sin(t)) + y, - cos(t) + y; - sin(t)
y = % et + (yo — %) - cos(t) + (y1 + %) -sin(t) = % ce~t + ¢; - cos(t) + ¢, - sin(t)

6. el6adas

Példa
y'—=y=0 yo = y(0)
y1 =y'(0)
OZSZ'Y—S')’O—)’l—Y:(52—1)'Y—5'YO—3’1
Yo+ 1
V=2 =Y nt s 2
> Y = yo - ch(t) + y; - sh(t) = ¢; - ch(t) + ¢, - sh(t)
Példa
ylll_y:1 y(o):yl(o):yll(o)zo
Visszavezethet§ elsGrendlre
yi=y Y2 =y y2+y=1
1_3.y_<2. v () — v _ 1 _
s_S Y—s5s y(O) S}I(O) Y(0)+Y:> Y_s-(s3+1)_
A B C's+D
=it teonm
2g 1 -1 t
y=2_1.1 = 1 1.1 2 2z 11 e‘t——-ei-cos(—3-t)
2
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Konvolucié (£~ kiszdmolasahoz)
Definicié: V(t > 0)  f*g(t) = fotf(x) -g(t —x)dx
1. Allitds: kommutativ fxg=g*f
2. Allitas: L{f * g} = L{f} - L{g} (=>f*g=L"THF-G})
Példa

L1 {l- L } =1=sin(t) =sin(t) * 1 = fot sin(x) dx =

-1 1
L {s-(s2+1)} s s%2+41
= —[cos(t)]§ = 1 — cos(t)

s s?+1-s2 1
sl+1 s:(s2+1) s:(s2+1)

Ellenérzés: L{1 — cos(t)} = L{1} — L{cos(t)} = i -

Vektoranalizis
Vektorérték( fliggvényeket akarunk integralni gérbéken és feliileteken
1. Mik ezek a gorbék, fellletek?
2. Mekkorak ezek?
3. Irdnyitas.

Felllet

Definicié: 1 <n <m € N, A € R" zart, korlatos, dsszefliggs, mérhets, nem Ures belsejd halmaz

r = r(u) A-n értelmezett, szakaszonként folytonosan differencidlhato, R"-be képezg injektiv
(1-1) figgvény ugy, hogy a Jakobi-determinans oszlopai linearisan fliggetlenek (A belsejében)

dT1 dr1
Vry duq duy
Vr, arm . 4

duq dun

Rg(r) (Rg: értékkészlet) az r altala definialt n-dimenziés (m-dimenzidbeli) feliilet. r ennek a

fellletnek az explicit egyenlete.

A fellilet térrész, ha m = n, valddi feliillet, han = m — 1, gérbe, han = 1.

Egy pont belsé pont, ha van olyan homeomorfizmus (folytonos és kolcséndsen egyértelm(
megfeleltetés, bijekcid), ami a (nyilt) n-dimenzids egységgdombot a fellletbe képezi Ugy, hogy a pont
benne van a képben. Ezek halmaza: IntF (ha F a felllet). F zart, ha minden pontja belsé pont.

5. gyakorlat

Példa
(w ”Tn‘(z),haz=0
f(2) = ! vals  Jaies
Ik 0,haz=0
z=x+1i-y

vix,y)=Z+z=2-x
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Im(z) _ y

u(x,y) =

|z| _1/x2+y2
lim # lim, ezért nincs hatarértéke.
x-0 y-0
Példa
{)'c1=2-x1+3-x2 t - x,(t) € Diff
5C2=x1+4'x2 t—)XZ(t)Elef
X1 .
z=(X2) Ezél
_[2 3
é_ 1 4]

_ 2—2 3
det(4—2-E)=0 > det[*T"  ° |
2-2)-4-21=3
A>—6-1+8=3
A2—6-2+5=0 > A=1,1,=5

Sajatvektorok
_ 4.1 31.[-31_710 -3
vy B IS
_ 5. 3 371.111_710 et
A=2 ]y _1] [1]_[0] SZ_[1]

P egylitthatdmatrixa:

l/)(t) — -—3 . et 1- es't]

[ 1-et  1-e5t

R

ci et +cy-edt
Kezdeti érték feltétel
x,(0) =1, x,(0) = —1
Ha mar megvan v, akkor
1=-3:¢c;+¢c,
—1l=c¢c+c
Egyébként Laplace-transzformalassal:
(Ly'}=s-Y —y(0))
s'X1—-1=2-X,+3-X,
s Xo+1=X+4-X, > X;=(s—4)-X,+ 1 (els6be beirjuk)
(s=2)"[(s—4)-X,+1]-1=3"X,
(s—=2)'(s—4)X,+5s—2—-1=3"X,
(-2)-(s—4)—-3)-X,=3-s5s
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X, = 3-s 3-s _ A n i A-(s=5)+B(s-1)
27 526548 (s—1)(s=5) s—1 ' s-5 (s—1)-(s-5)
s=1: A-(-4)=2 > A=-:
s=5 B-4=-2 > B=-—:
BN
2 42
X2 s—1 t s=5
LMY =gt 4 () e
2. egyenlet: X, =x1+4-x, Ebbdl kifejezziik x4-et:
X1 =%, — 4 x, = (—%-et —%-es't) —4-(—%-et —%-es't)
Példa
5C1:3'X1+XZ x1(0)=1
562=x1+3'x2 x2(0)=—

2=l 3

s X —1=3-X,+X,

s X, +1=X;+3-X,
s Xy +X2) =4 (X1 +X2)
(s—4)- X, +X,)=0 Vs-re

Inhomogén altalanos differencidl egyenletrendszer altalanos megoldasa
X1 =Xy
X, =x;, + et

I. Homogén altaldnos megoldas

a=[} oho =l

det(A_/l'E):O 9 Al,Zzil

w=t [ A=) =]
Az =—1: 1 ﬂ ' [—11] = [8] 2= [—11]
vo =% ]

cle+c2et)
cpret—c,ret

xp =90 ¢ (

II. Inhomogén partikularis megoldas

¢ = c(t), dllanddk varidlasa mddszer
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Y@)-c'(t)=>b
dO=9p®O*b

Két egyenletet 6sszeadva:

2:cy-et =e?t

- et

N | =

c; =
1 1
c1=f5-etdt=5-et

Els6 egyenletbe behelyettesitve és atrendezve:

et—e 1
r__83° _ 1, 3¢
Cy por Se
— L o3ty = 1.1, 3¢
c;=—2[e¥tdt ~r5e
1 + 1
t.lipt— ol gt
xp =Pt) - c(t) = t.1.,t —t. 1, 3¢
= e -rete "—-e
2 6
_ t. 1. ot _ ,-t.1, 3¢
¢ et +cy et A
X=Xpt+xp= t —t) T 1 1
Cl'e _Cz'e et-E-et+e_t.g.e3't
Példa
2- .
y'+7y=sm(x3+1)
2y
I "+==0
y+-
1 _ 2y
y - X
!
y __2
y  x 2)
In|ly| =—-2-In|x| +C /e

lyl = e 1 ¢
lyl = |x|=%-C*

Bolzano-tétel
2

y=K-x~
Yp = K@) x7*

Visszahelyettesités:  K'(x)-x 2 + K

AN

-Z'K(QE)'QE—-Z
Go(—2x"2 + = sin(x3® + 1)
*

K'(x)-x7? =sin(x® + 1)
K'(x) = x? -sin(x® + 1)
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Példa

Példa

Példa

Példa

K(x) =§-f3-x2 - sin(x3® + 1)dx=§-(—cos(x3 +1))

(helyettesitéses integralas)

y'—10-y' +9-y=5-t y(0)=-1, y'(0)=2
Ly"}=s*-Y —s-y(0) — y'(0)
S Y +s—2-10-(s-Y+1)+9-Y ==
Y-(s2=10-5+9+s-12==

(s=1)(s—-9)

5
- (ssi1)s-:s1—29) - SE.ESSj;I-)l.(Z;izg) - f tetoatis ™
_ As:(s—1)(s—9)+B-(s—1)(s—9)+C-5?:(s—9)+D-s?-(s—1)
s2:(s—1)"(s—9)

s=0
s = 1¢nem elég, kell mégegy:s = —1
s=9
y' =3y +2-y=2-e3%
A2-3-2142=0

A =1 A, =2
Yha = Cy - e* +Cy - e

Ha e®* - (p(x) - sin(B - x) + q(x) - cos(B - x))
> x™-e* - (P(x)-sin(B - x) + Q(x) - cos(B - x))
m: a = [ - i multiplicitasa a karakterisztikus polinomban
y'+6-y +9-y=2-e73%
A2+6-2+9=0
Ao =-3
Yha=Cr e 3%+ (Cy-x-e73%
yp=x%-A-e73%
y'+4-y=cos(2-x)
A2+4=0
A, =+2-i a=0,=20+2i >m=1

Yha = Cy -sin(2 - x) + C, - cos(2 - x)
Yp =x-(A-sin(2-x) + B-cos(2-x))
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6. gyakorlat

Differencialhatosag

R-beli
— (U 2 2
f= (v) R*->R
f R-differencidlhaté (totalisan), ha
3 lim F(x)=f(xo)—A(x=2x0)

X—Xg [lx—xoll
fix,y)
@:@&Q

Jakobi-determinans: Jf;.0) = [A] =

dfy
dx
daf,
dx

Példa
f . .
zow-z=Wy+i-wy) (x+i-
f=u+i-v

z=x+1i"y

konst: w =w; +1-w,

) =[] = lwr+i-

w-2) =w

(5-x)' =
Példa
zoz2=((x+i-y)P=x>+2"-i
e =35 5
z3) =2z
Példa

zoZ=Q+1y)=x—i-y
ulx,y) =x
v(x,y) = -y
=y 2lec
Definicié: f: C— C

olyan w € C, hogy 3 lim L&~/

Z-2Z Z=Zg

Xo € int(Domf)

van olyan A: R? > R?

afs

o A=df(x)

af2

dy

Y)=wy x—wy y+i-Wy-x+w-y)
u(x,y) v(x,y)

wy] =w

xry—yi=xt—yi+i-(2-x0y)

u(x.y) v(x.y)

=2x+i-2-y]=[2-7]
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linedris leképezés,

hogy:

Zy € int(Dom(f)). Azt mondjuk, hogy f komplex differencidlhat6, ha van
= w. llyenkor f'(z,) = w. f € Diff¢(z,)



Példa

Zz-z"haz+#0

Milyen n € Z-re komplex differencidlhaté a 0-ban az f =

n=0 f(z) =2

. Z-0
lim—=14
z-0 Z

z =1+ (cos(p) +i-sin(p))
Z=1"-(cos(—¢) +i-sin(—g))

N N

= cos(—2 @) +i-sin(-2-¢)

Milyen hosszu?

zl _lzl _

|z]

z

n=1 fz)=2z-z

li =limZ =1limz=0

z—0 z-0 z-0 Z z—0

f'(0) = n = 1lesetén f € Dif fc(0)
n < lesetén f & Dif fc
Tétel: f:C—C zy € Int(Dom(f))
(1 = () € Diffaxo,y0)
f € Diffu(zo) & Ql &

Jf(x0,y0) €C
N e’
k [a —b]
b a

Zo = xO + l : yo

f=u+ti-v
Bizonyitas: W]l =Jf(x0,¥0)
[@—f(z)-[w](z=20) _ 0

3 lim
Z—oZ |z—z0]

3 lim f(2)—f(z0) _ | | L Z72% —
zZ—Zy |z=2z| |z—2z|

3 lim Z—Zg | . (f(Z)—f(Zo) _ [W]) =0
z—-zo 1z—2| z-2,

1
lim (M—w)=0

z-Z, Z—2Zy
Cauchy-Riemann-egyenletek

f=utv-i
axu ayu _[a _b]
v dyv| b a
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1. (u, v) totalisan diffhaté
f komplex differencidlhaté <
2. Teljesiti a C — R egyenleteket

Definicié: f: C - C reguléris a z, € int(Dom(f)) pontban, ha a zy-nak van olyan B.(z,) nyilt
kérnyezete, ahol a fliggvény minden pontban komplex differencidlhato.

Példa
Hol differencidlhaté és hol regularisaz f (z) = |x| + |y|-i,z=x+1i-y
u=|x|,v=1yl

Totdlisan differencidlhatd: tengelyeken kiviil

—x+iy A x+i-y
U6y
o 2l lo A

—xX—1iy xX—iy

C differenciadlhato: 1. és lll. siknegyed (nyilt: tengelyek nincsenek benne)
{x+i-yecClx-y>0}

Regularis: ugyanitt

Példa
fx+i-y)=x*+i-y3

u = x?, v=y3

u /- . . ,
(v) totalisan differencialhaté

Oyu Oyu| [2 X 0
v dyv| L0 3-y°
Differencidlhatdsag feltétele: 2 - x = 3 - y?

2
y? = S x parabola

{x+i-yecC|2-x=3y?}
Regularis: sehol, mert nincs belsd pontja
Harmonikus tarskeresés
¢ (x, y) nyilt halmazon értelmezett R? — R fiiggvény harmonikus, ha (A¢ = 0)
Oixd + 05,0 =0

Tétel: U egyszeresen 6sszefliggd, nyilt, € C.
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f:U — C harmonikus komponensekkel rendelkezik & f regularis.

Ekkor f = u + i - v-ben is harmonikus tarsa v-nek. Young-tétel
l. Oxu = 0,V Il. Oyu = —0,v
05U = 0%,V Ogyu = —0%, v = =05V

T

0fu+ 05,v=05v—0%v=0
7. el6adas
Feliilet definicidja:
n<m 7, € R* - R™ n-dimenzids, m-dimenzidbeli felllet
- folytonos legyen = tudjuk derivalni

- Jakobi-determindns oszlopai linearisan fliggetlenek

0
r(u,v) =r‘(u,v,w) > 3.0szlop: 0 > linearisan fligg6
0
r(u,v) = u+v,u+v,u+v) > r(t) = (¢, t,t)
1 1
dr dr
(& &)= (1 1)
1 1
F(@©) = (t, () gérbe derivaltia: (6, ()] 1=, = (L' (&)
| ——
(to.f(to))—beli
érintd
7(t) az r(ty)-beli érint6vektor
ErintSsik normalisa meréleges a feliileti gdrbék érintévektoraira.
Gorbék és fellletek paraméteres megaddsa:
e a,b pontot 6sszek6ts szakasz
r)=a+t-(b—a) t €[0;1], (a,b € R?)

e Rsugard, 0 kdzéppontd kér R?-ben
r(t) = R (cos(t), sin(t)) t €[0;2-m
e Rsugary, z tengelyd, origd csucsu, %félnyilésszé’gt’j, egyenletes emelkedésd kup
r(t) =R (t-cos(t),t-sin(t),t) t €[0;2-m
e Rsugaru, 0 kozéppontu gombfelilet
r(u,v) = R - (sin(uw) - cos(v), sin(w) - sin(v) , cos(u))
vEe[0;2-w], u€E][0;mr]
e Rsugary, z tengelyl, h magassadgu hengerpalast

r(u,v) = (R - cos(u), R - sin(u),v) u€[0;2-m], ve[0;h]
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R sugaru, R magassagu, 0 kozéppontu, z tengelyd, %félnyilésszégﬁ kuppalast
r(u,v) = (v-cos(u),v-sin(u),v) u€f0;2-n], velo;R]
R sugaru, 0 kézéppontu korlap az x,y sikban
- mint 2-dimenzids térrész (n = m = 2)
r(u,v) = (u- cos(v),u-sin(v)) ve[0;2-m], u€E]l0;R]
- mint 3-dimenzids valddi felllet (n = 2,m = 3)
r(u,v) = (u-cos(v),u-sin(v),0)
R sugaru, z tengely(, h magassagu henger

((u+v)-cos(w),(v+R)-sin(w),0) wuel0;2-n], v€[-R;0]
r(u,v) ={ (R cos(u),R -sin(u),v) u € [0;2 7], veEJ[0;h]
((v —R)-cos(uw),(v—R)"- sin(u),h) u€l0;2-n], ve[hh+R]

Specialis esetek: gérbék

r:l - R™ r(t) irdnyitasa 7(t)

to-beli érintévektor: 7 (ty)

S , . r(to)
to-beli érint6 egységvektor: el
ivhossz
Kozelits poligon hossza: Polr(t; + 1) — r(t)]
T(ti+1)—7‘(ti) .
?:()T' (tiv1 — t) = ZitolP (€] (ti1 — )
7(t;)
> f;lf(t)ldt ivhossz

Példa

Példa

origd kozéppontu, R sugaru kor kerilete =7

r(t) = (R - cos(t), R - sin(t)) t€[0,2-m

7(t) = (=R - sin(¢t), R - cos(t)) > l#(t)| = \/R2 - (sin%(t) + cos2(t)) =R
= ivhossz: fOZ'”R =2-R-m

s(t) = f;lf(r)ldr Szigortian, monoton né: invertalhaté

r ivhossz szerinti paraméterezése

p(s) =r(t(s))
P (10))
=P () = = o]

Specialis esetek: felliletek
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r(u,v) 1, X 1, € irdnyitas
(ug, vo)-beli vektor az r(uy, vy )-beli felileti normalis
Fellleti normalis normalva: fellileti egységnormalis
GOmb (egységgomb)
r(u,v) = (sin(u) - cos(v), sin(u) - sin(v), cos(u)) u € [0,m], v €[0,2- 7]
1, = (cos(u) - cos(v), cos(u) * sin(v), — sin(u))

1, = (—sin(u) - sin(v), sin(u) - cos(v), 0)

Ty X1, = <sin2(u) - cos(v), sin?(u) - sin(v), sin(w) - cos(u) - cos?(v) + sin(w) - cos(w) - sinz(v)>
sin(u)-cos(u)
= sin(w) ‘- r(u,v)

7. gyakorlat

Komplex integralas

Definicio: I' € C, ez gbrbe, ha van olyan G:[a;b] € R, ami véges kivétellel folytonosan
differencidlhaté és folytonos. (néhol eltérhet a gérbe) Ran(b) =T

G (a) kezd8pontja I'-nak
G (b) végpontja I'-nak
I zért, ha G(a) = G(b)
I’ egyszer(, ha G injektiv (egy értéket csak egyszer vesz fel, nem metszi at magat)

Példa

z(t) =x(t) +i-y(t) = (igg) = <§g Z?;g;)

z(t) =R-cos(t) +i-R-sin(t) = R-e't
z(t) =R (—sin(t)) +i-R-cos(t) = R - (sin(—t) +i-cos(—t)) =R % (i - sin(—t) +
2+ cos(—t)) = R+ (—cos(—t) +i-sin(=t)) = R~ = - (—cos(t) — i -sin(t)) = R - i - (cos(t) +

-
—i

i-sin(t)) =R-i-e't
Komplex Riemann-integral
Egyvaltozos valds fliggvények integraljdhoz hasonlé médon értelmezziik.

Legyen G a komplex sik egy irdnyitott szakasza. Osszuk fel ezt a G gorbét osztépontokkal (zg, z4, z; ...),
és minden z;_4, Z; iven vegylink fel egy tetsz6leges p, pontot.

Ha a felosztast minden hataron tul finomitva a 27—, f(ox) - (2 — Z—1) integralkdzelité 6sszegnek
létezik véges hatarértéke, akkor ez a hatarérték az f komplex fliggvény G gérbe menti integralja.

Jo f@dz

Integralok kiszamitasa
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b .
fr f(2)dz = fa f(z(t)) -z(t)dt
[a; b] - C
Vonalra
b .
S vdr = fa v(r(t)) - #(t)dt
A paraméterezést mindegy, az eredmény ugyan az.

Megjegyzés: h:R €t - h(t) €C

b
f: h(t)dt = <f‘2 hl(t)dt) = f;’ Re(h) +i- f: Im(h)
J, h2(D)dt
Példa
z(t) = cos(t) + i - sin(t) (egységkér a komplex szamsikon)
z(t) = —sin(t) + i - cos(t)
f|Z|=1§dZ = f;ﬂm- (—sin(¢t) +-i -cos(t)) dt = fOZ'n i:i_i:dt = foz'ni dt =
it et

IOZ.T[Odt 0 )
= 27T . =(27T)=27Tl
J, idt
1 ,
oy dz=2"1"i
Példa
zt)=t-(1+2-0Q) z)=1+2-i

[ Zdz=[(t-A+2-0)- A +2-Ddt=[[(t—-2-i-t)- (L+2-i)dt =

5-t2]1 s
T2

1
= [, t-5dt = s

Komplex Newton-Lebnitz formula

Definicié: Legyen f:C — C nyilt halmazon értelmezett fliggvény. Az F:Dom(f) —» C primitiv
fuggvénye f-nek, ha regularisés F' = f.

Tétel (Newton-Leibnitz):
Ha az el6bbiek szerint f folytonos és F' = f, akkor minden I' € Dom(f)-re, aminek a kezd6-
és végpontja z;, Zy: fr f(2)dz = F(z,) — F(z,)

Példa

1

f@) =

72

1
fIZI=1 247 =
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F(z) =2, haF'(2) = Ziz

__,-1__1
F(z)=—-z1= ;

Kovetelmény: Ha f-nek van primitiv figgvénye, akkor fr f=0
A komplex fliggvénytan alaptétele (Cauchy-tétel):
Megjegyzés: C-beli integralok elGallitdsa vonalintegralként:
[, f(@)dz = =[, u+i-v)-(dx+i-dy)=
Jr udx —vdy +i- [, vdx +udy
P=(u;-v) és Q=)
> [Pdr+i-[Qdr
Newton-Leibnitz R3-ban
v = grad(¢$)
[ grad(¢)dr = ¢(ry) — (1) Ez az |. gradiens-tétel

I" kezd6- és végpontja: 1y és 1,

Bizonyitas: C N-beli
f=u+i-v
F=¢+i-y
[ax¢ ay¢] _ [a —b]
0 oYl b a

Fr=0,¢p+i(-0y¢)=u+i-v
F'=0,p+i-0pp=u+i-v
Jf=fudx—vdy+i-[vdx+udy = [0,pdx + dy¢pdy +i- [ d,pdx + 0,ipdy =

= fgrad¢ +i fgradll) = Pp(ry) — p(r) + i+ (Y(r) — (1)) = F(ry) — F(1)

8. el6adas
Implicit egyenlet:
u(r) =0 wR™ >R
u(r(t)) =0 grad(u) |r(t) 7(t) =0
> grad(u) L 7(t)
A fellleti normalis a gradiens.

Példa
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Gémb: u(x,y,z) = x? + y? + z2 — R? grad = (2-x,2-y,2-2)
Iranyitas altaldnosan n-dimenziéra
Definicio:

CROSS: R™-ben ay, ...,a,_; = CROSS(ay, ..., a,_1) az egyetlen olyan, aki:

1. Meréleges az a4, ..., ay_q altal kifeszitett altérre

2. Nagysaga: a4, ..., a,_1 altal kifeszitett paralelotop n-1-dimenziés térfogata

3.a4,..,a,_1,CROSS(a4, ..., an_1) jobb sodrdsu (& a szokdsos bazisrdl az erre vald attérés
matrixanak determinansa >0)

ey en
1
CROSS(ay, ..., ay_y) = (—1)n-1-|[ @D a(n)
an—l(l) an—l(n)
2-dimenzidban: CROSS (g) =-1- ; ; =—,—x) = (-y,x) (balra forgatas)
x'y
Allitas: - argumentumok cserélése = —1-szeresére valtozik

- minden argumentumban linedris
-3i # j:a; = a;j > CROSS(ay, ...,an—1) =0

r = r(u) altal adott valédi felilet irdnyitasa: cross(ru(u)). Egy pontbeli értéke az ottani fellleti
normalis.

cross(ry(w)) .

Teross (rg@0)| fellleti egységnormalis
F:r(uq ...uy) (ug ...up) €A
A = {(ug - u)|[(—yy uy) = A)
—F:s(uqy ..up) = r(—uy ...uy) (U .. uy) €A

F zart feliilet kifelé irdnyitott o Vu e A 3¢ >0 V&€ (0,e) r(w)+6- cross(ru(u)) eV

F feliilet a V-t hatdrolja
2D-ben: |F| = ffA |1, X 1p|dudv Af =~ f'- Ax

Altalaban: F felszine = |F| = ffA |cross(r,)|du
Példa
R sugaru, h magassagu hengerpalast
r(u,v) = (R - cos(u),R -sin(u),v), u € [0,2 7], v € [0, h]
1, = (=R - sin(u), R - cos(u), 0)
1, = (0,0,1)

= 1, X1, = (R -cos(u),R -sin(u),0)
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|r, X1, = \/RZ - (cos?(u) +sin?(u)) =R

IFl = [2" [ Rdvdu=2-m h-R

HcR™ v:H - RF k=m+1 v folytonos
1. Vonalintegralok
Legyen L:r = r(t) tel L € H adott gorbe
a, v gbrbementi integralja L-en
J, vdr¥ [ v(r(t)) - #(t)dt
b, v ivhossz szerinti integralja L-en
J, vldr| € [ v(r(t)) - I+ (t)ldt
2. Feliileti integralok
F € H valddifeliletr = r(u),u € A < A™1

a, v felliletmenti integralja F-en
[, vdf £ [, v(r@)) - cross(n,(w))du
b, v felszin szerinti integrdlja F-en

Jo vidfl < [f, v(r@)) - [cross(n, (W) |du
Tétel
A fent definialt integralok alaptulajdonsagai
1. Linearis operatorok

2. Additiv halmazfliggvény
3. J vdr=—] wvdr
[ pvdf ==, vaf
4. m<v(r) <M= m-ILISfL vdr <M - |L|

m-|F| < [, vdf <M-|F]|

5. J, 1ldr| =L és [, 1ldfl=IF|

6. v, a v-nek r érint6 egységvektorara esé vetiletének el6jeles hossza, azaz v-e >
J, vdr = [ v.ldr| (e = |:—|)

7. vy, a v-nek fellleti normalisra esd vetiiletének elGjeles hossza, azaz v - n >
[, vdf = [, vldf (n= %)
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6-0s bizonyitasa: [, v,|dr| = [, v.(r(@®)) - lF @)l = J; v(r(@®) - r()dt

YO

8. gyakorlat
Stokes-tétel: F felilet R3-ban. OF pereme F-nek. v: R? » R3, folytonosan differencilhato.

Dom(v) nyilt. F U 0F € Dom(v)

Jorv = Jp Tot@)

i j ok
rot(g) =10y 0y 0, v = (vy,v,,V3)
U1 VU U3

Keressiik C-ben az alakjat.
vz =0~ v = v1(x,y) és vy = v,(x,y)

rot(v) = 0y vy, — 0y - Vg

¢ f=? f=u+i-v

Cauchy-Riemann szerint: OxU = 0yv és Oyu = —0yv
dyu dyv
$.f=¢P-dr+i-§Qdr=[ “dv—du+i-f du—dyv=
= Jf, 0dxdy +i- [f. 0Odxdy =0€C
Megjegyzés: A bizonyitasban feltettiik, hogy:
1. f folytonosan differencialhaté (valéjaban nem sziikséges)
2. perem és tartomany helyett egy gérbére mondjuk majd ki

Goursat-lemma

f C-differencialhato fliggvényt hdromszogon (T) értelmeziink, akkor fan =0

Bizonyitas:

\ N\
5
fa’rf dief fA1f+ fA2f+ fA3f+fA4f
K6zéps6 szakaszokon kétszer integralunk, _
. . (e , . ; N\ N
egyszer az egyik, majd a masik iranyba, igy azok kiesnek. 7 * 7
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+

|956Tf| = |fA1f 2 |+ |fA3f + |fA4f| =4 |fan|

ezek kozil van egy maximalis

K
K - KT(l) = 2_1
T e
K
2. Kpm = o
3. Ezek egymasba skatulyazott hatarértékeke sorozata, z, lesz a hatarértéke

|, f@)dz| = |$700) £ (20) + £ (20) - (2 = 20) + £(2) - (z — 20)dle]

Je > 0, hogyha |z — z,| < &, akkor |e(2)| < €

> ¢ f(zo) + ' (2z0) " (z— zp) + e(2) - (z — zp)dz| = |9SaT(") e(z) (z— ZO)dZ| <
0 0

K K2
< Ssar(n) le(@)| |z — 2| - dlz| < ¢ o gﬁaT(n)d|Z| =g —

4n
K
¢ 2n zk;l
&K?
9 |§6Tf|S4n‘|faT(n)f|=4n.4_n=€.1{2;))0

Cauchy-féle integraltétel

f: € — Creguldrisal gorbén és belsejében, Dom(f) egyszeresen Osszefliggd nyilt tartomany.
Ekkor ¢, f =0
Cauchy-féle integralformula

f:T — Cregularis a T tartomanyon, T egyszeresen 6sszefiggd, I' egyszer( zart gérbe a T-ben,
amely koérilhurkolja zy-at. Ekkor:

(n) _ Mg _S@ +
f(z0) =594 Gz 42 nezZ
Példa
ch(z)
g2|=1 z5 dz

A Cauchy-féle integralformulat kell hasznalni. Adjuk meg a képletben szerepl6 ismeretleneket:

f(2) = ch(z)
Z=0 (mert (z — z,) most (z — 0))
n=4 (mertn+1=15)

Most mar felirhatjuk a formulat:

Ch(4)(0) = 24—;1 : Eﬁz|:1 C’;(SZ) dz [atszorzunk 2 - 1 - i-vel, leosztunk 4!-al

ch(z) _ J2mi 2l
fﬁz|:1 —dz = ch®(0) = = ch(0) =

5
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ch’ = sh, ch” =sh' =ch ch® =sh  ch® =ch

e?+e %
2

n
Hasznaljuk fel, hogy e? = ;‘f’zo%és ch(z) =

2mi e+e 0 2mi mi
ch(0) - = . =
4! 2 4! 12

Példa

2:z—1
it
ﬁZ—ﬂ:; z2-z

|z — 1] =% > % sugard kér, aminek a » Q

kozéppontja az (1,0) pontban van

At kell alakitani a tértet, hogy a nevezébe csak
(z — zp)-os dolog keriiljon.

2:z—1 2:z—1
1— = 1—
EﬁZ—1|=§ z%2-z ﬁz—1|=zz-(z—1)

A (z — 1) okozza a gondot > a t6bbit felvissziik a szamlaléba. z — 1 marad a nevezébe, ami mar jé.

2:z—1
gﬁ _1—%— Ebbdl az alakbdl mar felirhatjuk a formulat:
Z—1|—2 z—1
f(z)=2'zz_1 n+1=12>n=0 Zo=1
> oM =22 =2
Példa
s (12
ﬁZ—i|=1 z2+41 dz
lz—i|=1 > 1 sugard kér, aminek a

kodzéppontja (0, i)-ben van

Megint atalakitjuk a tortet: |
sin tzm
Eﬁ . Mdz
z=i|=1 (z—i)-(z+i)
A (z — i)-s gyok okozza a gondot, a t&bbi felkeril a szamlaldba:

sin(—i'z'n)
2

fﬁz—ﬂ—lLi- dz Ebbdl felirhatjuk a Cauchy-formulat:

= Z—1
f(2) = —sz(j) n=0 Zo =1

N z-n-i_Sin(i'zT'n)| — o 1) _ . AW
o lmim 2 (g = sin(-3) = -

v
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Van egy kompatibilisen iranyitott feltletiink. Mennyi ezen faTidz ?

Kompatibilis iranyitds: ha az irdnynak megfelel6en sétalok, akkor bal kéz felél legyen a felilet.

1) A bels6 kor egy egységsugaru kér: |z| = 1

A kulsé gorbe I'.

A 4

1 1 1 1
faT;dZ = leL):l;dZ-i_ ¢I‘ ;dZ = f|z|0=1;dZ+

f|z|=1§dz=—2-7r-i+2-7r-i=0
U

U pozitivan irdnyitott kor, amire tudjuk, hogy f|z|=1§dz =2'm-i
Negativan irdnyitott kdrre ennek a -1-szerese.

9. el6adas

Példa
J, rar (r: identitas fliggvény)
L: origd kdzéppontu, 3 sugaru, pozitivan iranyitott kor
r(t) = 3 - (cos(t), sin(t)) t€[0,2-m
7(t) = 3+ (—sin(t), cos(t))
foz'n9 - (cos(t), sin(t)) - (—sin(t) - cos(t))dr = fozlﬂ 0dr =0
Példa
fF 2-rdf F: z tengelyd, origd csucsu, %felnyilésszég(j, kifelé iranyitott kuap
r(u,v) = (v-cos(u),v-sin(u),u) u€e([02-n], velon]
i j k
1, X1, =|—v-sin(u) v-cos(u) O|=|[wv-cos(u),v-sin(u),—v- (cosz(u) + sinz(u)>
cos(u) sin(u) 1 1

Jo 2-rdf = fozln fOR 2-v?% - (cos(u),sin(u),1) - (cos(w),sin(w),—1)dvdu =

= foz'”f: 0dvdr =0
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F2

d T B cross(ru(u)) = (-1,0)
90°-0s forgatas balra
F1 F3
" 4
F4
a b
Példa
v(x,y) = (f(x),0) nem negativ, monoton né (jobbra s(r(isddik)
Tobb megy ki, mint be.
F2
Alul és feliil az integral 0. d y Y ot
El6z6 el6adason tanult képlet szerint: E1 3
[ vdf £ [, v(1,W) - cross(r,(w))du é = . 2
a b

fFl vdf = fcd(f(a),O) - (=1,0)du = fcd —f(@) =(c—4a)- f(a)

Jp,vaf == [ pvdf = =—(c—d) f(b)
Egész feliileten: [, vdf = (d — ) (f(b) — f(a))
Példa

v(x,y) = (f(»),0) f folytonos

Alul és feliil tovabbra is 0.
Jy, vdf = [L(Fw,0) - (=1,0)du = [ ~f(w)
Jy vdf == [ vdf = = [ @)

= fF vdf =0 Ugyanannyi megy be, mint ki.
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Példa

w(x,y) = (O,f(x)) f folytonos cross(ru(u)) = (0,1)
Bal és jobb oldalon 0. AA AAAAA
F2
d y Y —
F1 F3
é A 4
F4
a b

[, vf = [ (0.£(@) - O D)du= (b~ a) - f(d)
Je vaf = = [_pvdf = ==(b=a)- f(c)

Eredmény

Jp udf = —a) (f(d) —d(0)
Példa

v(x,y) = (f(x,¥),0) f folytonos
Alul és felul 0

Jy, vdf = [} (f(aw),0) - (~1,0)du = [ ~f(a,u) du
Jyg vdf == [, vaf = = [ f(b,u) du
= [ vdf =[fbw) - fla,wdu

Példa
w(x,y) = (0,g(x,y)) El6z6en hasonldan
b
Jo wdf = [ g(u,d) — g(u,c)du
Definicio:

(1) H < R™ (korlatos halmaz) 4tmérsje = d|H| = {sup|x — y|; x,y € H}

(2) H,, € R™ r, € R™-re zsugorodik, ha 7y € IntH, Vk és Ilim d(Hy) =0

Definici6 (forrassiiriség): 1y € G € R", v: G = R" folytonos G\{ry}. Ha normal térrészek minden R™-
1
[Vl
forrassdrliségének az ry-ban. (F; a Vi-t hatarold kifelé irdnyitott feliilet)

s@)(ry) = lim— - [vdf

Vil

beli ry-ra zsugorodd V, sorozatdra lim kavdf létezik, és ugyanannyi, akkor ezt hivjuk v

Példa

v forrass(r(isége (x,,y,) pontban ((xo,yo) € (a,b) x (c, d))
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Vie = [ag, bi] X [ck, di] limb, —a, =0
Xg€ Vo€

limdk_ck =0

> Jpovdf = [(F(diw) — flapw)du

1
Vil

1
(br—ag)-(dx—ck)

d
Ckk(f(dkﬁ u) - f(akl u))du =
Lagrange
AE€[cy,dy] dpr—(aygby)
= ULbdfabl o) 2 f oy, i) fiCxovo) Ha f folytonos
(bx—ag) (dx—ck)

’ fcik(f(dkru) —f(ak,u))du =

9. gyakorlat
8. gyakorlat végén volt:
Van egy kompatibilisen irdnyitott feliletiink. Mennyi ezen faTidz ?

Kompatibilis irdnyitas: ha az irdanynak megfelel6en sétdlok, akkor bal kéz felél legyen a feliilet.

1) A bels6 kor egy egységsugart kor: |z| = 1

A kiils6 gorbe I'.

\ 4

1 1 1 1
fE)T;dZ = f|z|0=1;dZ+ ¢F ;dZ = f|z|0=1;dZ+

fi=1zdz==2-m-i+2-m i =0
(@]

U pozitivan irdnyitott kor, amire tudjuk, hogy f|z|=1EdZ =2'm-i
Negativan irdnyitott kérre ennek a -1-szerese.

Azt kaptuk, hogy egy fuggvény integrélja a nagy gorbére ugyan az, mint az integralja a kis korre. 2> A
kis korokre Integralunk.

Példa
1 1
EﬁZI=2 1422 dz = 9%2I=2 (z+0)-(z—1)
Felrajzoljuk: |z| =2 > origd kézéppontu, 2 sugaru kor
Kis korok kozéppontjai: (0, i) és (0, —i)

Erre a két kis korre integralunk. A sugarat tetsz6legesen megvalaszthatjuk. Legyen %, hogy ne légjon a
nagy koron kivdlre.
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1 1 1
A i = - - - -
i FﬁZI=2 el flz—i|=§ (z—1)(z+0) dz + flz+i|=§ (z—0)(z+0) dz

) A Cauchy-féle integralformulat kell alkalmaznunk, tehat a nevezében
valahogy (z — z,) alakra kell hozni.

A piros kornél a (z —i) okoz problémat, a tobbit felvissziik a
szamlaléba, a z6ld kérnél pedig a (z + i) okozza a problémat.

1 1

zZ+i z—i
> f|Z—i|=1 z—1i dz + I\Z+i\=% z+i dz

2

Most mar alkalmazhatjuk a Cauchy-féle integralformulat:

21 1 2:71 1
0! z+i|Z=i+ 0! ;|Z:_i—n—n—0
Példa

z

& _dz = e
ﬁ2—2|=3 z4-273 - ﬁ2—2|=3 z3:(z-1)

dz

Megint rajzoljuk fel:
|lz—2] =3
> Kozéppont: (2,0), sugar 3

N/ o

Ny % - e . .
2 kis kor kozéppontja: (1,0) és (0,0). Ezekre
integralunk.
Kis korok sugarat valasszuk %—nak, hogy ne érjenek
ossze.

e? eZ
f|Z|=§Z3'(Z—1) dz + f\Z—1\=%z3-(z—1) dz

A piros kérnél a z okozza a gondot, a tébbit felvissziik a szamlaldba, a zold kérnél pedig a (z — 1)
okozza a problémat, a z3 keriil fel a szamléldba.

eZ ez

z—1 23
1 dz + 1 dz
f|Z|=§ z3 f|Z—1\=§ z—-1

e? e?
f(Z)—; f(Z)—Z—3
n+1=3->n=2 n+l=1-> n=
ZOZO Zo—_l

Haszndljuk a Cauchy-féle integralformulat:

z
n = 2, vagyis az zeT1 flggvényt kell kétszer derivalni és a z; = 0 pontbeli értékét venni:

( e? )' _ e?(z-1)—e*1 _ e*(z-2)

z—1 (z-1)2 T (z-1)2

+e?-(z=2)2-(z=1)]| ., = =5

(eZ-(z-z))’ _ (e%(z=2)+e%)(z-1)?
-v2/) (z-1)*
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. eZ ... , ..
n = 0, vagyis az = fliggvényt kell venniink a z, = 1 helyen:

A végeredmény

21l
2!

21 . .
o cel=—5-g-i+2-e-m-i

F(=5) +

Elemi fiiggvények
Négyzetre emelés
z - z?

z = e (cos(p) +i-sin(p))
w=2z%2=712-(cos(2-¢) +i-sin(2-¢))

z2%-nek nincs inverze, de a z2 Riemann feliiletén mar invertalhato.

Exponencialis

z > e*

z =1+ (cos(p) +1i-sin(p))

Z-ow
e? = eXtiy — ¥ ely
N N
w| arg(w)=y

Nem invertalhatd, de Riemann fellileten igen.
z — e? periodikus:
o? — prtk2mi _ o7 [(ei-rr)z]k — 7.1k (el™
Periddus: 2 - - i
10. el6adas

(f (x,¥),0) forrasstiriisége az (xg, ¥o) pontban fy.(xo, Yo)

(0, g(x,y)) forrasstirtisége az (xo, yo) pontban 9y (X0, Y0)

Példa

(f(x, v), 9(x, y)) forrassir(isége az (xo, o) pontban f, (xq, ¥o) + gy (X0, ¥o)

v(x,y)

YYVYyyvyy

Példa

J, vdv=0

v

div(v) | (*x0,70)

J, vdv=? L a gérbe.

Bal és jobb oldalt az integrdl 0, mert a fellleti normalis
merdleges az er6vonalakra.

Felul pedig az integral az alsé integral -1-szerese -

Ugyan ez, csak az erGvonalak ferdén haladnak.
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A szemben |évé oldalak integraéljai kiejtik egymas (egymas -1szeresei) > fL vdv =0

Példa
Alul és felll megint kiejtik egymast, viszont bal és jobb
oldalon is pozitiv lesz az integrdl, mert az erévonalak
merdleges vetlilete (piros nyilak) pozitiv irdanyba mutat.
- Az integral értéke pozitiv
Példa
A Jobb oldalon és alul nem halad at er6vonal, igy ott az integral 0.
Fellil és bal oldalon pedig ugyan annyi megy be mint ki, ez egy négyzet.
— 2> fdf=0
»
Példa
v(x,y) = (f(x,¥),0)
Bal oldalon és jobb oldalon ismét 0.
L2
d‘ ‘c
>
B r(t) = (t,¢)
> .
L > 7(t) = (1,0)
a L1 b

Al [, vdr = [, v(r®)-7®©dt = [[(f(£,0),0) - (1L0)dt = [ £t c)dt

Felil: [, wdr = [ —f(¢t,d)dt

> [, vdr =[] ft,0) - f(t, d)dt

R2-beli normalt térrészek minden ry-ra zsugorodd Fj, sorozatara ha 3 llmm . ka vdr (ahol
k

Ly az F, pozitivan irdnyitott hatara) és ez ugyanannyit, akkor ezt v r-beli 6rvénys(rlségének nevezziik.
Jele:  c(v)(rp)
Példa

Fy = lag, b] X [cx, di] Xo € [ak, bi], Yo € [k, dy]

lim bkak = lim dk — Cr = 0

3¢ék€la,b]

c(f(x,¥),00(x0,¥0) = lim —————- [V £(t,c) - f(t,d)dt 2=

k—oo (bg—ap)(dg—ck)
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. (f(fkac)—f(fk'd))'(bk—ak)

- Ill—{rolo (br—ag)-(dx—ck) Lagra 111—1)120 ~y G 1) o = fy (%0, y0)
grange fy folytonos
3pgElck,dil

Hasonldan: C(O,g(x,y))(xo,yo) = = gr(x0,¥0)
Kﬁvetkezmény:c(f(x, y),9(x, y))(xo,yo) = 9x(x0, ¥0) — fy(x0,¥0) = r0t(v) | (X0.¥0)

ha3f,g

folytonosan
dif fhaté

Lemma: Ha F a sikbeli VV valamelyik tengely szerinti normal tartomany kifelé iranyitott hatara és R
folytonosan differencialhato valds értékd fliggvény V-n, akkor

1. [ (0,h)df = fv hy (x,y)dV, ha V x-re nézve normal tartomany

2. Je (h,0)df = fV h,(x,y)dV, ha V y-ra nézve normal tartomany
Tétel (Gauss—Osztrogradszkij-tétel):

Ha F a V sikbeli normal tartomany kifelé iranyitott hatdra és v: H - R?,V € H € R?

folytonosan differencialhato, akkor [, vdf = fV div(v)dVv
Bizonyitas:

Je v df = [ (9.0)df + [, (0,9)df = [, g(x,y)aV + [, hy(x,y)dV =
(g.h)

J, Gx+hydV
div(v)

Kévetkezmény: Az el6z6 igaz akdarhany dimenzidban és normal tartomany helyett normal térrészre is.
Példa
H: R sugaru, h magassdagu, z tengely( henger

v(x,y,z) =v(x,y,0)
2
Jyviaf=[ , div(w)dV=2-[ 1dV=2-R* m-h

heng?rtest
Vagy: [, vdf = [, vnldfl=[,_Rldf|=R-[,_1ldf|=R-2-R-m-h=2-R*-m-h

10. gyakorlat
Példa

Komplex integrdlas megtort szakaszon (két részre kell bontani az integralt)

f(z)=Re(Z)+i- (Im(z))2 (x+i-y?
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I':a gorbe, amin integralunk

2i 3+2i

f (2) sehol sem differencidlhaté = z(t)-s képletet kell hasznalni

I £ =12 f(z®) - z(tyat

r=[3;3+2i]->[3+2-i;2-i]

piros szakasz z0ld szakasz

Ateljes integral a 2 integrdl 6sszege: I =1, + [,
A piros szakasz egyenlete: z1(t) =3+t-i 0<t<?2
Kell még: z,(t) =i
Behelyettesithetiink a képletbe: I = foz B+i-t?) i dt= foz 3-i—tidt =
~_ Ll
f(z,(®) 21(t)
312

=[3-i-t—%]0=6-i—§

A z6ld szakasz egyenlete: z,(t) =2-i+3—-t 0<t<3
Kell még: z,(t) = —1
_3)2 3
Behelyettesités: L=[@-t+i-4 - (-Ddt=["L—4-i-t] =-12-1-2
—_— O —— 2 0 2
f(z2(®) Z(b)

. 8 9
I—Il+12—_6'l_§_5

e? = cos(¢) +i - sin(ep)

ei-z _ e—i-z 1
sin(z) = —.<= —-sh(i 'Z)>
21 i

cos(z) = %(z ch(i -Z))

z —Z

e —e
h(z) =——
sh(z) 3
e’ +e’*
hz) = ———
ch(z) 3
Példa
e? =-1 z=7

Atirjuk a jobb oldalt
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e? = ol
z=im+k-2-m-i
Példa
=i

Atirjuk a jobb oldalt

Ty 1%y
5h(1+£-i)=$=l- e cos(E)+i-sin(E) —=. cos(—z)+i-sin(—£)
2 2 2 2 2 e 2 2
———— ——— ~——————— ~————————

0 1 0

sh(z) = sh(x +i-y) = ex-(cos(y)+i-sin(y))—ez‘x-(cos(—y)+i-sin(—y)) _

= % cos(y)-(e* —e ™) +i-=-sin(y) - (e¥ +e7¥)
Példa (Harmonikus tarskeresés)

u=x3-3-x"y?

u=7? f =u+i-vregularis f0O)=2-i (u=0v=2)

oyu=3-x2-3-y2 > 0Zu=6-x

dyu=—6-x-y > dpyu=—6"x

-1

0Z.u + afyu =0 - Laplace-féle parcialis diffegyenleteket kielégiti = harmonikus figgvény.

A Cauchy-Riemann-féle parcialis differencidlegyenletek szerint:
Oxu = 0yv
Odyu = —0yv
(u-tismerjik, v-t keresstik, ez lesz a harmonikus tarsa)
Az aldbbi egyenletrendszert kapjuk:

l. dyv=3-x*-3-y?
Oxu

I. 0yv=6-x"y
———
—0yu
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l. egyenletet parcidlisan integraljuk y szerint:
v=3-x2-y—y3+C(x) C(x) csak x-t8l fiigg, mert y szerint derivaltunk
Il. egyenletbe ezt behelyettesitjlik v helyére (majd x szerint derivaljuk)
6:xy+C'(x)=6-x"y
C'(x)=0
C(x) = konst.
Vagyisv =3-x%-y —y? + konst
Kezdeti feltétel szerint ez a (0,0) pontban egyenld 2-vel:
v=3-0%-0— 0% + konst = 2 > konst = 2

> v=3x%-y—y*+2

Példa
et - cos(t)
r(t) =| et sin(t) 0<t<?2
ot
ivhossz = ?

s = ft"“l2|r’(t)|dt

et - cos(t) — et - sin(t)
7(t) = | et - sin(t) + et - cos(t)
ot

s = foz ezt (cos(t) —sin(t))? + e2t - (sin(t) - cos(t))? + e2tdt =
= foz et - (cos?(t) — 2+ cos(t) - sin(t) + sin?(t) + (sin?(t) + 2 - cos(t) - sin(t) + sin?(t)) + 1)dt

sin?(t) + cos?(t) = 1 és —2 - cos(t) - sin(t) + 2 - cos(t) - sin(t) kiesik igy a
gyoOk alatt marad 1+1+1

= fozet-\/§dt =\/§-f02etdt= V3-[et]Z =3 (e? - 1)
Igazoljuk, hogy ez egy kupfelilet!

7+ cos(¢p)
45°-0s kup paraméterezése: (r . sin(<p)> ami megegyezik a megadott feliilettel, har = et ésp = ¢t

r

ZH-ban lehet a kup, henger és a gomb paraméterezése. Kip mar megvan.

R- cos(go))

Hengerfellilet paraméterezése: (R - sin(¢)
h

R - cos(¢) - sin(¥9)
Gomb paraméterezése:| R - sin(¢) - sin(¥9)
R - cos(9)

-55-



Példa

Mennyi a 8-ad gdmb felszine?
F = ffTwIOur X 0,7|dudv =

d,r X 0,7 szamolasa
i j k
d¢ — |—R -sin(p) -sin(¥) R - cos(g) - sin(I) 0
09 = | R - cos(p) - cos(¥9) R -sin(e)-cos(¥) —R -sin(¥I)

= ff \/R’* - cos2(¢) - sin*(9) + R* - sin2(¢) - sin*(9) + R* - (sin?(¢) - sin(I) - cos(I) + cos?(¢) - sin(I) - cos(I))2dpdd

= [f R? -Jsin4(ﬁ) + sin?(9) - cos?(¢) = f§=0 fio R%-sin(¥)dId¢ = fE:o R%-[— cos(ﬁ)]%dq) =

T
2

f¢=0 R%dp = R? - fg do = R? g Ez tényleg a teljes gdmb (4 - R? - ) %—ad része

11. el6adas
TETEL (Stokes) 2D:

F 2-dimenziés normalt térrész, melynek hatdra a pozitivan irdnyitott L gorbe.
F € H € R?* v: H - R? F-en folytonosan diffhaté > [, vdr = [, rot(v)dV
Bizonyitas: 1. J, vdr = [ cross(w)df L:r(t) t € [a,b]
> fab v(r(t)) - F(O)dt = f: cross (v(r(t))) - cross((t))dt
2. div(—cross(v)) = rot(v) = div(g,—f) = gx — fy = rot(f, g)

3.J, vdr = [ cross()df = [ | —cross(v)df = [, div(—cross(v))dv =

rot(v)

= [, rot(w)av
TETEL (stokes) 3D:

V 3-dimenzids normalt térrész, melynek hatdra feloszthato az F kifelé irdnyitott valodi
fellletre és a kifelé irdnyitott —G normalt sikfellletre. Legyen G hatara a G-bdl nézve pozitivan
irdnyititt L gérbe. HaV € H € R, v: H —» R? folytonosan diffhatd, akkor

J, vdr = [ rot(v)df

Példa

Stokes

Jo rotlk xr)df — [, kxrdr
L: [x, y] sikban az origd kdzéppontu R sugaru pozitivan irdnyitott kor. (egyik megoldas)

Korabbi el6adason tanultak alapjan az integrél egyik alaptulajdonsaga: |,

L vdr = [ vldr|
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Tehat: [ kxrdr=[ (kxr)ldrl=[ Rldrl=R-[ 1ldrl=2-R*m
Masik megoldas

(hxr)=v

|lhxr|=|h|-Ir|=|v] =R

h X r parhuzamos az érintévektorral

J, (hxrydr=[ (hxr)ldrl=[ Rldr|=R-2-R-m=2-R*'m
R L'|R|
Definicio:
A: R? > R? linedris leképezés skalarinvariansa: A f6atléinak dsszege
Allitas: Ez bazis fiiggetlen.
Definicio:
div(v): v derivéltoperdtoranak skaldrinvariansa, azaz a Jacobi-matrix f6atlojanak 6sszege: ), Z—zz

v= (2 2 = divilv) =V-v
(v=(

6_961' 0
Definicid: A linearis transzformacié adjungaltja A™
A szimmetrikus, ha A = A", antiszimmetrikus, ha A* = —A4

megjegyzés: A antiszimmetrikus linearis transzformacio = derivaltoperatoranak matrixanak
(Jakobi) f&4tl6ja csupa 0 = div(4) = 0

specialisan 2 dimenzidban a cross ilyen.

Cross = (0 -1

1 0 ) = div(cross) =0

Allitas:
A antiszimmetrikus linearis transzformacio, ha
2D-ben: dceRA-r =c-cross(r) (c =az)
3D-ben: I ER3, hogyA:r=cXT (c = (asz, a13,a31))
Bizonyitas:
Egyértelmség R3-ban: ¢y, 5, €5 is j6
O=c Xr—c, Xr=(c;—C)Xr=>c;,—c,=0=>¢, =¢y

0 —ay; 43 v
EI]R3-ban:< az, 0 _‘132)'(3’): (maz y+a3-2) (ag " x—az - 2) (—a;3-x+as-y)
-3 Qs 0 z

i j k
<a32 aq3 a21) Ez megegyezik az el6bb kapott végeredménnyel.
x y z
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Definicid: A antiszimmetrikus linearis transzformacid vektorinvariansa az az egyetlen ¢ € R, illetve
c € R3 amire A-r = cross(r), illetve A-r = ¢ X .

Definicid: A tetszbleges linearis transzformacio antiszimmetrikus része: % (A — A*) és szimmetrikus
része % (A+4Y)
Definicio:
rot(v): v derivaltoperatoranak antiszimmetrikus része invariansanak kétszerese
kiszamolasa: R?-bena,; — a;,
R3-ban (as; — az3, G135 — A32, 021 — A13)

Ha A a v Jakobija:

v v
-R%-ben: 2 — —

6x1 6x2

6x2 6x3'6x3 axz'axl axZ

11. gyakorlat

Egyszeres Osszefiiggdség
r:t-z(),t € [a,b] gorbe

Definicié: I' zart gérbe a T tartomanyban a z, pontra deformalhatd, ha létezik olyan I': [0,1] - T[@?]
folytonos leképezés, hogy y(1) =TI, y (0) = z, konstans gorbe.

Definicid: T egyszeresen 0sszefliggd, ha benne minden zart goérbe pontra deformalhato.

Ellenpélda

pom (1) = €\(0}

Dom (é) idiz—-z
Ez a tartomany nem egyszeresen Osszefliggd.

Zsugorodas kdzben at kellene mennie az origdn, de ez nem lehetséges, mert az origd nincs bennea T
tartomanyban (ellentmond a definiciénak) = Kétszeresen 6sszefliggd

Példa
Csillagszerti tartomany, ha 3z, € T, hogy Vz € T esetén [z;zy] € T
0<1<1 K&zéppontos kicsinyités
Egyszeresen Osszefliggd, mert a z, kdzéppontu , A ardnyu kicsinyitések a y-t alkotjdk.
If — gll = sup(f — g)
tavolsag = szuprémumnorma

Komplex logaritmus
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e?=w
=7r-el®

oZ = oIn() . i

eZ = eln(r)+i-(p

z=In(r)+i-p+2-w-i-k
Ln(w) = Inlw|+i-(arglw|+2-m-k)

k = 0 = logaritmus féértéke In(w)

W = ew-Ln(z)

eLn(zW) — ew-Ln(z)
Példa

. . (T
. i i (In1+i-(-+2mk ) T o
llzell‘n(l)zel(n l(z T ) =e 2 zmk

Példa

iz

1+

, .
elz =eV2. el

Hatvanysorok
1, Nem negativ kitevdjl hatvanysor
N
Z > Yn=oCn (2 —2p)" Q= cn - (ide — 20)™)
zo=C - kozéppontja / centruma a hatvanysornak
¢, € CLS - egylitthatd sorozat

TETEL (Cauchy-Hadamard-tétel):

s konvergenciatartomanya egy B,.(z,) alaku halmaz, ahol

(e 1 e €&
R=|0, ham:+w
k+00, amzo
Példa
14+z24+2z%+2%+ -
Zo=0

_ {1, ha n paros
tn = 0, ha n paratlan

a— 1 T N S
/|Cn| =0 > limsup{/lc,| =1 R= limsup™/Teal 1
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Ez egy korlap belseje.

Taylor-sor
f™(z)
f@) =Xnzo—, = (z—z)"
N——
Cn
_ 1 f(2)
Cn = 241740 ¢(Z—Zg)n+1 dz
2 3
z _ Zm
e —1+Z+2!+3!+
. z3  z5
sin(z) = =gt
z2  z*
cos(z) =1-Z+—
2 3
n(l+z)=z->+%—-
2 3
Példa
lim sin@) _ 1
z—0 Z
: 2 4
Mert:%(z)= 1—Z3—I+%— «--,amiz > O esetén =1
Példa
. sin(z2)-z _ 1
y—r}(l) 3 6
3 5
sin(z) = z — ZS—' + ZS—' — Mindkét oldalbdl kivonva z-t és elosztva z3-nal
i - 1 2 . , 1
w= —=—+Z —.,amiz > 0 esetén = —-
z 6 5! 6
Példa
. 1—cos(z)
111’1‘1—2
z—-0 4
z? 4 . , ,
cos(z) =1-— o + Z—' — Kivonva z-t, z2-tel osztva és elSjeleket cserélve

1-cos(z) 1 z2 . , 1
——=-———"-,amiz - 0 esetén = -
z?2 2 4l 2

Egész kitevdjli sorok
o n
Z = Yo Cn (2 — 2p)

1 1 1
C3 stCy St ot tazte zi 4

regularis rész

foérész

limsuanc_n zin| <1

limsup\/|c_y| I71I <1
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limsup?/c_, < |z| Ez egy végtelenbe nyulé korgydird.

Bg (o) alaku a konvergencia tartomany.

<)

A két tartomany (egy R sugaru korlap belseje, és egy r sugaru
végtelenbe nyulod korgylirl) metszete: korgylirlin konvergens.

Példa

f@ == |

N

Zy = i korul fejtsuk sorba

Z_l
175

Kell: Y cp - (z—0D"

Ehhez atirjuk az f(z)-t ugy, hogy a nevezében kivonunk és hozzdadunk i-t, majd alkalmazzuk
a mértani sor 6sszegképletét.

f@) =

1
(z—-i)+i

T . 1
Mértani sor 0sszegképlete: Yo q™ = P

f (2)-t valahogy ﬁ alakra kell hozni. Emeljiik ki a nevezében i-t:

1 1 1 1 1 1 1 . A\ n— ,
L e S e B B S U B S L
i i —_—

q

Ez a nem negativ kitevéjli rész, vagyis a regularis rész.
Meg kell vizsgdlni, hogy hol konvergens:

A mértani sorésszeg |q| < 1 esetén konvergil:

lql <1
li-(z=Dl<1
lz—i]l <1

Ez az dbran az I-es tartomany, vagyis megkaptuk az i korili 1 sugard korben a Taylor-sort.

Most emeljiik ki a nevez6ben a masik tagot, (z — i)-t:

1 11 _ 11 _ 1 yo (—_i)"_ o (_om._ L _
f(Z)_(z—i)+i_z—i 1+z%i_z—i 1_2___ii_z—i Zn=o n—i = Xn=o(=1) (z—D)n+1
q

_ ' AV y—n—1
=Yneo(=D" - (z — 1)
Ez a negativ kitevdjd rész, vagyis a férész.

Ennek a konvergencia tartomanya:
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TETEL:

Tétel:

lql <1

<1

Z—1

L <1
lz—i]
lz—i| >1 Ez az 4brdan a Il-es tartomany.

12. el6adas
Vektorfiiggvények jellemzdinek szamitasa (grad, div, rot)
1. div, grad, rot linedris operatorok (mert a derivalas linearis operator)
2. konstans vektorfliggvénynek div = 0, rot = 0 és konstans skalarfiiggvénynek
grad =0

3. Tegyuk fel, hogy u skalarfliggvény, v vektorfiiggvény

div(u-v) =u-div(v) + v- grad(u)

. s . d(uwvy) n Ju ov;
Biz : p) =y Q) g (0w 9
izonyitas: div(u - v) =15, i=1 5y, vi+u o

—yn o v; +u-2?=1% = grad(u) v+ u - div(v)
L

- i=1a_xi

4. rot(u-v) = u-rot(v) — CROSS(v) - grad(u) 2D-ben
rot(u-v) = u-rot(v) —v X grad(u) + grad(u) X v 3D-ben

. s Juw ouw
Bizonyitas: (rot(u- v))l = 723 - ?32 =
2 avs 2 v,
=6—;-v3 +a—2-u—a—;-v2 —a—zg-u = (grad(uxv))1 +u-(r0t(v))1
5. grad(uy - uy) = uq - grad(uy) + u, - grad(u,)

uq és u, skalarfiiggvények
6. R?-ben rot és div kapcsolata
- div(v) = rot(cross(v))

- rot(v) = —div(cross(v))

Bizonyitas: a, rot(cross(u)) =rot(~v,,vy) = Z% - Z%
1 2

( \

b, div(cross(v)) = rot \cross(cross(v))/ = rot(—v) = —rot(v)

2-90° forgatas
—1szerésre valt

= div(v)

1. divr) =n  (R" — ben) r: identitasfiiggvény
2. div(cross(r)) =) f6atlo =0

rot(cross(r)) =div(r) =2
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TETEL:

TETEL

Ekkor:

Példa

3. u(r) =c-r=gradu) =c

2itq €+ x; paricélisan derivalni kell
4. u(r) = f(rl) f:R* - R differencialhaté fiiggvény
T

= grad) = f'(Irl) -

|

Bizonyitas: grad@) = f'(|r]) - grad(|r])

l . .
(grad(rD), = ai (Zap)r=liimox

| |

Vi-re: ﬁ (X1, X5, ey X)) = I:_I
5. v(r)=f(rD-r f:R* - R differencialhaté

= rz0=>rot(v) =0
Bizonyitas: R3

4.-b6l: u(r) = f(Ir]) v=r

rot(v) = f(|r]) - w —rX grad(f(lrl))

0 0
0

6. v(r) mint 5.-ben = r+0

= div@) =n-f(rD+f(rD-Irl

Bizonyitas: div(f(|r])-r) = f(rD - div(r) +r- grad(f(lrl)) =
=n-f(rD+r-f'UrD '|:—|= n-fArD + f'ArD - Irl

u, v kétszer folytonosan differencidlhaté skalar illetve vektorfliggvények

1. rot(grad(w)) = 0

2. div(rot(v)) = 0

3. div(grad(u)) = Yiz1 Uy, " X; = Au  Laplace-operator

: - G nyilt, 6sszefliiggd halmaz

-v:G - R? folytonos

- u potencialfiggvénye v-nek

1. fL vdr = u(q) — u(p), ha L G-beli gérbe p kezd8- és q végpontu

2. fL vdr = 0, ha L zart G-beli gorbe

3. ha v folytonosan differencidlhaté = rot(v) = rot(grav(u)) =0G-n

12. gyakorlat
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_r
(z=1)(z+1)

—

Parcialis tortekre bontunk (pl. letakardasos mddszer) és az el6z6ekhez hasonldéan kiemeljik az egyik
tagot a nevezbben:

1 1 1 1 (=n™z"
2 2 -2 4 2 _ywo _longye 1 0 _ yo (_1_1.(_1)n).zn
z-1  z+1 1-z  1-(-2) n=0 n=0 k=0\ o, 2
q1 7; Cn
Konvergencia tartomany:
lg;l < 1 > lz| <1
lg,] <1 > |—z] <1 Ez az I-es tartomany.

Madsik tag kiemelése esetén a ll-es tartomdnyt kapjuk.
TETEL (Laurent-tétel): 0 <r <R
T={z€eClr<|z—2zy| <R}:f:C->C
f regularis T-n. Ekkor f el6all egy z, korlli egész kitev6ji hatvanysor formajaban,

00 _ _ =L . J@
Zn:—oo Cn (Z - ZO)n - f(Z)r ahol Cn = ﬁ T (z—zy)t1 dz

I' © T, egyszer( és egyszer hurkolja korbe a z,-at.

I1zolalt szingularitds és szakaddasok osztalyozasa

Definicio: zy-ban az f: C - C-nek izolalt szingularitdsa van, ha f a zy-ban szakad, de van olyan Bs(zg)
kipontozott kérnyezete, ahol f regularis.

Példa
.1
= lim== oo
4 z-02
0-ban van izolalt szingularitasa
Példa

_r
(z—-1)(z+1)

—1-nek van olyan kérnyezete, ahol mindenhol regularis (maximum 2 sugaru kérnyezet, de a
lényeg, hogy van)

+1-nek is

Ellenpélda
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1

(3

Z =

Hol szakad?
Zy = 0-ban illetve a sinus fliggvény zérushelyeinél

Komplex sinus zérushelyei:

sin(z) = 0
ei-z_e—i-z
— =0
2:0
ei'Z _ e—i'Z =0

elz = g~z

z=k-m Ugyan ott, ahol a valds sinusnak.
0-ban nem izolalt szingularitasa van az _—(,T)-nek, mert akarmilyen kis kornyezetben van szakadasa. Az
sin(—

Osszes tobbi szingularitdsa izolalt.

1. Megsziintethet6 szakadas

3 lim f(z) és véges & az f z, korlli Laurent-soraban nincs f6rész (; -s tagok)

Z—Zy
Példa
eZ—1-z .. ” .
f(2) = — Megsziintethetd szakadds 0-ban
eZ Taylor—sore
z2 23 ,
1tz+t ot —1-z 1 z  z2 lim 4
f(z) = > =-t+=+—...=— =
z 2 31 4l 2

2. Lényeges szingularitas

A lim f(z) © f zy korlli Laurent-soraban végtelen hosszu a f6rész
Z—Zy
Példa
(1) _ 1 1 1
sm(—) =-———t—_——"
z z  3lz3  51z5
3. Pdlus szingularitas

3 lim f(z) = © az f z,-beli Laurent-sora véges sok (de nem nulla!) férészbeli tagot

zZ—2Zy

tartalmaz

Példa
in(z) < Z3+ZS 1 1 1
sin(z TR

f(Z): = 3t St = — — — —rZ — e
z4 z4 z3 3z 5!
N————

3-ad foku podlus, mert az utolsé - kitevéje 3.
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Masképp:
A szamlalénak a z egyszeres gyodke: egyszer emelhet6 ki z Ugy, hogy a kovetkezs tag konstans
z? z4
legyen: z - (1 e + o )
z*-nek a 0 négyszeres gyoke.
Harmadfoku pdlus = négyszeres multiplicitdsu gyok - egyszeres multiplicitasu gyok = 3
Rezidumszamitas
Definicié: z £> Y Cn (z — zp)" reziduma a z, helyen Res’ (z,) = c_;
Példa
zo=0

1 1 1
...c_3-Z—3+c_2-Z—2+c_1-;+co+cl-z+cz-zz...
1 1 1
f]" ...C_3'Z_3+C_2'Z_2+C_1';+C0+C1'Z+C2'Z2 ..dz =?
Csak c_1 - itagnak az integrdlja nem 0. >
> gﬁr ...dz=§r c_lédz=Resf(zo)-2-7T-i=c_1-2-n-i

13. el6adas
TETEL: g: G € R? — R? folytonos, 3u G - R

v=grad(u) = ha L: G-beli gorbe p kezd6ponttal és q végponttal, akkor

J, vdr = u(q) — u()

Bizonyitas: Tegylk fel, hogy L-etr(t) t € [a, b] paraméterezi =

J, vdr = grad(w)dr = f; grad(®)) - 7(®)dt = u(rb)) — u(r(@) = u(q) — up)
TETEL: az el6z6 tétel feltételei mellett

1. v egy tetsz6leges G-beli rogzitett kozéppontu gorbére vett gorbementi integralja, mint
végpontjanak fliggvénye megadja v egy potencidlfiiggvényét

Bizonyitas: Legyen p € G rogzitett és Vr € G-re w(r) = fL(r) vdr = u(r) —u(p)

(L(r): p kdzéppontu, r végpontu G-beli gorbe)
= grad(w(r)) = grad(u(r)) — grad(u(p)) = grad(u()) = v

0,mert p
rogzitett
2. v potencialfliggvényei csak konstansokban térnek el egymastdl
Bizonyitas: Legyen p € G rogzitett, L(r) mint az el6bb, w egy potencialfiggvénye v-nek

Jyy vdr = u(r) —ulp) =w) —wp) = w(r) —u(r) = w(p) — u(p)

konstans

Potencialfliiggvény létezéséhez nem elég a folytonossag!
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Példaul: cross(r) folytonos, de rot(cross(r)) =2=0

Nem elég rot(r) = 0

_ cross(r) _ (=y,x) —
v(r) = TR T iy r = 0-rarot(v(r))
_4.,_x a4y _x*yi-exexiey?ooy? .
rot(v(r)) = = o Ty R iy? =0, de ha L egy 0 korili R

sugard kor, akkor [, vdr = [ v, -ldr|= | %Idrl =%-fL 1|dr| =%- 2'rm=2-m
TETEL

G < R? nyilt, egyszeresen 6sszefiiggd tartomdny

v:G = R? folytonos

Ekkor az alabbiak ekvivalens:

1. v-nek van G-n potencialfliiggvénye

2. J, vdr =u(q) —u(p), ha L G-beli p kezdd- és q végpontd gérbe és u egy
potencialfiiggvénye v-nek

3. zart egyszer{ G-beli gorbéken az integral 0

4. rot(v) = 0 G-n

Példa (potencidl keresése)
fx,y) = (P(x,y),Q(x,y)) vektorfiggvény
= 0 =rot(f) = Qy- Py, azaz Q, = P,
Példa (Coulomb-erd)
v(r) =|fm)|-r
r = 0-ban: div(v) =n- f(Ir])+ f'(rD-lr| =0

11.el6adas vége felé
6.pontban bizonyitva

Ez egy differencidlegyenlet. Mds paramétereket hasznalva:

ny+y -t=0

1 Yy

=—n-=

y t
d

dy_ .y

dt t

Lgv=—n-[1
f;dy— n-[odt

Inly| = —n-Inlt| = D +c
Bol :
ly| = # b2 y = :—111 >v(r) = % n-dimenziés Coulomb-térvény
13. gyakorlat

Példa

-67-



eZ
I=f|z|=1;dz CEZ
l.eset: ¢ <0

Mivel ¢ < 0, ezért z€ a szamlaldba keril: f(z) = e® - z¢, ekkor tehat a fuggvénynek nincs
szakaddsa a z, = 0 helyen - regularis = a Cauchy-féle integraltétel szerint ekkor az integral 0

ll.eset:c >0
fIZI=1z_idZ
Cauchy-féle integralformula: £ (z,) = 7= § L L dz
Most: f(z) = €7, zo =0, c=n+1, n=c-—1
Tehat: [Sdz=2m i =20

Riemann-tétel: f korlatos, egyetlen szingularitdsa a z,, I’ egyszer(i és zart gbrbe, egyszer
kérbehurkolja zo-t > §, f =0

Példa

V4

S Z%l dz R>0
Ennek a z; = 1 helyen van szakaddsa, ezért a megoldas fligg attdl, hogy mekkora az R.
l. eset
0<R<1
A kérben nincs benne a szakadas = reguléris 2 a Cauchy-féle integraltétel szerint ekkor az integral 0
Il. eset
R=1 (vizsgan nem kell)
lll. eset
R>1 A gorbe korbehurkolja a szingularitast.
Két mddszerrel is megoldhaté. 1. mddszer: Cauchy-féle integralformula

2. médszer: Residum-tétel

flzl:Re—de = Resf(zg)-2-m-i

z—-1

Ha z, az f-nek n-edfoku pdlusa, akkor a rezidum a zy-ban:

Res (zy) = ﬁ : lerg)((z —z" f(@))"

Most a z; = 1 els6fokid pélus > n =1

eZ
z—-1

1

Tehat a képlet szerint: Res” (1) = D

-1 —1)1. = 1.1 z —
ll_r)ri((z 1) ) 1 ll_r)rie e

. , 214 e” ,
Visszairva a legelsé képletbe: flzl:R:dz =e-2'm-i

Példa
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sin(z?)

Hanyadfoku pélusa van a o figgvénynek?
6 ,10 ,14 4 8 12
sin(z?) _ 22—23_!"'25_!_27_!""” _ ZZ'(l_%-F%_ZT""") _ 1 1 1 5
z8 z8 - z8 T 26 3122 + 51 Z e
N——_— ————
forész
6-odfoku polus, mert a férészben az utolsé i kitevGije 6.
Példa
cos(z)—-1
f@)=—/F— z#0
a, f() =7
b,  f®(0) =2
c, f(1°°) (0) =7
d  f™(@©) =2
a, Nevezetes hatarértékek, amiket jé tudni:
lim sin@@) _ 1
x—-0 X
.oer*-1
chlir(l) — = 1
lim In(1+x) 1
x—0 X
. 1—cos(x) 1 1
lln(l) = =3 Most ez kell, pontosabban a -1-szerese = f(0) = -3
X—
Vagy ha nem ismerjiik ezeket:
2 4 6
1242 2 4.1 1 72 gt 7250 4
—_ 24 e - _ _1,Z z , . _1
f@) = z72 T T et T T
b, 4 derivalds (1. mddszer) vagy Cauchy-féle integrdlformula + rezidum tétel haszndlata (2.

madszer) vagy
3. mddszer:

0 kordili Taylor-sor:

, ""(0) """(0) ) (0)
fO+f(0)-z+2 224+ 2.2+ L0 g 4

Az el6bb felirt Taylor-sor:

1 z2 z*

A z*-es tagok egylitthatdit egyenl6vé téve:

f(4)(0) _ -1 4
== ROE -

41 6!
b, z1%%_0s tagok egylitthatdi révid gondolkozas utan:
f(100) 0) 1

00! ~Toai (akkor negativ, ha 4-gyel oszthato a z kitevéje)

-69-



F100(0) = _ loo!

102!
c, n paraméter szerint szétbontva:
(0, | ha n paratlan
F™(0) = 4 - ﬁ ha n oszhat6 4 — gyel
k(r:z)!, han = 2(mod4)

Példa

1 1

- — _ =7
f|Z|=3 z(z2-6-z+8) dz f|Z|=3 z(z-2)(z—4) dz =1

A

3 kis kor van 0, 2 és 4 kozépponttal. A 4 kdzéppontu kor nincs a
nagy koron belil, ezért arra az integral 0.

Az integral a masik 2 kis korre vett integral 6sszege. A kis korok
sugarat mi valaszthatjuk, csak ne légjon a nagy koron kiviilre és ne

érje el a masik kiskort. Példaul Lescio valasztas.

1 1
f ey g, f 1 =0z 4,
lZl:Z z |z—2] T z-2
N —————ee
0 kozéppuntua kor, tehat 2 kozéppontu kor, tehat

az—0 marad a nevezében az—2 marad a nevezében

Cauchy-féle integralformula

1

f(Z)—m ZO—O n=0
1

f(Z):(Z—4)-Z Zg = 2 n=20

‘+. Y 4y =2mi—t 4 2gei—t 2. (=)=
Tehat: f|Z|=3z-(zz—6-z+8)dZ_2 R s war i A R S AL A ( )—

Példa

1
f(z) = z?- ez Milyen szingularitasa van?

1
2:z2  31z3 3z 4lz2

végtelen férész

f@=22 (1+2+ S+t ) =22zttt
N ———

Lehetnek: - megsziintethet6 szakadas, ha nincs férész
- lényeges szingularitds, ha végtelen hosszu a f6rész

- polus szingularitas, ha véges hosszu a férész

Példa
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e? -1
- - . dZ
f|Z|=2 z%(z-1)
A

Kis korok kozéppontjai: 0 és 1, nagy kor sugara 2, kozéppontja 0.

- >
4 4
e? -1 e -1
z—1 z* _
fIZI=1—11 z* dZ+f\Z—1\:% z—1 dz
Cauchy-féle integrélformulat kell alkalmazni, de a piros kér esetében z* miatt 4-szer kéne derivalni.
z4'_
Ehelyett triikkézve: atirhatd “—— - —— alakba.
fsas . e*-1 L e?t o1 L e ,
Nevezetes hatarérték: 11rr(1)7 = 1, vagyis hrré =1 > 2 reguldris fliggvény szorzata
xX— VAd
> Integralja 0
ez -1
f|Z|=2 z4(z-1) rdz
z4
# e? -1
le—llii—z—l dz > f(Z) = " Zy = 1 n=1
BN e?* -1 . el* 1 ,
f|z|=2m'dz_2'n'l' —=2mi-(e—1
Példa
23 (100) )
(5) ©-=
f) =2 =3 L=y 2 _Z3.(_l). 1 _Z3.(_l).(1+£.i+§+...) -
T z-3 z-3 (5_1) - 3/ 1-27 3 3 32 33 -
3 3
— _l( 3 +£+é+é+...)
3 3 32 3
z1%%_on egyiitthatdja: —§ . 3% = —3—28
(100)
z1%%_0n egyiitthatdja a Taylor-sorban: f 100,(0)
. 100!
Tehat f(loo)(()) = ~ 308
Vektoranalizis

wlr)=r-|r|"

div(r - [r|™) = div(r) - |r|™ + v - grad(|r|™)
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[ .. ]
I

0xq
Ha r egy n dimenzids vektor: div(r) = divll : : J =n-1=dim
9%n
Oxp
grad(r™) =n-|r|"*-
nagysag irany

Visszahelyettesitve:  div(r - |r|") =dim-|r|* +r -n-|r|*?! |:_| =
Ir?

=dim-|r|*+n-|r|*1- =

=dim-|r|"+n-|r|" = (dim+n)-|r|"
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