
3. kisZH Valószínűségszámítás v.0.12 

2013.11.04 1 Talapa Viktor 

61. Mondja ki a Csebisev-egyenlőtlenséget! 

Legyen 𝑋 olyan valószínűségi változó, amelynek véges a szórásnégyzete (𝜎2𝑋 <

∞). 

Ekkor minden 𝜖 > 0 esetén 𝐏(|𝑋 − 𝐄𝑋| ≥ 𝜖) ≤
𝜎2𝑋

𝜖
 . 

62. Adja meg a binomiális eloszlás várható értékének és szórásának képletét! 

(𝐸𝑋: várható érték, 𝜎𝑋: szórás) 

Ha 𝑋 ∈ 𝐵(𝑛, 𝑝), akkor 𝐸𝑋 = 𝑛𝑝 

 𝜎𝑋 = √𝑛𝑝(1 − 𝑝) 

63. Adja meg a geometriai eloszlás várható értékének és szórásának képletét! 

Ha 𝑋 ∈ 𝐺(𝑝), akkor 𝐸𝑋 =
1

𝑝
 

 𝜎𝑋 =
√1−𝑝

𝑝
 

64. Adja meg a Poisson eloszlás várható értékének és szórásának képletét! 

Ha 𝑋 ∈ 𝑃𝑜(𝜆), akkor 𝐸𝑋 = 𝜆 

 𝜎𝑋 = √𝜆 

65. Adja meg az egyenletes eloszlás várható értékének és szórásának képletét! 

Ha 𝑋 ∈ 𝑈(𝑎, 𝑏), akkor 𝐸𝑋 =
𝑏+𝑎

2
 

 𝜎𝑋 =
𝑏−𝑎

√12
 

66. Adja meg az normális eloszlás várható értékének és szórásának képletét! 

Ha 𝑋 ∈ 𝑁(𝜇, 𝜎), akkor 𝐸𝑋 = 𝜇 

 𝜎𝑋 = 𝜎 

67. Adja meg exponenciális eloszlás várható értékének és szórásának 

képletét! 

Ha 𝑋 ∈ 𝐸(𝜆), akkor 𝐸𝑋 =
1

𝜆
 

 𝜎𝑋 =
1

𝜆
 

68. Adja meg az együttes eloszlásfüggvény defínícióját! 

Az 𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑝  valószínűségi változók együttes eloszlásfüggvénye (vagy más 

néven az 𝑋 = (𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑝) valószínűségi változó-vektor eloszlásfüggvénye) az 𝐹𝑋 ∶

 ℝ𝑝 → [0,1] skalár-vektor függvény, ahol 𝐹𝑋(𝑡) = 𝑃(𝐴 = {𝜔 ∶ 𝑋𝑖(𝜔) < 𝑡𝑖 , ∀𝑖}), azaz 𝐹𝑋 

értéke 𝑡 -ben a 𝑡 -hez tartozó nívóesemény valószínűsége.

69. Mik a jellemzői az együttes eloszlásfüggvénynek?  

1) 𝐹𝑋 minden változójában monoton nő, 

2) 𝐹𝑋 minden változójában balról folytonos, 

3) Ha 𝑋-nek legalább egyik komponensével a −∞-be tartunk, akkor 𝐹𝑋 értéke 0 

lesz. 

4) Ha 𝑋-nek minden komponensével a +∞-be tartunk, akkor 𝐹𝑋 értéke 1 lesz. 

5) Legyen 𝑇 ∶ [𝑎, 𝑏) = [𝑎1, 𝑏1) × [𝑎2, 𝑏2) × … ×  [𝑎𝑝, 𝑏𝑝) p-dimenziós tégla és 𝜀 ∈

{0,1}𝑝 p-dimenziós bináris vektor. Ekkor: 

𝑃(𝑥 ∈ 𝑇) = ∑ (−1)𝑗 ∙ 𝐹𝑋 (𝑎𝜀 + 𝑏(1 − 𝜀)) > 0∀𝜀 ;   𝑗 = ∑ 𝜀𝑖
𝑝
𝑖=1   

70. Mondja ki a Steiner-tételt! 

𝜎2(𝑋) = 𝐸[(𝑋 − 𝑎)2] − (𝐸(𝑋 − 𝑎))
2

= 𝐸𝑋2 − (𝐸𝑋)2 ∀𝑎-ra. 

71. Mi a perem eloszlásfüggvény definíciója? 

Ha 𝑋 = (𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑝)
𝑇
 valószínűségi vektorváltozó eloszlásfüggvénye 𝐹𝑋, és 1 ≤

𝑗1 < 𝑗2 < ⋯ < 𝑗𝑘 ≤ 𝑝 egy tetszőleges k elemű indexkombináció, akkor az indexekhez  

tartozó 𝑋𝑗1
, 𝑋𝑗2

, … , 𝑋𝑗𝑘
 komponens valószínűségi változók együttes eloszlásfüggvénye 

az 𝐹𝑋 egy k-dimenziós perem- vagy vetületi eloszlásfüggvénye. 

72. Mi a perem sűrűségfüggvény definíciója? 

Az 𝑓𝑋1,𝑋2,…,𝑋𝑝
(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑝)  együttes sűrűségfüggvény egy k-dimenziós 

(2 ≤ 𝑘 < 𝑝 − 1)  vetületi sűrűségfüggvényén valamely 1 ≤ 𝑖1 < ⋯ < 𝑖𝑘 ≤ 𝑝  index-

kombinációra az 𝑋𝑖1
, 𝑋𝑖2

, … , 𝑋𝑖𝑘
 valószínűségi változók együttes sűrűségfüggvényét 

értjük. 

73. Sorolja fel a szórás tulajdonságait! 

6) 𝜎2(𝑋) = 𝐸[(𝑋 − 𝑎)2] − (𝐸(𝑋 − 𝑎))
2

= 𝐸𝑋2 − (𝐸𝑋)2 ∀𝑎-ra (Steiner-tétel), 

7) 𝐄(𝑋 − 𝑎)2 ≥ 𝜎2(𝑋) = 𝐄(𝑋 − 𝐄𝑋)2 ∀𝑎 ∈ ℝ, 

8) 𝜎2(𝑎𝑋 + 𝑏) = 𝜎2(𝑎𝑋) = 𝑎2𝜎2(𝑋) ∀𝑎, 𝑏 ∈ ℝ, 

9) 𝜎2 = 0 ⟺ ∃𝑐 ∈ ℝ ∶ 𝐏(𝑋 = 𝑐) = 1 és 𝑐 = 𝐸𝑋. 

74. Sorolja fel a várható érték tulajdonságait! 

1) 𝐄(𝑎𝑋 + 𝑏𝑌) = 𝑎𝐄(𝑋) + 𝑏𝐄(𝑌), 

2) 𝐄(𝑋𝑌) = 𝐄(𝑋)𝐄(𝑌), 

3) Legyen 𝑋 abszolút folytonos valószínűségi változó és 𝑔 mérhető függvény: 

𝐄(𝑔(𝑋)) = ∫ 𝑔(𝑋) 𝑑𝑃
Ω

= ∫ 𝑔(𝑥) 𝑑
+∞

−∞

𝐹𝑋(𝑥) = ∫ 𝑔(𝑥)𝑓𝑋(𝑥) 𝑑𝑥
+∞

−∞
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75. Adja meg a várható érték definícióját diszkrét esetben! 

Ha a ∑|𝑥𝑖|𝑃(𝑋 = 𝑥𝑖) sor konvergens. akkor ∃ várható érték, ami: 

𝐸𝑋 = ∑ 𝑥𝑖𝑃(𝑋 = 𝑥𝑖)

𝑖

 

76. Adja meg a várható érték definícióját folytonos esetben! 

Ha a ∫|𝑥|𝑓𝑋(𝑥) 𝑑𝑥 < ∞, akkor ∃ várható érték, ami: 

𝐸𝑋 = ∫ 𝑥𝑓𝑋(𝑥) 𝑑𝑥
+∞

−∞

 

77 Adja meg a szórás definícióját diszkrét esetben! 

𝜎2(𝑋) = ∑(𝑥𝑖 − 𝐄𝑋)2 ∙ 𝐏(𝑋 = 𝑥𝑖)

∞

𝑖=1

 

78. Adja meg a szórás definícióját folytonos esetben! 

𝜎2(𝑋) = ∫ (𝑥 − 𝐸𝑋)2 ∙ 𝑓𝑋(𝑥) 𝑑𝑥
+∞

−∞

 

79. Mondja ki a Markov-egyenlőtlenséget! 

Legyen 𝑌 ≥ 0 olyan valószínűségi változó, melynek létezik várható értéke:𝐄𝑌 ≥

0. Ekkor ∀𝛿 > 0 esetén 𝐏(𝑌 > 𝛿) ≤
𝐄𝑌

𝛿
. 

80. Hogyan számoljuk ki a perem eloszlás függvényeket az együttes eloszlás 

függvényből? 

𝐹𝑋(𝑡) meghatározza az összes perem eloszlásfüggvényét (fordítva általában ez 

nem igaz): 

𝐹𝑌(∀𝑋𝑖 ∈ 𝑌 ∶ 𝑡𝑖) = lim
∀𝑋𝑖∉𝑌∶𝑡𝑖→∞

𝐹𝑋(𝑡)  

81. Hol veszi fel a minimumát az 𝐄(𝒙 − 𝒂)𝟐 mennyiség? 

𝜎2(𝑥) 

82. Hogyan fejezhető ki a várható értékkel és a szórással 𝑬(𝑿𝟐)? 

𝜎2(𝑋) = 𝐄(𝑋2) − 𝐄2(𝑋) 

83. 𝐄(𝒂𝑿 +  𝒃𝒀 )  = ? 

𝐄(𝑎𝑋 +  𝑏𝑌 ) = 𝑎𝐄(𝑋) + 𝑏𝐄(𝑌) 

84. 𝝈(𝐚𝐗 +  𝐛) = ? 

𝜎(𝑎𝑋 + 𝑏) = 𝜎(𝑎𝑋) = 𝑎𝜎(𝑋) 

85. Hogyan fejezhető ki az együttes eloszlásfüggvénnyel 𝑷(𝒂 ≤ 𝑿 < 𝒃; 𝒄 ≤ 𝒀 < 𝒅? 

𝑃(𝑎 ≤ 𝑋 < 𝑏; 𝑐 ≤ 𝑌 < 𝑑) = 𝐹𝑋,𝑌(𝑎, 𝑐) + 𝐹𝑋,𝑌(𝑏, 𝑑) − 𝐹𝑋,𝑌(𝑎, 𝑑) − 𝐹𝑋,𝑌(𝑏, 𝑐)  

86. Adjon meg olyan diszkrét valószínűségi változót, aminek nem létezik a 

várható értéke! 

Olyan sort kell megadni, ami nem konvergens, mert ha a ∑|𝑥𝑖|𝑃(𝑋 = 𝑥𝑖) sor 

konvergens. akkor ∃ várható érték. 

87. Adjon meg olyan folytonos valószínűségi változót, aminek nem létezik a 

várható értéke! 

Olyan függvényt kell megadni, aminek az integrálja nem létezik vagy nem véges, 

mert ha a ∫|𝑥|𝑓𝑋(𝑥) 𝑑𝑥 < ∞, akkor ∃ várható érték. 

88. Milyen képlettel számoljuk az 𝒀 = 𝒈(𝑿) transzformált változó várható 

értékét? 

𝐸(𝑋) ≔  ∫ 𝑦𝑓(𝑦) 𝑑𝑦
+∞

−∞

⟹ 𝐸(𝑌) = ∫ 𝑔(𝑦)𝑓(𝑦) 𝑑𝑦
+∞

−∞

 

89. Egyértelműen meghatározzák-e a perem eloszlásfüggvények az együttes 

eloszlásfüggvényt? (Ha nem, adjon ellenpéldát!) 

Nem. 𝐹𝑋(𝑡)  meghatározza az összes perem eloszlásfüggvényét, viszont ez 

fordítva általában nem igaz. 

90. 𝝈𝟐(𝒂𝑿 + 𝒃) = ? 

𝜎2(𝑎𝑋 + 𝑏) = 𝜎2(𝑎𝑋) = 𝑎2𝜎2(𝑋) 

91. Hogyan számoljuk ki a perem sűrűségfüggvényeket az együttes 

sűrűségfüggvényből? 

Az .  𝑓𝑋(𝑡)  együttes sűrűségfüggvényt a peremeloszlás által nem tartalmazott 

komponensek szerint −∞-től +∞-ig kiintegráljuk. 

93. Mik az együttes sűrűségfüggvény tulajdonságai? 

1) 𝑓𝑋(𝑡) ≥ 0, ∀𝑡 

2) ∫ …
∞

−∞
∫ 𝑓𝑋(𝑡) 𝑑𝑡1 … 𝑑𝑡𝑛

∞

−∞
= 1 ( lim

∀𝑡𝑖→∞
𝐹𝑋(𝑡) = 1) 

95. Ha 𝑿, 𝒀 ∈ 𝑷𝒐(𝝀) függetlenek, akkor milyen eloszlású lesz 𝑿 + 𝒀? 

Legyen 𝑋 ∈ 𝑃𝑜(𝜆), 𝑌 ∈ 𝑃𝑜(𝜇), 𝑘 = 0, 1, 2, … , ekkor: 

𝐏(𝑋 + 𝑌 = 𝑘) = ∑ 𝐏(𝑋 = 𝑙) ∙ 𝐏(𝑌 = 𝑘 − 𝑙)

𝑘

𝑙=0

= ∑
𝜆𝑙

𝑙!
e−𝜆 ∙

𝜇𝑘−𝑙

(𝑘 − 𝑙)!
e−𝜇

𝑘

𝑙=0

= 

=
(𝜆 + 𝜇)𝑘

𝑘!
e−(𝜆+𝜇) ⟹ 𝑋 + 𝑌 ∈ 𝑃𝑜(𝜆 + 𝜇) 

Tehát jelen esetben 𝑋 + 𝑌 ∈ 𝑃𝑜(2𝜆). 
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96. Ha 𝑿, 𝒀 ∈ 𝑵(𝟎, 𝟏) függetlenek, akkor milyen eloszlású lesz 𝑿 + 𝒀? 

Ha 𝑋 ∈ 𝑁(𝜇1, 𝜎1), 𝑌 ∈ 𝑁(𝜇2, 𝜎2),  akkor 𝑋 + 𝑌 ∈ 𝑁 (𝜇1 + 𝜇2, √𝜎1
2 + 𝜎2

2). 

Jelen esetben 𝑋 + 𝑌 ∈ 𝑁(0, √2). 

97. Mikor teljesen független egy n elemű valószínűségi változó rendszer? 

Az 𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛  diszkrét valószínűségi változók teljesen függetlenek, ha 

∀ 2 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛-re és ∀≤ 𝑗1 < ⋯ < 𝑗𝑘 ≤ 𝑛 esetén 

𝐏(𝑋𝑗1
= 𝑥𝑗1

, … , 𝑋𝑗𝑘
= 𝑥𝑗𝑘

) = ∏ 𝐏(𝑋𝑗𝑖
= 𝑥𝑗𝑖

)

𝑘

𝑖=1

 

98. Mi a kétdimenziós normális eloszlás sűrűségfüggvényének képlete? 

𝑓𝑋,𝑌(𝑥, 𝑦) =
1

2𝜋𝜎1𝜎2√1 − ϱ2
∙ e

(−
1

2(1−𝜚2)
[
(𝑥−𝜇1)2

𝜎1
2  − 2𝜚

(𝑥−𝜇1)(𝑦−𝜇2)
𝜎1𝜎2

 + 
(𝑦−𝜇2)2

𝜎2
2 ])

 

99. Mi a polinomiális eloszlás képlete? 

𝐏(𝑋1 = 𝑘1, … , 𝑋𝑟 = 𝑘𝑟) =
𝑛!

𝑘1! … 𝑘𝑟!
 𝑝1

𝑘1 … 𝑝𝑟
𝑘𝑟 

101. Mik a kétdimenziós normális eloszlás vetületi (perem) eloszlásai? 

𝑋 ∈ 𝑁(𝜇1, 𝜎1) és 𝑌 ∈ 𝑁(𝜇2, 𝜎2) 

103. Mikor független két valószínűségi változó? 

X és Y valószínűségi változók függetlenek, ha ∀𝑖, 𝑗-re 

𝐏(𝑋 = 𝑥𝑖 , 𝑌 = 𝑦𝑗) = 𝐏(𝑋 = 𝑥𝑖)𝐏(𝑌 = 𝑦𝑗) 

104. Egy n-dimenziós együttes eloszlásfüggvénynek hány alacsonyabb 

dimenziós perem eloszlásfüggvénye van? 

𝑛 − 1 

112. Ha 𝑿, 𝒀 ∈ 𝑵(𝟎, 𝟏) függetlenek, adja meg az együttes sűrűségfüggvényük 

képletét! 

𝑓𝑋,𝑌(𝑥, 𝑦) = 𝑓𝑋(𝑥) ∙ 𝑓𝑌(𝑦) =
1

√2𝜋
e− 

𝑥2

2
1

√2𝜋
e− 

𝑦2

2 =
1

2𝜋
e− 

𝑥2+𝑦2

2  

113. Ha 𝑿, 𝒀 ∈ 𝑬(𝝀) függetlenek, adja meg az együttes sűrűségfüggvényük 

képletét! 

𝑓𝑋,𝑌(𝑥, 𝑦) = 𝑓𝑋(𝑥) ∙ 𝑓𝑌(𝑦) = 𝜆e−𝜆𝑥𝜆e−𝜆𝑦 = 𝜆2e−𝜆(𝑥+𝑦) 

114. Ha 𝑿, 𝒀 ∈ 𝑼(𝟎, 𝟏) függetlenek, adja meg az együttes sűrűségfüggvényük 

képletét! 

𝑓𝑋,𝑌(𝑥, 𝑦) = 𝑓𝑋(𝑥) ∙ 𝑓𝑌(𝑦) = 1 

115. Ha 𝑿, 𝒀 ∈ 𝑵(𝟎, 𝟏) függetlenek, adja meg az együttes eloszlásfüggvényük 

képletét 𝚽(𝐱)-el! 

𝐹𝑋,𝑌(𝑥, 𝑦) = 𝐹𝑋(𝑥) ∙ 𝐹𝑌(𝑦) = Φ(𝑥) ∙ Φ(𝑦) =
1

2𝜋
∫ e− 

𝑢2

2  𝑑𝑢
𝑥

−∞

∙ ∫ e− 
𝑣2

2  𝑑𝑣
𝑦

−∞

 

116. Ha 𝑿, 𝒀 ∈ 𝑼(𝟎, 𝟏) függetlenek, adja meg az együttes eloszlásfüggvényük 

képletét! 

𝐹𝑋,𝑌(𝑥, 𝑦) = 𝐹𝑋(𝑥) ∙ 𝐹𝑌(𝑦) = 𝑥𝑦 

117. Ha 𝑿, 𝒀 ∈ 𝑬(𝝀) függetlenek, adja meg az együttes eloszlásfüggvényük 

képletét! 

𝐹𝑋,𝑌(𝑥, 𝑦) = 𝐹𝑋(𝑥) ∙ 𝐹𝑌(𝑦) = (1 − e−𝜆𝑥)(1 − e−𝜆𝑦) = 1 − e−𝜆𝑥 − e−𝜆𝑦 + e−𝜆(𝑥+𝑦) 

118. Mivel egyenlő ∫ 𝒇𝑿,𝒀(𝒖, 𝒗)𝒅𝒖
∞

−∞
 ? 

Az 𝑓𝑌(𝑣) sűrűségfüggvénnyel. 

119. Mivel egyenlő ∫ ∫ 𝒇𝑿,𝒀(𝒖, 𝒗)𝒅𝒖
∞

−∞
𝒅𝒗

∞

−∞
? 

Az 𝐹𝑋,𝑌 eloszlásfüggvénnyel. 

120. Mivel egyenlő 𝐥𝐢𝐦
𝒗→∞

𝑭𝑿,𝒀(𝒖, 𝒗)? 

𝐹𝑋(𝑢) 


