v.0.1

Valdészinliségszamitas
Kiskérdések kidolgozasa

1. Mondja ki a Boole-egyenlétlenséget!

P (i Ai> < i P(4;)

i=1 i=1

P <ﬁAi) >1-— ﬁP(E)

i=1
2. Bizonyitsa be, hogy ha A € B, akkor P(4A) < P(B)!

B=A+A-B és A-(A-B)=0, igy P(B)=P(4A)+P(A-B). Mivel P(A-B) >0, mar
kovetkezik az allitas.

3. Bizonyitsa be, hogyha A és B fiiggetlenek, akkor A és B is fliggetlenek!

P(A) = P(4B) + P(AB) = P(AB) = P(4) — P(4B) = P(4) —P(4)-P(B) =P(A)(1 - P(B)) =
= P(A) - P(B) = A, B fuggetlenek.

4. Bizonyitsa be, hogyha A és B fliggetlenek, akkor A és B is fliggetlenek!

5. Bizonyitsa be, ha P(4) € {0, 1}, akkor A minden eseménytél fliggetlen!

6. Bizonyitsa be, hogy a lehetetlen esemény minden eseménytél fliggetlen!

7. Bizonyitsa be, hogy a biztos esemény minden eseménytél fliggetien!

8. Mit neveziink eseménytérnek?

Az eseménytér () a K véletlen kisérlettel kapcsolatos 6sszes elemi esemény halmaza.

9. Mit nevezunk elemi eseménynek?
Az elemi események (w) a K véletlen kisérlet lehetséges kimenetelei. A véletlen kisérlet
végrehajtasa soran az elemi események halmazabdl mindig csak egy fog realizalédni.
10. Bizonyitsa be, hogy P(4 + B) < P(4) + P(B)!
11. Bizonyitsa be, hogy P(4AB) > 1 — P(A) + P(B)!

12. Bizonyitsa be, hogy P(4 + B) = P(A) + P(B) — P(AB)!

13. Mi az esemény?
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Az esemény elemi események halmaza, az eseménytér részhalmaza.

14.P(A+B+C)=?

15. Definialja a teljes eseményrendszer fogalmat!
Az Ay, A,, ..., A, események rendszere teljes eseményrendszert alkot, ha Vi, j-re:
1) Ai-A=0
2) YA, =0

16. Mikor paronként fliggetlen egy eseményrendszer?
Az Ay, A,, ..., A, € F események paronként fluggetlenek, ha vi # j-re:
P(A;-A;) =P(4) - P(4))

17. Mik az axiéomai az F-eseményrendszernek? (A o-algebra definicidja.)

A K véletlen kisérlettel kapcsolatos Osszes események F rendszere a o -algebra
(eseményalgebra), ami kielégiti az alabbi tulajdonsagokat:

1) QeF

2) A€EF=AE€EF

3) Ay, Ay, . ApEF =Y A €EF

18. Mikor zarja ki az A esemény a B eseményt?
Az A és B esemény egymast kizaréak, ha A-B = 0.

19. Mondja ki a Bayes-tételt!
Ha A4, ..., 4;, ..., A, € F teljes eseményrendszer, P(4;) > 0 és B € F, P(B) > 0, akkor:
P(B|A;) P(4;)

P(4;|B) = n_ P(B|Ay) P(4y)

20. Definidlja az események teljes fiiggetlenségének fogalmat!
Az A, A, ..., A, €F események teliesen fliggetlenek, ha Vke{2,..,n} és
V1< < - <iy <nindexkombinaciora P(4;, - 4;, ) = P(4;,) = P(A;, ).

21. Adja meg a valésziniiség axiomait!

A valészinlség egy P:F - [0,1] halmazfliggvény, mely kielégiti az alabbi
tulajdonsagokat:

1) P() =1

2) Ha Ay, A,, ..., A, € F paronként egymast kizarjak, akkor P(3i-; 4;) = X1 P(4)).

22. Mikor vonja maga utan az A esemény bekdvetkezése a B eseményt?
23. Mondjon példat olyan eseményre, amelyik minden eseménytél fliggetlen!
Az @ és (2 események minden A € F eseménytdl figgetlenek.

24. Mondja ki a Poincare-formulat!
Ha A,,4,, ..., A, € F tetsz6legesek, akkor:
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P(Zn: Al-) = Zn: (—1)n+1. Z P(Aj1 “Aj, - ...-Ajl.)

i=1 i=1 1<j;<<jisn

25. Mondja ki a folytonossagi tételt!
1) Ha Ay, A,, ..., Ay, ... olyan események, hogy: 4; € - € A, S-S Y72, A; =lim,_, 4y,
akkor: P(X12, 4;) = lim,,_,, P(4,).
2) HaA; 22 4, 2 22, 4; =lim,_,, Ay, akkor: P(I]{2; 4;) = lim,_,,, P(4,).

26. Mondjon példat olyan eseményre, amelyik fiiggetlen a komplemensétol!
Az @ és Q) események minden A € F eseménytdl fuggetlenek, és mivel ezek egymas
komplemensei, ezért egymastal is.

27. Definidlja az események fiiggetlenségének fogalmat!
Az A, B € F tetszbleges események fliggetlenek, ha P(AB) = P(A) - P(B).

28. Bizonyitsa be, hogy P(ABC) = P(A)-P(B | A) - P(C | AB)!
A jobb oldalt atalakitjuk ugy, hogy kij6jjon bel6le a bal oldal:
P(AB) P(ABC)

P(4)-P(B|A)-P(C|AB) =P(A) - 0 . bCiB)

= P(ABC)

P(B | A)-P(A) |
P(B | A)P(A)+P(B | A)P(A)
A jobb oldalt atalakitjuk ugy, hogy kij6jjon bel6le a bal oldal:

29. Bizonyitsa be, hogy P(4 | B) =

PUB) |
P(B | 4) - P(4) _ @ P _PUB)
P(B|A)-P(A) +P(B|A)-P(A) P(4B) P(AB) ..~ P(AB)+P(AB)
PGy ‘P(A) + =2 %) -P(4)
_P(4B) _ y
= 3@ ~PUIB

30. Definialja a feltételes valésziniiség fogalmat!

Legyen A, B € F olyan események, hogy A tetszéleges és P(B) > 0. Akkor az A ese-
P(4B)
P(B)

ménynek a B-re vonatkoztatott feltételes valészinliségén a P(A | B) = szamot értjuk.

31. Adja meg az eloszlasfiiggvény definiciojat!
Az Fy(x) = Qx((—,x)) = P(4 = {w: X(w) < x}), x € R flggvényt az X valoszinlségi

valtozo eloszlasfuggvényének nevezzik. Fy értéke x-ben az x-hez tartozé nivoesemény
valészinlisége.

32. Mik az eloszlasfiiggvény tulajdonsagai?

33. Mi a binomialis eloszlas képlete?

34. Mi a kapcsolat a binomialis és a Poisson eloszlas k6zott?
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35. Melyik az egyetlen diszkrét orokifju eloszlas?
36. Melyik az egyetlen folytonos orokifju eloszlas?

37. Melyik eloszlassal irjuk le a visszatevéses mintavételezést?
38. Ha X € N(m, D), akkor milyen eloszlast kovet X_Tm ?

39. Ha Y € U(0,1), F invertalhaté eloszlasfiiggvény, akkor mi lesz F~1(Y) eloszlas-
fliggvénye?

40. Ha X folytonos valészinliségi valtozé invertalhaté eloszlasfiiggvénnyel, akkor
Fx(X) milyen eloszlasu lesz?

41. Fejezze ki Fx eloszlasfiiggvénnyel: P(A< X <b) ="?

42. Milyen fuggvény a diszkrét valdszinliségi valtozé6 eloszlasfuggvénye?
43. Adja meg a normalis eloszlas suriiségfuggvényét!

44. Adja meg a silriiségfiiggvény definiciojat!

45. Mik a sirtliségfiiggvény tulajdonsagai?

46. Adja meg az egyenletes eloszlas siir(iségfiiggvényét!

47. Adja meg az egyenletes eloszlas eloszlasfiiggvényét!

48. Mi a binomialis eloszlas médusza?

49. Fejezze ki Fx eloszlasfiiggvénnyel: P(A <X < b) ="?

50. Mi a geometriai eloszlas képlete?
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51. Mi a diszkrét valészinliségi valtozé definicidja?

52. Mi az exponencialis eloszlas eloszlasfiggvénye?

53. Mi az exponencialis eloszlas siirliségfiiggvénye?

54. Folytonos esetben mit jelent az 6rokifju tulajdonsag?
55. Fejezze ki Fy eloszlasfiiggvénnyel: P(A <X <b) =?
56. Mi a Poisson eloszlas képlete?

57.P(X = a) = ?

58. Ha X € N(0, 1), akkor milyen eloszlast kovet aX + b ?

59. Fejezze ki az X € N(m,D) eloszlasfiggvényét a standard normalis eloszlas-
fliggvénnyel!

60. Fejezze ki az X € N(m,D) siriségfiuggvényét a standard normalis siirliség-
fliiggvénnyel!

61. Mondja ki a Csebisev-egyenlétlenséget!
Legyen X olyan valdsziniiségi valtozo, amelynek véges a szérasnégyzete (62X < o).

2
Ekkor minden € > 0 esetén P(|X — EX| > ¢) < GE—X

62. Adja meg a binomialis eloszlas varhat6 értékének és szérasanak képletét!
(EX: varhato érték, oX: szoras)
Ha X € B(n,p), akkor EX =np

oX = \/np(1—p)
63. Adja meg a geometriai eloszlas varhat6 értékének és szérasanak képletét!
Ha X € G(p), akkor ExX =2

1-p
p

oX =

64. Adja meg a Poisson eloszlas varhaté értékének és szérasanak képletét!
Ha X € Po(4), akkor EX =2

aX =V
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65. Adja meg az egyenletes eloszlas varhato6 értékének és szorasanak képletét!

Ha X € U(a, b), akkor EX = b+7a
b—-a
oX = ﬁ
66. Adja meg az normalis eloszlas varhato értékének és szérasanak képletét!
Ha X € N(u, o), akkor EX=ypu
cX=o0

67. Adja meg exponencialis eloszlas varhaté értékének és szorasanak képletét!
Ha X € E(A), akkor EX =2

oX =

Sk

68. Adja meg az egyiittes eloszlasfiiggvény definicidjat!

Az X1,X,, ..., X, valészinlsegi valtozok egylttes eloszlasfuggvenye (vagy mas néven az
X = (Xy,X3,...,Xp) valoszinisegi valtozé-vektor eloszlasfuggvénye) az Fy: RP - [0,1]
skalar-vektor fliggvény, ahol Fy(t) = P(A = {w : X;(w) < t;, Vi}), azaz Fx értéke t-ben at-
hez tartozé nivoesemeény valdszinlisége.

69. Mik a jellemzdi az egyiittes eloszlasfiiggvénynek?
3) Fx minden valtozdjaban monoton né,

4) Fx minden valtozojaban balrol folytonos,

5) Ha X-nek legalabb egyik komponensével a —oo-be tartunk, akkor Fy értéke 0 lesz.

6) Ha X-nek minden komponenseével a +oo-be tartunk, akkor Fy értéke 1 lesz.

7) Legyen T:|[a,b) = [ay,b) X [ay,b;) X ...X [ap, by) p-dimenzids téga és ¢ € {0,137 p-

dimenzids binaris vektor. Ekkor:
p

P(x€eT) Zz(_l)j'FK(%+Q(1_§)) >0; j=Zei
Ve i=1

Vagyis a téglalap csucsaihoz tartoz6 eloszlasértékek megfeleléen eléjelezett 6sszege

soha nem negativ.

70. Mondja ki a Steiner-tételt!
o2(X) = E[(X — @)?] — (E(X —a))” = EX? — (EX)? Va-ra.

71. Mi a perem eloszlasfiiggvény definiciéja?
Ha X = (X, X, ...,Xp)T valészinliségi vektorvaltozd eloszlasfliggvénye Fy, és 1< j; <
Jo < < jr < p egy tetszdleges k eleml indexkombinacio, akkor az indexekhez tartozo

X;,,Xj,, ..., X;, komponens valoszinliségi valtozok egyuttes eloszlasfiggvénye az Fy egy k-

dimenziés perem- vagy vetlleti eloszlasfuggvénye.

72. Mi a perem siiriiségfiiggvény definiciéja?

Az le,XZ,.__,Xp(xl,xz, ...,xp) egyuttes slrliségfiiggvény egy k-dimenziéos 2 <k<p-—-1)
vetuleti  slrUségfiggvényén valamely 1<i; <--<i,<p indexkombinaciéra az
X, Xi,, ., X, valoszinlségi valtozok egyuttes sirlisegfliggvényet értjik.
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73. Sorolja fel a széras tulajdonsagait!
1) 62(X) = E[(X — @)?] — (E(X — a))” = EX? — (EX)? Va-ra (Steiner-tétel),
2) EX—a)?>0%X) =E(X —EX)?Va€R,
3) o?(aX +b) = o?(aX) = a’0*(X) Va,b € R,
4) 0°=0=3ceR:P(X=c)=1ésc=EX.

74. Sorolja fel a varhaté érték tulajdonsagait!
1) E(aX + bY) = aE(X) + bE(Y),
2) E(XY) = EQOE(Y),
3) Legyen X abszolut folytonos valoszinlségi valtozo és g mérhetd fuggvény:

+00

E(g(X)) = fﬂ g(X) dP = f 9(x) d Fy(x) = f 900 fx () dx

— 0o

75. Adja meg a varhaté érték definicidjat diszkrét esetben!
Ha a Y |x;|P(X = x;) sor konvergens. akkor 3 varhato érték, ami:

EX = leP(X = xi)
i

76. Adja meg a varhaté érték definiciéjat folytonos esetben!
Ha a [|x|fx(x) dx < o, akkor 3 varhato érték, ami:

EX = f+ooxfx(x) dx

77. Adja meg a széras definiciojat diszkrét esetben!

o?(X) = ) (x; —EX)? - P(X = x;)
2,

78. Adja meg a széras definicidjat folytonos esetben!

o2(X) = j X% Sy da

79. Mondja ki a Markov-egyenlétlenséget!
Legyen Y = 0 olyan valészinliségi valtozo, melynek létezik varhato értéke:EY > 0. Ekkor

V6 > 0esetén P(Y > §) < %Y.

80. Hogyan szamoljuk ki a perem eloszlas fiiggvényeket az egyiittes eloszlas
fliggvénybol?

Fl(g) meghatarozza az 6sszes perem eloszlasfluiggvényét (forditva altaldban ez nem
igaz):
81. Hol veszi fel a minimumat az E(x — a)?> mennyiség?

a?(x)

82. Hogyan fejezheté ki a varhaté értékkel és a szorassal E(X?)?
d?(X) = E(X?) — E2(X)
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83. E(aX + by) =?
E(aX + bY) = aE(X) + bE(Y)

84.6(aX + b) =7
o(aX +b) =0d(aX) = ac(X)

85. Hogyan fejezheté ki az egyiittes eloszlasfiiggvénnyel P(a < X < b;c <Y < d?
P(a < X < b, c < Y < d) = FX,y(b, d) - FX’y(a, d) - FX'y(b, C) + FX'y(a, C).

86. Adjon meg olyan diszkrét valdsziniiségi valtozot, aminek nem létezik a varhaté
értéke!

Olyan sort kell megadni, ami nem konvergens, mert ha a }|x;|P(X = x;) sor konvergens.
akkor 3 varhato érték.

87. Adjon meg olyan folytonos valésziniiségi valtozét, aminek nem létezik a varhato
értéke!

Olyan fuggvényt kell megadni, aminek az integralja nem létezik vagy nem véges, mert ha
a [|x|fx(x) dx < oo, akkor 3 varhato érték.

88. Milyen képlettel szamoljuk az Y = g(X) transzformalt valtozé varhaté értékét?
+00

E(X) = f V) dy = E(Y) = f 9O dy

— 0o

89. Egyértelmiien meghatarozzak-e a perem eloszlasfiiggvények az egyiittes
eloszlasfiiggvényt? (Ha nem, adjon ellenpéldat!)

Nem. Fg(g) meghatarozza az 0Osszes perem eloszlasfiggvényét, viszont ez forditva
altalaban nem igaz. Ellenpélda:

Legvenek X és X3 olvan valosziniiségi valtozok, melyek csak a —1.0 és +1
ért ékeket vehetik fel az alabbi eloszlast Abldzat szerint
| XV, ” —1 | 0 | +1 | X, perem
-1 0,125 4+ = 0 0,125 == 0.25
0 0 0,5 ] 0.5
X, perem 0.25 0.5 0,25 1
ahol 0 < = < 0,125 tetszdleges.
0, ha < —1
0.25, ha —1l<ax <10

Ekkor Fy, (z) = ), ha 1 =

'l

1
0.75, ha 0<ax<]

1

1, ha l < x

90.02(aX + b) = ?
d?(aX + b) = 6%(aX) = a’a?(X)

91. Hogyan szamoljuk ki a perem siiriiségfiiggvényeket az egyiittes siirliség-
fliggvénybol?

92. Hogyan szamoljuk ki a perem eloszlasokat az egyiittes eloszlasbol?
(Ez ugyanaz, mint a 80-as.)
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93. Mik az egyiittes siirliségfiiggvény tulajdonsagai?
1) fx(t) z0,vt
2) JO T fx(t)dty dt, =1 (limy,, o Fx(t) = 1)

94. Adja meg a konvoluciés képletet diszkrét esetben!
X,Y fuggetlenek, R, R, € Z,Z = X +Y,R, € Z és tegylk fel, hogy X,Y > 0 (= Z = 0).

P(Z:k):ZP(le,Y:k—l):ZP(X:I)-P(Y:k—l)
=0 =0

95. Ha X,Y € Po(4) fuggetlenek, akkor milyen eloszlasu lesz X + Y?
Legyen X € Po(/‘l) Y € Po(u), ekkor:

ko1 k-1

P(X +Y = k)—ZP(X DPY =k-0)= ’lll e
=0 =

A+
= %e‘(’”"), k=0,12,.. = X+Y €Po(A+p)

Jelen esetben X +Y € Po(22).

H = ... =

96. Ha X, Y € N(0, 1) fliggetlenek, akkor milyen eloszlasu lesz X + Y?

Ha X € N(uy,01), ¥ € N(uz,02), akkor X +Y € N (py + pp, /07 + 03 ).
Jelen esetben X +Y € N(0,V2).

97. Mikor teljesen fiiggetlen egy n elemii valésziniiségi valtozé rendszer?
Az  X,,X,, .., X, diszkrét valészinlségi valtozok teljesen fliggetlenek, ha
V2<k<nreésv<j, < <jk<nesetén

P(Xh = Xy s Kjy = x]k) HP( xh

98. Mi a kétdimenziés normalis eloszlas siriiségfiiggvényének képlete?

for(ty) = ———exp (— U [G-m) ) GomO ) Ok )
X 2no 0,V 1 — e? 2(1—e2) o? 0,0, o2
99. Mi a polinomialis eloszlas képlete?

- - __n ki ky
P(Xl = kl' ...,Xr = kr) = W P1 - Dr
B 49

101. Mik a kétdimenziés normalis eloszlas vetiileti (perem) eloszlasai?
G=pp)? _, Cemp)v=pa) | (x—péz)ZD

2
o? ¢ 010

03

1
fxy(x,y) = ! -e< 2/1-02

210,044/ 1 — 02

102. Adja meg a konvolucios képletet folytonos esetben!
X és Y folytonos, flggetlenek, fyy(t,s) = fx(t) - fy(s) Vt,s-re

Z=XHY 5 fy0) = fraor@) = [ f(&) fylu=s) ds
103. Mikor fiiggetlen két valdsziniiségi valtoz6?

X és Y valdszin(iségi valtozék fliggetlenek, ha
PX=x,Y=y;)=PX=x)-P(Y=y;), ij=12,.
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104. Egy n-dimenziés egyilttes eloszlasfiiggvénynek hany alacsonyabb dimenziés
perem eloszlasfiiggvénye van?
n—1

105. Hogyan szamoljuk a vetiileti siiriiségfiiggvényeket az fy, egyittes siirliség-
fliggvénybdl?

106. Hogyan szamoljuk a vetiileti eloszlasfliggvényeket az Fy, egyittes eloszlas-
fliggvénybdl?

107. Mi a konvolucids siirliségfiiggvény X,Y € U(0,1) esetben?

108. Ha X,Y fuggetlenek és létezik varhaté értékik, mi X + Y és X - Y varhaté értéke?
109. Az egészértékii diszkrét valtozokra adja meg a konvollcids képletet!

110. Ha X, Y € B(n,p) fuggetlenek, akkor mi az eloszlasa X + Y-nak?

111. Ha X, Y € G(p) fuiggetlenek, akkor mi az eloszlasa X + Y-nak?

112. Ha X,Y € N(0, 1) fiiggetlenek, adja meg az egyiittes siirliségfiiggvényiik képletét!
113. Ha X, Y € E(4) fuggetlenek, adja meg az egyiittes siirliségfiiggvényiik képletét!
114. Ha X, Y € U(0, 1) fliggetlenek, adja meg az egyiittes silirliségfiiggvényiik képletét!

115. Ha X,Y € N(0,1) fuggetlenek, adja meg az egyiittes eloszlasfiggvényiik képletét
®(x)-szel!

116. Ha X, Y € E(4) fuggetlenek, adja meg az egyiittes eloszlasfiiggvényiik képletét!
117. Ha X,Y € U(0, 1) fliggetlenek, adja meg az egyiittes eloszlasfiiggvényiik képletét!
118. Mivel egyenld [~ fxy(u,v) du ?

119. Mivel egyenld [~ [* fxy(u,v) dudv ?

120. Mivel egyenld lim,,_,,, Fxy(u,v) ?

121. Mik a kovariancia tulajdonsagai?

122. Mi a feltételes eloszlasfiiggvény definicidja?

123. Mi a feltételes siiriiségfiiggvény definicidja?
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124. Mi a linearis regresszid képlete?

125. Mi a feltételes varhatoé érték definicidja diszkrét esetben?
126. Mi a feltételes varhato érték definiciéja folytonos esetben?
127. Mik a korrelacioés egyiitthaté tulajdonsagai?

128. Mi a kapcsolat a fliggetlenség és a korrelalatlansag k6zott?
129. Mikor korrelalatlan két valészinliségi valtoz6?

130. Mik a feltételes varhatéérték tulajdonsagai?

131. Ha X, Y egyiittes eloszlasa normalis, akkor mi az X-nek az Y -ra vett regresszios
osszefiiggése?

132. Mi a kapcsolat a fiiggetlenség és korrelalatlansag kozott kétdimenziés normalis
esetben?

133. Mik a kovariancia-matrix tulajdonsagai?

134. Ha X, Y fuggetlenek, akkor E(X |Y) =?

135. Ha X = aY + B, akkor R(X,Y) =7

136. Mi a kritériuma annak, hogy egy valdsziniiségi valtozé szérasa 0 legyen?
137. Mi a kritériuma annak, hogy a korrelaciés egyutthaté értéke 1 legyen?
138. Mi a kritériuma annak, hogy a korrelacios egyitthaté értéke —1 legyen?

139. Mondjon példat olyan valésziniiségi valtozékra, melyek korrelalatlanok, de nem
fliggetlenek!

140. Milyen eloszlasnal lesz a regresszio linearis?

141. Adja meg az Y -nak az X-re vonatkozé linearis regresszié képletét, amikor X és Y
fliggetlenek!

142. Mondjon példat Markov-lancra!
143. Mivel egyenlé cov(X - Y, X +Y)?
144. Mivel egyenl6 cov(X, X)?

145. Mondja ki a nagy szamok térvényének Bernoulli-féle alakjat!
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146. Mondja ki a nagy szamok torvényének Csebisev-féle alakjat!
147. Mondja ki a nagy szamok torvényének Kolmogorov-féle alakjat!
148. Mondja ki a Moivre-Laplace tételt!

149. Mondja ki a centralis hatareloszlas tételt!

150. Adja meg a karakterisztikus figgvény fogalmat!
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