Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Potzarthelyi feladatok — pontozasi atmutato
2010. majus 6.

Altalanos alapelvek.

A pontozéasi atmutato célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmutatod
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt részpont-
szamokat kozli. Az utmutaténak nem célja a feladatok teljes értékd megoldaséanak részletes leirdsa; a leirt
lépések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetsk.

Az utmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolodd gon-
dolat egy attekinthetd, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy lépéseként szerepel a dolgozatban. Igy
példaul az anyagban szerepld ismeretek, definiciok, tételek puszta leirdsa azok alkalmazasa nélkiil nem ér
pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valoban szerephez jut). An-
nak mérlegelése, hogy az itmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldonak
(részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javito hatéaskore.

Részpontszam jar minden olyan otletekért, részmegoldésért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolat-
menet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphato. Az utmutatoban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az utmutatoban leirttol eltérs jo megoldas természe-
tesen maximalis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. Az elégséges hatara 24 pont. A vizsgajegybe a dolgozat pontszama szamit
bele, igy a dolgozatokra osztalyzatot nem adunk.

Zarthelyi feladatok — az ELSO zarthelyi potlasara

1. Adjuk meg algebrai alakban az alabbi egyenlet Gsszes komplex megoldasat!
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3i +§ _ (3 +6.)(2+4z.) _ 300 _ §Z (1 pont)
2—4i (2—-4i)(2+4+4) 20 2

Ezt befrva és atrendezve: 22 +z = —32. (1 pont)
Legyen z = a + bi, ahol a,b € R. (1 pont)
Ekkor 22 = a? — b* + 2abi ¢s Z = a — bi, igy 2° +Z = (a®> — b*> + a) + (2ab — b)i. (2 pont)
Igy az egyenlet pontosan akkor teljesiil, ha a> — b*> + a = —% és (2a —1)b=0. (1 pont)

Utobbibol b = 0 vagy a = % kivetkezik. Az els§ esetben az elsé egyenletbdl a? + a + % = 0 adodik, de

ennek a masodfoki egyenletnek nincs valos megoldasa. Igy a = %, amibdl az elsé egyenlet miatt b? = %,
vagyis b = :i:% adodik. (2 pont)

Ezért az egyenlet két megoldésa: z; = % + %z é8 29 = %z (2 pont)
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2. Megvalaszthato-e a ¢ paraméter értéke gy, hogy az x + 3y + ¢ - z = 22 egyenletd stk merdleges legyen
a P(1;3;—1) és a Q(3;9;3) pontokat 0sszekots egyenesre?
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( )
azaz P—C§ = An alkalmas A-ra. ( )
P_C)Q =q—p=(2,6,4) (ahol p és ¢ az origébol a P-be, illetve @-ba mutato helyvektor) (2 pont)
és a sik egy normalvektora n = (1,3, ¢). ( )
Ebbdl latszik, hogy @ = An teljesiil (A =2 és) ¢ = 2 esetén. ( )



3. Legyen V = R? a sikvektorok halmaza. Legyen V-n a @ miivelet a sikvektorok hagyoményos dsszeadasa;
értelmezziik tovabba tetszéleges v € V' és A € R esetén az @ szorzést az aldbbiak szerint:
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Vektorteret alkot-e V' az igy definialt & és © miiveletekkel?
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Példaul a v = ( ! ) és A = pu = 1 valasztassal (A + p) ©

igy V nem vektorter az @ és ® miveletekkel. (5 pont)
A vektortér definicojaban szerepld Osszes tobbi axidma teljestil a feladatbeli V', @ és © esetén. Bar ezek
ellendrzése kozvetleniil nem visz kozelebb a feladat megoldasdhoz, mégis, a maradék hét axiéma helyes
leellendrzéséért legfoljebb 3 pont adhato. (Ez a pontszam tehat nem az axiomék felsorolasaért jar, ez
6nmagaban az utmutato elején irtaknak megfeleléen nem ér pontot.)

3 3 6 -3 3
V= —1 , 4= -5 , b= —10 , C= 7 és d= —11
16 3 6 2 —12

v € (a, b, c,d) definicio szerint azt jelenti, hogy léteznek olyan «, (3, v és § valos egyiitthatok, amelyekre

aa+ fb+yc+dd = v. (2 pont)
Beirva a feladatbeli vektorokat és elvégezve a miiveleteket:
3a+ 68 — 37+ 30 3
—5a—106+7y—-110 | =| -1 |. (2 pont)
3o+ 68+ 2y — 120 16
Ez tehat egy 4 valtozos, 3 egyenletbdl allo linearis egyenletrendszer, (1 pont)
amelyet példaul a Gauss-eliminaciéval oldhatunk meg:
3 6 -3 3 3 1 2 -1 1 1
-5 —10 7 —11 | —1 ~ 0 0 2 —6 4 ~
3 6 2 =12 | 16 0 O 5 —15 | 13
1 2 -1 1)1
~1 0 0 1 =32 (3 pont)

0 0 0 013
Tilos sor keletkezett, igy az egyenletrendszer nem megoldhato, vagyis v € (a, b, ¢, d) nem igaz. (2 pont)

5. Legyenek u, v és w a V (tetsz6leges) vektortér linearisan fiiggetlen vektorai. Legyen tovabba a ¢ valos
paraméter minden értékére a =u+v—t-w, b=u+t-v—w,c=t-u—v+wésd=—-u+t-v+t-w.
A t paraméter milyen értékeire lesznek az a, b, ¢, d vektorok linearisan fiiggetlenek?

* k% kX

Legyen W = (u,v, w). (1 pont)
W-ben u, v és w definicié szerint generatorrendszert alkot. (2 pont)
Szintén definici6 szerint a,b, c,d € W is igaz (tetszsleges t-re). (2 pont)

Ismert tétel, hogy minden vektortérben minden lineédrisan fiiggetlen rendszer legfoljebb akkora elemszamii,
mint barmely generatorrendszer. Igy mivel W-ben van 3 elemt generatorrendszer, ezért nem lehet benne
4 elemt linearisan fiiggetlen rendszer. Tehat a, b, ¢, d semmilyen ¢-re sem linearisan fiiggetlen. (5 pont)
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6. Hatarozzuk meg az alabbi determinans értékét!

1 2 -1 D
3 10 5 7
2 9 17 12

-2 -1 20 3
x ok k k%

A Gauss-eliminéci6 lépéseit alkalmazva a kivetkezket kapjuk:

1 2 -1 5 12 -1 5 12 -1 5 1 2 -1 D
3 10 5 7 _ 04 8 =8 . 01 2 =2 — 4.9 o1 2 =2
2 9 17 12 05 19 2 00 9 12 00 1 4/3
-2 -1 20 3 0 3 18 13 00 12 19 00 0 3
=4-9-3=108.

A 10 ponthoz képest minden szamolasi hiba 1 pont levonéast jelent. (Ha valaki nem veszi figyelembe, hogy
a sorok skalarral szorzasa a determinans értékét valtoztatja — és igy példéul a fenti szédmolast kévetve
eredménynek 3-at adna meg — az nem szamolési, hanem elvi hiba; az ilyen, egyébként hibatlan szdmolés
sem érhet tobbet 4 pontnal.) Ha latszik, hogy a megoldé a modszert elvileg ismeri, de nem tudja kivitelezni,
az legfoljebb 2-3 pontot érhet. Természetesen a kifejtési tételen alapulo (helyes) szamolas is elfogadhato
(de példaul a Sarrus-szabaly indoklas nélkiili alkalmazésa nem — ez ugyanis el6adason nem szerepelt).

Zarthelyi feladatok — a MASODIK zérthelyi potlasara

1. Legyen
1 8 2 7 3 4 5 6
3 6 4 5 | . . 3 4 5 6
A= 5 4 6 3 | ®B=| o 3 4 _;
7 2 8 1 92 -3 —4 -5

Hatarozzuk meg az A - B maétrixot!
X ok k% %

a) Az A matrix i-edik sora (x 9—2z y 9—y ), a B matrix j-edik oszlopa

(z+1 2z4+1 -z -z )T alakid minden 1 < 1,5 < 4 esetén. (4 pont)
Ezért az A - B matrix i-edik sordanak és j-edik oszlopdnak keresztezGdésében 4llo  elem:
zz+ 1)+ 9—2)(z+1)—yz2—(9—y)z2=9(2+1)—92=09. (5 pont)
Ezért A- B az a 4 x 4-es méatrix, melynek minden eleme 9. (1 pont)

Az indoklast nem sziikséges a fenti részletességgel leirni; vildgosan kell latszania a megoldasbol, hogy a
megoldo tisztdban van a métrixszorzéassal és latja, hogy az adott esetben miért ez az eredmény.

2. Legyen A és B az 1. feladatbeli két matrix. Legyen tovabba C' olyan (4x4)-es matrix, melyre A-C' = B-C
teljesiil. Hatarozzuk meg C' determinansat!

* ok ok ok 3k

Allitjuk, hogy det C' = 0. Indirekt tegyiik fel, hogy det C' # 0. (1 pont)
Ekkor (a tanult tétel szerint) létezik a C—! matrix. (3 pont)
egységmatrix tulajdonsagat hasznalva): A- (C-C ) =B-(C-C '), A-E=B-E, A=B. (5 pont)
Mivel az A = B allitas nyilvanvaléan hamis, det C' = 0 valoban kivetkezik. (1 pont)



3. Hatarozzuk meg az 1. feladatbeli A matrix rangjat, r(A)-t.

* ok % kX

A Gauss-eliminéci6 lépéseit alkalmazva a kivetkezdket kapjuk:

1827 18 2 7 1827
36 45 0 —18 —2 —16 091 8 18 2 7 —
5463|710 —36 —4 —32 o000 |~ Lo11/9 89 (5 pont)
728 1 0 —54 —6 —48 0000

Igy r(A) = 2, hiszen a kapott lépcsés alakban ennyi a vezéregyesek szama. (5 pont)
A lényegtelen szamolési hibakért 1-1 pont levonéas jar.

4. Legyen A és B m X n-es matrix. Bizonyitsuk be, hogy
r(2-A+3-B) <r(A) +r(B)
(ahol r-rel a matrixok rangjat jeloltiik).
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Legyen W az az R™-beli altér, amit A és B oszlopai egyiittesen generélnak. (2 pont)
Legyen k = 1(A) és A oszlopai kozil k linearisan fiiggetlen: ay, . ..a,. Hasonléan, legyen | = r(B) és B
oszlopai koziil [ linearisan fiiggetlen: by, ... b;. (1 pont)
Ekkor A t6bbi oszlopa méar kifejezhets az aq, . . .a, vektorokbol linearis kombinacidval és ugyanez mond-
hato el B-r6l és a by, ... b vektorokrol is. (1 pont)
Igy minden W-beli vektor kifejezheté mar az as, ..., ay, b, ...,b vektorokbdl is linearis kombinacioval,
azaz {ay,...,ay, by,..., b} generatorrendszer W-ben. (2 pont)

Igy W-ben minden linearisan fiiggetlen rendszer elemszama legfoljebb k41 (a tanult tétel szerint).(2 pont)
A 2A+3B maétrix minden oszlopa W-beli, hiszen egy A és egy B-beli oszlop linearis kombinécioja.(1 pont)
Ezért a 2A + 3B matrix oszlopai koziil sem lehet k + [-nél tobb linearisan fiiggetlent valasztani, vagyis
r1(2A+3B) < k+1=1(A) 4 r(B) valoban igaz. (1 pont)

5. A Ken6 jatékban az 1,2,3,...,80 szamok koziil sorsolnak ki 20 kiilonb6z6t. Hanyféle lehet a sor-
solas eredménye, ha tudjuk, hogy a 20 nyerdszam koziil 5 darab esik az {1,2,3,...,20}, 5 darab a
{21,22,...,40}, szintén 5 darab a {41,42,...,60} és ugyancsak 5 darab a {61,62,...,80} halmazba?

* ok % kX

Az {1,...,20} halmazba esé 5 szam (250) -féleképpen valaszthato ki (,ismétlés nélkili kombinacié”).(3 pont)

Ugyanennyi a lehet&ségek szama a méasik harom esetben is. (1 pont)

Mivel az els6 5 szam kivalasztéasara vonatkozo (250) lehetGség mindegyike (250)—féleképpen folytathato a
20)4

20 )
5 )

5 )2 lehet@ség van. (3 pont
(A pontozas tehat ugy értendd, hogy aki a hibds 4 - (250) eredményt adja, az legfoljebb 4 pontot kaphat.)

kovetkezd 5 szam kivéalasztasakor, ezért a 10 legkisebb szam kivalasztasara mar (

A gondolatmenenet ugyanigy folytatva adodik, hogy az 6sszes lehetGségek szama ( (3 pont

6. Legyen V a térvektorok, W a sikvektorok szokasos vektortere. V-ben a B bazis

alljon a b, = (1,1,0), by = (1,0,1) és by = (0,1, 1) vektorokbol. Az A:V — W linearis

leképezés a v = (x,y, z) € V vektorhoz az (x + y,y + z) vektort rendelje minden v € V L 0p )
esetén. Az A matrixa a B bazis és egy W-beli (ismeretlen) C' bazis szerint legyen a jobb 0 1 ¢
oldalon lathat6 méatrix. Hatarozzuk meg p és g értékét!
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A W-beli C bézis nyilvan 2 elemt, alljon a ¢, és ¢, vektorokbol. (1 pont)
A leképezés méatrixanak definicidja szerint A(b;) = 1-¢, +0-¢y = ¢, A(by) =0-¢; +1-¢ = ¢, €8
Albs) =p-ci+4q- ¢

és p és q értéke konnyen megkaphato a p- (2,1) +¢- (1,1) = (1,2) egyenletbdl adodd

(
) ( )
gy tehat ¢; = (2,1), ¢, = (1,1) (2 pont)
( )
2p+q =1, p+ q = 2 egyenletrendszer megoldasaval: p = —1, ¢ = 3. ( )



