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1. feladat

Szamitsuk ki annak a DI periodikus jelnek a Fourier-sorat komplex és mérnoki valés alakban
is, amelynek egy periodusa
x={0;2;1;2;1;0}
Szamitsuk ki a jel teljesitményét!
A jel periédusa L = 6, alapkorfrekvencidja
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1. 4bra. Az x[k] periodikus jel

1.1. A komplex alak

A DI Fourier-egytitthatok kiszamitasara levezetett osszefiiggésbe helyettesitiink, az L egymést
kovetd z[k] értéket 0 és L — 1 kozott vessziik fel:
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e p =0 (a hozza tartoz6 komplex exponencidlis jel frekvencidja ¢ = 0, vagyis az egyenossze-
)

1
X3:6(0+2+1+2+1+0):1'
ep=119=7%
1 . . . . . .
X¢= G (0+2e77™/3 4 1e772m/3 4 2797 4 1e7747/3 4 0e957/3) = —0,333—-0,289) = 0,441e7>%

e p=3 U=
1 : ) ) ) .
X5 =5 (04279 + 1e 777 4+ 2777 4+ 1e 747 + 0e77°7) =
1
X§ = 5 (0+2- (=) +1-(=1)*+2-(-1)*+1-(-1)*4+0-(-1)°) = —0,333

Tovabbi szamitds nem sziikséges, az ismert szimmetriatulajdonsdgok miatt a maradék két
Fourier-egyiitthaté azonnal megadhat6. Mivel az x[k| jel valds, ezért a levezetett

Xi =X, = (X

p
osszefiiggések alapjan p = 4, v = 4%—m
X = (X$)* =0,2895 = 0,289¢7™/2,

éSp:5,19:5?ﬂ-_ra |
X§ = (X{)" = —0,333 + 0,280/ = 0,441¢/>*.

Ezzel megvan a 6 Fourier-egyiitthato, p = 0,..., L — 1, és tudjuk, hogy a Fourier-egytitthatok
is periodikusak L-el.
Ellendérzés Matlab/Octave segitségével!:

>> x=[0 2121 0];
>> Xe=1/6xfft (x)

Xc =
Columns 1 through 4
1.0000 + 0.0000i —0.3333 — 0.28871i 0.0000 — 0.2887i —0.3333 + 0.00001

Columns 5 through 6

'A Matlab/Octave/Ptolemy II/fftw DFT/FFT konvenciéjéban az +-es faktor éppen forditva van, mint az
altalunk hasznalt alakban, vagy ha gy tetszik, az exponencialis kitevjében van forditva az elgjel. A DFT/FFT
elterjedt definicigja:
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0.0000 + 0.28871 —0.3333 + 0.28871
>> abs (Xc)
ans =
1.0000 0.4410 0.2887 0.3333 0.2887 0.4410
>> angle (Xc)
ans =

0 —2.4279 —1.5708 3.1416 1.5708 2.4279

Figyeljiikk meg, hogy mivel L paros, ezért szerepel ¢ = m korfrekvencidju tag a sorban,
amelynek egyiitthatoja valos jel esetén biztosan valos.

1.2. A mérnoki valos alak

A mérnoki valés alakot ebben az esetben a 7/3 és a —m/3, illetve a 27/3 és a —27/3 frek-
vencidju komplex exponencialisok 6sszevonasaval kapjuk, amely a konjugalt szimmetria miatt
valds koszinuszos rezgést ad. Megmarad a nulla frekvencias osszetevd, valamint — mivel L paros
— a 7 frekvenciaju osszetevo, ami szintén valds.

M
27
z[k] = Xo + Z X, cos (pfk + §p> + X©/2 cos(mk)
p=1
Esetiinkben, mivel L péros, M = L/2 — 1 = 2, és van L/2-es tag. A valds alak egyiitthato6i
a fenti gondolatmenet alapjan
Xo = X¢,
X, = 2]X;|, p=1,2
& =argX), p=12
X3 — Xg,
a sor pedig
T

2
k] = 1+ 0,882 cos (%k - 2,43) + 0,578 cos (%k‘ -2

) — 0,333 cos(7k).

A mérnoki valés alakbol a harmonikusok komplex csucsértéke kiolvashaté. A 2. dbran a
komplex Fourier-egyiitthatok abszoliutértéke és fazisa lathatd, az egytitthatdk egy ,,periodusat”
pirossal kiemeltiik. Az dbran is jol 1atszik, hogy a mérnoki valés alakot pl. ap = —2,—1,0,1,2,3
egymast kovetod L egytitthatd alapjan szamoltuk, ahol a p = 3 egytitthaténak nincs negativ
frekvencian ,,parja” azonos periéduson belil, mig a p =1 és p = 2 egytlitthatoknak van.

1.3. A jel teljesitménye

Idétartomanyban:
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2. dbra. Az z[k| periodikus jel Fourier-sora

vagy a Parseval-tétel alapjan

h
=

P, =
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| Xo|? =17 +0,441% + 0,289% + 0,333% + 0,289 + 0,441° = 1,67.
P
Matlab/Octave segitségével:

>> Pxl = 1/6 % sum(abs(x)."2)
Px1l =

1.6667

>> Px2 = sum(abs(Xc)."2)
Px2 =

1.6667



2. feladat

Egy DI rendszer rendszeregyenlete
yl[k] = 0,5y[k — 1] = ul#],
a gerjesztése pedig az aldbbi periodikus jel:
wl0]=1; w[l]=1; wul2]=0; u[3]=0; wu[k+4]=ulk].

Hatarozzuk meg a rendszer vélaszjelét allandésult allapotban!

A rendszeregyenlet sajatértéke ranézésre p = 0,5, ami az egységkoron beliil van, a rendszer
gerjesztés-valasz stabil, az allandésult allapot valéban bedll. A valasz szamitasahoz sziikség van
a gerjesztés Fourier-soranak valds alakjara, valamint a rendszer atviteli karakterisztikajanak
meghatarozasara.

A gerjesztés periédusa L = 4, az alapkorfrekvencia

o 2 _ T
4 2
a Fourier-sort alkoté korfrekvencidk 0, 7/2, 7, 37/2.
Az egyenosszetevo:

az alapharmonikus

3

1 . s - T - T 1 2 - T s
Ui =3 kzzou[k]eﬂik = (1 e730 11 e 73 = (1)) = 025-0.25) = %e“ = 0,354e 77,

—_

a 2. harmonikus
Us = 1z:u[k]e_ﬂ27”’"’ = ! (1 e im0 4. e_j”'l) =0
24 4 ’
és valds jelrdl 1évén szo,

US = (US)* = 0,25 + 0,255 = 0,354¢77 .

Ellendrzés Matlab/Octave segitségével:
>> u=[1 1 0 0]

u =
1 1 0 0
>> Xe = 1/4 % fft(u)
Uc =
0.5000 + 0.00001 0.2500 — 0.25001 0.0000 + 0.00001 0.2500 + 0.25001

>> abs (Uc)



ans =
0.5000 0.3536 0 0.3536

>> angle (Uc)

ans =

0 —0.7854 0 0.7854



A gerjesztés Fourier-soranak mérnoki valés alakja

M
2
ulk] = Uy + Z U, cos (p%k‘ + fp) + X1/2 cos(mk),

p=1
jelen esetben M = 1, és a konkrét gerjesztésre az Uy jo-es tag numerikus értéke nulla:
UO - Ug - 0,5

Uy = 2|U¢| = 0,707; & = arg U = _%

ulk] = Uy + U; cos (gk — £1> = 0,5+ 0,707 cos <gk‘ — %) )

Ellendrizhetjiik is, hogy numerikusan valéban visszaadja-e ez a sor a gerjesztés mintait
(k=0,1,...8 iitemekre):

>> k=0:8
k =
0 1 2 3 4 5 6 7 8
>> uk=0.5 + 0.7071 * cos(pi/2xk—pi/4)
uk =
Columns 1 through 8

1.0000 1.0000 0.0000 0.0000 1.0000 1.0000 0.0000
0.0000

Column 9
1.0000
A rendszer atviteli karakterisztikajanak normalalakja a rendszeregyenletbdl kozvetlentil ki-
olvashato: |
H() = ———
(") =TG5

A valasz Fourier-soranak egytitthatéit az aldabbi tablazat alapjan szamitjuk:

p|V=pO Up , Yp=Hy-Up
0 0 0,5 2
1| w/2 |0,707e77% | 0,89¢~ 467 | ,6325¢ 71249

ahol az atviteli tényezok értékei

Ho= H ()|, = 755 = 2
Hi= H ()], s = = = 0,80¢704%
1 =% 1-05e75 14055 '
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A valasz Fourier-soranak mérncki valés alakja a tablazat utolsé oszlopa alapjan

ylk] = 1+ 0,6325 cos (gk: - 1,249)

A viélasz mintai

>> k=0:7
k —
0 1 2 3 4 ) 6 7
>> yk=1 + 0.6325 % cos(pi/2xk—1.249)
vk =

1.2000 1.6000 0.8000 0.4000 1.2000 1.6000 0.8000
0.4000

Az eredményt fokozatos behelyettesitéssel ellenorizhetjiik. Tobbféleképpen is eljarhatunk,
de a két bemutatott modszerben kozos, hogy belépd gerjesztést vesz figyelembe. Tudjuk, hogy a
kiszamolt periodikus allandosult allapot nem belépd gerjesztésre vonatkozik, azonban a széban
forgd rendszer egy kis rendszamu (médsodrendii) rekurziv rendszer. A rendszer id6alland6jatol
fiiggden néhany titem utan bedll az allandoésult allapot.

Az egyik médszer a Matlab/Octave Signal Processing Toolboxanak filter fliggvényét hasznélja,
ami a rendszeregyenlet direkt megvaldsitasat végzi fokozatos behelyettesitéssel:

>> help filter
filter One-dimensional digital filter .
Y = filter (B,A,X) filters the data in vector X with the
filter described by vectors A and B to create the filtered
data Y. The filter is a ”Direct Form II Transposed”
implementation of the standard difference equation:

a(l)xy(n) = b(1)*x(n) + b(2)xx(n—1) + ... 4+ b(nb+1)xx(n-—nb)
— a(2)xy(n—1) — ... — a(na+1)xy(n-—na)

Az elsé argumentum a rendszeregyenlet jobb oldaldnak (ill. az atviteli karakterisztika szamlél6janak)
egylitthatdit, a masodik argumentum a rendszeregyenlet bal oldalanak (ill. az atviteli karakte-
risztika nevezdjének) egytitthatdit, a harmadik argumentum a gerjeszté jel mintait tartalmazza.
Példankban a gerjeszto jel tobb periddusat adjuk meg:

>> filter (1, [ —-0.5], [1 1001 10011001100110 0])
ans =
Columns 1 through 8

1.0000 1.5000 0.7500 0.3750 1.1875 1.5938 0.7969
0.3984

Columns 9 through 16



1.1992 1.5996 0.7998 0.3999 1.2000 1.6000 0.8000
0.4000

Columns 17 through 20

1.2000 1.6000 0.8000 0.4000

Lathaté, hogy kozelitoleg mar a masodik peridodustél visszakapjuk a sajat megoldasunkat.



