1. Alapfogalmak, axiémak
1.1. Definicié: Véletlen kisérlei: (£) olyan folyamat, kisérlet, amelynek kimenetele el6re nem mondhaté meg, csak az, hogy milyen
kisérletkimenetelek lehetnek. Akarhanyszor megfigyelhet, ill. végrehajthaté azonos feltételek mellett.

1.2. Definicié: Elemi esemény (w): a K véletlen kisérlet lehetséges kimenetelei. A véletlen kisérlet végrehajtasa soran az elemi
események halmazaboél mindig csak egy fog realizalodni.

1.3. Definicié: Eseménytér (Q1): a R véletlen kisérlettel kapcsolatos 6sszes elemi esemény halmaza.

1.4. Definicié: Esemény (A, B,C,...): elemi események halmaza, eseménytér részhalmaza.

1.5. Definicio: Az A esemény bekdvetkezik, ha a kisérlet végrehajtasa soran olyan elemi esemény realizalédott, ami A eleme.

1.6. Definicioé: Az A esemény maga utdn vonja a B eseményt, ha az A esemény részhalmaza a B eseménynek. JelSlés: A C B
1.7. Definicio: Az A és B események ekvivalensek, ha A C B és B C A teljesiil egyszerre. Jeldlés: A =B

1.8. Definicié: Lehetetlen eseménynek nevezziik azt, amely a £ barmely végrehajtasa soran soha nem fog bekovetkezni. Jeldlés: )
1.9. Definicié: Biztos eseménynek (Q) nevezziik, azt az eseményt, amelyik a & barmely végrehajtasa soran mindig bekdvetkezik.
1.10. Definicié: Egy A esemény ellentett eseménye az, amely pontosan akkor kévetkezik be, amikor A nem kévetkezik be. Jele: A

1.11. Definicié: Az A és B események dsszege: pontosan akkor kévetkezik be, ha A és B koziil legalabb az egyik bekovetkezik. Jele:
A+ B

1.12. Definicié: Az A és B események szorzata: pontosan akkor kévetkezik be, amikor A és B egyidejtileg bekovetkezik. Jele: AB
1.13. Definicié: Az A és B események kiilonbsége: pontosan akkor kdvetkezik be, ha A bekovetkezik, de B nem. Jele: A\ B
1.14. Tétel: Tetsz. A, B és C eseményekre igazak az alabbiak:
) A+B=B+4+A, (A+B)+C=A+(B+0)
) A+A=A
) AB=BA, (AB)C = A(BC)
d)y AA=A
)
)

e) A(B+C)=(AB)+ (AC)

f) A+ (BC)=(A+B)(A+0)

g A=4

h) A+B=A-B, A-B= A+ B (De-Morgan)
i) AA=0, A+A=Q

) AQ=A, A+Q=0Q

k) A0=0, A+0=A

1.15. Definicié: Az A és B események egymdst kizdréak, ha AB = ().

1.16. Definicié: Az Ay, Aa,..., Ay, ... események rendszere teljes eseményrendszert alkot, ha V 4,j-re A; - Aj =0,és > A; = Q.
Vi

1.17. Axidoma: A R véletlen kisérlettel kapcsolatos Osszes események § rendszere (az tn. eseményalgebra) o-algebra, azaz kielégiti az
alabbi tulajdonsagokat:

1. Qeg

2. Acg=>Acy

3. Al,A..,An,...€3:>ZAZ’€3
Vi

1.18. Tétel:

) 0eg

b) A Be§=A+Becg

) A, BeE§=ABeg

) Aude o Aneg=TIAES

e) ABeF=A\BeFésB\AEF

1.19. Axiéma: Adott egy P : § — [0, 1] halmazfiiggvény, melyet valdsziniiségnek neveziink. A P fiiggvény kielégiti az alabbi tulaj-
donsagokat:

1. P@Q)=1



2. Ha Aiq,...,An,... € § paronként egymast kizarjak, akkor P (Z Ai) =>"P(A).
Vi Vi
1.20. Definicié: Az (Q,F,P) harmast a 8 véleltlen kisérlethez tartozo Kolmogorov-féle valdsziniségi mezének hivjuk.

1.21. Tétel: Valdsziniség tulajdonsdgai:
a) P(A)=1-P(A)
b) PO =1-P(Q)=0

c¢) HaA,...,A,,... €F események teljes eseményrendszert alkotnak, akkor > P(A;) =1
Vi

d) Ha AC B, akkor P(A) < P(B)

e) P(A\B)=P(B)-P(AB)
= 3 (-)mHLsy,

=1

n
1.22. Tétel: Poincaré-tétel: Ha Aq,..., A, € § tetsz6legesek, akkor P (Z Ai>

i=1
ahol S,:L = Z P(Ajl . Aj2 e A]'%)
1<j1<-<j; <n

1.23. Tétel: Boole-egyenldtlenség: Legyen (2, F, P) Kolmogorov-féle valoszintiségi mez8. Akkor minden Aq,..., A, € § esetén:

a) P (é Az) < éP(Ai)
b) P (13[1 Az) >1- ﬁj P(A;)

=1

1.24. Tétel: A wvaldszinidség folytonossdgi tulajdonsdga

[ee)
A; = lim A,, akkor P (Z Ai) = lim P(Ap)

i=1

ngl

c
1

7

a) Ha Aq,...,A,,...olyan események, hogy A1 C...C A, C ...

o0 o0
b) Had1D...DAn2...D ] Ai= lim Ay, akkorP(H) = lim P(An)

2. Kisérletsorozat, az események relativ gyakorisaga

2.1. Definici6é: Tekintsiink egy R véletlen kisérletet, és jeldlje R, azt a kisérletet, amely a R n-szeres azonos koriilmények kozotti

ismételt végrehajtasabol all. (n-szeres kisérletsorozat)
k

2.2. Definici6é: Ha egy m-szeres kisérletsorozatban az A esemény k-szor kivetkezett be, akkor kg az A gyakorisdga, rqe(A) = LZI

n

relativ gyakorisdga.
2.3. Tétel: adott n-szeres kisérletsorozatnal:
a) i F —[0,1]
b) m(Q)=1

e} e}
c) Ha Aq,...,An,... egymast kizaré események, akkor ry (Z AZ) = > rn(A)

3. A feltételes valdszintiség és az események fiiggetlensége

3.1. Definicio: Legyenek A, B € § olyan események, hogy A tetszSleges és P(B) > 0. Akkor az A eseménynek a B-re vonatkoztatott

P(AB
feltételes valdszintiségén a P(A | B) = ﬁ szamot értjiik.

3.2. Tétel: Tekintsiik az (2, F, P) Kolmogorov-féle valészintiségi mez6t, és B € §, P(B) > 0 rogzitett. Ekkor a Pp(A) feltételes
valoszintiségre teljesiilnek az alabbi tulajdonsagok:
a) 0<Pp(A)<1 (VAER)
b) Pp(B)=1, Pp(®) =0
o0 o0
c) VAi,...,An,...€F:4;-A;=0 (i#j)=Ps (Z Ai) = > Pp(4)
i=1 i=1
3.3. Definicio: Legyenek A, B € § tetsz6leges események. Az A és B események fiiggetlenek, ha P(AB) = P(A)P(B).
3.4. Tétel: Ha az A, B € § események fiiggetlenek, akkor A és B, A és B, A és B is fiiggetlenek.

3.5. Tétel: Az () és Q események minden A € §F eseménytdl fliggetlenek.



3.6. Definicio: Az A1,..., Ay, € § események pdronként figgetlenek, ha P(A;A;) = P(A)P(4;)  (Vi#7j)

3.7. Definicio: Az Aip,...,An € § események teljesen fiiggetlenek, haV k € {2,...,n} ésV 1< i1 < ... < i < n indexkombinaciora
P(Ail e Alk) = P(Ail) e P(A’ik)

3.8. Tétel: Ha az A1,..., A, € § események teljesen fiiggetlenek = paronként is fiiggetlenek. (Forditva altalaban nem igaz)
3.9. Tétel: Ha az Ay,...,An € F események teljesen fiiggetlenek, akkor koziiliikk barmelyiket az ellentett eseményére felcserélve, djra

teljesen fliggetlen rendszert kapunk.

n
3.10. Tétel: Szorzdsi szabdly: legyenek az Aq,..., A, € § tetszbleges események tgy, hogy P (H A¢> > 0. Ekkor
i=1

p (13[1 AZ) _p (A,L "1::[11 Ai> p (An_l "1;_[12 Az-) - P(A2A1)P(A1)

T
3.11. Tétel: A teljes valdsziniség tétele: Legyen A1,..., Ay ... € § teljes eseményrendszer. Tegyiik fel tovabba, hogy P(A4;) > 0V i-re.
[
Ekkor tetszéleges B € § eseményre P(B) = > P(B | A;)P(A4;)
i=1
3.12. Tétel: Bayes-tétele: Alkosson Ai,...,An,... € § teljes eseményrendszert. Tegyiik fel tovabb4, hogy P(A;) > 0 V i-re. Ekkor
P(B| Ai)P(A)
o0
_ZIP(B | A;)P(A;)
j=

tetszleges B € § eseményre, ahol P(B) > 0, P(A; | B) =

4. A valészintiségi valtozo
4.1. Definicié: A balrol zart, jobbrol nyilt valés intervallumok altal generalt o-algebrat Borel-féle o-algebranak nevezziik, és B-vel
jelsljik: B = o({[a,b),a,b € R})

4.2. Definicio: Legyen (2, §, P) Kolmogorov-féle valoszintiségi mez6. Az X : Q — R fliggvényt valdszindségi vdltozénak nevezziik, ha
minden B € B esetén A = {w: X(w) € B} €F

5. Az eloszlasfiiggvény

5.1. Definici6: Legyen (2, F, P) Kolmogorov-féle valoszintiségi mez§, X valoszintségi valtozo.
Ekkor a Qx(B) = P({w: X(w) € B}) = P(X € B), (b€ B) az X valosziniiségi valtozo eloszlasa.
5.2. Tétel: A Qx halmazfiigguény tulajdonsdgai:

a)  Qx[R)=1

[e o] OO
b) Ha Bi,...,Bp,... diszjunkt Borel-halmazok, akkor Q x ( U BZ-) =3 Qx(Bi)
i=1 i=1

5.3. Definicié: Az Fx(z) = Qx((—oo,z)),x € R fliggvényt az X valoszintliségi valtozo eloszldsfiiggvényének nevezziik.
5.4. Tétel: A valdszinliségi valtozd eloszlasa és eloszlasfiiggvénye kolcsnosen egyértelmiien meghatirozzak egymast.
5.5. Tétel: Az F'x eloszldsfiigguény tulajdonsdgai:

a)  Fx monoton ng, azaz (Fx(z) < Fx(y)),haz <y

b)  Fy balrol folytonos, azaz lim Fx(z) = Fx(y) Vy € R-re
T—y—

c) lim Fx(z)=1é lim Fx(z)=0
x—+oo T—— 00

5.6. Tétel: tetszbleges x < y esetén
Pz < X <y)=Fx(y) — Fx(2)
y) — Fx(z +0)

a)

) Fx(

) Pl@<X<y)=Fx(y+0) - Fx(z)
) Fx(

)

=3

o

y+0) — Fx(z+0)

e X =2)=Fx(z+0)— Fx(x)

6. Diszkrét valdésziniségi valtozék

6.1. Definicio: Az X valoszintiségi valtozot diszkrétnek nevezziik, ha értékkészlete megszamlalhato, vagyis V w € Q-ra X(w) € E =

{-7317---,3/'71:---}



6.2. Definicio: A p; = P{w : X(w) = z;}) = P(X = z;) (1 = 1,2,...) valosziniiségek Osszességét az X diszkrét v.v. eloszldsdnak
nevezziik.

6.3. Tétel: Az X diszkrét v.v. p1,p2,...,Dn,... eloszlasara teljesiil, hogy
a) 0<p <1

™8

b) pi=1

i=1

6.4. Tétel: Az X diszkrét v.v. Fx eloszlasfiiggvényére: Fx(z) = Y. p;, masrészt: p; = Fx (z; +0) — F(z;)
T, <x

7. Nevezetes diszkrét eloszlasok

Binomialis eloszlas

Legyen (Q,F,P) Kolmogorov-féle valoszintiségi mez6, A € § egy pozitiv valoszintiségli esemény: p = P(A) > 0. Hajtsunk végre egy
n-szeres kisérletsorozatot. Vegye fel X azt az értéket, ahanyszor A bekovetkezett a kisérletsorozatban. X lehetséges értékei: 0,1,...,n.
Az egyes értékek felvételének valoszintiségei, azaz X eloszlasa: p, =P(X =k) = (}) -pF- (1 —p)" % = (}) -pF - q"F

Jelélés: X € B(n,p)

Geometriai eloszlas

Legyen £ egy véletlen kisérlet, és (2, §, P) a hozzatartozo Kolmogorov-féle valosziniiségi mezs, A € § egy pozitiv valosziniiségii esemény:
p=P(A) > 0. A Rkisérlethez tartoz¢ kisérletsorozatot addig hajtsuk végre, amig az A esemény be nem kdvetkezik. Az X v.v-t értelmezziik
gy, mint az A esemény bekdvetkezéséhez sziikséges ismétlések szaméat. X-et p paraméteri geometriai eloszldsu v.v-nak nevezziik.

Jeldlés: X € G(p)
7.1. Tétel: A geometriai eloszlds drdkifji tulajdonsdga

PX =m+k| X >m) =PX = k),V m,kra, azaz annak a feltételes valoszintisége, hogy a kdvetkezd k végrehajtas végén
bekdvetkezik A esemény, amennyiben el6z6 m megfigyelés alatt nem kovetkezett be, ugyanannyi, mint annak a valészintisége, hogy éppen
a k-adik végrehajtas utan kovetkezik be az A esemény.

8. Folytonos valészintiségi valtozék

8.1. Definicio: Legyen X az (Q,F, P)-n értelmezett v.v., melynek értékkészlete kontinuum szamossagt. Jeldlje Fx az eloszlasfiigg-
vényt. X-et folytonos v.v-nek nevezziik, ha Fx abszolat folytonos, azaz létezik olyan Riemann integralhaté fx : R — R fiiggvény, melyre

e o]
fennall az Fx(z) = [ fx(t) dt (z € R) Osszefiiggés.
— 00

Az fx fliggvényt az X v.v. (vagy az Fx eloszlasfliggvény) sdrdségfiggvényének nevezziik. Ha Fx abszolat folytonos, akkor folytonos
dFx ()

is és majdnem mindeniitt differencialhato6, azaz pl. véges sok helyen lehet csak toréspontja. q
x

fX—nek.

fx (z), ha = folytonossagi pontja

8.2. Tétel: A siriségfiggvény tulajdonsdgai
Legyen X az (2, F, P)-n értelmezett folytonos v.v. Akkor az fx : R — R stirtiségfiiggvényre teljesiil, hogy

a)  fx(z)=0

b fx(®)di=1

9. Nevezetes folytonos eloszlasok

Az egyenletes eloszlast valdsziniiségi valtozo

Az X az [a,b] intervallumon egyenletes eloszlast, ha eloszlasfiiggvénye:

0, z<a
Fx(z) = gg:z a<z<b
1, z>0b

Jelslés: X € U(la,b)]).



Ekkor a stiriségfiiggvény:
1
—— xz € (a,b
Ix@={p—a "E®P
0, = ¢ (a,b)
Az exponencialis eloszlast valdsziniiségi valtozo
Az X v.v. A > 0 paraméterti exponencialis eloszlasi, ha eloszlasfiiggvénye:
1—e ™, >0
Fx (@) = { 0, <0
JelSlés: X € E()N).

A stiriségfliggvény:

Fx() = Ae™ N 2> 0
XA = 0, egyebkent

9.1. Tétel: Az exponencidlis eloszlds orokifju tulajdonsdga

Legyen X folytonos eloszlasu v.v. P(X < z) = F(z) eloszlasfiiggvénnyel. Akkor P(z < z+t| X > 2) = P(X <t) VO < z,¢tre
= IA>0:F(z)=1—e 2 2 >0, vagyis X € E(\)

A normalis eloszlasta valosziniiségi valtozo

g (t—p)?

1 R
Az X v.v. p € R és o > 0 paraméterti normélis eloszlast, ha eloszlasfiiggvénye: Fx(z) = &, 0(x) = Nors / e 202 dt,z € R.

mo J

Jeldlés: X € N(p,0)
L _le—w?
Az X stirtségfiiggvénye: fx(z) = x) = e 202 zeR
gfiiggvénye: fx (z) = pp,0(2) N
1 :E2 1 T t2
Ha X € N(0,1), akkor standard normalis eloszlas. Ilyenkor ¢g 1(x) = e 2 &3%94(x)=— / e 2 dt
V2T 2
— 00

9.2. Tétel: A ¢ Gauss-fiiggvény tulajdonsdgai

b)  lim o(z) = lim ¢(z)=0
1
E=@(O)Zg&>0, VazeER

d) ¢ inflexios helyei a +1 és —1 (o™ (—1) = ¢(+1) = 0)
0 J ¢@de=1
—oo
9.3. Tétel: A @ eloszldsfiiggvény tulajdonsdgai
a) P(z)=1-P(—x),Y = >0, azaz  grafikonja szimmetrikus a (0, %)—ra

b) @ szigorian monoton névekvd

T —k:Ek
0 q)(l‘):%-‘r 1 (x 3 (—1)kg2k+1

— +.o.oo 4+ ...), V>0
V2r ) ¢

Tare2.3 T T RI2k(2k+ 1)
d) LILH;O D(x) = l’zl}gloo(b(m) =0

10. A varhato érték

10.1. Definicio:

o0

a) Az X diszkrét v.v-nak akkor létezzék wvdrhatd értéke, ha a > |z;| - P(X = ;) sor konvergens. Ekkor az X varhato értékén az

i=1
o0

EX = > x; - P(X = z;) sorsszeget értjik.



o0
b) Az X folytonos v.v-nak akkor létezzék vdrhatd értéke, ha az [ |z|- fx(x) dz konvergens. Ekkor az X varhat6 értékén az

—o0

oo
EX = [ =z fx(x) dz szamot értjiik.

—o0

10.2. Tétel: Legyen g : R — R tetsz. valos fliggvény. Ekkor, ha az Y = g(X) v.v., és létezik a varhato értéke, akkor
e}
a)  ha X diszkrét: EY = 3 g(z;) - P(X = x;)
i=1

oo

b)  ha X folytonos: EY = [ g(z)- fx(z) dz
—oo

10.3. Tétel: Legyen az X v.v-nak varhato értéke EX. Ekkor az Y = a - X + b v.v-nak is létezik varhato értéke, és EY = a-EX +b.

11. Magasabb momentumok, szérasnégyzet

11.1. Definicié: Az X v.v n-edik momentumén az X" v.v. varhato értékét értjiik, ha az létezik. Jelblés: p, = EX™.

11.2. Definicié: Az X v.v szérdsnégyzetén vagy wvariancidjan az Y = (X — EX)? v.v varhato értékét értjik. Jeldlés: 02X =
E(X —EX)?

Az X v.v. szdrdsa a szorasnégyzet pozitiv négyzetgydke: o X = \/m

11.3. Tétel: Legyen X olyan v.v., melynek létezik szordsnégyzete. Ekkor minden valés z esetén: 02X = E(X — EX)2 < E(X — )2
11.4. Tétel: 02X =0<+=P(X =EX) =1

11.5. Tétel: Steiner formula

02X =E(X —a)? — [E(X —a)]?, ¥V a € R. Specislisan a = 0-ra: EX2 — [EX]?

11.6. Tétel: o2(aX +b) =a?02X, Va,bER

- X-EX
11.7. Definicié: Egy X v.v. standardizdltjin az X = —x linearis transzformalt v.v-t értjik.
o

12. Nevezetes eloszlasok varhaté értékei és szérasnégyzetei

Binomialis eloszlas EX =np 02X =npq
Poisson-eloszlas EX =X\ 02X =\
1 1 1-—
Geometriai eloszlas EX=—-=- 02X = 2p
i F o
Egyenletes eloszlas EX = a—2&- 02X = %
1 1
Exponencialis eloszlas EX = X 02X = ’vl
Normalis eloszlas
X e N(0,1) EX =0 02X =1
X € N(u,0) EX =p o?X = o2

13. Valészintiségi vektorvaltozdk, valészintiségi valtozdk egyiittes eloszlasa

13.1. Definicié: Legyen (Q,§, P) Kolmogorov-féle valészintiségi mezs. Tekintsiik az X : Q — RP fiigevényt. Az X = (X1,...,Xp)7
valosziniiségi vektorvaltozd, ha minden B € BP p-dimenzités Borel-halmazra: {w: X (w) € B} € § teljesiil.

13.2. Definicié: A Qx(B) =P({w: X(w) € B}),B € BP az X v.v. eloszldsa.

13.3. Definicié: Legyen (z1,...,2p)7 =z € RP, és a hozzatartozé p-dimenzi6s Borel-halmaz By = (—00,21) X - -+ X (—00, zp). Ekkor
az Fx(z) = Fx,y,..x, (z1,...,2p) = Qx(Bz) = P(X1 < z1,...,Xp < zp) figgvényt az X v.v.v. eloszldsfiggvényének, ill. az X1,...,Xp
komponens v.v-k egyiittes eloszldsfiiggvényének nevezziik.

13.4. Tétel: Az egyiittes eloszldsfiiggvény tulajdonsdgai

a)  Fx minden valtoz6jiban monoton nem csékkend fiiggvény, azaz V i-re, ha o} < x7*, akkor Fx (21,...,z},...,2p) < Fx(x1...,z}*, ..., xp).
b) Fx minden véltozojiban balrdl folytonos fiiggvény, azaz liron Fx(z1,...,y,...,xp) = Fx(x1,..., :Jc?, Lo, Tp)
y—a;—0
c) lim Fx(z1,...,%4...,2p) =1és _ lim Fx(z1,...,%4,...,2p) =0
Va; —o00 Jx;——o0

d) Legyen T = [a,b) x [c,d) tetszbleges p = 2 dimenzios tégla. Ekkor Fx(a,c) + Fx(b,d) — Fx(a,d) — Fx(b,c) > 0.



13.5. Definicié: Ha X = (X1,...,Xp)T v.v.v. eloszlasfiiggvénye Fy és 1 < j1 < jo < --+ < jx < p egy tetszdleges k elemi
indexkombinacid, akkor az indexekhez tartozé X; ,Xj,,...,X;, komponens v.v-k egyiittes eloszlasfiiggvénye az Fy egy k-dimenzits
perem- vagy vetileti eloszlasfiigguénye.

13.6. Definicio: Legyenek Xi,...,X, v.v. az (Q,F, P) Kolmogorov-féle v.m-n.

a) X1,..., Xp, pdronként figgetlenek, ha V1 <i <j <n-re Fx, x; (z,y) = Fx, Fx; teljestil V z,y € R-re.

b) X1,...,Xp teljesen fiiggetlenek, ha V2 <k <pésV1l<i <ig <- - <ip < pindexkombinaciora FXiv'"ink (@iy e miy,) =
k
FXZ_,V Tiyy---rTiy, € R-re.
j=1
13.7. Tétel: Ha X1,..., X, teljesen fiiggetlenek, akkor paronként is fiiggetlenek. (megforditas 4ltaldban nem igaz)

14. Diszkrét valészintiségi valtozok egyiittes eloszlasa

14.1. Definicio:

a) Ha X és Y diszkrét vov-k E = {z1,...,%n,...} ill. D ={y1,...,yn,...} értékkészletekkel, akkor az
rij = P{w: X(w) =z} N{w: Y(w) =y;}) = P(X =2;,Y =y;) (4,5 = 1,2,...) valoszintiségek Osszességét a két diszkrét v.v.
egytittes eloszldsdnak nevezziik.

b) Az X1,..., X, diszkrét v.v. értékkeszleteit jelolje rendre e(!) = {xgl), . .,x£f>} (i=1,...,p).

Ekkor az Tigeryip = P(X: = zzq), oL Xp = :pg)) valdsziniiségek Osszessége az X1, ..., X, diszkrét v.v-k egyiities eloszldsa.
14.2. Definicié: Ha adott az X1, ..., X, diszkrét v.v-k {ril,m,ip =P(X;=z},... . X, =a), ¥ zk} egyiittes eloszlasa, és 1 <
J1 < <Jrp < p,akkor az Xj1,..., X, diszkrét v.v-k egylittes eloszlasat k-dimenzids vetiileti- vagy peremeloszldsnak nevezziik.

14.3. Tétel: A diszkrét v.v-k egyiittes eloszlasa kielégiti az alabbi tulajdonsagokat:
a) 0<ry,.. .4, <1

b) 2 Tigeip =1

Vilsevip

c) P(X;, =x5,...,Xj, =xj,) = 3 Tiy,.
Vi &{i1,---.Jk}

ip

14.4. Tétel:
a) Az X és Y diszkrét v.v-k fiiggetlenek, ha V i, j-re P(X = x;,Y = y;) = P(X = ;) - P(Y = y;).
b) Az X1,..., X, diszkrét v.v-k teljesen fiiggetlenek, ha V2 <k <preésV 1l <j; <...<jr < pesetén

k
P(Xj, =5, Xy, =2j,) = HlP(Xja = zj,)
oz

Polinomialis eloszlas

Legyen (92, F, P) Kolmogorov-féle valészintiségi mez8, A1,..., A, € § egy r eseménybdl 4116 teljes eseményrendszer, azaz
s ™
Aj-A; =0, Y Ay = Q. Ekkor, ha 0 < P(A;) = p4, akkor > p; = 1. Hajtsunk végre egy n-szeres kisérletsorozatot. Vegye fel
i=1 i=1
X, azt az értéket, ahanyszor A; bekOvetkezett a kisérletsorozatban. Az Xi,..., X, v.v-k egylittes eloszlasait n,pi,...,pr paraméterd
s
polinomialis eloszlasnak nevezziik. X; € {0,1,...,n} és > X; =n. Az X1,..., X, v.v-k egyiittes eloszlasa: P(X1 = k1,..., X, = k) =
i=1
n! k1 k.
k’l!"‘kr!pl P

15. Folytonos valésziniiségi valtozok egyiittes eloszlasa

15.1. Definicié: X = (X1, X, ..., X»)T folytonos v.v-k egyiittes strdségfigguényén azt az fx1,Xs,...,x, (%1, ..., p) Riemann-integralhato
fliggvényt értjlik, melyre:

z1 T2 Zp

Fxy Xo, X, @1, mp) = [ [ oo [ Fxy xa, 0 x,(t1, -5 tp) dEp .. dEg, ha = (21, ,2p) T folytonossagi pontja
— 00 —0o0 — 00

IX1,X5,....%p (21, ..., p)-nek.

15.2. Definicio: Az le_y'_”Xp(;vl,...,a;p) egylittes stirtiségfiiggvény egy k-dimenzids vetileti sdriségfiggvényén (2 < k < p—1)
valamely 1 <43 < <... <4 < p indexkombinaciora az X, , ..., X;, v.v-k egylittes siiriiségfiiggvényét értjiik.



[e o) o0
15.3. Tétel: szzl«,ink. (tigs-tiy) = [ o [ Fxq,ox, (1, tp) dtjy ...dtj, ., azaz az egyiittes stirfiségfiiggvényt az Gsszes
— 00 o0

t6bbi - a kivalasztott indexkombinicidban nem szerepld - indexhez tartozd valtozoéra kell kiintegralni a teljes szamegyenesen hogy el&allitsuk
a k-dimenzits vetiileti stirtiségfiiggvényt.

Kétdimenzios normalis eloszlas
Ha X és Y egyiittes siirtiségfiiggvénye
<_ 1 {(fﬂ—m)Q _29(90—#1)(21—#2) n (fb—uz)QD
e 2

1— 02 2

1

O’% 0109 o5

fxy(z,y) =
' 2no1024/1 — 02

z,y € R alakt, akkor a két valoszintiségi valtozd egylittes eloszlasa kétdimenzios normalis, ahol a peremeloszlasokra X € N(u1,01),
Y € N(u2,02) teljesiil.
15.4. Tétel: Legyenek Xi,..., X, folytonos v.v-k.

a)  Xi,...,Xp paronként fiiggetlenek <=V 1 <i<j<nre fx, x,(z,y) = fx, (=) fx;(y) Vz,y€Rere

b) X1,...,Xp teljesen fiiggetlenek <= V2 <k<pés V1< <...<i, < pindexkombinaciora:

k
fxionx, @iy, omi ) = T1 fx; (x6,), YV @i,z €R.
k i I Xy W
i=

i1s
15.5. Tétel: Az egyiittes suriségfiggvény tulajdonsdgai
a)  fx(£) =0, (V1)

B) [ e [ fx() dir...dtn =1 (hm Fx(t) = 1)

— 0 — 00 t;—o0

16. Valo6szintiségi vektorvaltozok transzformacioi

16.1. Tétel: Két folytonos v.v. Gsszegének eloszldsa
Legyen X és Y v.wv. az (Q,F,P) Kolmogorov-féle valoészintiségi mezén. Jeldlje fx v (z,y) az egylittes stiriségfiiggvényiiket. Ekkor a
Z =X +Y v.v. strtiségfiiggvénye:
fz(z) = f Ix,y(t,z—t)dt= f Ixy(z—tt)dt
— oo —oo

Ha X és Y fiiggetlenek is, akkor
fr@) = [ fx® fy(@—t)dt= ] fx(o—t)fr(®) dt

Utobbi esetben fz az fx és fy slriségfliggvények konwvolicidja.
16.2. Tétel: Két folytonos v.v. killonbségének eloszlisa
Legyen = és Y v.v. az (Q,3,P) Kolmogorov-féle valésziniiségi mezén. Jellje fx y (r,y) az egyiittes stirtségfiiggvényiiket. Ekkor a
Z =X —Y v.v. strtiségfliggvénye:
fz(z) = f fxytz+t)d f fxy(z+tt)dt
—o0

Ha X és Y fiiggetlenek is, akkor

oo
fz(x) = f Ix@) - fy(@+t)dt= [ fx(z+1t)- fy(t)dt
— 00
16.3. Tétel: Diszkrét v.u-k dsszegének eloszldsa
Ha X és Y diszkrét nemnegativ egészértéki v.v-k, akkor Z = X + Y szintén diszkrét nemnegativ egészértékd v.v., melynek eloszlasa:
k k
PZ=k)= Y PX=a,Y=k—a)= Y PX=k—a,Y=0a), k=0,1,...

a=0 a=0

Ha X és Y fiiggetlenek is, akkor
k k
PZ=k)= > PX=a)P¥Y =k—a)= > PX=k—a)PY =«
a=0 a=0

16.4. Tétel:
a) Az Xi,...,X, diszkrét v.v-k értékkészleteit jeldlje rendre R(¢ { (Z) ,znl } (i = 1..p), egylittes eloszlasukat pedig



{Til,...,ip =P(X: = P L Xp = xii’))}. Legyen g : RP — R tetsz6leges p-valtozds valos fiiggvény. Ekkor az YV = g(X1,...,Xp)

11

v.v. és létezik a varhato értéke:

EY = Y PXxi=z),...,X,=2")
V(i earip) »
b) Az X1,..., Xp folytonos v.v-k egyiittes stirtiségfiiggvényét jeldlje fx,, . x,(z1,...,2p). Legyen g : RP — R tetszbleges p-valtozos

valos fiiggvény. Ekkor az Y = g(X1,...,Xp) v.v. és létezik a varhato értéke:

oo o0
EY= [ ... [ 9(931,~~-,Ip)'fxl,m,Xp(fEh-..,ﬂUp) dzp ... dz

—o00 —o00
16.5. Tétel: Az Y = X1+...+X, v.v. varhato értéke létezik, amennyiben az X; tagok varhato értéke létezik, és EY = EX 1 +.. . +EX).

16.6. Tétel: Legyenek az X és Y v.v-k fiiggetlenek, és létezzék a varhato értékiik. Ekkor a Z = XY v.v-nek is létezik a varhato értéke,
ésEZ =EX -EY.

16.7. Tétel: Legyenek az X és Y v.v-k fiiggetlenek, és létezzék a szorasnégyzetiik. Ekkor 02(X £Y) = 02X + o2Y.

17. Konvolucid

17.1. Definicié: Legyen Z = X + Y, ahol X, Y fiiggetlen v.v-k. Ekkor Z eloszlasat az X és Y konvoliciés eloszlisanak nevezziik.
a) Diszkrét eset: X,Y fliggetlenek, Ry, Ry CZ, Z=X+Y, R. CZ

tfh. X,YZO(iZEO)P(Z:k):Xk:P(X:l,Y:k—l):Xk:P(X:l)~P(Y:k—l)
=0 =0

b)  Folytonos eset: X,Y folytonos, fiiggetlenek fx vy (t,s) = fx(t) - fy(s) YV t,s

Z=X+Y: fz(u) = fxt+v(u) :7}0 fx(s) - fy(u—s)ds

18. A kovariancia és a korrelaciés egyiitthato

18.1. Definicié: Legyenek X és Y v.v-k az (2, §, P) Kolmogorov-féle valoszintiségi mezén. Tegyiik fel, hogy létezik a szorasnégyzetiik.
Ekkor az X és Y kovariancidjan a Z = (X —EX) - (Y — EY) v.v. varhato értékét értjik.

Jelblés: cov(X,Y)

Megjegyzés: cov(X,X) = 02X

18.2. Definicié: Az X és Y v.v-k korreldcids egyiitthatdjan standardizaltjaik kovariancidjat értjiik.

cov(X,Y)
oX - oY
18.3. Tétel: cov(X,Y) =E(XY)—-EX - -EY.

Jeldlés: R(X,Y) =cov(X,Y) =

18.4. Tétel: Ha X és Y fliggetlenek = cov(X,Y) =0, R(X,Y) =0.
18.5. Definicié: Az X és Y v.v-k korreldlatlianok, ha R(X,Y) = cov(X,Y) = 0.
18.6. Tétel: Ha X és Y v.v-k szordsnégyzetei léteznek, tugy 02(X £Y) = 02X + 02+ 2 - cov(X,Y).
18.7. Tétel: o2 (zpj XZ-) = f o2X; +2- 3 cov(X;, X;).
i=1 i=1 i<y
18.8. Tétel: Tetszdleges a,b € R esetén cov(aX +bY,Z) =a-cov(X,Z)+b-cov(Y, Z).
18.9. Tétel: Ha az X és Y v.v-k szorasnégyzetei léteznek, akkor —1 < R(X,Y) < 1.
18.10. K6vetkezmény: |cov(X,Y)| <oX oY
18.11. Tétel: Ha az X és Y v.v-k szorasnégyzetei léteznek, akkor R(X,Y) =4+1<= Ja,beR:P(X =a-Y +b) =1.

18.12. Definicio: Az X = (Xq,.. .,Xp)T v.v. wdrhaté érték vektordn a komponens v.v-k varhat6 értékeibdl all6 vektort értjiik:
E(X) = (EXy,...,EX,)T.

18.13. Definicié: Az X = (X1,...,X,)T v.v. kovarianciamdirizan a ), = (cov(X;, X;)) (i = 1...p,j = 1...p) p X p-s matrixot
értjiik. o

18.14. Tétel: > szimmetrikus és pozitiv szemidefinit.

19. A feltételes varhato érték

Diszkrét eset:



19.1. Definicio:

a) Legyen A € §,P(A) > 0 tetsz6leges esemény, X € {z1,z2,...} pedig egy tetszlleges diszkrét v.v. Ekkor P(X = z;|A) =
PX=z,4) . i ] .
—————=  1=1,2,... az X feltételes eloszldsa A-ra nézve.

P(4)

b)  Legyen A1, As,... € F egy teljes eseményrendszer, X € {x1,x2,...} pedig egy tetszileges diszkrét v.v. Ekkor a
{{P(X =x;]4;),i=1,2,...},5 =1,2,...} eloszlasokat az X-nek az {A;,j = 1,2,...} rendszerre vonatkozo feltételes eloszldsdnak
nevezziik.

c) Legyen X{x1,x2,...} és Y € {y1,y2,...} diszkrét v.v. (Q,F,P)n. Ekkor a {({P(X ==; | Y =y;),i=1,2,...},j=1,2,...}
eloszlasokat az X-nek az Y-ra vonatkozo feltételes eloszldsdnak nevezziik.

19.2. Definicio:
a) EX|Y=y;)= > o PX=u;,Y =y;) = r(y;j), az X feltételes virhato értéke az Y =y; feltétel mellett.
Vv oz,
b) Az X-nek az Y-ra vonatkozd regresszidjin, vagy feltételes vdirhatd értékén azt az E(X | Y)-vel jelolt diszkrét v.v-t értjiik, melynek
értékkészlete K = {r(y;) = E(X | Y =y;),j =1,2,...}, eloszlasa pedig P(E(X | Y) =r(y;)) =P =y;),j =1,2,...
Folytonos eset:

Legyen X és Y folytonos v.v. (,F,P)-n Fx y(z,y) és fx,y(z,y) egyiittes eloszlas-, ill. egyiittes strtiségfiiggvénnyel. Tekintsiik az
alabbi fliggvényt:

OFx vy (z,y)
PX<z|y<Y<y+Ay) — %
Iy (v)
0Fx y(z,y)
19.3. Definicid: Az Fx|y(zly) = %ﬁly) kétvaltozos fliggvényt az X-nek az Y-ra vonatkozd feltételes sdrdségfigguényének
. fxy(z,y)

nevezzitk: fx | y(z|y) =

Iy (y)

19.4. Definicié: Az X-nek az Y-ra vonatkozo feltételes vdrhatd értékén vagy regresszidjin az E(X | Y) = r(Y) v.v-t értjiik, ahol

oo
r(y) = [ z- fx)y(z | y) dz a regresszids gérbe.

—oo
19.5. Tétel: A regresszio tulajdonsdgai:

a) EE(X|Y)) =EX

by E(h(Y)- - X|Y)=h(Y) EX|Y)

c¢) Ha X ésY fiiggetlenek, akkor E(X|Y) =EX.

19.6. Tétel: Legyen d : R — R tetszéleges fiiggvény. Ekkor E(X — r(Y))2 < E(X — d(Y))?, ahol r(Y) = E(X|Y). Specidlisan, ha
d(y) = EX, akkor E(X — E(X|Y))? <E(X —EX)? = 02X

19.7. Definicié: Legyen X és Y két adott valosziniiségi valtozo. Az a*X + b* v.v. az Y-nak X-re vonatkoz6 linedris regresszidja, ha
EYY —a*X —b*) = vrnibnRIFE(Y —aX —b).
a,be

Y Y
19.8. Tétel: ax = R(X,Y) 7 b* = EY — R(X,Y) - EX
o X oX

20. Nevezetes egyenlGtlenségek

20.1. Tétel: Markov-egyenldtlenség:
. EY
Legyen Y > 0 olyan v.v., melynek létezik a varhato értéke: EY > 0. Ekkor V 6 > 0 esetén P(Y > §) < 5

20.2. Tétel: Csebisev-egyenldtlenség:

02X
5

Legyen X olyan v.v., melynek véges a szorasnégyzete: 02X < oco. Ekkor V e > 0 esetén P(|X —EX| > ¢) <
€

21. Valészintiségi valtozok sorozatainak konvergenciai

21.1. Definicio: Legyenek X1, Xo,...,Xn,... és X v.v-k az (Q,F, P) Kolmogorov-féle valoszintiségi mez6n. Azt mondjuk, hogy

a) Az X1,X2,...,Xp,... v.v. sorozat eqy waldsziniséggel konvergdl X-hez, ha az A = {w;nlﬁi»moo Xn(w) = X(w)} esemény egy

valoszintiségti: P(A) = 1.
Jelsles: X, —»1v X



by Az X1,X2,...,Xn,... v.v. sorozat L.-ben (vagy r-edik momentumban) tart X-hez, ha E(| X, — X|") = 0 (n — o0).
Jelsles: X, —»ir X

¢) Az Xy,Xo,...,Xn,...v.v. sorozat sztochasztikusan konvergdl X-hez, haV e > 0 esetén P({w; | Xn(w) — X (w)| > €}) = 0 (n = o)
Jeldlées: X, —5t X

d) Az X1,Xo,...,Xn,... v.v. sorozat eloszldsban konvergdl X-hez, ha li_)m Fx, (z) = Fx(x) minden olyan x € R-ben, ahol Fx (x)
n o0

folytonos.
Jelbleés: X, —°¢ X

21.2. Tétel:

Az eloszldsban valé konvergencidbol nem kdvetkezik egyik mésik sem.

)

b) A sztochasztikus konvergencidbol kévetkezik az eloszlasban valé konvergencia.
) Az Lq-beli konvergenciabol kovetkezik a sztochasztikus konvergencia (igy az eloszlaban val6 konvergencia is).
)

Az egy valosziniiségii konvergenciabdl kivetkezik a sztochasztikus konvergencia.

22. Nagy szamok torvényei

22.1. Tétel: A nagy szamok tételének Csebisev-féle gyenge alakja:

Legyenek az X1, Xa,...,Xn,... v.v-k paronként fiiggetlenek és azonos eloszlastuak az (92, F, P) Kolmogorov-féle valoszintiségi mezdn.
- . sl w1 - e . X X L+ X
Létezzék a kozos p = EX; varhato értékik és a kozos d? = o2X; szorasnégyzetiik. Ekkor a Z, = 1+ X2+ " y.v. sorozatra
n
Zy —5t e

22.2, Tétel: A nagy szamok tételének Bernoulli-féle gyenge alakja:

Legyen (2, §, P) Kolmogorov-féle valoszintiségi mezs, A € § egy pozitiv valoszintiségii esemény: p = P(A) > 0. Hajtsunk végre egy végte-
1, ha A bekovetkezik
0, ha nem ’
X;-k teljesen fiiggetlenek és azonos eloszlastiak: P(X; = 1) = P(A) = pés P(X; = 0) = 1 —p = ¢,EX; = p,02°X; = pq. Legyen

X1+Xo+...+Xn
In = -

len kisérletsorozatot, vagyis figyeljiik meg A bekovetkezéseit az 1,2,...,n,...-edik végrehajtaskor. Legyen X; = {

= rn(A) a relativ gyakorisag. Ekkor r,(A) —5¢ p.

22.3. Tétel: A nagy szamok tételének Kolmogorov-féle erds alakja:

Legyenek az X1, Xa,..., Xn, ... v.v-k teljesen fiiggetlenek az (2, §, P) Kolmogorov-féle valészintiségi mez6n. Létezzék a kdzos p = E(X;)
Xi+Xo+... + X,

> 1
varhato értékiik és a szordsnégyzetiikre: Y 02X - F < oo. Ekkor a Z,, = v.v. sorozatra Zn —' p.
i=1

n
23. Centralis hatareloszlas tételek
23.1. Tétel: A centrdlis hatdreloszlds tétel:
Legyenek az X1, Xa,...,Xn,... v.v-k paronként fiiggetlenek és azonos eloszlastak az (22, F, P) Kolmogorov-féle valoszintiségi mezdn.
X1+ Xo4+ oo+ Xy —
Létezzék a kozos p = E(X;) varhato értékiik és a kozos 02 = 02X, szorasnégyzetiik. Ekkor a Z, = s —i_f +An = mu V.V,
e

sorozathoz létezik olyan Z € N(0,1), hogy Z, —¢ Z.
23.2. Tétel: Mowvre—Laplace-tétel:

Legyen (Q,F,P) Kolmogorov-féle valoszintiségi mezs, A € § egy pozitiv valosziniiségli esemény: p = P(A) > 0. Hajtsunk végre
l,we A
0, wg A°
X;-k teljesen fiiggetlenek és azonos eloszlastak: P(X; = 1) = P(A) = pés P(X; = 0) = 1 —p = ¢,EX; = p,02X; = pq. Ekkor a
X1i+Xo+--+Xn—n-p
Zn =
np (-p)

egy végtelen kisérletsorozatot, vagyis figyeljiilk meg A bekovetkezéseit az 1,2,...,n,...-edik kisérletnél. Legyen X; = { Az

v.v. sorozathoz létezik olyan Z € N(0,1), hogy Z, —¢ Z.

24. Markov-lancok

24.1. Definicié: az {X,,n > 0} v.v. sorozat diszkrét idejii, diszkrét allapotterd Markov-ldnc, ha Ry, = S C Z, és teljesiil a Markov-
tulajdonsag: P(Xn = j ‘ Xo = io,Xl = il, . .,Xn,1 = ’L‘nfl) = P(Xn = j | Xn,1 = infl) V n-re, V i(), . .,in71,j € S

24.2. Definicié: a {X,,n > 0} Markov-lanc homogén, ha P(X,, =7 | Xn—1=1) =P(X1 =j| Xo=1¢) Vnreés Vi jeE Sre.

Az egy-lépéses dtmenet-valdsziniiség: pgjl.) =PX1=j|Xo=49)VijeS

Az n-lépéses dtmenet-valdsziniség: pE;) =P(Xn,=j|Xo=i)Vij€eS



24.3. Definici6: Atmenet-valdsziniségi mdtriz: II= (pEJU) (i, €8)

n-lépéses dtmenet-valdsziniségi mdtriz: H("> = (pi?)) (3,5 € 5)

24.4, Tétel: H,ﬂ(") V soraban 1-1 eloszlas van.

24.5. Tétel: Chapmann-Kolmogorov
H(n) — Hz . H(n—i) — Hn

24.6. Definicio: stabilitds

‘15,71) =P(Xn=1)

4! = lim ¢\, ha letezik ez a hatarérték, akkor a Markov-lanc stabil.
H n—oo0 ¢
q(>) = (qgoo), ce q,(coc)), ahol 1,...,k € S, és S minden elemét kiteszik (¢(°) neve hatdreloszids).

Erre a vektorra igaz a kovetkezd egyenl&ség: g("o) = Q<°°)H

25. Matematikai statisztika

Kiindulas
K: véletlen kisérlet
Q: elemi események halmaza
3. események halmazrendszere
P € P, de pontosan nem ismert

Alapfeladat
P halmazbdl kivalasztani azon mértéket, amely ténylegesen a kisérlethez tartozik.
Statisztikai minta: X1,..., X, azonos eloszlasi, egymastol teljesen fiiggetlen v.v. sorozat.
Statisztikai minta realizdcidé: 1, ...,%n, ahol n a mintaelemszam, x; az i-edik mintaelem.
Fx a minta eloszlasa, EX = m,0cX = D

25.1. Definicio: Legyen (£2,F) mérhetd tér, és P valoszintségi mértékek halmaza, ahol V P € P esetén (9, F,P) Kolmogorov-féle
valdszintiségi mezd.

Az X = (X1,...,X,)7T statisztikai megfigyelést statisztikai mintdnak nevezziik, ha X;-k teljesen fiiggetlen, azonos eloszlast v.v-k

k
V P € P esetén: P(XZ <(E):Fp(CE) (l: 1,...,TL) és P(Xll < Tit, .-, Xik <:E,Lk): H Fp(iﬂia) (V2§k§n)
1

a=
Ty : R™ — R: statisztikai fligguény
Tn =Tn(X1,...,Xn): statisztika

Tn =Tn(z1,...,2n): statisztika szdmitott értéke

1 -
Empirikus kozép- vagy dtlagstatisztika: T, = — E X, =Xn
n
i=1

1 & — 18 _
Empirikus szérdsnégyzet statisztika: Ty, = — E (X — Xn)2 = s% == E Xl.2 — Xi
n “ n
=1 =1
. . o . . 2 1 = T \2
Korrigdlt empirikus szérdsnégyzet: (sk)? = 1 E (X; — Xn)
n—
i=1

Rendezett minta:
X7 =min{X1,...,Xn}
X =max{X1,...,Xn}
Xy < <Xg
ri(X1,...,Xn) = Xj, ha X; az i-edik legkisebb X1, ..., Xy kozOtt

X =ri(X1,...,Xn) az i-edik rendezett minta statisztika

(3

P(X} <o) = Fylw) = 32 (2) - F(a) - (1 = Fla)"~

k



Empirikus eloszldsfigguény: Fn(z) =

Paraméteres probléma: Fy(t,9)
25.2. Definicié: a T), statisztika a ¢ paraméter torzitatlan becslése, ha E(Ty,) = 9.

25.3. Definicidé: a Ty, statisztika a ¢ paraméter aszimptotikusan torzitatlan becslése, ha le E(Tn) = 9.
n oo

25.4. Tétel: az X, a minta varhato értékének (EX = o) torzitatlan becslése.

25.5. Tétel: tth. 9 =o0X

1 & -
Akkor 2 = — Z(Xi - Xn)2 a ¥ aszimptotikusan torzitatlan becslése,
n “
=1
1 n .
és (s5)? = Z(XZ — X»)? a 9 torzitatlan becslése.
n—1:-

25.6. Definici6: a Tj, statisztika sorozat a O paraméter konzisztens becslése, ha P(|T, — 9| > €) = 0 (n — 00).

25.7. Definicié: a T), statisztika sorozat a 9 paraméter erdsen konzisztens becslése, ha ET,, = 9, 02T, — 0 (n — 00).
25.8. Tétel: ha T, er6sen konzisztens = konzisztens is.

25.9. Tétel:

a) X,, a9 varhato érték erdsen konzisztens becslése, ha 3 o2X

*

*)2 erdsen konzisztens becslése, ha 3 E(X™)

b) 52 a ¥ szordsnégyzetnek konzisztens becslése, (s
25.10. Tétel: Matematikai statisztika alaptétele:

P( lim sup|Fn(z)— F(z)|=0)=1
n—=00 geR

26. Maximum likelihood becslés

26.1. Definicié: Legyen adott P valdszintiségi mértékek egy tere, és az Xi,...,X, statisztikai minta, amelyek eloszlasfliggvénye

n
abszolut folytonos V Py € P-re, jelolje L(z,¥) = [] fo(x;) a minta egyiittes stirtiségfiiggvényét.
i=1

1=

A ¥ paraméter mazimum likelihood becslésén azt a mn(X1,...,Xn) statisztikat értjiik, melyre: L(z,mn(z)) = max L(z,9) teljesiil
YER
VzeR"
26.2. Definicid: Legyen adott P valoszintiségi mértékek egy tere, és az X1, ..., X, diszkrét eloszlasa statisztikai minta £ C R értékkeés-

n
zlettel V Py € P-re. Jeldlje L(z,9) = Py(X1 = x1,...,Xn =xn) = [] Py(X; = x;) a minta egyiittes eloszlasat.
- i=1

A 9 paraméter mazimum likelihood becslésén azt a 7n(X1,...,Xn) statisztikat értjiik, melyre L(z, 7, (z)) = max L(z,9) teljesiil
YERF
VazeEn.
n
log-likelihood fiiggvény: l(z,9) =In L(z,9¥) = > Infy(z;)
1
26.3. Tétel: Legyen adott P valoszintiségi mértékek egy tere, és az X1, ..., X, statisztikai minta. Jel6lje L(z, ) a likelihood fliggvényt,
és T, a maximum likelihood statisztikat.
i) ha 3 hatésos becslés a ¥ paraméterre, akkor 7, maga a hatasos becslés.
if) ha 3 T, elégséges becslés a ¥ paraméterre, akkor megadhat6 olyan h(z) fliggvény, mellyel h(ry,) = Th.

26.4. Definicié: Legyen adott P valoszintiségi mértékek egy tere, és Xi,..., X, statisztikai minta. Tth. 3 az m; = EﬁX:Z =

1 ..
g;(¥) (j = 1,...,k) momentumok, és Hg;l(ml,...,mk) =v; (j = 1,...,k). Tekintsiik az h; = 72 (j = 1,...,k) empirikus
; n =
momentum statisztikikat. Akkor az my; = gj_l(ml, ...,my,) statisztikdk a ¥; paraméter momentumos becslései.

27. Normalis eloszlasbo6l szarmazo eloszlasok

n
27.1. Definicié: Legyen X1,...,Xn € N(0,1) teljesen fiiggetlenek, akkor az Y = >~ X2 v.v. eloszlasa n-szabadsdgfoki x2-eloszlds.
i=1

Jeldlés: Y € 2



27.2. Definicié: Legyen X € N(0,1),Y € x? fiiggetlenek, akkor Z =

eloszlasa n-szabadsdgfokd t/Student eloszldst v.v.
n

Jelblés: Z €ty

27.3. Definicié: Ha X € x2,Y € x2 fiiggetlenek, akkor Z = n, m szabadsdgfoki F- vagy Fischer-eloszldsi v.v.

31z 1=

27.4. Tétel: Lukdcs tétel:
Legyen X1,...,Xn € N(m, D) eloszlasb6l szarmazo6 statisztikai minta. Ekkor:
— D
i) Xn €N (m, ﬁ)

2
ns;,

ii) oo € X2_1
i) X ess2,ill. X, és (s%)? is fiiggetlenek.

27.5. Definicié: a T, < T,

m

statisztikdk 1 — e szintli konfidencia intervallumot adnak a ¥ paraméterhez, ha P (19 € [T;,T;,;])

28. Hipotézis elmélet, probak

(Q,P,P),P=PoUP1,PoNPL =0

Ho : P € Po: nullhipotézis

Hi : P € P1: alternativ hipotézis

tn(X1,...,Xn) probastatisztika, P(Ki(e) <tn < Ka(e)) >1—¢

29. Paraméteres probak

Egymintas u-proba
Legyen X1,..., X, statisztikai minta, € N (¢, 09), oo > 0 adott
Hp : 9 = 99, (Joadott, hipotetikus érték)
Hi: 9 # 9o

— 1” led)
Xn=-> X;eN (09—
= xen (v )

_ Xp =9
Ha Hy igaz, akkor: X, € N (19, ﬂ) = Zn” 70 vn € N(0,1)
Vn oo

Déntés: Ha

Yn—ﬁow/ﬁ

g0

< ue = Hop-t elfogadjuk.

P(—uc <u(x) <ue)=1—c¢
Kétmintas u-proba

Xi1,...,Xn € N(91,01) statisztikai minta, o1 > 0 adott

e e s két minta fii 1 astol.
Yi,...,Ym € N(¥2,02) statisztikai minta, o2 > 0 adott } a kel minta Higgetlen egymasto

Hy : 91 = 92 YneN<191,%) _ a? o2
;; figgetlenek = Xp —Ym € N |91 — 02,4/ L + =2

Hy:91#90 YmeN (02, 22 rom
1:91 # J2 m (2\/ﬁ)

Xn-Y
Ha Hj igaz, akkor: ———" ¢ N(0,1)

2 2

o o

7%, %

n

. . 771, - 7’/77. . .
Déntés: Legyen € > 0,3Jue > 0, ha < ue = Hp-t e-szinten elfogadjuk.

o} o3
n m

Egymintas ¢t-préba



., Xn statisztikai minta, € N(¢,0),c > 0 nem ismert

Legyen X7, ..
Hp : 9 =19 YHEN(I%,O')
yn *190 J—
Hy =9 # 90 ———VreNOD | Xy — o
(n 1) (s%)? fiiggetlenek = s VN € tn_1
o2

Xp =9
Déntés: Ha =% "% . \/n < t. = Ho-t € szinten elfogadjuk.
S

Kétmintas t-proba

éll,’.....',’éqneej\]y(%il,;‘;)) } fiiggetlenek, de o nem ismert (azonos a szérasuk)

o o p o2
Ho : 91 = 92 Xn—-YmeN|[9 -0,y 2 +2]| =
n m

Xn—Ym—(01—9
G 2)€N(0,1)

H1:19175192 =

oo J1_ L
n m
(=102, m=Dhy)? L, =Dy m=D(shy)?
2 Xn—1> - 2 € Xm—-1 = 2 + 2 € Xn4+m—2
g ag g g
F-proba

X1,...,Xn € N(191 0'1) . .
L ’ fi lenek lenek
Yi,... Y € N(93,09) iggetlenek, ¥9o,91,01 > 0,02 > 0 ismeretlene

Hp : 91 =92 (n— 1)(5:,)()2 2 (m— 1)(8;1,Y)2 2 (S:L,X)2 cF
Hy : 91 # 92 o2 Xn—1 o2 m-l (55.v)? notmet

(sh x)?
Dontés: Ha F1,e < (3,7)(2 < Fe = Ho-t elfogadjuk e-szinten.
sm,Y



