
1. Alapfogalmak, axiómák

1.1. De�níció: Véletlen kísérlet: (K) olyan folyamat, kísérlet, amelynek kimenetele el®re nem mondható meg, csak az, hogy milyen
kísérletkimenetelek lehetnek. Akárhányszor meg�gyelhet®, ill. végrehajtható azonos feltételek mellett.

1.2. De�níció: Elemi esemény (ω): a K véletlen kísérlet lehetséges kimenetelei. A véletlen kísérlet végrehajtása során az elemi
események halmazából mindig csak egy fog realizálódni.

1.3. De�níció: Eseménytér (Ω): a K véletlen kísérlettel kapcsolatos összes elemi esemény halmaza.

1.4. De�níció: Esemény (A,B,C, . . .): elemi események halmaza, eseménytér részhalmaza.

1.5. De�níció: Az A esemény bekövetkezik, ha a kísérlet végrehajtása során olyan elemi esemény realizálódott, ami A eleme.

1.6. De�níció: Az A esemény maga után vonja a B eseményt, ha az A esemény részhalmaza a B eseménynek. Jelölés: A ⊆ B

1.7. De�níció: Az A és B események ekvivalensek, ha A ⊆ B és B ⊆ A teljesül egyszerre. Jelölés: A = B

1.8. De�níció: Lehetetlen eseménynek nevezzük azt, amely a K bármely végrehajtása során soha nem fog bekövetkezni. Jelölés: ∅

1.9. De�níció: Biztos eseménynek (Ω) nevezzük, azt az eseményt, amelyik a K bármely végrehajtása során mindig bekövetkezik.

1.10. De�níció: Egy A esemény ellentett eseménye az, amely pontosan akkor következik be, amikor A nem következik be. Jele: A

1.11. De�níció: Az A és B események összege: pontosan akkor következik be, ha A és B közül legalább az egyik bekövetkezik. Jele:
A+B

1.12. De�níció: Az A és B események szorzata: pontosan akkor következik be, amikor A és B egyidej¶leg bekövetkezik. Jele: AB

1.13. De�níció: Az A és B események különbsége: pontosan akkor következik be, ha A bekövetkezik, de B nem. Jele: A \B

1.14. Tétel: Tetsz. A,B és C eseményekre igazak az alábbiak:

a) A+B = B +A, (A+B) + C = A+ (B + C)

b) A+A = A

c) AB = BA, (AB)C = A(BC)

d) AA = A

e) A(B + C) = (AB) + (AC)

f) A+ (BC) = (A+B)(A+ C)

g) A = A

h) A+B = A ·B, A ·B = A+B (De-Morgan)

i) A ·A = ∅, A+A = Ω

j) AΩ = A, A+ Ω = Ω

k) A∅ = ∅, A+ ∅ = A

1.15. De�níció: Az A és B események egymást kizáróak, ha AB = ∅.

1.16. De�níció: Az A1, A2, . . . , An, . . . események rendszere teljes eseményrendszert alkot, ha ∀ i, j-re Ai ·Aj = ∅, és
∑
∀i
Ai = Ω.

1.17. Axióma: A K véletlen kísérlettel kapcsolatos összes események F rendszere (az ún. eseményalgebra) σ-algebra, azaz kielégíti az
alábbi tulajdonságokat:

1. Ω ∈ F

2. A ∈ F⇒ A ∈ F

3. A1, . . . , An, . . . ∈ F⇒
∑
∀i
Ai ∈ F

1.18. Tétel:

a) ∅ ∈ F

b) A,B ∈ F⇒ A+B ∈ F

c) A,B ∈ F⇒ AB ∈ F

d) A1, A2, . . . , An ∈ F⇒
∏
∀i
Ai ∈ F

e) A,B ∈ F⇒ A \B ∈ F és B \A ∈ F

1.19. Axióma: Adott egy P : F → [0, 1] halmazfüggvény, melyet valószín¶ségnek nevezünk. A P függvény kielégíti az alábbi tulaj-
donságokat:

1. P(Ω) = 1



2. Ha A1, . . . , An, . . . ∈ F páronként egymást kizárják, akkor P

(∑
∀i
Ai

)
=
∑
∀i

P(Ai).

1.20. De�níció: Az (Ω,F,P) hármast a K véleltlen kísérlethez tartozó Kolmogorov-féle valószín¶ségi mez®nek hívjuk.

1.21. Tétel: Valószín¶ség tulajdonságai:

a) P(A) = 1−P(A)

b) P(∅) = 1−P(Ω) = 0

c) Ha A1, . . . , An, . . . ∈ F események teljes eseményrendszert alkotnak, akkor
∑
∀i

P(Ai) = 1

d) Ha A ⊆ B, akkor P(A) ≤ P(B)

e) P(A \B) = P(B)−P(AB)

1.22. Tétel: Poincaré-tétel : Ha A1, . . . , An ∈ F tetsz®legesek, akkor P

(
n∑
i=1

Ai

)
=

n∑
i=1

(−1)n+1Sni ,

ahol Sni =
∑

1≤j1<···<ji≤n
P(Aj1 ·Aj2 · . . . ·Aji )

1.23. Tétel: Boole-egyenl®tlenség: Legyen (Ω,F,P) Kolmogorov-féle valószín¶ségi mez®. Akkor minden A1, . . . , An ∈ F esetén:

a) P

(
n∑
i=1

Ai

)
≤

n∑
i=1

P(Ai)

b) P

(
n∏
i=1

Ai

)
≥ 1−

n∑
i=1

P(Ai)

1.24. Tétel: A valószín¶ség folytonossági tulajdonsága

a) Ha A1, . . . , An, . . . olyan események, hogy A1 ⊆ . . . ⊆ An ⊆ . . . ⊆
∞∑
i=1

Ai = lim
n→∞

An, akkor P

( ∞∑
i=1

Ai

)
= lim
n→∞

P(An)

b) Ha A1 ⊇ . . . ⊇ An ⊇ . . . ⊇
∞∏
i=1

Ai = lim
n→∞

An, akkor P

( ∞∏
i=1

)
= lim
n→∞

P(An)

2. Kísérletsorozat, az események relatív gyakorisága

2.1. De�níció: Tekintsünk egy K véletlen kísérletet, és jelölje Kn azt a kísérletet, amely a K n-szeres azonos körülmények közötti
ismételt végrehajtásából áll. (n-szeres kísérletsorozat)

2.2. De�níció: Ha egy n-szeres kísérletsorozatban az A esemény k-szor következett be, akkor kA az A gyakorisága, ra(A) =
kA

n
a

relatív gyakorisága.

2.3. Tétel: adott n-szeres kísérletsorozatnál:

a) rn : F→ [ 0, 1 ]

b) rn(Ω) = 1

c) Ha A1, . . . , An, . . . egymást kizáró események, akkor rn

( ∞∑
i=1

Ai

)
=
∞∑
i=1

rn(Ai)

3. A feltételes valószín¶ség és az események függetlensége

3.1. De�níció: Legyenek A,B ∈ F olyan események, hogy A tetsz®leges és P(B) > 0. Akkor az A eseménynek a B-re vonatkoztatott

feltételes valószín¶ségén a P(A | B) =
P(AB)

P(B)
számot értjük.

3.2. Tétel: Tekintsük az (Ω,F,P) Kolmogorov-féle valószín¶ségi mez®t, és B ∈ F, P(B) > 0 rögzített. Ekkor a PB(A) feltételes
valószín¶ségre teljesülnek az alábbi tulajdonságok:

a) 0 ≤ PB(A) ≤ 1 (∀ A ∈ F)

b) PB(B) = 1, PB(∅) = 0

c) ∀ A1, . . . , An, . . . ∈ F : Ai ·Aj = ∅ (i 6= j)⇒ PB

( ∞∑
i=1

Ai

)
=
∞∑
i=1

PB(Ai)

3.3. De�níció: Legyenek A,B ∈ F tetsz®leges események. Az A és B események függetlenek, ha P(AB) = P(A)P(B).

3.4. Tétel: Ha az A,B ∈ F események függetlenek, akkor A és B, A és B, A és B is függetlenek.

3.5. Tétel: Az ∅ és Ω események minden A ∈ F eseményt®l függetlenek.



3.6. De�níció: Az A1, . . . , An ∈ F események páronként függetlenek, ha P(AiAj) = P(Ai)P(Aj) (∀ i 6= j)

3.7. De�níció: Az A1, . . . , An ∈ F események teljesen függetlenek, ha ∀ k ∈ {2, . . . , n} és ∀ 1 ≤ i1 < . . . < ik ≤ n indexkombinációra
P(Ai1 · · ·Aik ) = P(Ai1 ) · · ·P(Aik )

3.8. Tétel: Ha az A1, . . . , An ∈ F események teljesen függetlenek ⇒ páronként is függetlenek. (Fordítva általában nem igaz)

3.9. Tétel: Ha az A1, . . . , An ∈ F események teljesen függetlenek, akkor közülük bármelyiket az ellentett eseményére felcserélve, újra
teljesen független rendszert kapunk.

3.10. Tétel: Szorzási szabály: legyenek az A1, . . . , An ∈ F tetsz®leges események úgy, hogy P

(
n∏
i=1

Ai

)
> 0. Ekkor

P

(
n∏
i=1

Ai

)
= P

(
An

n−1∏
i=1

Ai

)
P

(
An−1

n−2∏
i=1

Ai

)
· · ·P(A2A1)P(A1)

3.11. Tétel: A teljes valószín¶ség tétele: Legyen A1, . . . , An . . . ∈ F teljes eseményrendszer. Tegyük fel továbbá, hogy P(Ai) > 0 ∀ i-re.

Ekkor tetsz®leges B ∈ F eseményre P(B) =
∞∑
i=1

P(B | Ai)P(Ai)

3.12. Tétel: Bayes-tétele: Alkosson A1, . . . , An, . . . ∈ F teljes eseményrendszert. Tegyük fel továbbá, hogy P(Ai) > 0 ∀ i-re. Ekkor

tetsz®leges B ∈ F eseményre, ahol P(B) > 0, P(Ai | B) =
P(B | Ai)P(Ai)
∞∑
j=1

P(B | Aj)P(Aj)

4. A valószín¶ségi változó

4.1. De�níció: A balról zárt, jobbról nyílt valós intervallumok által generált σ-algebrát Borel-féle σ-algebrának nevezzük, és B-vel
jelöljük: B = σ({[a, b), a, b ∈ R})

4.2. De�níció: Legyen (Ω,F,P) Kolmogorov-féle valószín¶ségi mez®. Az X : Ω→ R függvényt valószín¶ségi változónak nevezzük, ha
minden B ∈ B esetén A = {ω : X(ω) ∈ B} ∈ F

5. Az eloszlásfüggvény

5.1. De�níció: Legyen (Ω,F,P) Kolmogorov-féle valószín¶ségi mez®, X valószín¶ségi változó.

Ekkor a QX(B) = P({ω : X(ω) ∈ B}) = P(X ∈ B), (b ∈ B) az X valószín¶ségi változó eloszlása.

5.2. Tétel: A QX halmazfüggvény tulajdonságai :

a) QX(R) = 1

b) Ha B1, . . . , Bn, . . . diszjunkt Borel-halmazok, akkor QX

( ∞⋃
i=1

Bi

)
=
∞∑
i=1

QX(Bi)

5.3. De�níció: Az FX(x) = QX((−∞, x)), x ∈ R függvényt az X valószín¶ségi változó eloszlásfüggvényének nevezzük.

5.4. Tétel: A valószín¶ségi változó eloszlása és eloszlásfüggvénye kölcsönösen egyértelm¶en meghatározzák egymást.

5.5. Tétel: Az FX eloszlásfüggvény tulajdonságai :

a) FX monoton n®, azaz (FX(x) ≤ FX(y)), ha x < y

b) Fx balról folytonos, azaz lim
x→y−

FX(x) = FX(y) ∀ y ∈ R-re

c) lim
x→+∞

FX(x) = 1 és lim
x→−∞

FX(x) = 0

5.6. Tétel: tetsz®leges x < y esetén

a) P(x ≤ X < y) = FX(y)− FX(x)

b) P(x < X < y) = FX(y)− FX(x+ 0)

c) P(x ≤ X ≤ y) = FX(y + 0)− FX(x)

d) P(x < X ≤ y) = FX(y + 0)− FX(x+ 0)

e) P(X = x) = FX(x+ 0)− FX(x)

6. Diszkrét valószín¶ségi változók

6.1. De�níció: Az X valószín¶ségi változót diszkrétnek nevezzük, ha értékkészlete megszámlálható, vagyis ∀ ω ∈ Ω-ra X(ω) ∈ E =
{x1, . . . , xn, . . .}



6.2. De�níció: A pi = P({ω : X(ω) = xi}) = P(X = xi) (i = 1, 2, . . .) valószín¶ségek összességét az X diszkrét v.v. eloszlásának
nevezzük.

6.3. Tétel: Az X diszkrét v.v. p1, p2, . . . , pn, . . . eloszlására teljesül, hogy

a) 0 ≤ pi ≤ 1

b)
∞∑
i=1

pi = 1

6.4. Tétel: Az X diszkrét v.v. FX eloszlásfüggvényére: FX(x) =
∑
xi<x

pi, másrészt: pi = FX(xi + 0)− F (xi)

7. Nevezetes diszkrét eloszlások

Binomiális eloszlás

Legyen (Ω,F,P) Kolmogorov-féle valószín¶ségi mez®, A ∈ F egy pozitív valószín¶ség¶ esemény: p = P(A) > 0. Hajtsunk végre egy
n-szeres kísérletsorozatot. Vegye fel X azt az értéket, ahányszor A bekövetkezett a kísérletsorozatban. X lehetséges értékei: 0, 1, . . . , n.
Az egyes értékek felvételének valószín¶ségei, azaz X eloszlása: pk = P(X = k) =

(n
k

)
· pk · (1− p)n−k =

(n
k

)
· pk · qn−k

Jelölés: X ∈ B(n, p)

Geometriai eloszlás

Legyen K egy véletlen kísérlet, és (Ω,F,P) a hozzátartozó Kolmogorov-féle valószín¶ségi mez®, A ∈ F egy pozitív valószín¶ség¶ esemény:
p = P(A) > 0. A K kísérlethez tartozó kísérletsorozatot addig hajtsuk végre, amíg az A esemény be nem következik. Az X v.v-t értelmezzük
úgy, mint az A esemény bekövetkezéséhez szükséges ismétlések számát. X-et p paraméter¶ geometriai eloszlású v.v-nak nevezzük.

Jelölés: X ∈ G(p)

7.1. Tétel: A geometriai eloszlás örökifjú tulajdonsága

P(X = m + k | X > m) = P(X = k),∀ m, k-ra, azaz annak a feltételes valószín¶sége, hogy a következ® k végrehajtás végén
bekövetkezik A esemény, amennyiben el®z® m meg�gyelés alatt nem következett be, ugyanannyi, mint annak a valószín¶sége, hogy éppen
a k-adik végrehajtás után következik be az A esemény.

8. Folytonos valószín¶ségi változók

8.1. De�níció: Legyen X az (Ω,F,P)-n értelmezett v.v., melynek értékkészlete kontinuum számosságú. Jelölje FX az eloszlásfügg-
vényt. X-et folytonos v.v-nek nevezzük, ha FX abszolút folytonos, azaz létezik olyan Riemann integrálható fX : R→ R függvény, melyre

fennáll az FX(x) =
∞∫
−∞

fX(t) dt (x ∈ R) összefüggés.

Az fX függvényt az X v.v. (vagy az FX eloszlásfüggvény) s¶r¶ségfüggvényének nevezzük. Ha FX abszolút folytonos, akkor folytonos

is és majdnem mindenütt di�erenciálható, azaz pl. véges sok helyen lehet csak töréspontja.
dFX(x)

dx
= fX(x), ha x folytonossági pontja

fX -nek.

8.2. Tétel: A s¶r¶ségfüggvény tulajdonságai

Legyen X az (Ω,F,P)-n értelmezett folytonos v.v. Akkor az fX : R→ R s¶r¶ségfüggvényre teljesül, hogy

a) fX(x) ≥ 0

b)
∞∫
−∞

fX(t) dt = 1

9. Nevezetes folytonos eloszlások

Az egyenletes eloszlású valószín¶ségi változó

Az X az [a, b] intervallumon egyenletes eloszlású, ha eloszlásfüggvénye:

FX(x) =


0, x ≤ a

x− a
b− a

, a < x ≤ b

1, x > b

Jelölés: X ∈ U([a, b]).



Ekkor a s¶r¶ségfüggvény:

fX(x) =


1

b− a
, x ∈ (a, b)

0, x /∈ (a, b)

Az exponenciális eloszlású valószín¶ségi változó

Az X v.v. λ > 0 paraméter¶ exponenciális eloszlású, ha eloszlásfüggvénye:

FX(x) =

{
1− e−λx, x > 0

0, x ≤ 0

Jelölés: X ∈ E(λ).

A s¶r¶ségfüggvény:

fX(x) =

{
λe−λx, x > 0

0, egyebkent

9.1. Tétel: Az exponenciális eloszlás örökifjú tulajdonsága

Legyen X folytonos eloszlású v.v. P(X < x) = F (x) eloszlásfüggvénnyel. Akkor P(x < x + t | X ≥ x) = P(X < t) ∀ 0 < x, t-re
⇐⇒ ∃ λ > 0 : F (x) = 1− e−λx, x > 0, vagyis X ∈ E(λ)

A normális eloszlású valószín¶ségi változó

Az X v.v. µ ∈ R és σ > 0 paraméter¶ normális eloszlású, ha eloszlásfüggvénye: FX(x) = Φµ,σ(x) =
1

√
2πσ

x∫
−∞

e
−

(t− µ)2

2σ2 dt, x ∈ R.

Jelölés: X ∈ N(µ, σ)

Az X s¶r¶ségfüggvénye: fX(x) = ϕµ,σ(x) =
1

√
2πσ

e
−

(x− µ)2

2σ2 , x ∈ R

Ha X ∈ N(0, 1), akkor standard normális eloszlás. Ilyenkor ϕ0,1(x) =
1
√

2π
e
−
x2

2 és Φ0,1(x) =
1
√

2π

x∫
−∞

e
−
t2

2 dt

9.2. Tétel: A ϕ Gauss-függvény tulajdonságai

a) ϕ(−x) = ϕ(x)

b) lim
x→∞

ϕ(x) = lim
x→−∞

ϕ(x) = 0

c)
1
√

2π
= ϕ(0) ≥ ϕ > 0, ∀ x ∈ R

d) ϕ in�exiós helyei a +1 és −1 (ϕn(−1) = ϕ(+1) = 0)

e)
∞∫
−∞

ϕ(x) dx = 1

9.3. Tétel: A Φ eloszlásfüggvény tulajdonságai

a) Φ(x) = 1− Φ(−x), ∀ x > 0, azaz Φ gra�konja szimmetrikus a

(
0,

1

2

)
-ra

b) Φ szigorúan monoton növekv®

c) Φ(x) =
1

2
+

1
√

2π

(
x−

x3

1! · 2 · 3
+ . . .+

(−1)kx2k+1

k!2k(2k + 1)
+ . . .

)
, ∀ x > 0

d) lim
x→∞

Φ(x) = 1, lim
x→−∞

Φ(x) = 0

10. A várható érték

10.1. De�níció:

a) Az X diszkrét v.v-nak akkor létezzék várható értéke, ha a
∞∑
i=1
|xi| · P(X = xi) sor konvergens. Ekkor az X várható értékén az

EX =
∞∑
i=1

xi ·P(X = xi) sorösszeget értjük.



b) Az X folytonos v.v-nak akkor létezzék várható értéke, ha az
∞∫
−∞
|x| · fX(x) dx konvergens. Ekkor az X várható értékén az

EX =
∞∫
−∞

x · fX(x) dx számot értjük.

10.2. Tétel: Legyen g : R→ R tetsz. valós függvény. Ekkor, ha az Y = g(X) v.v., és létezik a várható értéke, akkor

a) ha X diszkrét: EY =
∞∑
i=1

g(xi) ·P(X = xi)

b) ha X folytonos: EY =
∞∫
−∞

g(x) · fX(x) dx

10.3. Tétel: Legyen az X v.v-nak várható értéke EX. Ekkor az Y = a ·X + b v.v-nak is létezik várható értéke, és EY = a · EX + b.

11. Magasabb momentumok, szórásnégyzet

11.1. De�níció: Az X v.v n-edik momentumán az Xn v.v. várható értékét értjük, ha az létezik. Jelölés: µn = EXn.

11.2. De�níció: Az X v.v szórásnégyzetén vagy varianciáján az Y = (X − EX)2 v.v várható értékét értjük. Jelölés: σ2X =

E(X − EX)2

Az X v.v. szórása a szórásnégyzet pozitív négyzetgyöke: σX =
√

E(X − EX)2

11.3. Tétel: Legyen X olyan v.v., melynek létezik szórásnégyzete. Ekkor minden valós x esetén: σ2X = E(X − EX)2 ≤ E(X − x)2

11.4. Tétel: σ2X = 0⇐⇒ P(X = EX) = 1

11.5. Tétel: Steiner formula

σ2X = E(X − a)2 − [E(X − a)]2 , ∀ a ∈ R. Speciálisan a = 0-ra: EX2 − [EX]2

11.6. Tétel: σ2(αX + b) = α2σ2X, ∀ α, b ∈ R

11.7. De�níció: Egy X v.v. standardizáltján az X̃ =
X − EX
σX

lineáris transzformált v.v-t értjük.

12. Nevezetes eloszlások várható értékei és szórásnégyzetei

Binomiális eloszlás EX = np σ2X = npq

Poisson-eloszlás EX = λ σ2X = λ

Geometriai eloszlás EX =
1

1− q
=

1

p
σ2X =

1− p
p2

Egyenletes eloszlás EX =
a+ b

2
σ2X =

(b− a)2

12

Exponenciális eloszlás EX =
1

λ
σ2X =

1

λ2
Normális eloszlás

X ∈ N(0, 1) EX = 0 σ2X = 1

X ∈ N(µ, σ) EX = µ σ2X = σ2

13. Valószín¶ségi vektorváltozók, valószín¶ségi változók együttes eloszlása

13.1. De�níció: Legyen (Ω,F,P) Kolmogorov-féle valószín¶ségi mez®. Tekintsük az X : Ω → Rp függvényt. Az X = (X1, . . . , Xp)T

valószín¶ségi vektorváltozó, ha minden B ∈ Bp p-dimenziós Borel-halmazra: {ω : X(ω) ∈ B} ∈ F teljesül.

13.2. De�níció: A QX(B) = P({ω : X(ω) ∈ B}), B ∈ Bp az X v.v. eloszlása.

13.3. De�níció: Legyen (x1, . . . , xp)T = x ∈ Rp, és a hozzátartozó p-dimenziós Borel-halmaz Bx = (−∞, x1)× · · ·× (−∞, xp). Ekkor
az FX(x) = FX1,...,Xp (x1, . . . , xp) = QX(Bx) = P(X1 < x1, . . . , Xp < xp) függvényt az X v.v.v. eloszlásfüggvényének, ill. az X1, . . . , Xp
komponens v.v-k együttes eloszlásfüggvényének nevezzük.

13.4. Tétel: Az együttes eloszlásfüggvény tulajdonságai

a) FX minden változójában monoton nem csökken® függvény, azaz ∀ i-re, ha x∗i < x∗∗i , akkor FX(x1, . . . , x∗i , . . . , xp) ≤ FX(x1 . . . , x∗∗i , . . . , xp).

b) FX minden változójában balról folytonos függvény, azaz lim
y→x0i−0

FX(x1, . . . , y, . . . , xp) = FX(x1, . . . , x0i , . . . , xp)

c) lim
∀xi→∞

FX(x1, . . . , xi, . . . , xp) = 1 és lim
∃xi→−∞

FX(x1, . . . , xi, . . . , xp) = 0

d) Legyen T = [a, b)× [c, d) tetsz®leges p = 2 dimenziós tégla. Ekkor FX(a, c) + FX(b, d)− FX(a, d)− FX(b, c) ≥ 0.



13.5. De�níció: Ha X = (X1, . . . , Xp)T v.v.v. eloszlásfüggvénye FX és 1 ≤ j1 < j2 < · · · < jk ≤ p egy tetsz®leges k elem¶
indexkombináció, akkor az indexekhez tartozó Xj1 , Xj2 , . . . , Xjk komponens v.v-k együttes eloszlásfüggvénye az FX egy k-dimenziós
perem- vagy vetületi eloszlásfüggvénye.

13.6. De�níció: Legyenek X1, . . . , Xp v.v. az (Ω,F,P) Kolmogorov-féle v.m-n.

a) X1, . . . , Xp, páronként függetlenek, ha ∀ 1 ≤ i < j ≤ n-re FXi,Xj (x, y) = FXi · FXj teljesül ∀ x, y ∈ R-re.

b) X1, . . . , Xp teljesen függetlenek, ha ∀ 2 ≤ k ≤ p és ∀ 1 ≤ i1 < i2 < · · · < ik ≤ p indexkombinációra FXi1 ,...,Xik
(xi1 , . . . , xik ) =

k∏
j=1

FXij
, ∀ xi1 , . . . , xik ∈ R-re.

13.7. Tétel: Ha X1, . . . , Xp teljesen függetlenek, akkor páronként is függetlenek. (megfordítás általában nem igaz)

14. Diszkrét valószín¶ségi változók együttes eloszlása

14.1. De�níció:

a) Ha X és Y diszkrét v.v-k E = {x1, . . . , xn, . . .} ill. D = {y1, . . . , yn, . . .} értékkészletekkel, akkor az
rij = P({ω : X(ω) = xi} ∩ {ω : Y (ω) = yj}) = P(X = xi, Y = yj) (i, j = 1, 2, . . .) valószín¶ségek összességét a két diszkrét v.v.
együttes eloszlásának nevezzük.

b) Az X1, . . . , Xp diszkrét v.v. értékkészleteit jelölje rendre e(i) =
{
x
(1)
1 , . . . , x

(i)
n

}
(i = 1, . . . , p).

Ekkor az ri1,...,ip = P(X1 = x
(1)
i1 , . . . , Xp = x

(p)
ip ) valószín¶ségek összessége az X1, . . . , Xp diszkrét v.v-k együttes eloszlása.

14.2. De�níció: Ha adott az X1, . . . , Xp diszkrét v.v-k
{
ri1,...,ip = P(X1 = x

(1)
i1 , . . . , Xp = x

(p)
ip ), ∀ ik

}
együttes eloszlása, és 1 ≤

j1 < · · · < jk ≤ p, akkor az Xj1, . . . , Xjk diszkrét v.v-k együttes eloszlását k-dimenziós vetületi- vagy peremeloszlásnak nevezzük.

14.3. Tétel: A diszkrét v.v-k együttes eloszlása kielégíti az alábbi tulajdonságokat:

a) 0 ≤ ri1,...,ip ≤ 1

b)
∑

∀i1,...,ip
ri1,...,ip = 1

c) P(Xj1 = xj1 , . . . , Xjk = xjk ) =
∑

∀il /∈{j1,...,jk}
ri1,...,ip

14.4. Tétel:

a) Az X és Y diszkrét v.v-k függetlenek, ha ∀ i, j-re P(X = xi, Y = yj) = P(X = xi) ·P(Y = yj).

b) Az X1, . . . , Xp diszkrét v.v-k teljesen függetlenek, ha ∀ 2 ≤ k ≤ p-re és ∀ 1 ≤ j1 < . . . < jk ≤ p esetén

P(Xj1 = xj1 , . . . , Xjk = xjk ) =
k∏

α=1
P(Xjα = xjα )

Polinomiális eloszlás

Legyen (Ω,F,P) Kolmogorov-féle valószín¶ségi mez®, A1, . . . , Ar ∈ F egy r eseményb®l álló teljes eseményrendszer, azaz

Ai · Aj = ∅,
r∑
i=1

Ai = Ω. Ekkor, ha 0 < P(Ai) = pi, akkor
r∑
i=1

pi = 1. Hajtsunk végre egy n-szeres kísérletsorozatot. Vegye fel

Xi azt az értéket, ahányszor Ai bekövetkezett a kísérletsorozatban. Az X1, . . . , Xr v.v-k együttes eloszlását n, p1, . . . , pr paraméter¶

polinomiális eloszlásnak nevezzük. Xi ∈ {0, 1, . . . , n} és
r∑
i=1

Xi = n. Az X1, . . . , Xr v.v-k együttes eloszlása: P(X1 = k1, . . . , Xr = kr) =

n!

k1! · · · kr!
pk11 · · · p

kr
r .

15. Folytonos valószín¶ségi változók együttes eloszlása

15.1. De�níció: X = (X1, X2, . . . , Xn)T folytonos v.v-k együttes s¶r¶ségfüggvényén azt az fX1,X2,...,Xp (x1, . . . , xp) Riemann-integrálható
függvényt értjük, melyre:

FX1,X2,...,Xp (x1, . . . , xp) =
x1∫
−∞

x2∫
−∞

. . .
xp∫
−∞

fX1,X2,...,Xp (t1, . . . , tp) dtp . . . dt1, ha x = (x1, . . . , xp)T folytonossági pontja

fX1,X2,...,Xp (x1, . . . , xp)-nek.

15.2. De�níció: Az fX1,...,Xp (x1, . . . , xp) együttes s¶r¶ségfüggvény egy k-dimenziós vetületi s¶r¶ségfüggvényén (2 ≤ k ≤ p − 1)

valamely 1 ≤ i1 ≤ i2 ≤ . . . ≤ ik ≤ p indexkombinációra az Xi1 , . . . , Xik v.v-k együttes s¶r¶ségfüggvényét értjük.



15.3. Tétel: fXi1 ,...,Xik
(ti1 , . . . , tik ) =

∞∫
−∞

. . .
∞∫
−∞

fX1,...,Xp (t1, . . . , tp) dtj1 . . . dtjp−k , azaz az együttes s¶r¶ségfüggvényt az összes

többi - a kiválasztott indexkombinációban nem szerepl® - indexhez tartozó változóra kell kiintegrálni a teljes számegyenesen hogy el®állítsuk
a k-dimenziós vetületi s¶r¶ségfüggvényt.

Kétdimenziós normális eloszlás

Ha X és Y együttes s¶r¶ségfüggvénye

fX,Y (x, y) =
1

2πσ1σ2
√

1− %2
· e

− 1

2
√

1− %2

[
(x− µ1)2

σ2
1

− 2%
(x− µ1)(y − µ2)

σ1σ2
+

(x− µ2)2

σ2
2

]
x, y ∈ R alakú, akkor a két valószín¶ségi változó együttes eloszlása kétdimenziós normális, ahol a peremeloszlásokra X ∈ N(µ1, σ1),

Y ∈ N(µ2, σ2) teljesül.

15.4. Tétel: Legyenek X1, . . . , Xp folytonos v.v-k.

a) X1, . . . , Xp páronként függetlenek ⇐⇒ ∀ 1 ≤ i < j ≤ n-re: fXi,Xj (x, y) = fXi (x) · fXj (y) ∀ x, y ∈ R-re.

b) X1, . . . , Xp teljesen függetlenek ⇐⇒ ∀ 2 ≤ k ≤ p és ∀ 1 ≤ i1 < . . . < ik ≤ p indexkombinációra:

fXi1 ,...,Xik
(xi1 , . . . , xik ) =

k∏
i=0

fXij
(xij ), ∀ xi1 , . . . , xik ∈ R.

15.5. Tétel: Az együttes s¶r¶ségfüggvény tulajdonságai

a) fX(t) ≥ 0, (∀ t)

b)
∞∫
−∞

. . .
∞∫
−∞

fX(t) dt1 . . . dtn = 1

(
lim
∀ti→∞

FX(t) = 1

)

16. Valószín¶ségi vektorváltozók transzformációi

16.1. Tétel: Két folytonos v.v. összegének eloszlása

Legyen X és Y v.v. az (Ω,F,P) Kolmogorov-féle valószín¶ségi mez®n. Jelölje fX,Y (x, y) az együttes s¶r¶ségfüggvényüket. Ekkor a
Z = X + Y v.v. s¶r¶ségfüggvénye:

fZ(x) =
∞∫
−∞

fX,Y (t, x− t) dt =
∞∫
−∞

fX,Y (x− t, t) dt

Ha X és Y függetlenek is, akkor

fZ(x) =
∞∫
−∞

fX(t) · fY (x− t) dt =
∞∫
−∞

fX(x− t) · fY (t) dt

Utóbbi esetben fZ az fX és fY s¶r¶ségfüggvények konvolúciója.

16.2. Tétel: Két folytonos v.v. különbségének eloszlása

Legyen x és Y v.v. az (Ω,F,P) Kolmogorov-féle valószín¶ségi mez®n. Jelölje fX,Y (x, y) az együttes s¶r¶ségfüggvényüket. Ekkor a
Z = X − Y v.v. s¶r¶ségfüggvénye:

fZ(x) =
∞∫
−∞

fX,Y (t, x+ t) dt =
∞∫
−∞

fX,Y (x+ t, t) dt

Ha X és Y függetlenek is, akkor

fZ(x) =
∞∫
−∞

fX(t) · fY (x+ t) dt =
∞∫
−∞

fX(x+ t) · fY (t) dt

16.3. Tétel: Diszkrét v.v-k összegének eloszlása

Ha X és Y diszkrét nemnegatív egészérték¶ v.v-k, akkor Z = X + Y szintén diszkrét nemnegatív egészérték¶ v.v., melynek eloszlása:

P(Z = k) =
k∑

α=0
P(X = α, Y = k − α) =

k∑
α=0

P(X = k − α, Y = α), k = 0, 1, . . .

Ha X és Y függetlenek is, akkor

P(Z = k) =
k∑

α=0
P(X = α)P(Y = k − α) =

k∑
α=0

P(X = k − α)P(Y = α)

16.4. Tétel:

a) Az X1, . . . , Xp diszkrét v.v-k értékkészleteit jelölje rendre R(i) =
{
x
(i)
1 , . . . , x

(i)
n . . .

}
(i = 1..p), együttes eloszlásukat pedig



{
ri1,...,ip = P(X1 = x

(1)
i1
, . . . , Xp = x

(p)
ip

)
}
. Legyen g : Rp → R tetsz®leges p-változós valós függvény. Ekkor az Y = g(X1, . . . , Xp)

v.v. és létezik a várható értéke:
EY =

∑
∀(i,...,ip)

P(X1 = x
(1)
i1
, . . . , Xp = x

(p)
ip

)

b) Az X1, . . . , Xp folytonos v.v-k együttes s¶r¶ségfüggvényét jelölje fX1,...,Xp (x1, . . . , xp). Legyen g : Rp → R tetsz®leges p-változós
valós függvény. Ekkor az Y = g(X1, . . . , Xp) v.v. és létezik a várható értéke:

EY =
∞∫
−∞

. . .
∞∫
−∞

g(x1, . . . , xp) · fX1,...,Xp (x1, . . . , xp) dxp . . . dx1

16.5. Tétel: Az Y = X1+. . .+Xp v.v. várható értéke létezik, amennyiben azXi tagok várható értéke létezik, és EY = EX1+. . .+EXp.

16.6. Tétel: Legyenek az X és Y v.v-k függetlenek, és létezzék a várható értékük. Ekkor a Z = XY v.v-nek is létezik a várható értéke,
és EZ = EX · EY .

16.7. Tétel: Legyenek az X és Y v.v-k függetlenek, és létezzék a szórásnégyzetük. Ekkor σ2(X ± Y ) = σ2X + σ2Y .

17. Konvolúció

17.1. De�níció: Legyen Z = X + Y , ahol X,Y független v.v-k. Ekkor Z eloszlását az X és Y konvolúciós eloszlásának nevezzük.

a) Diszkrét eset: X,Y függetlenek, Rx, Ry ⊆ Z, Z = X + Y, Rz ⊆ Z

tfh. X,Y ≥ 0 (⇒ Z ≥ 0) P(Z = k) =
k∑
l=0

P(X = l, Y = k − l) =
k∑
l=0

P(X = l) ·P(Y = k − l)

b) Folytonos eset: X,Y folytonos, függetlenek fX,Y (t, s) = fX(t) · fy(s) ∀ t, s

Z = X + Y : fZ(u) = fX+Y (u) =
∞∫
−∞

fX(s) · fY (u− s) ds

18. A kovariancia és a korrelációs együttható

18.1. De�níció: Legyenek X és Y v.v-k az (Ω,F,P) Kolmogorov-féle valószín¶ségi mez®n. Tegyük fel, hogy létezik a szórásnégyzetük.
Ekkor az X és Y kovarianciáján a Z = (X − EX) · (Y − EY ) v.v. várható értékét értjük.

Jelölés: cov(X,Y )

Megjegyzés: cov(X,X) = σ2X

18.2. De�níció: Az X és Y v.v-k korrelációs együtthatóján standardizáltjaik kovarianciáját értjük.

Jelölés: R(X,Y ) = cov(X̃, Ỹ ) =
cov(X,Y )

σX · σY

18.3. Tétel: cov(X,Y ) = E(XY )− EX · EY .

18.4. Tétel: Ha X és Y függetlenek ⇒ cov(X,Y ) = 0, R(X,Y ) = 0.

18.5. De�níció: Az X és Y v.v-k korrelálatlanok, ha R(X,Y ) = cov(X,Y ) = 0.

18.6. Tétel: Ha X és Y v.v-k szórásnégyzetei léteznek, úgy σ2(X ± Y ) = σ2X + σ2 ± 2 · cov(X,Y ).

18.7. Tétel: σ2

(
p∑
i=1

Xi

)
=

p∑
i=1

σ2Xi + 2 ·
∑
i<j

cov(Xi, Xj).

18.8. Tétel: Tetsz®leges a, b ∈ R esetén cov(aX + bY, Z) = a · cov(X,Z) + b · cov(Y, Z).

18.9. Tétel: Ha az X és Y v.v-k szórásnégyzetei léteznek, akkor −1 ≤ R(X,Y ) ≤ 1.

18.10. Következmény: |cov(X,Y )| ≤ σX · σY

18.11. Tétel: Ha az X és Y v.v-k szórásnégyzetei léteznek, akkor R(X,Y ) = ±1⇐⇒ ∃ a, b ∈ R : P(X = a · Y + b) = 1.

18.12. De�níció: Az X = (X1, . . . , Xp)T v.v. várható érték vektorán a komponens v.v-k várható értékeib®l álló vektort értjük:
E(X) = (EX1, . . . ,EXp)T .

18.13. De�níció: Az X = (X1, . . . , Xp)T v.v. kovarianciamátrixán a
∑

= (cov(Xi, Xj)) (i = 1 . . . p, j = 1 . . . p) p × p-s mátrixot

értjük.

18.14. Tétel:
∑

szimmetrikus és pozitív szemide�nit.

19. A feltételes várható érték

Diszkrét eset :



19.1. De�níció:

a) Legyen A ∈ F,P(A) > 0 tetsz®leges esemény, X ∈ {x1, x2, . . .} pedig egy tetsz®leges diszkrét v.v. Ekkor P(X = xi|A) =
P(X = xi, A)

P(A)
, i = 1, 2, . . . az X feltételes eloszlása A-ra nézve.

b) Legyen A1, A2, . . . ∈ F egy teljes eseményrendszer, X ∈ {x1, x2, . . .} pedig egy tetsz®leges diszkrét v.v. Ekkor a
{{P(X = xi|Aj), i = 1, 2, . . .} , j = 1, 2, . . .} eloszlásokat az X-nek az {Aj , j = 1, 2, . . .} rendszerre vonatkozó feltételes eloszlásának
nevezzük.

c) Legyen X{x1, x2, . . .} és Y ∈ {y1, y2, . . .} diszkrét v.v. (Ω,F,P)-n. Ekkor a {{P(X = xi | Y = yj), i = 1, 2, . . .} , j = 1, 2, . . .}
eloszlásokat az X-nek az Y -ra vonatkozó feltételes eloszlásának nevezzük.

19.2. De�níció:

a) E(X | Y = yj) $
∑
∀ xi

xi ·P(X = xi, Y = yj) $ r(yj), az X feltételes várható értéke az Y = yj feltétel mellett.

b) Az X-nek az Y -ra vonatkozó regresszióján, vagy feltételes várható értékén azt az E(X | Y )-vel jelölt diszkrét v.v-t értjük, melynek
értékkészlete K = {r(yj) $ E(X | Y = yj), j = 1, 2, . . .}, eloszlása pedig P(E(X | Y ) = r(yj)) = P(Y = yj), j = 1, 2, . . .

Folytonos eset :

Legyen X és Y folytonos v.v. (Ω,F,P)-n FX,Y (x, y) és fX,Y (x, y) együttes eloszlás-, ill. együttes s¶r¶ségfüggvénnyel. Tekintsük az
alábbi függvényt:

P(X < x | y ≤ Y < y + ∆y)→

∂FX,Y (x, y)

∂y

fY (y)

19.3. De�níció: Az FX|Y (x|y) $

∂FX,Y (x, y)

∂y

fY (y)
kétváltozós függvényt az X-nek az Y -ra vonatkozó feltételes s¶r¶ségfüggvényének

nevezzük: fX | Y (x | y) $
fX,Y (x, y)

fY (y)

19.4. De�níció: Az X-nek az Y -ra vonatkozó feltételes várható értékén vagy regresszióján az E(X | Y ) = r(Y ) v.v-t értjük, ahol

r(y) =
∞∫
−∞

x · fX|Y (x | y) dx a regressziós görbe.

19.5. Tétel: A regresszió tulajdonságai :

a) E(E(X|Y )) = EX

b) E(h(Y ) ·X|Y ) = h(Y ) · E(X|Y )

c) Ha X és Y függetlenek, akkor E(X|Y ) = EX.

19.6. Tétel: Legyen d : R → R tetsz®leges függvény. Ekkor E(X − r(Y ))2 ≤ E(X − d(Y ))2, ahol r(Y ) = E(X|Y ). Speciálisan, ha
d(y) ≡ EX, akkor E(X − E(X|Y ))2 ≤ E(X − EX)2 = σ2X

19.7. De�níció: Legyen X és Y két adott valószín¶ségi változó. Az a∗X + b∗ v.v. az Y -nak X-re vonatkozó lineáris regressziója, ha
E(Y − a∗X − b∗) = min

∀ a,b∈R
E(Y − aX − b).

19.8. Tétel: a∗ = R(X,Y )
σY

σX
, b∗ = EY −R(X,Y )

σY

σX
EX

20. Nevezetes egyenl®tlenségek

20.1. Tétel: Markov-egyenl®tlenség:

Legyen Y ≥ 0 olyan v.v., melynek létezik a várható értéke: EY ≥ 0. Ekkor ∀ δ > 0 esetén P(Y > δ) ≤
EY
δ

.

20.2. Tétel: Csebisev-egyenl®tlenség:

Legyen X olyan v.v., melynek véges a szórásnégyzete: σ2X <∞. Ekkor ∀ ε > 0 esetén P(|X − EX| ≥ ε) ≤
σ2X

ε2
.

21. Valószín¶ségi változók sorozatainak konvergenciái

21.1. De�níció: Legyenek X1, X2, . . . , Xn, . . . és X v.v-k az (Ω,F,P) Kolmogorov-féle valószín¶ségi mez®n. Azt mondjuk, hogy

a) Az X1, X2, . . . , Xn, . . . v.v. sorozat egy valószín¶séggel konvergál X-hez, ha az A =
{
ω; lim
n→ ∞

Xn(ω) = X(ω)
}

esemény egy

valószín¶ség¶: P(A) = 1.
Jelölés: Xn →1v X



b) Az X1, X2, . . . , Xn, . . . v.v. sorozat Lr-ben (vagy r-edik momentumban) tart X-hez, ha E(|Xn −X|r)→ 0 (n→ ∞).
Jelölés: Xn →Lr X

c) Az X1, X2, . . . , Xn, . . . v.v. sorozat sztochasztikusan konvergál X-hez, ha ∀ ε > 0 esetén P({ω; |Xn(ω)−X(ω)| > ε})→ 0 (n→ ∞)

Jelölés: Xn →st X

d) Az X1, X2, . . . , Xn, . . . v.v. sorozat eloszlásban konvergál X-hez, ha lim
n→∞

FXn (x) = FX(x) minden olyan x ∈ R-ben, ahol FX(x)

folytonos.
Jelölés: Xn →e X

21.2. Tétel:

a) Az eloszlásban való konvergenciából nem következik egyik másik sem.

b) A sztochasztikus konvergenciából következik az eloszlásban való konvergencia.

c) Az L1-beli konvergenciából következik a sztochasztikus konvergencia (így az eloszlában való konvergencia is).

d) Az egy valószín¶ség¶ konvergenciából következik a sztochasztikus konvergencia.

22. Nagy számok törvényei

22.1. Tétel: A nagy számok tételének Csebisev-féle gyenge alakja:

Legyenek az X1, X2, . . . , Xn, . . . v.v-k páronként függetlenek és azonos eloszlásúak az (Ω,F,P) Kolmogorov-féle valószín¶ségi mez®n.

Létezzék a közös µ = EXi várható értékük és a közös d2 = σ2Xi szórásnégyzetük. Ekkor a Zn =
X1 +X2 + . . .+Xn

n
v.v. sorozatra

Zn →st µ.

22.2. Tétel: A nagy számok tételének Bernoulli-féle gyenge alakja:

Legyen (Ω,F,P) Kolmogorov-féle valószín¶ségi mez®, A ∈ F egy pozitív valószín¶ség¶ esemény: p = P(A) > 0. Hajtsunk végre egy végte-

len kísérletsorozatot, vagyis �gyeljük meg A bekövetkezéseit az 1, 2, . . . , n, . . .-edik végrehajtáskor. Legyen Xi =

{
1, ha A bekövetkezik
0, ha nem

.

Xi-k teljesen függetlenek és azonos eloszlásúak: P(Xi = 1) = P(A) = p és P(Xi = 0) = 1 − p = q,EXi = p, σ2Xi = pq. Legyen

Zn =
X1 +X2 + . . .+Xn

n
= rn(A) a relatív gyakoriság. Ekkor rn(A)→st p.

22.3. Tétel: A nagy számok tételének Kolmogorov-féle er®s alakja:

Legyenek az X1, X2, . . . , Xn, . . . v.v-k teljesen függetlenek az (Ω,F,P) Kolmogorov-féle valószín¶ségi mez®n. Létezzék a közös µ = E(Xi)

várható értékük és a szórásnégyzetükre:
∞∑
i=1

σ2Xi ·
1

i2
<∞. Ekkor a Zn =

X1 +X2 + . . .+Xn

n
v.v. sorozatra Zn →1v µ.

23. Centrális határeloszlás tételek

23.1. Tétel: A centrális határeloszlás tétel :

Legyenek az X1, X2, . . . , Xn, . . . v.v-k páronként függetlenek és azonos eloszlásúak az (Ω,F,P) Kolmogorov-féle valószín¶ségi mez®n.

Létezzék a közös µ = E(Xi) várható értékük és a közös σ2 = σ2Xi szórásnégyzetük. Ekkor a Zn =
X1 +X2 + · · ·+Xn − nµ√

n · µ
v.v.

sorozathoz létezik olyan Z ∈ N(0, 1), hogy Zn →e Z.

23.2. Tétel: Moivre�Laplace-tétel :

Legyen (Ω,F,P) Kolmogorov-féle valószín¶ségi mez®, A ∈ F egy pozitív valószín¶ség¶ esemény: p = P(A) > 0. Hajtsunk végre

egy végtelen kísérletsorozatot, vagyis �gyeljük meg A bekövetkezéseit az 1, 2, . . . , n, . . .-edik kísérletnél. Legyen Xi =

{
1, ω ∈ A
0, ω /∈ A . Az

Xi-k teljesen függetlenek és azonos eloszlásúak: P(Xi = 1) = P(A) = p és P(Xi = 0) = 1 − p = q,EXi = p, σ2Xi = pq. Ekkor a

Zn =
X1 +X2 + · · ·+Xn − n · p√

n · p · (1− p)
v.v. sorozathoz létezik olyan Z ∈ N(0, 1), hogy Zn →e Z.

24. Markov-láncok

24.1. De�níció: az {Xn, n ≥ 0} v.v. sorozat diszkrét idej¶, diszkrét állapotter¶ Markov-lánc, ha Rxi = S ⊆ Z, és teljesül a Markov-
tulajdonság: P (Xn = j | X0 = i0, X1 = i1, . . . , Xn−1 = in−1) = P(Xn = j | Xn−1 = in−1) ∀ n-re, ∀ i0, . . . , in−1, j ∈ S

24.2. De�níció: a {Xn, n ≥ 0} Markov-lánc homogén, ha P(Xn = j | Xn−1 = i) = P(X1 = j | X0 = i) ∀ n-re és ∀ i, j ∈ S-re.

Az egy-lépéses átmenet-valószín¶ség: p
(1)
ij = P(X1 = j | X0 = i) ∀ i, j ∈ S

Az n-lépéses átmenet-valószín¶ség: p
(n)
ij = P(Xn = j | X0 = i) ∀ i, j ∈ S



24.3. De�níció: Átmenet-valószín¶ségi mátrix :
∏

= (p
(1)
ij ) (i, j ∈ S)

n-lépéses átmenet-valószín¶ségi mátrix :
∏(n) = (p

(n)
ij ) (i, j ∈ S)

24.4. Tétel:
∏
,
∏(n) ∀ sorában 1-1 eloszlás van.

24.5. Tétel: Chapmann-Kolmogorov∏(n) =
∏i ·

∏(n−i) =
∏n

24.6. De�níció: stabilitás

q
(n)
i = P(Xn = i)

q
(∞)
i = lim

n→∞
q
(n)
i , ha létezik ez a határérték, akkor a Markov-lánc stabil.

q(∞) = (q
(∞)
1 , . . . , q

(∞)
k ), ahol 1, . . . , k ∈ S, és S minden elemét kiteszik (q(∞) neve határeloszlás).

Erre a vektorra igaz a következ® egyenl®ség: q(∞) = q(∞)
∏

25. Matematikai statisztika

Kiindulás

κ: véletlen kísérlet

Ω: elemi események halmaza

F: események halmazrendszere

P ∈ P, de pontosan nem ismert

Alapfeladat

P halmazból kiválasztani azon mértéket, amely ténylegesen a kísérlethez tartozik.

Statisztikai minta: X1, . . . , Xn azonos eloszlású, egymástól teljesen független v.v. sorozat.

Statisztikai minta realizáció: x1, . . . , xn, ahol n a mintaelemszám, xi az i-edik mintaelem.

FX a minta eloszlása, EX = m,σX = D

25.1. De�níció: Legyen (Ω,F) mérhet® tér, és P valószín¶ségi mértékek halmaza, ahol ∀ P ∈ P esetén (Ω,F,P) Kolmogorov-féle
valószín¶ségi mez®.

Az X = (X1, . . . , Xn)T statisztikai meg�gyelést statisztikai mintának nevezzük, ha Xi-k teljesen független, azonos eloszlású v.v-k

∀ P ∈ P esetén: P(Xi < x) = FP (x) (i = 1, . . . , n) és P(Xi1 < xi1, . . . , Xik < xik) =
k∏

α=1
FP (xiα) (∀ 2 ≤ k ≤ n).

Tn : Rn → R: statisztikai függvény

Tn = Tn(X1, . . . , Xn): statisztika

Tn = Tn(x1, . . . , xn): statisztika számított értéke

Empirikus közép- vagy átlagstatisztika: Tn =
1

n

n∑
i=1

Xi = Xn

Empirikus szórásnégyzet statisztika: Tn =
1

n

n∑
i=1

(Xi −Xn)2 = s2n =
1

n

n∑
i=1

X2
i −X

2
n

Korrigált empirikus szórásnégyzet : (s∗n)2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi −Xn)2

Rendezett minta:

X∗1 = min{X1, . . . , Xn}

X∗n = max{X1, . . . , Xn}

X∗1 ≤ · · · ≤ X∗n

ri(X1, . . . , Xn) = Xj , ha Xj az i-edik legkisebb X1, . . . , Xn között

X∗i = ri(X1, . . . , Xn) az i-edik rendezett minta statisztika

P(X∗k < x) = Fk(x) =
n∑
i=k

(n
i

)
· F (x)i · (1− F (x))n−i



Empirikus eloszlásfüggvény: Fn(x) =


0, ha x ≤ X∗1
k

n
, ha X∗k ≤ x ≤ X

∗
k+1

1, ha x > X∗n

Paraméteres probléma: Fx(t, ϑ)

25.2. De�níció: a Tn statisztika a ϑ paraméter torzítatlan becslése, ha E(Tn) = ϑ.

25.3. De�níció: a Tn statisztika a ϑ paraméter aszimptotikusan torzítatlan becslése, ha lim
n→∞

E(Tn) = ϑ.

25.4. Tétel: az Xn a minta várható értékének (EX = ϑ) torzítatlan becslése.

25.5. Tétel: tfh. ϑ = σX

Akkor s2n =
1

n

n∑
i=1

(Xi −Xn)2 a ϑ aszimptotikusan torzítatlan becslése,

és (s∗n)2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi −Xn)2 a ϑ torzítatlan becslése.

25.6. De�níció: a Tn statisztika sorozat a ϑ paraméter konzisztens becslése, ha P(|Tn − ϑ| ≥ ε)→ 0 (n→∞).

25.7. De�níció: a Tn statisztika sorozat a ϑ paraméter er®sen konzisztens becslése, ha ETn = ϑ, σ2Tn → 0 (n→∞).

25.8. Tétel: ha Tn er®sen konzisztens ⇒ konzisztens is.

25.9. Tétel:

a) Xn a ϑ várható érték er®sen konzisztens becslése, ha ∃ σ2X

b) s2n a ϑ szórásnégyzetnek konzisztens becslése, (s∗n)2 er®sen konzisztens becslése, ha ∃ E(Xn)

25.10. Tétel: Matematikai statisztika alaptétele:

P( lim
n→∞

sup
x∈R
|Fn(x)− F (x)| = 0) = 1

26. Maximum likelihood becslés

26.1. De�níció: Legyen adott P valószín¶ségi mértékek egy tere, és az X1, . . . , Xn statisztikai minta, amelyek eloszlásfüggvénye

abszolút folytonos ∀ Pϑ ∈ P-re, jelölje L(x, ϑ) =
n∏
i=1

fϑ(xi) a minta együttes s¶r¶ségfüggvényét.

A ϑ paraméter maximum likelihood becslésén azt a τn(X1, . . . , Xn) statisztikát értjük, melyre: L(x, τn(x)) = max
ϑ∈Rk

L(x, ϑ) teljesül

∀ x ∈ Rn.

26.2. De�níció: Legyen adott P valószín¶ségi mértékek egy tere, és az X1, . . . , Xn diszkrét eloszlású statisztikai minta E ⊆ R értékkés-

zlettel ∀ Pϑ ∈ P-re. Jelölje L(x, ϑ) = Pϑ(X1 = x1, . . . , Xn = xn) =
n∏
i=1

Pϑ(Xi = xi) a minta együttes eloszlását.

A ϑ paraméter maximum likelihood becslésén azt a τn(X1, . . . , Xn) statisztikát értjük, melyre L(x, τn(x)) = max
ϑ∈Rk

L(x, ϑ) teljesül

∀ x ∈ En.

log-likelihood függvény: l(x, ϑ) = lnL(x, ϑ) =
n∑
1
lnfϑ(xi)

26.3. Tétel: Legyen adott P valószín¶ségi mértékek egy tere, és az X1, . . . , Xn statisztikai minta. Jelölje L(x, ϑ) a likelihood függvényt,
és τn a maximum likelihood statisztikát.

i) ha ∃ hatásos becslés a ϑ paraméterre, akkor τn maga a hatásos becslés.

ii) ha ∃ Tn elégséges becslés a ϑ paraméterre, akkor megadható olyan h(x) függvény, mellyel h(τn) = Tn.

26.4. De�níció: Legyen adott P valószín¶ségi mértékek egy tere, és X1, . . . , Xn statisztikai minta. Tfh. ∃ az mj = EϑXj
i =

gj(ϑ) (j = 1, . . . , k) momentumok, és ∃g−1
j (m1, . . . ,mk) = ϑj (j = 1, . . . , k). Tekintsük az m̂j =

1

n

∑
X
j
i

(j = 1, . . . , k) empirikus

momentum statisztikákat. Akkor az mJ = g−1
j (m̂1, . . . , m̂k) statisztikák a ϑj paraméter momentumos becslései.

27. Normális eloszlásból származó eloszlások

27.1. De�níció: Legyen X1, . . . , Xn ∈ N(0, 1) teljesen függetlenek, akkor az Y =
n∑
i=1

X2
i v.v. eloszlása n-szabadságfokú χ2-eloszlás.

Jelölés: Y ∈ χ2



27.2. De�níció: Legyen X ∈ N(0, 1), Y ∈ χ2 függetlenek, akkor Z =
X√
Y

n

eloszlása n-szabadságfokú t/Student eloszlású v.v.

Jelölés: Z ∈ tn

27.3. De�níció: Ha X ∈ χ2
n, Y ∈ χ2

n függetlenek, akkor Z =
X
n
Y
m

n,m szabadságfokú F- vagy Fischer-eloszlású v.v.

27.4. Tétel: Lukács tétel :

Legyen X1, . . . , Xn ∈ N(m,D) eloszlásból származó statisztikai minta. Ekkor:

i) Xn ∈ N
(
m,

D
√
n

)

ii)
ns2n
D2
∈ χ2

n−1

iii) Xn és s2n, ill. Xn és (s∗n)2 is függetlenek.

27.5. De�níció: a T
′
n < T

′′
m statisztikák 1− ε szint¶ kon�dencia intervallumot adnak a ϑ paraméterhez, ha P

(
ϑ ∈

[
T
′
n, T

′′
m

])

28. Hipotézis elmélet, próbák

(Ω,P,P),P = P0 ∪ P1,P0 ∩ P1 = ∅

H0 : P ∈ P0: nullhipotézis

H1 : P ∈ P1: alternatív hipotézis

tn(X1, . . . , Xn) próbastatisztika, P(K1(ε) ≤ tn ≤ K2(ε)) ≥ 1− ε

29. Paraméteres próbák

Egymintás u-próba

Legyen X1, . . . , Xn statisztikai minta, ∈ N(ϑ, σ0), σ0 > 0 adott

H0 : ϑ = ϑ0, (ϑ0adott, hipotetikus érték)

H1 : ϑ 6= ϑ0

Xn =
1

n

n∑
i=1

Xi ∈ N
(
ϑ,

σ0√
n

)

Ha H0 igaz, akkor: Xn ∈ N
(
ϑ,

σ0√
n

)
⇒

Xn − ϑ0
σ0

·
√
n ∈ N(0, 1)

Döntés: Ha

∣∣∣∣∣Xn − ϑ0
σ0

·
√
n

∣∣∣∣∣ < uε ⇒ H0-t elfogadjuk.

P(−uε < u(x) < uε) = 1− ε

Kétmintás u-próba

X1, . . . , Xn ∈ N(ϑ1, σ1) statisztikai minta, σ1 > 0 adott
Y1, . . . , Ym ∈ N(ϑ2, σ2) statisztikai minta, σ2 > 0 adott

}
a két minta független egymástól.

H0 : ϑ1 = ϑ2 Xn ∈ N
(
ϑ1,

σ1√
n

)
H1 : ϑ1 6= ϑ2 Ym ∈ N

(
ϑ2,

σ2√
m

)
 függetlenek ⇒ Xn − Ym ∈ N

ϑ1 − ϑ2,
√
σ2
1

n
+
σ2
2

m



Ha H0 igaz, akkor:
Xn − Ym√
σ2
1

n
+
σ2
2

m

∈ N(0, 1)

Döntés: Legyen ε > 0,∃uε > 0, ha
Xn − Ym√
σ2
1

n
+
σ2
2

m

< uε ⇒ H0-t ε-szinten elfogadjuk.

Egymintás t-próba



Legyen X1, . . . , Xn statisztikai minta, ∈ N(ϑ, σ), σ > 0 nem ismert

H0 : ϑ = ϑ0 Xn ∈ N(ϑ0, σ)

H1 : ϑ 6= ϑ0
Xn − ϑ0

σ
·
√
n ∈ N(0, 1)

(n− 1)(s∗n)2

σ2

 függetlenek⇒
Xn − ϑ0

s∗n
·
√
n ∈ tn−1

Döntés: Ha
Xn − ϑ0

s∗n
·
√
n < tε ⇒ H0-t ε szinten elfogadjuk.

Kétmintás t-próba

X1, . . . , Xn ∈ N(ϑ1, σ1)
Y1, . . . , Ym ∈ N(ϑ2, σ2)

}
függetlenek, de σ nem ismert (azonos a szórásuk)

H0 : ϑ1 = ϑ2 Xn − Ym ∈ N

ϑ1 − ϑ2,
√
σ2
1

n
+
σ2
2

m

⇒
H1 : ϑ1 6= ϑ2 ⇒

Xn − Ym − (ϑ1 − ϑ2)

σ ·
√

1
n
− 1
m

∈ N(0, 1)

(n− 1)(s∗n,X)2

σ2
∈ χ2

n−1,
(m− 1)(s∗m,Y )2

σ2
∈ χ2

m−1 ⇒
(n− 1)(s∗n,X)2

σ2
+

(m− 1)(s∗m,Y )2

σ2
∈ χ2

n+m−2

F-próba

X1, . . . , Xn ∈ N(ϑ1, σ1)

Y1, . . . , Ym ∈ N(ϑ2, σ2)

}
függetlenek, ϑ0, ϑ1, σ1 > 0, σ2 > 0 ismeretlenek

H0 : ϑ1 = ϑ2
H1 : ϑ1 6= ϑ2

(n− 1)(s∗n,X)2

σ2
∈ χ2

n−1

(m− 1)(s∗m,Y )2

σ2
∈ χ2

m−1

(s∗n,X)2

(s∗m,Y )2
∈ Fn−1,m−1

Döntés: Ha F1,ε <
(s∗n,X)2

(s∗m,Y )2
< F2,ε ⇒ H0-t elfogadjuk ε-szinten.


