Matematikai logika

Tételek, definiciok — 2014

1. Formalis nyelvek
Tétel:

A prefix irasmdddal irt formulak olvasata egyértelmi
Definicio:

L tipusu struktura

A=< 155 PP, L >

Spec esetek:

- modell - nincs fuggvényjel (f)

- algebra - nincs relaciojel (P)

Formula igazsaga strukturan

A L tipusu struktura a(x,y,z)

X,y,Z helyettesitése A értékeivel
a-ban helyettesités: a‘sal, a’®
Definicid

ad igaz az A-n > A E ad(azaz A kielégiti ad-t)



2. Nevezetes logikailag ekvivalens formulak

2.1.  Allitaslogika

al(BVY)
aV(BAy)
=(BAY)
=(BVY)
na
—(a - B)
a-p
a->p-y
a->(B-v)

2.2. Elsérendd logika

VxVya
IxIya
Vxa
—Vxa
—dxa
vx(alpB)
Ax(aVp)
vx(aVp)
Ax(a\B)
Vxa
dxa

3. Az Igazsag fogalma
Definicio
a igazsaghalmaza: [a] = {0 =
Tétel
a, f két formula, ekkor:

a) [aVB] = [a] U [B]

b) [aAB] = [a] N [B]

¢) [-a] = ~[a]

@) [vxal = [ ][]

a€eA

&) 3] = | J1a"d]

aeA

(@AB)V(aly)
(aVB)A(aVy)
aaV-p
—al\-f
a
al-f
—aVp
(@—>p)—y
alB =y

VyVxa
Jydxa
Vya(x|y)
IAx—a
Vx—a
VxaAVxp
AxaV3IxP
VxaVVxp
AxaAIxp
a
a

a®igaz A —n}

De - Morgan
De - Morgan

(ha x cserélhet6 y-nal)

ha x nem szabad valtozé
ha x nem szabad valtozé
ha x nem szabad valtozé
ha x nem szabad valtozé



Definicid

Th A = {a.: a mondat és a igaz A-n}

3.1. Logikai kdvetkezmeény

JelSles

Y E a; ahol X formulahalmaz és a egy rogzitett formula
Jelentése: X — nak tétele

Definicid

a logikai kovetkezménye ¥ — nak (azaz L & a)

ha minden olyan A struktarara, és ezen o értékelésre, melyre X valamennyi formulajaigaz, a is igaz
Tétel

YEa © XU akielégithetetlen

Definicid

a és B logikailag ekvivalens ¥ —ranézve:X Ea < f

Tétel (Dedukcid)

BEasSEL->a

4. Normalformak

4.1.  Prenex normalforma

Prenex alakt,ha a = Q1x1Q5x,Qnxn @

ahol Q; vagy 3 vagy VvV (a formula prefixuma)
@ kvantormentes (a formula magja)

Tétel

Az els6rend( logika barmely formuldja ekvivalens valamely prenex alakd formuldval (de nem
egyértelm)

4.2. Skolem normalforma

Olyan prenex forma, melyben nem fordul el6 3 kvantor.
Prenex alakhoz Skolem forma hozzarendelése egyértelmd.

4.3. Erds Skolem normalforma

Ha a magja konjunktiv alaku (a f6 kapcsolddasi pontok A - ek)



5. Bizonyitaselmélet

5.1. Definicidk

X ellentmondasos Aa:X FaésXt —a

Y ellentmondastalan AL - aésiF aa

a fuggetlen X — tol THaési i -a

Y komplett/teljes Aa,ami fliggetlen X — tél

Y aximatizalhat6 Jrekurzivl,hogy X = Ded T
5.2. Tetelek

HaX + a,akkor E «a

Kompaktsagi tétel:

Srae3¥' c X ahol: ¥ Fa

Godel teljességi tétele:

YEa ©SZka
Kovetkezmény: logikai axiomak esetén: Ea ©F «a
= k axiomatizalhato

Godel teljességi tétele (2. alak):

Y kielégithet6 (azaz van modellje) < X ellentmondastalan

Szemantikai kompaktsagi tétel:
Tfh. X zart formuldk 6sszessége

1) X kielégithetetlen < X — nak van véges kielégithetetlen része
Z) ZKkielégithet6 < XV véges része kielégithetd

Az infinitezimalis egzisztencia tétele

Az R elméletének 3 modellje, amelyben 3 inf.mennyiség, és R izomorf bedgyazhatd A — ba

Ellentmondastalansag fajtai

1) abszolut: 6nmagéban (pl. természetes szamok)
Z2) relativ: egy masik formulahalmazhoz képest (Godel Il ezt hasznalja!)

6. Analitikus fak

Bizonyitasi rendszerek:

1) levezetési (Hilbert)
2) cafolati (Hilbert + indirekt)

L egyenléségmentes — formulahalmazai végesek
3 lépés:

1) alapétlet (heurisztika)

2) kvazi-algoritmus (nem determinisztikus)



3) Implementacio
Definicid
Axidma-szer(i elem:

1) Konjunktiv-ekvivalensek:

a. ﬂ(OCVﬁ) és —|a/\—|ﬁ

b. =(a—- B)ésaV-p
2) Diszjunktiv-ekvivalensek:

a. ﬂ((l’/\ﬁ) és —|(XV—|ﬂ

b. (a— B)és-aVp
3) Negdécid-ekvivalensek:

a. ——aésa

b. —VxaésAx—a

c. —dxaésVx-a

Definicio
Egy fa/ag allapotai:

1) Egy 4g zart, ha ott valamelyik cstdcson ellentétpar talalhaté

2) Egy fa zart, ha MINDEN &ga zart

3) Egy ag lebontott (nyilt), ha csak logikai formuldkbal all (nincs kvantor, illetve egyéb
operatorok)

4) Egy fa nyilt: LETEZIK nyilt 4ga

6.1. Cafolati rendszerek bizonyitasi elmélete

Definicid

A cafolhato analitikus faval, ha-nak VAN zart analitikus faja

Teljesseqi tétel

A Kkielégitheté < A 3 nyilt analitikus fga — ebbdl leolvashatd A egy modellje
Tétel

HaT elmélet axiomatizalhato és komplett = T eldonthetd

Lowenheim-Skolem tétel:

Tfh.|L| x. Ha A kielégithetd, akkor kielégithet6 valamely megszamlalhaté modellen is.
(A — nak van modellje = van megszamlalhaté modellje is)

Godel | inkomplettséqi tétele

A melmélet ellentmondastalan és axiomatikus kiterjesztései INKOMPLETTEK
Kov: i elmélet ellentmondastalan kiterjesztései VAGY axiomatizalhatok VAGY komplettek

Godel Il inkomplettségi tétele

Létezik a m, elmélettdl fiiggetlen olyan formula, amelynek jelentése maga m,
— nek az ellentmondastalansaga



