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Globdlis szélséérték

Definicié: Ha egy xo pontnak van egy olyan kornyezete, amelyben
f(x) < f(xp) minden olyan x pontra amely ebbe a kérnyezetbe
esik, akkor azt mondjuk, hogy f-nek lokalis maximuma van xg-ban.

Definicié: Az f(x) fliggvénynek globalis maximuma van az /
halmazon xp-ban, ha minden x € I-re f(x) < f(xo).

Példa: A sin(x) fiiggvénynek az x = 7 lokalis szélséértéke. Egyben
globdlis szélsGértéke is a teljes R-en is, hiszen Vx € R-re
|sin(x)| < 1.

Példa 2: Keressiik meg sin(x) globdlis maximumat [0, 1]-en!

A sin(x) = cos(x) tehat f/(x) > 0 a [0,1] intervallumon, igy itt
szigord monoton né a fliggvény. Ezek szerint a sin(1) lesz a
legnagyobb fliggvényérték, ezt az x = 1 pontban veszi fel.
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Példak
Példa 3: Keressiik meg sin(x) globélis maximumat (0, 1)-en!

Az elébb kideriilt, hogy a legnagyobb fiiggvényérték a [0, 1]
intervallumon az x = 1-ben vétetik fel, és az is, hogy a fliggvény
szigord monoton [0, 1]-en, azaz minden x < 1-re f(x) < sin(1).
Emiatt (0, 1)-on nincs legnagyobb fiiggvényérték, hiszen minden
x < 1-re van olyan masik szam, ami még kozelebb van 1-hez, és
ott a fliggvényérték még nagyobb.

Példa 4: Keressiik meg 1 globélis maximumét (0, 1)-en!

A probléma hasonlé mint az elébbi példaban: a 0 kozelében
tetszélegesen nagy értékeket felvesz a fliggvény, igy nincsen
globalis maximum. Viszont itt mar az sem segit, ha zart
intervallumon prébaljuk megkeresni a globalis széls6értéket,
[0, 1]-en éppen ugyanez a helyzet.
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WelerstraB-tétel

Lattuk, hogy a globdlis széls6érték megkeresésével tobb probléma
is adédik: nem biztos, hogy egyaltalan |étezik, és ha |étezik is nem
feltételen olyan pontban van, ahol az els6 derivalt 0-t vesz fel.
Bizonyos helyzetekben mégis biztosak lehetiink legaldabb abban,
hogy létezik.

Tétel: /Weierstrass/ Ha f folytonos az [a, b] korldtos és zart
intervallumon, akkor van globalis maximuma és globdlis minimuma
az [a, b]-n.

Ezen szélsGértéket kétféle tipusii pontban veheti fel a fliggvény:
vagy egy lokalis széls6érték egyben globalis szélsGérték is, vagy a
globalis szélsGértéket az intervallum valamely végpontjaban veszi
fel.
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Példa
Ve 3 3 .. Ve Y B
Hatdrozzuk meg az f(x) = — + x> fiiggvény (globdlis)
X
maximumat az [1, 2] intervallumon!
A fliggvény folytonos a [1,2]-n, mert a nevezének csak 0-ban van
gyoke, igy a Weiertrass-tétel szerint felveszi a maximumat. A
vizsgdlandd pontok: az osszes lokalis széls6érték és az intervallum
két széle.

A loklis szélséértékek megkereséséhez f/(x) = 0 megoldésait kell
megtaldlnunk, mert a fliggvény [1, 2]-on mindeniitt derivélhatd.

innen az egyetlen megoldas az x = v/2, ami az [1, 2]-ba esik, igy
lehet globdlis maximum itt. Végul a fﬂggvenyertekek

dsszehasonlitdsabdl: f(1) =4, f(2) = 2 +8, f(V/2) =

hogy x = 2-ben veszi fel a fiiggvény a maximumot.
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Fuggvények inverze

Ha y = f(x) akkor a fiiggvény inverze definici6 szerint az a
fliggvény amely y-hoz x-et rendeli. Azt is tudjuk, hogy f fuggvény
pontosan akkor invertdlhatd, ha R¢-ben minden szam csak egyszer
all elé x f szerinti képeként.

Tétel: Ha f(x) derivdlhaté az [ intervallumon és
» f'(x) > 0 az I-n, akkor f invertalhatd és az inverz szigori
monoton nd
» f'(x) < 0 az I-n, akkor f invertalhaté és az inverz szigord
monoton csokken.

Az els6 pont indokldsa: az inverz létezése abbdl kovetkezik, hogy
f'(x) > 0, igy f(x) szigord monoton nd, emiatt minden értéket
csak egyszer vehet fel. Az inverz szigori monoton novekedése
abbdl kovetkezik, hogy az inverz megtartja az eredeti fuggvény
monotonitdsanak irdnyat.

Allités: Ha f folytonos és invertdlhatd, akkor az inverz is folytonos.
(Ezt nem bizonyitjuk.)
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Példa

Példa: Legyen f(x) = 2arcsin(x + 3) — 2. Mi lesz Df, R¢?
Indokoljuk, meg, hogy miért létezik f =11 Mi lesz f~1(x), Df-1,
Re-17

Az arcsin(x) értelmezési tartomdnya a [—1, 1] intervallum, mert a

sin(x) figgvény -1 és 1 kozotti értékeket vehet fel. Ezek szerint
—1 < x+3 <1 kell teljesiiljon, innen Df = [—4, —2].
Mivel az arcsin(x) értékkészlete a [-75, 7] intervallum, ezek
alapjan R = [-m — 2,7 — 2].

2

V31— (x+3)?

monoton nd a teljes értelmezési tartomanyon, ezért létezik f—1(x).

Mivel f/'(x) = > 0, igy a fliggvény szigoru

Az inverz értelmezési tartomanya megegyezik az eredeti fliggvény
értékkészletével, igy Rf—1 = Df = [—m — 2, m — 2], tovabbd
Ri-1 = Df = [—4,-2].
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Példa - folytatds

Végiil az inverz képletének meghatarozdsihoz az f(x) =y
egyenletbdl ki kell fejezniink x-et.

2arcsin(x +3)—2 = y
2arcsin(x+3) = y+2

2
arcsin(x +3) = yr= +

o)
()

Fontos, hogy bar az f~1(x) = sin < ) — 3 fliggvény

_l’_

értelmezett minden valds szamra, az inverz értelmezési tartomanya
mégis szlikebb.
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Az f(x) fliggvény és inverze
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A hiperbolikus szogfliggvények
Definicié:

X —X

—e
2

cosh(x) := % sinh(x) := ©

Mivel az €* minden valds szamra értelmezett, igy mind a sinh mind
az cosh fliggvény értelmezési tartomanya a teljes szamegyenes.
Folytonosak, mert folytonos fliggvények osszegeként ill.
kilonbségeként allnak eld.

Az elnevezésiiket az indokolja, hogy sok a szogfliggvényekhez
tulajdonsagaihoz hasonlé szamolasi szabaly igaz rajuk.

Allitas: sinh(x) pératlan és cosh(x) péros, ugyanis

sinh(—x) = % (e*X - e’(’x)) = —sinh(x)

cosh(—x) = % (e_x + e_(_x)> = cosh(x)
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A hiperbolikus szogfliggvények tulajdonsagai

Allitas: sinh’(x) = cosh(x) és cosh’(x) = sinh(x), ugyanis

1 1
cosh’(x) = E(ex +e ) = E(ex — e ) =sinh(x)
. / 1 X —Xx\/ 1 X —X
sinh’(x) = E(e —e ) = E(e + e™*) = cosh(x)

Allitas: cosh(x) > 0, mert két pozitiv szam szdmtani kozepe, sét
cosh(x) > 1, ugyanis ezen két szam mértani kozepe: e* - e * = 1.
Kovetkezmény: sinh(x) szigori monoton nd, mert

sinh’(x) = cosh(x) > 0.

0

e’ —
Mivel sinh(0) =

akkor sinh(x) is negativ, mig pozitiv x-re sinh(x) is pozitiv. Emiatt

= 0, innen kideriil, hogy ha x negativ,

Kovetkezmény: cosh(x) szigord monoton csékken ha x negativ, és
szigorti monoton nd ha x pozitiv.
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A hiperbolikus szogfiiggvények tulajdonsagai Il

Allitss: cosh(x) konvex, mert cosh”(x) = sinh’(x) = cosh(x) > 0.

Allitas: sinh(x) konkdv ha x negativ, konvex ha x pozitiv, mert
sinh”(x) = cosh’(x) = sinh(x).

=—sinh(x)
—cosh(x)
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Addicids tételek

Allitas: cosh?(x) — sinh?(x) = 1, ugyanis

ex_i_efx 2 ex_efx 2_
2 2 -

eX 424 e X X _24 e
4 4

Allitas: cosh(2x) = cosh?(x) + sinh?(x), tovabba
sinh(2x) = 2sinh(x) cosh(x).

Ezek hasonld, kozvetlen szamoldssal igazolhatdak. S6t igazabdl a
tényleges addicids tételek példaul sinh(x + y)-re is kijonnek igy.
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A sinh inverze

Mivel sinh(x) a teljes szimegyenesen szigordi monoton nd ezért
létezik inverze, nevezziik el arsinh-nak. Az inverz is a teljes
szamegyenesen értelmezett, mert

X —X

L . ef—e
lim sinh(x) = lim ———— = o0,
X—00 X—>00
és ez alapjan lim sinh(x) = —oo, mert a fliggvény paratlan.
X—>—00

Emiatt (val6jaban a Bolzano-tétel kovetkezményeként) az sinh
fuggvény értékkészlete a teljes R, és ez megegyezik az inverz
értelmezési tartomdnyaval.

Az inverz értékkészlete a teljes R, mert a sinh értelmezési
tartomanya a teljes R.

Az inverz szigordan monoton né, mert sinh(x) is szigord monoton
no.
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A sinh inverze - folytatds
Allitas: arsinh/(x) = ———, ugyanis
0= e e

az inverz fliggvény derivalasi szabalyabdl:

1 B 1
sinh’(arsinh(x)) ~ cosh(arsinh(x))

Mivel cosh?(x) — sinh?(x) = 1, igy cosh(x) = y/1 4 sinh?(x). Itt a

négyzetgyok eldjele is stimmel, mert a cosh(x) mindeniitt pozitiv.
Azaz:

arsinh’(x) =

1 1 1
cosh(arsinh(x)) \/1+sinh2(arsinh(x)) T2
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A arsinh fuggvény

Az arsinh paratlan, mert sinh is paratlan.

—sinh(x)
—arsinh(x)
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A cosh inverze

Mivel cosh(x) = cosh(—x) igy csak akkor létezik inverze, ha
megszoritjuk cosh-t a nemnegativ szdmokra (ott szigortian
monoton nd). Az igy képzett inverz neve arcosh. Az inverz
[1,00)-n értelmezett, mert
: . e te”

lim cosh(x) = lim ———— =0

X—00 X—>00
és a fliggvény globalis minimumat 0-ban veszi fel, itt a fliggvény
értéke 1.

Az inverz értékkészlete a nemnegativ szamok, mert erre szoritottuk
meg a fliggvényt.

Az inverz szigordan monoton né, mert cosh(x) is szigori monoton
né a pozitiv szamokon.
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A arcosh fuggvény

Allitas: arcosh’(x) = Ja7 hasonlé szdmoldssal mint az
X —_—
arsinh-ndl [attuk.

—cosh(x)
—arcosh(x)

0.5+
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Példa

, - ... arsinh(x3 o
Példa: Szadmitsuk ki az lim () hatarértéket!

x—0 arctan(2x)

Mivel sinh(0) = 0, ezért arsinh(0) = 0, igy a szamlalé 0-hoz tart.
A nevezd szintén, ugyanis tan(0) = 0. Mivel 0 alakd a hatdrérték,

ezért alkalmazhaté a L'Hospital-szabdly.

3x2
arsinh(x3) oYLt x°
—— L =lim—+——=0
x—0 arctan(2x)  x—0 2
1+ (2x)?
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Példa
Példa: Végezziink teljes fiiggvényvizsgdlatot az f(x) = x
fliggvényen!

X

x* értelmezési tartomdnya R™, ezért a 0-ban és a oo-ben kell
kiszamitani a hatdrértékeket.
lim x* = lim ") = |im X"
x—0+ x—0+ x—04
Mivel e* folytonos, ezért elég kiszamolni a kitevé hatdrértékét.

In(x)

lim xIn(x) = lim
x—0+ x—0+

X =

oo o . ) . p
ez — alakd, igy alkalmazhaté a L'Hospital-szabaly, azaz
00

1
X

lim —— = lim 27 = Ilim —x =0,

x—=0+ = x—=0+ — x—0+

X X

innen lim exn(x) = 0 — 1.
x—0+
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Példa - folytatds

lim x* = oo,
X—00

mert az alap és a kitevo is tart oo-be.

A monotonitas és lokalis szélsGértékek vizsgalatdhoz meg kell
hatdrozni f'(x)-et.

(XY = (exln(x)), — XIn(x) (X)l( + |n(x)> — x*(1+ In(x))

Egyrészt x* > 0, mert pozitiv szam minden hatvdnya pozitiv.

Mésrészt 1+ In(x) > 0 ha In(x) > —1 pontosan akkor, ha x > 1.
., . , . , . 1 . p

Ezek alapjan a fiiggvény szigori monoton csokken (0, <)-n, szigor

monoton nd (1, 00)-n és lokélis minimuma van x = 1-ben.
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Példa - folytatds

A konvexitas vizsgalatdhoz meg kell hatdroznunk f”(x)-et.
X\ X / X 2 X 1
()" = (X(In(x) + 1)) = x*(In(x) +1)7 +x*—

itt minden tag pozitiv, ezért a fuggvény a teljes értelmezési
tartomdanyon konvex.
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