4. Kozonséges, masodrendii, allandé
egyilitthatods, linearis differenciale-
gyenletek

Altaldnos alak:

V4 +ay=r) = y'@)+py(x)+qy(z) =r(z)

0. A megoldas menete
1. Megoldjuk a homogén egyenletet:
y'+py +aqy=0.
Az altalanos megoldast jeloljik yp-val.
2. Megkeressiik az
y' +py +qy=r(z)

inhomogén egyenlet egy partikularis megoldédsat. Jeloljiik
yp-vel.

3. Az inhomogén egyenlet altalanos megoldasa, Yinhom, a
kettd Osszege:

Yinhom = Yh + Yp

1. A homogén egyenlet megoldasa

A differencidlegyenlet karakterisztikus egyenlete a kovetekzé:
M Eph+g=0.
Ennek megoldasai a D diszkriminans fliggvényében:
1. D > 0, azaz két pozitiv gyoke van: o és as
2. D =0, azaz egy darab kétszeres gyoke van: «

3. D <0, azaz két komplex konjugdlt gyoke van: o + (i és
a— Fi

1.1. Altaldnos megoldas a D > 0 esetben

Yn = 1€ + cpe™”
Példak

1.y"+3y +2y=0
A karakterisztikus egyenlet gyokei: a; = —2, ap = —1
A megoldés: y, = cre 2% + coe™ "
Figyeljiik meg, hogy a megoldas exponencidlis gyorsan
tart 0-hoz x novekedésével. Mindig ez torténik, ha
mindkét gyok negativ.

2.y’ — 3y + 2y = 0 A karakterisztikus egyenlet gyokei:
o] = 2, Qg = 1
A megoldés: yj, = c1€?® + cpe”
Figyeljiilk meg, hogy a megoldas exponencialis gyorsan
tavolodik 0-tél. Mindig ez torténik, ha valamelyik gyok
pozitiv.

1.2. Altaldnos megoldas a D = 0 esetben

yn = c1e“T + coxe™”
Példak
1. y" —6y +9y =0
A karakterisztikus egyenlet gyokei: o = 3
A megoldds: y, = c1€3® + coe?®
Ha pozitiv az «, akkor exp. gyorsan tavolodik 0-tél.

2.y +4y +4y=0
A karakterisztikus egyenlet gyokei: o = 2
A megoldds: yj, = c1e™2% + cye™
Ha o negativ, akkor exp. gyorsan (-hoz konvargal x
novekedésével.

1.3. Altaldnos megoldas a D < 0 esetben

yn = 1“7 cos(Bx) + cae™” sin(Bx)
Példak
1. y"+2y +5y=0
A karakterisztikus egyenlet gyokei: —1+ 24, azaz a = —1
és =2
A megoldés: y, = cre” " cos2x + coe” ¥ sin 2x
Ha « negativ, akkor rezegve ugyan, de exponencialis gy-
orsan tart 0-hoz x névekedésével.

2.y -6y +25y=0
A karakterisztikus egyenlet gyokei: 3 £ 44, azaz a = 3 és
8=4
A megoldds: vy, = c1€3® cosdx + coe3? sin 4z
Ha « pozitiv, akkor exponencidlisan novekedé hulldmok
keverékei a megoldasok.

3.y +25y=0
A karakterisztikus egyenlet gyokei: +5i, azaz o = 0 és
6=5
A megoldés: y, = ¢1 cosbr + co sin bx
Ha «a nulla, akkor konstans amplitudéji hulldmok
keverékei a megoldasok.
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2. Az inhomogén egyenlet egy partikularis
megoldasa specialis jobboldal esetén

Tegyiik fel, hogy a jobboldal
r(x) P, (x)e** cos(fBrx),
r(z) = Py(z)e* " sin(f,x)
alakd, ahol P,(x) egy n-edfokd polinom, tovabbi «, és [,
valds szamok (lehetnek 0-k is!). A megoldds elsé 1épése ezen
mennyiségek meghatarozasa.
Ekkor harom esetet valasztunk szét annak megfelelGen,
hogy «,- + 3,1 gyoke-e a karakterisztikus egyenletnek.

vagy

2.1. o, + (.7 nem gyokok
Ekkor van egy partikularis megoldas
Yp = Qn(x)e®® cos(Brx) + Ry (x)e® * sin(f,x)

alakban, ahol Qp(z) és R,(xz) mn-edfokd polinomok,
melyek egytitthatoit a differencialegyenletbe val6 visszahe-
lyettesitéssel kapjuk meg.

Példék olyan esetekre, amikor .. £ (3¢ nem gydke a karak-
terisztikus egyenletnek:



1.y +3y = (4o +2)e > sinz
A karakterisztikus egyenlet gyokei: 0,3
ap + B = -3+ 14,

2. 4" — 6y + 25y = 6*®
A karakterisztikus egyenlet gyokei: 3 4 44
o, + 6 =2, (8, =0

3.y + 2y + by = —4a? cos(2zx)
A karakterisztikus egyenlet gyokei: —1 4 2¢
o, £ Bri = £2i, (a, = 0!)

2.2. egyszeres valds gyok, komplex gyokok

pontosabban két eset van

A) B, =0 és a karakterisztikus egyenletnek két valds
gyoke van: oy és as.
a, ezek koziil az egyik.

Példaul:
(a) " +3y' =6

A karakterisztikus egyenlet gyokei: 3,0
a, £ 06,4=0 (8, =0, azaz a,, =0

(b) ¥ + 3y = (3 — 2)e”
A karakterisztikus egyenlet gyokei: 3,0
ar £ 6i=3 (8, =0), azaz a, = 3
B) B, # 0 és a karakterisztikus egyenlet gyokei a,. + (3,
Példaul:

(a) ¥ + %y = (22 + 1) cos(B,x)
A karakterisztikus egyenlet gyokei: 43,1
ar £ Bri =101

(b) ¥ + 2y + by = —4x?e” " sin(2x)
A karakterisztikus egyenlet gyokei: —1 4 2¢
ap £ Byi=—142i

Ekkor van egy partikularis megoldas:
Yp = 2Qn(z)e“® cos(Brx) + xRy (x)e* * sin(f,x)

alakban, ahol @Qp(z) és R,(z) n-edfoki polinomok,
melyek egyiitthatoit a differencidlegyenletbe vald visszahe-
lyettesitéssel kapjuk meg.

Megjegyzés. A B) esetben a differencidlegyenlet dltaldnos
alakja az a,. + 3,4 gyokok mellett a kovetkezo:

Y =20,y + (o2 + B2y = Pa(2)e™ sin(B,2), vagy cos(fz)

)
Ha azt is feltessziik, hogy P,(z) 0-adfoku, azaz egy konstans,
akkor a partikularis megoldast az

yp = vAe % cos(fB,x) + xBe“ ® sin(5,x)

alakban keressiik, ahol A, és B konstansok. Ezt visszahe-
lyettesitve a (1) egyenletbe azt kapjuk, hogy

vy — 200y, + (o + Bl)y, =
= 2Bf,e%" cos(frx) — 2A[,€%* sin(fB,x)

2.3. Kétszeres valés gyok

Tegyiik fel, hogy (., =0 és a karakterisztikus egyenletnek
egy darab kétszeres gyOke van, «, ami megegyezik «,.-rel,
azaz o« = «,.. Ebben az esetben a differencidlegyenletnek az
altalanos alakja a kovetkezo:

apx

y' — 20,y + o’y = P,(x)e
Ekkor van egy partikularis megoldas:
Yp = .’L‘QQn(ZL‘)eaTx

alakban, ahol @Q,,(x) n-edfoku polinom, melynek egyttthatéit
a differencialegyenletbe valé visszahelyettesitéssel kapjuk meg.

3. Feladatok
3.1. Homogén egyenlet

1.y —6y +8y =0

2. 9y" -2y +5y=0

3.y +4y =0
4. 94" —4y =0
5 4" -2y +10y =0

3.2. Inhomogén egyenlet
1.y — 6y’ + 13y = (8z + 4)e*”
Yinhom = C1€3% cos 2z + Coe>® sin 2 + (2z 4+ 1)63"‘c
2. y" + 3y =6+ 9sin3z +4e 3

1 1
Yinhom = C1 + Cae™3% + 2z + 3 cos 3z + 3 sin3x + ...

3. y" — 2y — 3y =2cos3z
1
Yinhom = C1>" 4+ Coe™" — B@ cos 3 + sin 3x)

4. y" 46y + 34y = 172% — 622 + 23
2

Yinhom = C1€3% cos 5z + Coe>® sin 5z + % —2z+1

5. 9" — 6y + 25y = 242e® 4 2737 sin 4z
Yinhom =

6.y —y —2y =8
Yinhom = Cl + e2w + CQeiw + 2639:

x

7.y =3y —dy=e"

1
Yinhom = C’lei$ + CQ€4I — géﬂeiz

8.y —y = (2x+3)e” + ze*®
? 1
Yinhom = Olem + 02671 + <:; + l‘) e’ + (x - ) 62m
9.y =2y =e"(2? + 2 —2)
Yinhom = Cl + 026239 + (1 — T — ZCZ)@x

10. ¢ +y+sin2z =0

1
Yinhom = C1cosx + Cysinz + 3 sin 2z



