Fels6bb Matematika Informatikusoknak D
hazi feladatok a ,,Sztochasztika 2” részhez
2014 tavasz

Minden héten Gsszesen egy pontot érnek a kitlizott feladatok.

1.HF: (Beadasi hatarids: 2014.04.08.)

HF 1.1

Egy varban 1év6 szaraz kit mellett rengeteg turista megy el. Ezek mindegyike egy-
mastol fiiggetleniil, valamilyen kis valoszintiséggel egy pénzérmét dob a kitba, amibe
igy egy nap alatt atlagosan 50 érme hull. Ezek mindegyike 50% valoszintiséggel esik
a ,F'EJ” oldalaval felfelé, a tobbitdl fiiggetleniil.

a.) Legyen X az egy nap alatt (mondjuk junius 1-én) a kiatba dobott érmék szama.
Milyen eloszlassal jo ezt modellezni? Vagyis mennyi a P(X = k) valoszintiség?

b.) Legyen Y az egy nap alatt ,FEJ” oldalaval felfelé a kiatba es6 érmék szama. A
teljes varhato érték tétel segitségével szamoljuk ki Y varhato értékét. (Segitség:
Mi is lesz Y feltételes eloszldsa (ill. feltételes vdrhatd értéke) az {X = n} feltétel
mellett?)

c.) Szamoljuk ki Y eloszlasat, vagyis a P(Y = k) valoszintiségeket a teljes valoszintiség

o
tétel segitségével! (Segitség: > f—,l =e".)
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2.HF: (Beadési hatarids: 2014.04.22.)

HF 2.1

HF 2.2

Egy X valoszintségi valtozo generatorfiiggvénye g(z) = ==.

a.) Mennyi X varhato értéke?

b.) Mennyi X szorésa?

c.) Mennyi a P(X = 0) és a P(X = 1) valoszintiség?

Egy orvosi rendel6ben minden beteg vizsgalata alatt Gjabb betegek érkezhetnek a
varoba. Szamuk véletlen, fiiggetlen az el6zményektdl, és legfeljebb 3. Annak val6szi-
niiségét, hogy pontosan k 1j beteg érkezik, jelolje p. (k = 0,1,2,3). Az elsd beteg,
Pistike, érkezésekor azonnal bemehet a rendel6be, mi pedig 6t egymagat nevezziik
¢rkeznek, alkotjak az .els6 generdciot”. Akik az elsG generaci6 tagjainak vizsgalata
alatt érkeznek, alkotjék a ,masodik generdciot”. Es igy tovabb, az n-edik generéacio
tagjainak vizsgalata alatt érkezdk lesznek az n + 1-edik generacié. A doktor néni ak-
kor tart kavésziinetet, ha egy beteg vizsgalatanak befejezésekor a vardtermet iiresen
talalja.

Jelolje Z,, az n-edik generaci6 tagjainak szdméat, N pedig a doktor néni elsG kavészii-
netéig megvizsgalt 6sszes beteg szamaét.

Az alabbi kérdéseket valaszoljuk meg a py paraméterek kovetkezs értékeire:

k|l o | 1] 2]3

pe | 1/4]1/4]1/4]1/4

ko | 1]2]3

pe | 05]02[02]01

) Mi Z; generatorfiiggvénye?
) Mi Zy generatorfiiggvénye?
.) Mennyi Z;y varhato értéke?
) Mennyi a valoszintisége, hogy a negyedik generacio tires?



e.) Mennyi a valoszintisége, hogy a doktor néni el6bb-utobb tart kavésziinetet? (Se-
gitség: ha eqy harmadfoki eqyenletnek eqy megolddsdt ismeryik, akkor a tébbit is
konnyd megtaldlni.)

f.) Mennyi N varhato értéke?

3.HF: (Beadési hatarids: 2014.04.22.)

HF 3.1 Egy hajon a 100 utas mindegyike a t&bbitdl fiiggetleniil % valoszintiséggel tud tszni.
A hajotarsasag ugy gondolja, hogy baleset esetén 75 mentémellény bGven elegendd.
Ok az iskolaban tanultédk a centralis hatareloszlas tételt (CHT).

a.) Ha megbecsiilték a CHT segitségével, hogy mekkora valoszintiséggel lesz a hajon
75-nél t6bb Gszni nem tudo6 utas, mit kaptak?

b.) Legfeljebb mennyi lehet a fenti becslés hibéja a Berry-Esseen tétel szerint? (A
tételben szerepld konstans eqy 2011-es eredmény szerint vdlaszthato C' = 0.4748-
nak.)

c.) Becsiiljiik meg a fenti valoszintiséget valamelyik nagy eltérés tétel segitségével is!
4.HF: (Beadasi hatarids: 2014.05.06.)

HF 4.1 A Soder kft. biztositast kot a munka soran bekovetkez balesetekbdl eredd kar fede-
zésére. A biztosito az iigyfeleit négy kategoriaba sorolja (1, 2, 3, 4), és a besorolast
minden hénap végén feliilvizsgilja. Ha egy honapban torténik egy baleset, akkor a ko-
vetkezG honapban 1-gyel magasabb kategoriaba keriilnek (illetve ha a 4-esben voltak,
akkor ottmaradnak); ha nem torténik baleset, akkor 1-gyel alacsonyabb kategoridba
keriilnek (illetve ha az 1- esben voltak, akkor ottmaradnak). Ha két vagy tobb bal-
eset torténik, akkor egyenesen a 4-es kategoriaba keriilnek. A Soder Kft-nél minden

1 1

honapban ; valoszintiséggel torténik pontosan egy baleset, 7 valosziniséggel pedig

legalabb ketts, az el6zményektdl fiiggetleniil.

a.) Modellezziik a rendszert Markov lanccal. Adjuk meg az Atmenetvalosziniiségeket!

b.) Feltéve, hogy az elsé honapban a Soder Kft az 1. kategéridban van, mennyi a
valoszintisége, hogy a kovetkezé honapokban rendre az 1., 2., 3., 2. kategoridban
lesz?

c.) Feltéve, hogy az els6 honapban a Soder Kft az 1. kategoridban van, mennyi a
valoszintisége, hogy a harmadik honapokban is az 1. kategoridban lesz?

d.) Szamitsuk ki a stacionarius eloszlast.

e.) Megkozelitleg mi a valoszintisége annak, hogy a 30. honapban az 1. kategoridban
van a biztositas?

f.) Szamitsuk ki, hogy mennyi az atlagos havi biztositasi dijuk hosszi tavon, ha a
biztositasi dij az egyes kategoridkra rendre 30000, 50000, 80000 és 120000 forint
havonta.

5.HF: (Beadasi hatarids: 2014.05.13.)

HF 5.1 Egy posta iigyfélterében két kiszolgal6 ablak miikodik. Az iigyféltérben az ablakoknal
allokkal egyiitt legfeljebb 5 iigyfél tartozkodhat; az ilyenkor érkezG tovabbi iigyfeleket
a biztonsagi 6r kiszolgalés nélkiil elkiildi. Ha egy ablak felszabadul, a soron kévetkezé
iigyfél azonnal beall. Ha olyankor érkezik egy iigyfél, amikor mindkét ablak szabad,
akkor taldlomra all be valamelyikhez. FEgy ligyfél atlagos kiszolgélasi ideje 3 perc,
és az tigyfelek atlagosan 2 percenként érkeznek. Jeloljiik X (¢)-vel a ¢t id6pontban az
tigyféltérben tartozkodo tligyfelek szamat.



© - o o O
S N N e S N

Modellezziik a rendszert folytonos ideji Markov lanccal. Mi az &llapottér? Raj-
zoljuk fel a graf-reprezentaciot és irjuk be az ugrasi ratakat! (Vigydzat: ha két
kisasszony egyszerre dolgozik két tigyfél kiszolgdldsdn, akkor az egyikiikk milyen
rataval végez?)

Irjuk fel az infinitezimalis generatort.

Hatarozzuk meg a stacionarius eloszlast.

Az id6 mekkora részében iires az tigyféltér?

Az id6 mekkora részében tétlen az elsé ablaknal dolgozé kisasszony?

Az ligyfelek mekkora részét kiildik el amiatt, hogy tele van az tligyféltér?

Boénusz feladat: Vajon mi lenne a vilasz a fenti kérdésekre, ha az iigyféltér
mérete nem lenne korlatozva? (A stacionarius eloszlas megsejtéséhez most is
szabad észrevenni (mint a véges tigyféltér esetén is), hogy X () sziiletési-halalozasi
folyamat. )



