A Szamitastudomany alapjai
2. pZH javitékules (2011.11.29.)

Az itmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megal-
lapitva az értékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szerepld allitas kimondasa, tétel
felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam
megitélésenk az a feltétele, hogy a megoldashoz vezet6é gondolatmenet megfelel6 részének vé-
giggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, am a kérdéses allitas,
tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar.
Természetesen az ismertetettektol eltér6, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, rész-
megoldasokért pedig az ttmutatdbeli pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott aranyos
részpontszamok jarnak. Szamolasi hibaért altaldban hibanként 1 pontot vonunk le.

1. Van-e az abran lathaté grafnak Euler ill. Hamilton kére? Ha van, mi abban a cstcsok sorrendje?

Létezik Euler kor, pl bgihcadfedg f heab. (4 pont) bO.,«»*?‘qaoc

Ha a grafon az abran lathaté a, g, h cstcsokat toroljiik, akkor 4 4 el

komponensi grafot kapunk. (3 pont) gggoh
io

Marpedig ha létezne Hamilton kor, akkor 3 cstcs torlés utan legfeljeb 3 komponens keletkezhetne a
Hamilton kor 1étezésére tanult sziikséges feltétel miatt. (2 pont)
Az abran lathaté grafnak tehat nincs Hamilton kore. (1 pont)

2. Az abran lathaté grafon a Dijkstra algoritmus segitségével allapitsuk meg a legrovidebb st-tit
hosszat, valamint hatarozzuk meg, milyen sorrendben hatérozza meg az algoritmus a dist(s, v) tavol-
sdgokat (azaz milyen sorrendben keriilnek véglegesitésre a csticsok s-t6l mért tavolsdgai).

Azt kell meghataroznunk, hogy milyen sorrendben keriilnek a be a graf csicsai abba az U halmazba,
ami azokat a csicsokat tartalmazza, ahova a legrovidebb utakat mar ismerjiik. Természeten az elso
cstics maga s lesz. (1 pont)
Az algoritmus kezdetén felirjuk minden egyes csticsra az s-bol oda vezet6 él hossza alapjan adédé felso
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becslést az adott csucs tavolsagara, igy a tablazatot kapjuk. (1 pont)
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Ezutan az ab, ac és at éleken javitva adodik a EBESE tab-
lazat, igy a harmadik cstcs a ¢ lesz. (2 pont) s
t-bol nem javitunk, a negyedik cstcs tehat b. (1 pont) 0 5
A be élen javitva a S Z ? 1C0 1(11 162 ; tablazatot kapjuk, igy az 6to- p
dik cstcs c lesz. (1 pont) 14 12
A ce élen nincs javulds, a hatodik cstics tehét e lesz, (1 pont)
e-bdl nem kell javitani, igy a utolsénak bevett csics a d. (1 pont)
A végsé sorrend tehat s, a,t, b, c, e, d, az s és t tavolsaga pedig 5. (1 pont)

3. Bizonyitsuk be, hogy a fenti abrén lathat6 halézatban a maximélis folyamnagysédg (folyamérték) pon-
tosan 14. Elérheto-e két él kapacitasanak alkalmas megnovelésével, hogy a maximélis folyamnagysdag
pontosan 16 legyen?

Az abran kisebb szdmokkal egy 14 nagysdgu folyamot (2 pont)
és egy 14 kapacitasu st-vagast meghatarozo ponthalmazt jeloltiink.

(2 pont)
Ezért a megadott halézatban a maximalis folyamnagysag valéban
14. (1 pont)

Ha azonban a de és et élek kapacitasat legaldbb 2-vel noveljiik,
akkor az sdet uton tudunk tovabbi 2 egységnyi folyamot kiildeni,

(3 pont)
és a jelolt vagas kapacitasa is 16-ra valtozik. (1 pont)




Ezért a feladat masodik kérdésére igen a valasz: két él kapacitasanak novelésével elérheto, hogy a
maximalis folyamnagysag pontosan 16 legyen. (1 pont)

. Egy G péaros grafot akkor neveziink kiegyensiulyozottnak, ha G csicsainak barmely 2 szinnel torténo
kiszinezésekor a két szinosztaly mérete megegyezik. Igazoljuk, hogy r > 1 esetén ha egy G paros graf
r-regularis (azaz G minden csiicsdnak foka r), akkor G kiegyensilyozott.

Legyenek A és B a G szinosztalyai a G egy két szinnel torténé szinezése esetén. Azt kell megmutat-
nunk, hogy |A| = |B]|. (2 pont)
Mivel G minden élének egyik végpontja A-ban, a masik pedig B-ben van, ezért G éleinek szamét meg-
kaphatjuk tgy is, mint az A-beli csiicsok fokszamosszegét, de gy is, hogy a B-beli pontok fokszamait

adjuk Ossze. (4 pont)
Mivel minden fokszam r, ezért r - |A| = |E| = r - | B| adédik, (3 pont)
ahonnan r > 1 miatt ebbdl |A| = |B| kovetkezik, nekiink pedig pontosan ezt kellett igazolnunk.

(1 pont)

Ha a gyakorlaton szerepelt, hogy r-regularis paros grafnak van teljes parositasa (r > 0 esetén), akkor
teljes megoldas az is, ha valaki innen vezeti le a kiegyensilyozottsagot.

. Jelolje n > 3 esetén C) azt a grafot, amit ugy kapunk, hogy C,-hez hozzavessziik az egyméssal
nem szomszédos = és y pontokat, amelyeket Gsszekotiink C,, minden csicsdval. Hatdrozzuk meg C/,
kromatikus szamat, x(C’ )-et minden n > 3 esetén.

Tekintsiik C) egy szinezését. Ebben az x csics szinét nem kaphatja meg C,, egyetlen pontja sem, ezért
C! szinezéséhez legalabb eggyel tobb szinre van sziitkség, mint C,, szinezéséhez. (3 pont)
Masrészt ha C,-t kiszineztitk néhany szinnel, akkor z-t és y-t egy djabb szinnel szinezve a C), egy jé
szinezését kapjuk. (2 pont)
Ezek szerint x(C)) = x(Cy) + 1. (1 pont)
Az 6rén olyat tanitottak, hogy x(C,) attdl fiiggéen 2 ill. 3, hogy n paros avagy paratlan-e. (2 pont)
Ezek szerint x(C!) paros n-re 3, paratlanra pedig 4. (2 pont)

. Jelolje n > 2 esetén G, az a grafot, amit Cs,-bdl tigy kapunk, hogy annak minden csicsat éllel
osszekotjik a vele dtellenes csicesal (ami tehat téle legtavolabb van a koron). Sikbarajzolhaté-e a G,
graf?

Ha n = 2, akkor G,, = K4, ami sikbarajzolhato. (2 pont)
Ha azonban n > 3, akkor (,, mar nem sikbarajzolhatd, mert tartalmaz Kj 3-
mal topologikusan izomorf részgrafot, és ehhez elég, ha csupan harom atellenes
csucspart 6sszekoto atlo van behtizva. A részgraf az abran lathatd, kiskocka
jeloli a hazakat, petty a kutakat. (7 pont)
A vélasz tehat, hogy G, kizardlag n = 2 esetén sikbarajzolhato. (1 pont)

Erdekes megfigyelni, hogy G3 = K3 3. Aki csak ennyit tesz, az kapjon 5 pontot.



