A nulltér altér

3.9. DEFINICIO (ALTER). Az RR" tér vektorainak olyan nem iires részhal-
mazdt, mely zdrt a vektorok skaldrral valé szorzdsdnak és a vektorok dssze-
addsdnak miiveletére, az IR" alterének nevezziik. Képlettel kifejezve: az
A C R" vektorhalmaz R™ altere, ha

1. u,v € Aeseténu+v € A,

2. u€ A, ésc e Resetén cu € A.

3.12. ALLITAS (MEGOLDASOK ALTERE). Egy n-ismeretlenes homogén [i-
nedris egyenletrendszer megolddshalmaza alteret alkot IR"-ben.

Ezzel ekvivalens, hogy:

3.8. ALLITAS (MEGOLDASOK LINEARIS KOMBINACIOJA). Egy homogén
linedris egyenletrendszer megolddsainak bdrmely linedris kombindcidja is
megoldds.

BizonyiTAs. Elég az allitdst két megoldasra bizonyitani. Jeldlje aj,
ay,...,a, az egyenletrendszer egyiitthatomatrixanak oszlopvektorait.
Legyen x = (x1,X,...,X,) ésy = (y1,Y2,--.,Yn) két tetsz6leges meg-

oldas, azaz
ajx] +axxy+...+anxy =0
aly1 +ayz2 + ... +anyn =0,
és ¢, d legyen két tetszbleges skalar. Megmutatjuk, hogy ekkor cx + dy
is megoldds, ugyanis
a (Cxl + dyl) + aZ(CxZ + d}/2) +...+ an(cxn + d}/n)
=(ca1xq +dajyq) + (caxxa +daxys) + ... + (canxy + danyy)
=c(ayxy +axxp + ... +ayx,) +d(ajy; +ays + ... + azyn)
=0+0=0.
azaz cx + dy is megoldas. Ez bizonyitja allitdsunkat.

E bizonyitas az oszlopmodellre épiilt, de hasonldan egyszerti bizo-
nyitds adhaté a sormmodellben is (1d. 3.9. feladat). O



Minden véges dimenzios linearis leképezéshez létezik egy matrix,
ami azt a leképezést generalja

7.9. TETEL (Az R" — IR™ LINEARIS LEKEPEZESEK MATRIXLEKEPEZE-
SEK). Legyen A : R" — R™ eqy tetszileges fiiggvény. Az A pontosan
akkor linedris, ha létezik eqy olyan m x n-es A mdtrix, hogy az A fiiggvény
megegyezik az x — Ax leképezéssel. Ekkor

A= [Ae1 ‘AEQ‘ Do IAEH],

ahol e; az i-edik standard egységuektor (i = 1,2,...,n).

BrzonvyitAs. Minden matrixleképezés linedris, ez bizonyitja az illitas
egyik felét. A allitds masik felének bizonyitdsahoz tekintsiik R" stan-
dard bazisat és az Ae; vektorokbol képzett

A = [Aej|Aey| ... |Ae,] (7.2)

matrixot, valamint legyen x € R” egy tetsz6leges vektor. Ha A linearis
leképezés, azaz mego0rzi a linearis kombinaciét, akkor

Ax = A(x1e1 + Xp€2 + ...+ xnen)
= x1Ae; + xpAey + ...+ x,Ae,

xl_

X2

_xn—
= Ax

Tehat valéban létezik olyan A matrix, hogy Ax = Ax. Rdaddsul ilyen
matrix csak ez az egy van, mert barmely e; bazisvektorra és barmely
A matrixra Ae; = A,;, tehdt az A,; oszlopvektor csak Ae; lehet. O



Meréleges vetités R" egy alterére

7.40. TETEL (MEROLEGES VETITES MATRIXAI). Egy P midtrix pontosan
akkor merdleges vetités mdtrixa, ha P = P’ = P2,

BizonyiTAs. A P = P? feltétel sziikségessége szemléletesen vilagos,
hisz minden P lineéris leképezés, mely az egész R" teret egy altérre —
nevezetesen Im P-re — vetiti, az altér vektorait helyben hagyja. Tehat
P2x = Px minden x-re fenndll, igy ennek az 6sszefiiggésnek P minden
matrixara is igaznak kell lennie.

(=) Tegyiik fel, hogy P egy P mer6leges vetités matrixa R” stan-
dard bazisaban. Tekintsiik Im(P) = O(P) egy tetszbleges bazisat, és
legyen A az a matrix, melynek e bazis elemei az oszlopai. A 7.38. tétel
szerint ekkor P = A(ATA)~!AT. Erre viszont konnyen ellenSrizhetd,
a tételbeli feltétel.

2
P2 = (A(ATA)—lAT) = A(ATA)"1ATA(ATA)IAT
=A(ATA)"'AT =P,

masrészt
T T
P’ = (A(ATA)—lAT) =A ((ATA)-l) AT
=A(ATA)T'AT =P.

(=) Tegyiik fel, hogy P = PT = P2. Megmutatjuk, hogy P az
O(P)-re val6 merdleges vetités mdtrixa. Ehhez elég megmutatnunk,
hogy az x — Px vektor merSleges O(P)-re barmely x vektor esetén. A
P2 = P feltétel miatt P(x — Px) = Px — P?x = 0, teh4t x — Px € N(P),
de P = PT, igy x — Px € N(PT). Ez épp azt jelenti, hogy x — Px
merGleges O(P)-re, és ezt akartuk belatni. O

rang(A) + dim(W(4)) = n

3.36. TETEL (DIMENZIOTETEL). Bdrmely A € R™*" mitrix esetén a sor-
tér dimenzidjanak és a nulltér dimenzidjdnak osszege n. Képlettel:

dim(S(A)) + dim(N(A)) = n.



BizonvyiTAs. A matrix sorterének dimenzidja megegyezik a matrix rang-
javal, azaz az [A|0] matrixu egyenletrendszerben a kotott véltozok szé-
maval. Megmutatjuk, hogy a nulltér dimenzi6ja megegyezik a szabad
valtozok szamaval, igy e két szam Osszege valéban 1, ami bizonyitja
az allitast (Id. még a 3.4. allitast).

Elég tehat megmutatnunk, hogy egy homogén lineéris egyenlet-
rendszer redukalt 1épcs6s alakkal el6allitott megoldasdban a szabad
véltozok szama megegyezik a nulltérbdl kivalaszthat6 bazis elemsza-
maval. El6szor lassunk egy ilyen megoldédst konkrétan. Példdul a 2.37.

példabeli homogén lineéris egyenletrendszer megoldasa

X1 —25 — 3t —u] —2 -3 —1
Xo s 1 0 0
x3| = — 1t =s| O|+t|—%|+ul| 0f,
X4 t 0 1 0
L X5] | u _ | 0_ i 0_ | 1_

ahol xp = s, x4 = t és x5 = u a harom szabad valtoz6. A nullteret
kifeszitdé harom vektor kozul az els6ben x, = 1, de az 0sszes tobbiben
xy = 0, igy az els6 vektor fiiggetlen a tobbitsl. Hasonl6képp altaldban
is igaz, hogy a redukdlt 1épcs6s alakbol val6 szarmaztatds kovetkezté-
ben a nullteret kifeszit6 minden megoldasvektorban az dsszes szabad
valtozéhoz tartoz6 koordinata 0, azt az egy koordinatat kivéve, ame-
lyikhez a vektor tartozik. Igy viszont mindegyik vektor fiiggetlen a
tobbitdl, vagyis e vektorok fiiggetlenek, és mivel kifeszitik a nullteret,
szamuk megadja a nulltér dimenziojat. O

S(A) L N (A)

3.38. ALLITAS (A SORTER ES A NULLTER MEROLEGESSEGE). A wvalds A
mdtrix sorterének barmely s vektora és nullterének tetszoleges x vektora me-
rbleges eqymdsra, azaz s - x = 0.



BizonvyiTAs. A sortér minden vektora az A sorvektorainak valamely
c1,. .., cm skaldrokkal vett linedris kombindcidja. Ezt felhasznélva

- X = (C1a14 + a2 + -+ + Cpams) - X
= C1@14 - X+ C2a24 - X+« * + Crp@pmx * X

=c104+c0+---+¢,0=0. 0O

Megoldhato egyenletrendszer egyértelmi megoldasa a sortérben
¢és e megoldas abszolut értékének minimalizalasa

3.41. TETEL (LINEARIS EGYENLETRENDSZER MEGOLDASAI). Minden va-

[6s eqyiitthatés megoldhato (konzisztens) linedris egyenletrendszerre igazak

a kovetkez0 dllitdsok:

a) egyetlen megolddsa esik az egyiitthatomadtrix sorterébe;

b) a sortérbe es6 megoldds az 0sszes megoldds koziil a legkisebb abszoliit
értékil;

c) az dsszes megoldds el0dll 1igy, hogy a sortérbe es6 megolddshoz hozzdad-
juk a homogén rész dsszes megolddsit.

BizonviTAs. A tétel a homogén linedris egyenletrendszerekre semmit-
mondo6, hisz ekkor a megoldasok a nullteret adjék, és mivel annak
metszete a sortérrel csak a nullvektorbél &ll, ezért csak a nullvektor
esik a sortérbe, mely természetesen a legkisebb abszolut érték{i meg-
oldas. Raadasul a nullvektort hozzdadva a nulltérhez, valoban a null-
teret kapjuk, vagyis az dsszes megoldasok terét. Igy ezutdn csak az
inhomogén esettel foglalkozunk.

a) Tegyiik fel, hogy x; és x, két megoldasa az [A|b] matrixu egyen-
letrendszernek, és mindkett6 a sortérbe esik. Az i-edik egyenlet alak-
ja aj. -x = b;, igy aj, -x; = b; és aj, - xp = b; is fonndll minden
i =1,2,...m értékre. A két megoldas kiilonbsége is a sortérbe esik,
hisz sortérbeli vektorok linedris kombindcidja a sortérbe esik. Ekkor
viszont minden i esetén

aj, - (x1 —x2) =b; —b; =0,



vagyis x; — X, megolddsa a homogén egyenletrendszernek, tehat a
nulltérbe esik. Annak metszete a sortérrel csak a nullvektort tartal-
mazza, igy x; — xp = 0, vagyis x; = x.

Meg kell még mutatnunk, hogy mindig van a sortérbe esé megol-
das. Legyen x egy tetszdleges megoldas, és tekintsiik az egyértelmiien
létezd felbontdsat egy sortérbeli és egy nulltérbeli vektor dsszegére,
azaz legyen

X = Xs + X\

E megoldasvektort beirva az i-edik egyenletbe kapjuk, hogy

bi = ajx - X = Ajx - (X§ +XN) = @j - XS + s - XA = Qs * XS

Ez azt jelenti, hogy barmely megoldas sortérbeli Osszetevdje is meg-
oldasa az egyenletrendszernek! Taladltunk tehat egy megoldast a sor-
térben. Egyuttal azt is belattuk, hogy az 6sszes megoldas e sortér-
beli megoldas és a homogén egy megolddsdnak Osszege. Az el6z6
egyenldségekbdl az is kiolvashatd, hogy az xs megoldashoz barmely
nulltérbeli vektort adva az egyenletrendszer egy megoldasat kapjuk,
igazoltuk tehat a c) allitast is.

A sortér és a nulltér mer&legessége miatt az x = xs + x) felbontas
vektorai merdlegesek, azaz xg L x)s. Haszndlhatjuk tehdt Pithagorész-
tételét:

x> = x% + X4 > x%, azaz |x| > |xs|.
Igy tehdt minden megoldés abszoltt értéke nagyobb vagy egyenld a
sortérbeli megoldas abszoltt értékénél, ami bizonyitja a b) allitast is.[]



Paronként ortogonalis vektorok fiiggetlensége

7.63. TETEL (ORTOGONALIS VEKTOROK FUGGETLENSEGE). Ha a nullvek-
tortdl kiilonbozd a,, az,. .., ay vektorok pdronként ortogondlisak, akkor fiig-
getlenek is.

BizonyiTAs. Tekintsiik a cja; + - - - + cxar = 0 egyenletet. Be kell lat-
nunk, hogy ez csak a c; = - - - = ¢, = 0 esetben &ll féonn. Szorozzuk be
az egyenl6ség mindkét oldalat az a; vektorral (i =1,2,...,k). Ekkor a
jobb oldal 0, a bal oldalon pedig egy tag kivételével mindegyik 0 lesz:

(cray+cay+---+crag)-a;, =0-a;

cia;-a; = 0.
Mivel a; - a; # 0, ezért ¢; = 0, és ez igaz minden i-re. O

Gram-Schmidt ortogonalizacio

7.77. TETEL (GRAM—-SCHMIDT-ORTOGONALIZACIO). Ha A =
{ay,ay,...,a;} eqy fiiggetlen wvektorrendszer, akkor létezik olyan or-
togondlis V = {vy,vy, ..., Vi } vektorrendszer, hogy mindeni =1,2,...,k
esetén

span(aj, ay, ..., a;) = span(vy, va,...,V;). (7.20)

Az ortogondlis V rendszerbdl a vektorok normdldsdval kapott
{ Vi W2 Vk }
[val” [va| " v

BizonviTAs. A span(a;) = span(vy) Osszefiiggés teljesiil, ha

rendszer ortonormdlt.

V] = aj.

A span(aj, az) = span(vy,vy) teljestilése érdekében olyan v, vektort
kell valasztani, mely az a; és ap sikjdban van, mdasrészt vy-nek mers-
legesnek kell lennie vi-re. E feltételeket teljesiti az ar-nek a vy altal



kifeszitett altérre merdleges Osszetevlje, azaz a

1] vVi-Vvi

A4 \41 a vy
Vo=a) —|\ax- - —— =
v
vektor. Lathat6, hogy e vektor nem lehet a 0-vektor, hisz vo = 0 ese-
4 — vy — av; 4 ..
tén ay = 33lvy = JE5tay lenne, azaz a; és ap nem lenne fiiggetlen,

ami ellentmond annak, hogy A fiiggetlen. Az el6z6 képletekbdl lat-

hat6, hogy vy és v, eléllithaté az a; és aj linearis kombinacitjaként,
és viszont, igy span(aj,ap) = span(vy, vp) fonndll. Az eljards hason-
16képp folytathatdé. Ha mar megkonstrudltuk v;-t, akkor a 7.64. tétel
szerint kiszdmoljuk az a;,; vektornak a span(lz—h, |:—§|, .
merdleges Osszetevjét, és ezt vélasztjuk v, 1-nek, azaz

VT -
., —) altérre
7 |vil )

a; -V qa; -V qa; Vi
i+1 1V . i+1 2V . i+1 i

i+1 i+1 Vi Vy 1 Vo - Vo 2 v; -V

Konnyen lathatd, hogy v; 1 # 0, mert ellenkez6 esetben A nem volna

figgetlen. Lathat6 az is, hogy v, kifejezhetd az aj, ay,..., aj1 vek-
torok linearis kombindacidjaként, és a;,; kifejezhetd az vy, vy,..., viyg

vektorok linedris kombindcidjaként, tehdt a tétel kifeszitett alterekre
vonatkozo éllitasa is fennall. O

A QR felbontas létezése

7.81. TETEL (QR-FELBONTAS LETEZESE ES EGYERTELMUSEGE). Bdrmely
valds, teljes oszloprangi A mdtrixnak létezik QR-felbontdsa, azaz létezik eqy
szemiortogondlis Q mdtrix és ey R fels6 hdromszogmadtrix pozitiv fodtlobeli
elemekkel, hogy A = QR. Az igy kapott felbontds egyértelmdi.

BizonvyiTAs. A felbontds létezését a Gram-Schmidt-ortogonalizdciéra
alapozva az el6z6ekben megmutattuk. Mivel A = QR, és A sorvekto-
rai az R sorvektorainak linedris kombindciéi, ezért ha R rangja kisebb
lenne k-ndl, az A rangja is az lenne, de A rangja k. Belattuk tehat, hogy
R invertalhato, és mivel fels6 hdromszogmatrix, ezért f6atljdban nem
lehetnek 0-elemek.



Egyenletrendszer optimalis megoldasa QR felbontassal

7.84. TETEL (LEGKISEBB NEGYZETEK QR-FELBONTASSAL). Legyen A egy
teljes oszloprangiui m x n-es valds mdtrix, A = QR egy QR-felbontdsa, és
legyen b egy R™-beli vektor. Ekkor az Ax = b egyenletrendszer egyetlen
optimdlis megolddsa x = R~1Q"b, ami megkaphat6 az

Rk =Q™b
egyenletrendszerbdl eqyszerii visszahelyettesitéssel is.

BizonvyiTAs. Az egyenletrendszer optimédlis megoldasarol szol6 7.45. té-
tel szerint az optimaélis megoldds a normélegyenletb6l megkaphato.
Eszerint
ATAx=ATb A = QR behelyettesitése utdn
(QR)TOR% = (QR)"b
R'Q"QR%x =R"Q"b Q' Q=1
R™Rx = R'Q™b balrél szorzas az (R")~! méatrixszal
Rk = Q'b.
Az utolsé egyenlet visszahelyettesitésekkel is megoldhatd, mivel R
fels6 haromszogmatrix. Mivel R f6atljdban nincsenek zéruselemek,

ezért R invertalhato (ezt kihasznaltuk, amikor (RT)~!-gyel szoroztunk),
tehét az egyenletbdl X kifejezhets: x = R=1QTb. 0

Hasonlo matrixok karakterisztikus polinomja megegyezik

8.23. TETEL (SAJATEREKHEZ KAPCSOLODO INVARIANSOK). Ha A ~ B,
akkor A és B karakterisztikus polinomja azonos, igy sajdtértékei, azok algeb-
rai, s6t geometriai multiplicitdsai is megegyeznek.

BizonvyiTAs. A bizonyitas sordn foltessziik, hogy valamely invertalha-
t6 C maétrixszal A = C~1BC. Ekkor

A—-AM=C!'BC-AC Q)
= C~}(BC - AIC)
= C{(B-AIC,



azaz A — Al és B — Al is hasonl6ak. A 7.16. tétel szerint hasonlé mat-
rixok determindnsa megegyezik, igy det(A — AI) = det(B — Al), azaz
megegyeznek A és B karakterisztikus polinomjai is. Ez maga utan von-
ja, hogy megegyeznek sajatértékeik, és azok (algebrai) multiplicitasai.
A geometriai multiplicitdsok egyenléségéhez elég beldtni, hogy A — AI
és B — AI nullterének dimenzidja megegyezik, azt viszont ugyancsak
a 7.16. tételben igazoltuk. O

Diagonizalhatosaggal ekvivalens allitasok

8.25. TETEL (DIAGONALIZALHATOSAG SZUKSEGES ES ELEGSEGES FELTE-
TELE). Az n X n-es A mitrix pontosan akkor diagonalizdlhaté, azaz pon-
tosan akkor létezik olyan C madtrix, melyre C~1AC diagondlis, ha A-nak
van n linedrisan fiiggetlen sajdtvektora. Ekkor a diagondlis mdtrix az A
sajdtértékeibll, C a sajdtvektoraibdl dll.

BizonvyiTAs. Ha A hasonl6 egy diagondlis méatrixhoz, azaz van olyan
C matrix, hogy A = Cc-1AC diagonalis, akkor C-vel balrél szorozva
a CA = AC egyenléséget kapjuk. Ha C = [x; x2 ... x| és A =
diag(Aq, A2, ..., An), akkor

Ay 0 ... 0
0 A ... 0

X1 X2 ... Xp] o =Alxg X2 ... Xyl (8.5)
0 0 ... A

Itt a bal oldali matrix i-edik oszlopa A;x;, a jobb oldali matrixé Ax;.
Ezek megegyeznek, azaz Ax; = A;x;, tehdt x; a A; sajatértékhez tartozo
sajatvektor. Mivel C invertdlhat6, ezért oszlopvektorai fliggetlenek,
ami bizonyitja az allitdsunk egyik felét. Tegyiik most fel, hogy van
A-nak n fliggetlen sajatvektora. Képezziink a sajatértékekbdl egy A
diagondlis matrixot, gy hogy a C matrix i-edik oszlopédba keriild x;
vektorhoz tartozé A; sajatérték a A maétrix i-edik oszlopaba keriiljon.
Mivel A;x; = Ax;, ezért fonndll a (8.5) Osszefiiggés, azaz A hasonl6
A-hoz. O



8.28. ALLITAS (DIAGONALIZALHATO MATRIX POLINOMJA). Legyen A =
CAC™!, ahol A = diag(Aq, Ay, ..., Ay), és p(x) egy tetszbleges polinom.
Ekkor

pay—c| . T D e
I 0 0 p()\n)_

8.31. KOVETKEZMENY (KULONBOZO SAJATERTEKEK ES A DIAGONALI-
ZALHATOSAG). Ha az n-edrendii A mdtrixnak n darab kiilonboz0 sajdtértéke
van, akkor diagonalizdlhaté.

BizonvyiTAs. A 8.30. tétel szerint n kiilonboz6 sajatértékhez n fligget-
len sajatvektor tartozik, ami a 8.25. tétel szerint épp azt jelenti, hogy a
matrix diagonalizélhato. O
8.34. TETEL (DIAGONALIZALHATOSAG ES A GEOMETRIAI MULTIPLICI-
TAS). Egy n-edrendii négyzetes mitrix pontosan akkor diagonalizilhato,
ha a sajdtértékeihez tartozé geometriai multiplicitdsok dsszege n.

BizonvyiTAs. (=) Ha a matrix diagonalizalhat6, akkor egy adott sa-
jatértékhez tartozo6 sajataltér dimenzidja megegyezik e sajatérték geo-
metriai multiplicitdsdval. A geometriai multiplicitdsok Osszege tehat
épp n, hisz egyetlen sajatvektor sem lehet két sajataltérben.

(<) A geometriai multiplicitdis nem nagyobb az algebrainal, az
algebraiak Osszege pedig legfoljebb n (komplex esetben pontosan 1,
valés esetben lehet n-nél kisebb is, ha a karakterisztikus polinom-
nak vannak nem val6s gyokei). Tgy ha a geometriai multiplicitasok
Osszege n, akkor minden sajataltérbdl kivélasztva egy bazist, és véve
ezek egyesitését, egy n sajatvektorbdl &ll6 fiiggetlen vektorrendszert
kapunk (Id. a 8.30. tétel utdni megjegyzéseket). Igy tehat a matrix dia-
gonalizélhato. O



Kiilonb6z6 sajatértékhez tartozo sajatvektorok fiiggetlensége

8.30. TETEL (KULONBOZO SAJATERTEKEK SAJATVEKTORAI). Ha A4,
A2,... Ay kiilonboz0 sajdtértékei az n X n-es A mdtrixnak, akkor a hozzdjuk
tartozo xq, Xa,... Xy sajdtvektorok linedrisan fiiggetlenek.

BizonviTAs. Indirekt médon bizonyitunk. Tegyiik fel, hogy e vekto-
rok linedrisan dsszeftiggdk. Ekkor van a vektorok kozt olyan, amely
csak a kisebb index{iek linedris fiiggvénye. Legyen ezek koziil a legki-
sebb indexti x;, azaz

X; = C1X1 + ... + Ci—1Xj—1, (8.11)

de az i-nél kisebb index{i vektorok mar linedrisan fiiggetlenek. Szo-
rozzuk meg az egyenl8ség mindkét oldalat balrél az A matrixszal:

Ax; = A(c1xg +... +cim1xim1) = c1Ax + ... + ¢i1AX_,
majd hasznéljuk ki, hogy e vektorok sajatvektorok:
Aixi = QA X1 + ...+ ¢ Ai—1X-. (8.12)

Ezutén a (8.11) egyenlet mindkét oldalat A;-vel szorozva kapjuk, hogy

AiXi = 1A X1+ ...+ ci—1AiXi—1. (8.13)
Végiil a (8.13) egyenletbdl a (8.12) egyenletet kivonva kapjuk, hogy
0=c1(Aj —A)xgs+ ... +cim1(Ai — Aimp)xiz1,

Mivel az xi,..., x;—1 vektorok mar linedrisan fiiggetlenek, és a Aq,...,
A; értékek kiillonbozéek, ezért c; = - -+ = ¢;_1 = 0. Eszerint

xi=0x4+:---4+0xj_1 =0,

ami ellentmondas, hisz x; sajatvektor, tehat nem lehet a 0. Ez bizonyitja
az indirekt feltevés helytelen voltéat, azaz igazolja allitasunkat. O

» Szokas ugy fogalmazni, hogy a kiilonbdz6 sajatértékekhez tartozé
sajatalterek linedrisan fliggetlenek, hisz barhogy valasztunk mindegyi-
kiikbdl egy-egy nemzérus vektort, azok linedrisan fiiggetlenek lesznek.



Pontosan akkor diagonizalhat6 unitéren, ha normalis

9.9. TETEL (UNITER DIAGINALIZALHATOSAG). Az A € C™*" mitrix
pontosan akkor unitéren diagonalizdlhatd, ha normalis.

BizonvitAs. (=) Tegyiik fel, hogy A = UAU", azaz A unitéren dia-
gonalizadlhat6. Mivel barmely komplex z szdmra Zz = zZ, ezért minden
komplex diagonalis matrix normalis, igy A"A = AA". Eszerint

A"A = (UAUMH(UAUY) = UAMU"UAUY = UAPAUM
= UAANU" = UAUPUARUY = (UAUY) (UAUR )P = AAR.
(«<=) A Schur-felbontds szerint minden komplex négyzetes A mat-

rix el6all
A = UTU"

alakban, ahol U unitér, T fels6hdaromszog-matrix. Tegyiik fel, hogy A
normalis. Ekkor T is normadlis, ugyanis a fenti levezetéshez hasonléan
T'T = (U"AU)"(U"AU) = UMARUUMAU = UMARAU
= U"AA"U = U"AUU"A"U = (UMAU) (UMAU)" = TT".

A T matrix alakja

(t1 to ...ty
0 tpn ... tu
|0 0 ...ty
ezért [THT]H = ‘f11‘2, [TTth = |t11‘2 + ‘f12|2 + -+ |t1n‘2r amibdl
tip = --- = t, = 0 adédik. Hasonléan folirva a [THT]y, és a [TT]p,

elemeket kapjuk, hogy tr3 = --- = tp,, = 0, stb. Tehat T diagonalis. [



SVD létezése

10.6. TETEL (A SZINGULARIS ERTEKEK LETEZESE ES EGYERTELMUSEGE).
Minden r-rangu valds vagy komplex A mdtrixnak létezik r szinguldris ér-
téke. Ezek valds esetben megegyeznek az ATA, illetve az AAT (komplex
esetben az A"A, illetve az AAR) pozitiv sajdtértékeinek négyzetgyokeivel.
A szinguldris értékek monoton csokkend sorozata eqyértelmdi.

BizonvyiTAs. A bizonyitast valos esetre irjuk le, komplexre lényegé-
ben azonos. Az ATA maétrix szimmetrikus (AMA 6nadjungalt), mert
(ATA)T = AT(AT)T = ATA. Ennek koévetkeztében minden sajatértéke
val6s, igy e maétrix ortogondlisan diagonalizdlhaté. Masrészt minden
sajatértéke nemnegativ, masként fogalmazva ATA pozitiv szemidefi-
nit, ugyanis tetszéleges x vektorra x' ATAx = (Ax)T(Ax) = |Ax|?> > 0.
A 0-t61 kiilonboz6 sajatértékek szama megegyezik ATA rangjaval, hisz
az megegyezik diagondlis alakja nemnulla elemeinek szamaval. Mas-
részt 72?7 szerint r(ATA) = r(A) = r. Tehat, ha nagysag szerinti
sorba rendezziik a sajatértékeket (A > Ay > --- > A,), akkor A; > 0,
hal <i<7résA =0 har <i < n BEszerint o; = /A; > 0,
ha1 < i < r. Végiil, mivel ATA sajatértékei egyértelmfiek, ezért A
szinguldris értékei is azok. Azt, hogy ATA és AAT 0-t6] kiilonbozs
sajatértékei megegyeznek, kordbban belattuk. O



