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A hatdrozatlan integral definicija

Definicié: Legyen f(x) egy tetszbleges fiiggvény. Ha létezik olyan
F(x) fliggvény, amelyre F'(x) = f(x), akkor a F(x) fliggvényt a
f(x) primitiv fuggvényének vagy hatarozatlan integréljanak
nevezzuk.

Azaz a hatdrozatlan integral nem mds mint a derivalt
"visszacsinaldsa”. Kérdés, hogy egydltaldn van-e primitiv fliggvény,
és ha van, akkor hany ilyen fliggvény van. Tovabba ha van, akkor
hogyan kereshetjiik meg?

Tétel: Ha f(x) folytonos, akkor biztosan Iétezik legaldbb egy
primitiv fliggvénye.

Ezen feltétel csupan elégséges, vannak olyan fliggvények is,
amelyek nem folytonosak, de mégis van primitiv fliggvényiik.
Pontos jellemzést azonban ezen fiiggvényekrdl nem konny(i adni,
nem is tessziik most.
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Integralszamitds elso alaptétele

Azt mar tudjuk, hogy egy egész intervallumon konstans fliggvény
derivaltja az egész intervallumon 0. Kérdés, hogy megfordithaté-e
az 4llitas, ezen mdalik ugyanis a primitiv fliggvény egyértelmiisége.

Tétel: Ha egy fliggvény derivalthatd egy teljes nyilt intervallumon,
és a derivéltja minden pontban 0, akkor valamilyen ¢ € R-re
f(x) = c a teljes intervallumon.

Kovetkezmény: A primitiv fliggvény additiv konstans erejéig
egyértelmii, ugyanis ha F és G is primitiv fliggvénye f-nek, akkor
(F-G) =F —G' =f—f=0, igy az F— G konstans. igy
beszélhetlink fijggvénynek a primitiv fliggvényérol. Jele:

[ f(x)dx = F(x) + C, ahol C € R tetsz8leges valds konstans.
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Példak

Példa 1:
/cos(x) dx = sin(x) + C,

ahol C € R tetsz8leges konstans, ugyanis sin’(x) = cos(x).

Példa 2:

Xn+1
Tdx = C, h -1
/x X ] +C, han#
ahol C € R tetszdleges konstans. Ugyanis
xm\T 1 1
( > = (x"T1) = ——(n+4 1)x" = x".

n+1 n+1 n+1
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Példak

Példa 3: 1
/ —dx =7
X
1

Tudjuk, hogy In'(x) = =, igy logikus lenne, hogy
X

f % dx =In(x) + C, ahol C € R egy tetszdleges konstans. De ez

azt jelentené, hogy a primitiv fliggvény csak a pozitiv szdmokra

értelmezett. Kérdés, tudunk-e mondani valamit a negativ szamok

esetén.

Legyen
In(x) ha x >0
f(x) =
In(—x) hax<0

Vizsgaljuk meg ezen fuggvény derivaltjat!
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Példa - Folytatas

Ha x > 0, akkor f’(x) = 1. Mdsrészt In(—x) pontosan a negativ
szamokon értelmezett, igy megprébalhatjuk derivalni.

Ezzel megtaldltuk a primitiv fliggvény negativ szdmokra is.
f(x) roviden lgy irhatd, hogy f(x) = In|x|, ha x # 0. Emiatt

1
/dx:|n|x|+C,
X

ahol C € R egy tetsz6leges konstans.
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Példak - Folytatas

Példa 4:

dx = arcsin(x) + C,

[

. . 1
ahol C € R tetszéleges konstans, ugyanis arcsin’(x) =

1/1—X2-

Minden fliggvényt, ami szerepel a derivalttabldzatban mint egy
fuggvény derivaltja kozvetleniil tudunk integralni. De példdul mi
lenne [ In(x)dx? Es [3x2 + sin(x)dx? Ezen kérdések
megvalaszolasidhoz sziikséglink lesz az integrélasi szabalyokra.
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A hatdrozatlan integralas tulajdonsagai

Mivel a hatdrozatlan integrdl nem mas mint a derivalas
"visszacsinaldsa”, ezért minden derivalasi szabalybdl kovetkezik egy
integraldsi szabaly.

Tétel: Ha ¢ € R tetszéleges konstans és f(x) primitiv fiiggvénye
F(x), akkor cf(x) primitiv fiiggvénye cF(x), ugyanis

(cF(x)) = cF'(x) = cf(x), hiszen a konstansszorzé kiemelhetd a
derivalasbdl.

Tétel: Ha f primitiv fliggvénye F és g primitiv figgvénye G akkor
f + g primitiv fuggvénye F 4+ G, ugyanis

(F+ G) = F'+ G' = f + g, hiszen Osszeg derivaltja a derivéltak
osszege.

Kovetkezmény: Ha f primitiv fiiggvénye F és g primitiv fuggvénye
G akkor f — g primitiv fliggvénye F — G.
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Példak

Ezek szerint az Osszeg integralja az integralok Osszege, tovdbba a
konstans kiemelhet6. Megprébalkozhatunk most mar tehat a
[ 3x? + sin(x) dx-t kiszdmolni.

Példa 5:

/3X2+sin(x) dx = /3x2 dx+/sin(x) dx =
3/x2dx+/(—1)(—1)sin(x)dx:3/x2dx—/—sin(x)dx:

3
3% — cos(x) + C = x> — cos(x) + C,

ahol C € R egy tetsz6leges konstans.

Sajnos ez nem segit az [ In(x) dx meghatarozésiban, de
szerencsére még vannak tovabbi derivaldsi szabalyok is.
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Szorzat derivaltja
Tudjuk, hogy (f(x)g(x)) = f'(x)g(x) + f(x)g’(x). Kdzvetlen

szabdly ebbdl nem lesz, de atalakitasra alkalmas képlet igen.

(F(x)g(x))" = f'(x)g(x) + f(x)g'(x),

Probéljuk meg megkeresni mindkét oldal primitiv fuggvényét.
Mivel ugyanaz all mindkét oldalon a primitiv fliggvények is
megegyeznek (egy additiv konstanstdl eltekintve):

/ (F(x)g(x)) dx = / F(x)g(x) + f(x)g'(x) dx

Mivel a hatdrozatlan integral a "derivalds visszacsinaldsa”, azaz
[ f'(x)dx = f(x) + C definici6 szerint, igy
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Parcialis integralas
Mivel az Osszeg integrdlja az integralok Osszege, igy

/ F(x)g(x) + F()g (x) dx = / F(x)g(x) dx+ / F()g (x) dx

Azaz:
1)) = [ Fgl e+ [ £/ () 05
Vigylk at az egyik primitiv fliggvény a baloldalra:
g~ [ (el dx = [ FO)g0x) b
Ezt utébbi osszefuiggést nevezziik a parcidlis integralas képletének,

amellyel nem kiszamitunk egy integralt, hanem atalakitjuk egy
szorzat integraljat.
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Példa

/xsin(x) dx =7

Az xsin(x)-t kozvetleniil nem tudjuk integralni, igy
megprébalkozunk az integral atalakitdsaval. El kell donteniink,
hogy a szorzatbdl melyik fiiggvénynek szanjuk az ' és melyiknek a
g szerepét. Feladatfiiggd, hogy melyik célszerii, arra érdemes
gondolni, hogy a masik oldalon pont forditva szerepelnek, f illetve
g'-két.

Mivel a derivdlds a kitevot csokkenti, igy ha x-et vdlasztjuk g-nek,
akkor g’ = 1 miatt eltiinik az integrdlbdl. Viszont amit f’-nek
valasztunk, azt fejbdl kell tudnunk integralni, ugyanis a masik
oldalon f szerepel, amely f’ hatdrozatlan integrélja.

Vilasszuk tehat az f/(x) = sin(x), g(x) = x kiosztést!
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Példa - folytatds

Ha f'(x) = sin(x), akkor f(x) = — cos(x) és ha g(x) = x, akkor
g'(x) = 1. Innen:

/

//x\sin(x) dx :’}\(—cos(x))—//Zl\(—cos(x))dx =

—x cos(x) + /cos(x) dx = —xcos(x) + sin(x) + C,

ahol C € R tetszoleges konstans. Figyelmesen olvasva feltlinhetett,
hogy f meghatdrozdsakor nem irtunk 4 C-t, pedig az is egy
hatdrozatlan integrdl. Ezen +C azonban beleolvaszthaté a
mogotte szerepl6 integral additiv konstansaba, igy nem sziikséges
kifrni.
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Példa

/xln(x) dx =7

Mivel az integral belsejében ismét egy szorzat van, ezért
megprobalhatjuk atalakitani. Az elébbi példa gondolatmenetét
kovetve legyen most is g(x) = x, és ezzel eltiintetjiik az x-es
szorzét az integrédlbdl. Ekkor f/(x) = In(x), viszont mi lenne ekkor
f(x)? Sajnos a logaritmus fiiggvényt még nem tudjuk integralni,
igy nem megy.

o -

Prébaljuk meg a masik kiosztdst. Ha g(x) = In(x), akkor

g'(x) = < Innen f'(x) = x lesz és ekkor f(x) = %-.
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Példa - Folytatas

f f /
8 /=~ & /\,5\
In(x)dx = X—2 In(x) — X—z 1 dx =
X 2 2 x o
2 1 2 1 2
X?| (X)_/2XdX:2|n(X)_2X2+C:

ahol C € R egy tetsz6leges konstans.
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Példa

/In(x)dx 7

Ez els6 pillantdsra nem tiinik szorzatnak, de mindent fel tudunk
fogni szorzatként, ha eggyel megszorozzuk. lgy persze

/In(x)dx:/l-ln(x)dx

Ezért tudjuk alkalmazni a parcidlis integralas szabalyat. Mivel pont
In(x)-et szeretnénk integralni, ezért semmi értelme 6t vélasztani
f'(x)-nek, hiszen ekkor f(x) meghatdrozdsakor pont az eredeti
kérdést kell megoldanunk.

Viszont ha f/(x) = 1 (és ekkor f(x) = x) és g(x) = In(x) akkor

g'(x) = X
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Példa - Folytatas

f! g f f ,5\
PN /\/-/\ 1
1 -In(x)dx = In(x) — x = dx=
X

xIn(X)—/ldx:XIn(X)—x+ C =x(In(x) —1)+ C,

ahol C € R egy tetsz6leges konstans.

Ezzel a mdédszerrel tudjuk meghatdrozni az osszes inverz
szogfiiggvény integréljat is (példaul a hiperbolikus
szogfiiggvényekét is).

Séfar Orsolya Kalkulus



Példa

/arctan(x) dx =7

frjuk fel tehat az integrandust (az integréljel belsejében lévé
fliggvényt) 1 - arctan(x) alakban. Ekkor f'(x) =1, innen f(x) = x

és g(x) = arctan(x), innen g'(x) =

14 x2
g/
f g f g fo—
AN /T A~ —~~ 1
1 -arctan(x)dx =" x “arctan(x) — [ “ x T 5 dx =7
X
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Példa - folytatds

A hatdrozatlan integral,

X
d
/1+x2 X

tovabbi atalakitasok nélkil kozvetlentl kiszamithaté, és
X 1 5 1 5

ahol ¢ € R egy tetszbleges konstans.

Ez utdbbi allitdst konnyii ellendrizni, hiszen

In/ (1 —|—x2) = 15_XX2

az osszetett fliggvény derivalasi szabalya miatt.
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Osszetett fuggvény derivaladsi szabdlya

Tudjuk, hogy (f(g(x))) = f'(g(x))g’(x). Ezért ha olyan integralt
taldlunk, amely szorzat alakd, méghozza Ggy, hogy egy Osszetett
fuggvény szorozva a bels6 fliggvény derivaltja, akkor elég a kiilsé
fuggvényt integralni.

Tétel: Ha az f(x) fliggvény primitiv fiiggvénye a F(x) figgvény,
akkor

| et () éx= Fe() + €.
ahol ¢ € R egy tetszbleges konstans.

Voltaképpen sok primitiv fliggvény meghatarozasakor nem is
sziikséges levezetés. A megoldds kulcsa abban rejlik, hogy
felismerjlik az f(g(x))g’(x) alakot.
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"Egyperces”’ integréalok

Az el6bbi példaban:

X 1 1
7 dx== —
/1+X2dx 2/1+x2 X dx

Itt a kiilsé fiiggvény az reciprok, a belsd fiiggvény az (1 + x2),
ennek a derivéltja 2x. Tovabba az % fuggvény primitiv fuggvénye a
In|x|, ezt kell venni x helyett az 1 + x? helyen, igy lett

X 1 5

ahol C € R egy tetszoleges konstans.
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Példa

Valéjadban ez is Osszetett fliggvény szorozva a bels6 fliggvény
derivéltja alaki. A belsd fiiggvény az 1 — x?, ennek a derivéltja
—2x, ami konstansszorzé6tdl eltekintve megtaldlhaté a szamlaléban.

1
A maradék —— = (1 — xz)_2 alakba irhaté, azaz a kulsé
\/1—x2

fliggvény a —E—edik hatvanyra emelés, és mivel

fx_%dx:2x%+C:2\/)?+C, igy

1 -2 1
—/de:—2\/1—x2+C,
2 \/1—x2 2

ahol C € R egy tetszoleges konstans.
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Linearizalé azonossagok

/cos2(x) dx =7

Ez most kozvetlen integraldssal nem megy. Helyette 4talakitjuk az
integrandust. Induljuk a kétszeres szog koszinuszanak képletébdl!

cos(2x) = cos?(x) — sin?(x)

Innen
cos(2x) = cos?(x) — (1 — cos?(x)) = 2cos?(x) — 1,
azaz . )
cos?(x) = 1+ cos{ex) CZS( x)

Ez utdbbi képletet linearizalé azonossdgnak nevezik, mert eltiinteti
a négyzetet a koszinuszrdl, azaz linearizélja.
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Példa - folytatds

Ennek felhasznaldsaval:

1 cos(2x) 1 1sin(2x)
2 — —_ = — —
/cos (x)dx_/2+ > X5 + C,

ahol C tetszdleges valds konstans.

Hasonlé azonossdg vezethetd le sin?(x)-re:

cos(2x) = cos?(x) —sin?(x) = 1 —sin?(x) — sin®(x) = 1 — 2sin?(x)

innen
2sin?(x) = 1 — cos(2x)
azaz . 5
sin?(x) = ———~— CZS( x)
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