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Riemann-integral

Emlékeztetd (Weierstrass-tétel): A az f(x) fliggvény folytonos és
az [a, b] intervallum korlatos és zart, akkor f(x)-nek van
maximuma és a minimuma |[a, b]-n.

Definicié: Az [a, b] intervallum egy felosztasa egy

a=xp <x3<--<Xp_1<Xx,=b pontsorozat. Ezen felosztas
finomsdga a legnagyobb tdvolsdg ami két szomszédos pont kozott
el6fordul.

Definicié: Egy [a, b] intervallum egy felosztishoz és egy f(x)
folytonos fuggvényhez tartozd alsé kozelitd osszeg azon téglalapok
teriileteinek elGjeles osszege, amelyek egyik oldala a felosztds két
szomszédos pontja kozotti szakasz, magassaga pedig a fliggvény
minimuma ezen szakaszon (ha ez negativ szam, akkor a teriilet
minusszal szamit). A felsd kozelitd Osszeg ugyanez maximummal.
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Kozelito osszegek

—

Ha egy rogzitett felosztds sorozatot tekintek, akkor az alsd kozelitd
osszeg mindig kisebb lesz, mint a felsé kozelité osszeg.
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Kozelito osszegek

Ha finomitom a felosztdssorozatot tovabbi pontok felvételével,
akkor az alsé kozelitd 6sszeg monoton nd.
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Hatarozott integral

Definicié: Ha az alsé és felsé kozelitdosszegek is konvergensek ha a
felosztds finomsdga tart 0-hoz, és ugyanahhoz a valés szdmhoz
tartanak barmilyen felosztassorozatra, akkor az mondjuk, hogy az
f(x) fuggvény Riemann-integralhatd, és az integralja ezen k6zos

b
hatarérték. Jele: [ f(x)dx.
a

Tétel: Ha f(x) folytonos az [a, b]-on, akkor Riemann-integralhatd
is.

Megjegyzés: Valdjdban az alsé és fels6 kozelité osszeg definidlhatd
olyan fuggvényekre is, amik nem veszik fel a maximumukat, a
legkisebb felsé korlat fogalma segitségével. I,gy beszélhetiink akar
nem folytonos fiiggvények Riemann-integraljardl is, és valéjdban
minden korlatos fliggvény amely csak véges sok pontban szakad
Riemann-integralhatd, sot...
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Newton-Leibniz formula

Tétel: /Newton—Leibniz/ Legyen | egy nyilt intervallum, f(x)
primitiv figgvényre [-n F(x) és tegyiik fel, hogy f(x)
Riemann-integralhaté [a, b] C I-n. Ekkor

b

/f(x)dx: F(b) — F(a).

a

Megjegyzés: Persze a primitiv fuggvény csak +C erejéig
egyértelmii. Viszont a Newton—Leibniz formuldban mindegy C
értéke, mert a kivonds miatt eltlinik .

Az F(b) — F(a) jobboldalt szokas [F(x)]?—vel jelolni.
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Példa

Példa: Mekkora tertilet esik egy szinusz hullam ald?

P N\

Ezek szerint az [ sin(x) dx értékét kell meghatdroznunk. Mivel a
sin(x) (egyik) primitiv figgvénye a — cos(x), igy a Newton-Leibniz
formula miatt:

/07r sin(x) dx = [— cos(x)]g = (— cos(m)) — (— cos(0)) = 2
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Példa

Példa 2: Mekkora teriilet esik a parabola alad a [0, 1] szakasz felett?

/

0.5

Ezek szerint az fol x2 dx értékét kell meghatdroznunk. Mivel a x?

(egyik) primitiv fliggvénye a %3 igy a Newton-Leibniz formula

miatt:
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A Riemann-integral tulajdonsagai

A Newton-Leibniz formula visszavezeti a Riemann-integral
kiszamitasat a primitiv figgvényre: elsd |épésben kiszamitjuk a
primitiv fliggvényt, aztadn behelyettesitink. Ezért orokli a
hatdrozatlan integralds szdmoldasi szabdlyait:

b b
f(x)+ g(x)dx = [ f(x) dx—i—‘{g(x) dx

a

>

L5

b
cf (x) dx = ¢ [ f(x) dx barmilyen ¢ € R konstansra

a

>

Ve

b b b
> aff(x)—g(x)dx:aff(x)dx—;fg(x)dx
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A Riemann-integral tulajdonsagai - folyt.

Vannak azonban (j tulajdonsdgok is, amelyek valamennyien a
Newton-Leibniz-formula kozvetlen felhasznaldsaval igazolhatdak.

b a

/ F(x)dx = — / F(x) dx

a b

Barmilyen ¢ € R-re, amennyiben az osszes intervallumon létezik a
Riemann-integral:

c b

/bf(x)dx:/f(x)dx+ f(x) dx

a c
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Példa

1
/ el dx =7
-1

A primitiv fliggvény meghatdrozasihoz fel kell oldanunk az |.|-t,
ugyanis csak e*-nek és e *-nek is tudjuk a primitiv fuggvényét. De
a [—1,1]-en x el6jelétdl fiigg |.| jelentése. Ezért:

1 0 1
/ eIl g — / el dx 1 / el g —
—1 —1 0

0 1
[ e [eraem e vl -
0

-1
—ef — (—e7(71)> +et—e®=2e-2
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Parcialis integralas

Emlékeztet6: a primitiv fliggvények meghatarozasanal hasznaltuk a
parcidlis integralds moédszerét, azaz a

[ 1000 dx = F(x0g() [ £/ ()%

osszefuggést. Ennek megfeleléje a Riemann-integral esetén:

b b
/ F(x)g(x) dx = [F(x)g(x)]" - / F(x)g'(x) dx.
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Példa

1
/ xeXdx =7
0

A parcidlis integralds mddszerét haszndljuk az x eltlintetésére, azaz
g(x) = x és f'(x) = & felosztassal dolgozunk. Ekkor g’(x) =1 és

f(x) =€~ igy
L e ¢ f 1t L& f
A~ = A~ A~ =
/ x - e dx=|"x" &F —/ 1 - & dx=
0 0
0

[xe]s — [e¥]g = (e—0) — (e—1) =1
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Példak

/ e*sin(x)dx =7
0

Itt is parcidlis integréldssal dolgozhatunk, ekkor legyen f/(x) = e*,
g(x) = sin(x)

T

/07r e*sin(x) dx = [e*sin(x)]g — /0 e* cos(x)dx =

e™ sin(r) — €% sin(0) — / e* cos(x) dx = —/ e* cos(x) dx
0 0
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Példak - folytatds

Bar latszélag nem segitett sokat a parcidlis integralas, de prébaljuk
meg még egyszer, legyen f'(x) = €*, g(x) = cos(x), innen

— /07T e* cos(x) dx = —[e* cos(x)]g + /07r e*(—sin(x))dx =

4 0 " =e" +1-— 7TeXsinx X
—(e™ cos(m)—e cos(O))—/0 esin(x)dx =e" +1 /0 (x)d

Osszevetve azzal, ahonnan indultunk:

/ e“sin(x)dx =¢€e"+1— / e*sin(x) dx,
0 0

innen

™ us 1
/ e*sin(x)dx = il
0 2
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Helyettesitéses integralas

Az oOsszetett fliggvény derivalasi szabadlydbdl adédé integralas
szabadlyt nevezziik helyettesitéses integraldsnak. Induljunk ki az

f(g(x) = f'(g(x))g'(x)

alakbdl. Mdlt eléadason mar lattuk, hogy ha a jobboldalon 1évo
szorzatalakot felismerjiik az integrdlds belsejében, akkor az primitiv
fuggvény kozvetleniil meghatdrozhaté.

A helyettesitéses integralnal viszont mi magunk készitjiik el a
szorzat alakot x 4talakitdsaval. Legyen g(t) egy szigori monoton,
derivdlhaté fliggvény. Ekkor a hatdrozatlan integrdlra a kovetkezo
képlet érvényes:

/ () d (o) = / Fla(t))g' (1) dt
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Példak

Példa:

eX
/e2X+1dX =7

Haszndljuk az x = In(t) = g(t), azaz e = t helyettesitést! Ekkor

In’(t)

eX t 1 1
S dx= | 57— - dt= [ ——=dt=
/e2X+1 X /t2+1 t /1+t2

arctan(t) + C = arctan(e*) + C
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Példak
Példa 2:

/\/1—X2dX—?

Haszndljuk az x = sin(t), azaz arcsin(x) = t helyettesitést. Ekkor

sin’(t)

/\/1x2dx—/\/1sm cos( dt—/|cos cos(t)dt =

elhagyhatjuk az abszoldt értéket, mert v/1 — x2 mindig
nemnegativ.

1 1 1
/cos2(t)dt = / 5(1 + cos(2t)) dt = Sty sin(2t) + C

Mivel x = sin(t), igy arcsin(x) = t, ezért
1 1 . 1 : 1
—t+ —sin(2t) + C = = arcsin(t) + = sin(t) cos(t) + C =
2 4 2 2

1

Earcsm )+ X\/]. —-x2+C



Helyettesitéses integralas 2

Ha hatarozott integralra szeretnénk alkalmazni a helyettesitéses
integrdlds mddszerét, akkor az a hatdrokat is megvéltoztatja. A
kovetkez6 képlet igaz:

b g 1(b)
[ s [T e

Ebben az esetben az a munkat amit a primitiv fliggvény t-rél x-re
atirdsa lenne mashol végezziik el: az Uj hatarok kiszamitasakor.
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Példak

Példa:

1 X
/2edx—?
0 exX+1

Haszndljuk az x = In(t) = g(t), azaz e = t helyettesitést! Ekkor
glx)=eigyg (0)=e"=1ésg (1) =el =e

In(t)

/1ex d /et L gt /el dt
X = . —_ = =
0 e +1 , t2+1 ¢t 1 14 ¢2

[arctan(t)]{ = arctan(e) — arctan(1)
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Példak

Példa: Szamitsuk ki az egységsugar(i kor teriiletét!

Sajnos az origd kozéppontl, egységsugarii kor nem egy fiiggvény
képe, mert egy x értékhez két f(x) is széba jonne: egy az alsé
félkorrdl, egy a fels6 félkorrol.

Tudjuk, hogy az egységsugart kor egyenlete x> + y? = 1. Innen
kifejezve y?-t: y? =1 — x2, innen y = +v/1 — x2.

Két megoldds adddik y-re egy negativ és egy pozitiv szam, aminek
azonos az abszolit értéke. A pozitiv megoldasok rajzoljik ki a
felso félkort, a negativak az alsét.

Szamitsuk ki tehat a felsé félkor (amely egy fliggvény) és a tengely
kozé eso teriiletet, ami pontosan a félkor teriilete lesz. Azaz a
meghatdrozandé integrdl: f_ll V1 — x2dx.
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Példak - folytatds

1
/ VI x2dx =7
-1

Haszndljuk az x = sin(t) = g(t), azaz arcsin(x) = t helyettesitést.
Ekkor g~1(t) = arcsin(t), innen arcsin(—1) = > és
T

arcsin(1) = >

/_11 Vi-Rdx= /_g mcos(ﬂ dt = /_72’ cos?(t) dt =

us
2

ol
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Példak - folytatds

™
2

_Tr
2

21
cos?(t)dt = /2 5(1 + cos(2t)) dt =

2
us
2

[;t + isin(2t)}

(NIE

L5 dann (3 3+ donn)

Azaz a teljes teriilet m, ami megfelel az r’z1 képletnek r = 1-re

T
2
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