Rendszeresen hasznalt jelek és roviditések

a, egyiitthaté a rendszeregyenletben

a; egyiitthaté az atviteli karakterisztika és az atviteli fliggvény nevezdjében
A rendszermatrix (az allapotegyenletben A x)

AA alulateresztd

b; egyiitthato a rendszeregyenletben

b, egyiitthaté az atviteli karakterisztika és az atviteli fiiggvény szamlaldjaban
B az allapotegyenletben B u vagy B u

C a valasz allapotvaltozés kifejezésében C x vagy CTx

Yo diszkrét idejil szimulalando jel

d differencial, differencidloperator

D a véalasz dllapotvaltozos kifejezésében D u vagy D u

DI diszkrét idejii, diszkrét id6

yp diszkrét idejli szimulalt jel

e a természetes logaritmus alapja

E, az x jel energiaja
f folytonos idejti frekvencia

Y, azy jel szabad sszetevdje

FA feliilatereszté

&# Fourier-transzformdcié operatora (DI és FI)

&% ! inverz Fourier-transzforméacio operatora (DI és FI)

FIR véges impulzusvalaszi (Finite Impulse Response)

g ugrasvalasz

¥, azy jel gerjesztett 6sszetevbje

GV gerjesztés-valasz (GV stabilis, GV kapcsolat)

A impulzusvélasz

H atviteli egyiitthato, atviteli karakterisztika, atviteli fiiggvény

XY )¢) az x(¢) folytonos idejii jel i-edik derivéltja (illetve integralja, ha i negativ)
x(i)[k]: x[k - i] az x[k] jel késleltetettje i iddvel (illetve siettetje, ha i negativ)
I egységmatrix

IIR végtelen impulzusvalaszii {Infinite Impulse Response)

o képzetes rész operatora, % {z} a z komplex szam képzetes része

j =+ -1 képzetes egység



XVI

Rendszeresen hasznilt jelek és roviditések

B

£ e 4~

O S

k diszkrét id6

K amplitado-karakterisztika

K erbsités, erdsitési egylitthato

L rogzitett diszkrét idotartam (pl. periédusidé)

L Lagrange-matrix

& Laplace-transzformacié operatora

2! inverz Laplace-transzforméci6 operatora

m atviteli fliggvény szamlaldjanak fokszama

MIMO sok-gerjesztést, sok-valaszi (Multiple Input Multiple Output)
MISO sok-gerjesztéstl, egy-valaszi (Multiple Input Single Output)
n rendszeregyenlet rendszama

n atviteli fiiggvény nevezdjének fokszdma

N allapotvaltozok szama, allapotvéltozés leiras rendszama

N a természetes szamok halmaza

p; a folytonos idejl atviteli fiiggvény polusa

p hél6zati komponens bemeneti valtozdja

P, az x jel teljesitménye

g; a diszkrét idejl atviteli fiiggvény polusa

q haldzati komponens kimeneti vaitozdja

R a valds szamok halmaza

R, a pozitiv valds szdmok halmaza

R. a negativ valés szamok halmaza

Re valos rész operdtora, Re {z}a z komplex szdm valos része

s a folytonos idejii komplex frekvencia (a FI Laplace-transzformaci6 véltozoja)
s; a diszkrét idejl atviteli fiiggvény zérusa

SA savateresztd

SZ savzard

t folytonos idé

T rogzitett folytonos id8koz (pl. periodusid6)

u gerjesztés (adott valtozo)

U gerjesztés amplitadéja, Fourier- vagy Laplace-transzformaltja

w ablakozd jel (ablak)

W ablakoz6 jel Fourier- vagy Laplace-transzformaltja

W atviteli operator: y =W {u} gerjesztés-valasz kapcsolat explicit alakja
x allapotvaltozo
X allapotvaitozé amplitudéja, Fourier- vagy Laplace-transzformaltja
y a valasz (keresett valtozo)

Y a valasz amplitudoja, Fourier- vagy Laplace-transzformaltja



Rendszeresen hasznélt jelek és roviditések XVII

5]

De " goTe > o

z a diszkrét ideji komplex frekvencia (a DI Laplace-transzformécié valtozéja)
z, a folytonos idejil atviteli fliggvény zérusa

& a diszkrét idejli Laplace-transzformacié (z-transzformécid) operétora

&~ az inverz DI Laplace-transzformécié (z-transzformécié) operatora

Z az egész szamok halmaza

Z. apozitiv egész szamok halmaza

Z. anegativ egész szamok halmaza

&) Dirac-impulzus

k] egységimpulzus

&) folytonos idejli egységugras

&k] diszkrét idejii egységugras

§ diszkrét idejii korfrekvencia, a DI Fourier-transzformacié véltozéja
@ rogzitett diszkrét idejli korfrekvencia (pl. sdvszélesség)

A sajatérték (rendszeregyenleté, allapotmatrixé)

¢ fhzis-karakterisztika

p kezdbfazis

@ nemlinedris erdsitd kimeneti valtozgjat megadd fliggvény

v futasi id6, futasi id6 karakterisztika

o folytonos idejii korfrekvencia, a FI Fourier-transzformécié valtozéja
£2 rogzitett F1 korfrekvencia (pl. sdvszélesség)

x’(t) az x(t) folytonos idejti jel els6 derivaltja
x’[k] = x[k + 1] a DI jel siettetett megfeleldje
konvolicid: h*u a k és az u jelek konvoliiciéja

* konjugalt: z* a z komplex szdm konjugéltja



1. Alapfogalmak

Bevezetésként az 1. részben megadjuk a kovetkezokben hasznilandé néhény alapvetd
fogalom értelmezését.

Az 1.1. fejezetben megadjuk a vdltozé és a jel, a folytonos és a diszkrét id6

értelmezését, bevezetiink a jelekre vonatkoz6 néhany alapvetd miiveletet, megadjuk a
jelek néhdny tipikus osztalyat, értelmeziink néhany specidlis, szdmunkra fontos jelet
(egységimpulzus, Dirac-impulzus, a diszkrét idejii és folytonos idejli egységugras). A
késobbiekben értelmezni fogunk tovabbi miveleteket és jelosztalyokat is.
A jeleket a 2. részben a folytonos, illetve a diszkrét id8 fliggvényének tekintjiik
(id6tartomanybeli leiras), a 3. részben a folytonos vagy a diszkrét idejli korfrekvencia
fiiggvényének (frekvenciatartomanybeli leiras), mig a 4. részben a folytonos, illetve a
diszkrét idejli komplex frekvencia figgvényének (komplex frekvenciatartomanybeli
leiras).

Az 1.2. fejezetben megadjuk a rendszer értelmezését és a rendszerek néhany
osztalyat. Megadjuk azt a rendszerosztalyt, amelynek targyaldsara a tovabbiakban (a 2.5.
fejezet kivételével) szoritkozni fogunk: ez a linedris, invaridns rendszer, amelyet ezért
gyakran csak ,,rendszer’-nek neveziink. A 2.5. fejezetben foglalkozunk a nemlinedris és a
varians rendszerekkel. Tobbnyire kauzélis rendszerek vizsgalatara szoritkozunk.

A 3. és a 4. részben kizarolag linearis, invarians rendszerekrdl lesz sz6, mert varians vagy
nemlinedris rendszert nem, vagy csak mnagyon specidlis esetekben lehet a
frekvenciatartomanyokban leirni.

Az 1.3. fejezetben megadjuk a hdlozat értelmezését és a halézatok néhany
osztalyat. A részletes targyalas soran csak a jelfolyam halézatokkal foglalkozunk. Ha a
halézat adott, akkor a feladat a héalozat altal reprezentédlt rendszer egy matematikai
leirasanak el6allitasa (haldzatanalizis), mig ha az utobbi adott, akkor a feladat a rendszer
F6ként a héldzatanalizissel foglalkozunk. Mindkét feladat megoldhaté az
idotartomanyban, a frekvenciatartomanyban és a komplex frekvenciatartomanyban, de
ezek hatékonysaga a feladat jellegét6l és az alkalmazott mddszert6l fliggben nagyon
kiil6nb6z6.

Ennek a résznek a 1ényege a kovetkezokben foglalhato ossze.

A rendszer a 14 hat6 gerjesztéseit (bemeneti jeleit, inputjait) atalakitja a vdlaszaiba
(kimeneti jeleibe, outputjaiba). Egy rendszer jellemezhets valamelyik explicit vagy
implicit matematikai leirdsdval vagy valamelyik hdlézati reprezentdcidjdval.

Gyakorlati szempontbol a rendszer egy létezd vagy megvalositandé objektum egy
egyszertsitett leirasa. Nem foglalkozunk sem a valdsigos objektumok modellezésének
modszereivel, sem a rendszer megvaldsitisanak technikdival, hiszen ahhoz el kellene
mélyedni a mechanikai, termikus, villamos, gazdasagi, stb. folyamatok elméletében.
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Ennek kovetkeztében a tovabbiakban targyaltak meglehetGsen altalanos érvényliek, de
absztraktak is.

Megjegyezziik végiil, hogy a valtozd, a jel, a rendszer, a halozat és még néhany
tovabbi, altalunk hasznalt fogalom néha mas értelemben is hasznélatos. Igy példaul
egyesek az objektumot nevezik rendszernek és az altalunk rendszernek nevezettet pedig
absztrakt rendszernek. A tovabbiakban alkaimazottakté! eltéré jelslések is hasznalatosak
az irodalomban. A fontosabb eltérd kifejezéseket és jelsléseket meg fogjuk emliteni.



1.1. Jelek

Ebben a fejezetben megadjuk a vdltozd és a jel érielmezését (1.1-1. szakasz), targyaljuk a
jelek megadasanak néhany médjat és a réjuk vonatkozé legfontosabb miiveleteket (1.1-2.
és 1.1-3. szakasz), tovabba a jelek néhany osztlyat (1.1-4. szakasz). Ezeket a fogalmakat
rendszeresen fogjuk hasznalni a kdvetkez6 részekben.

1.1-1. Jelek osztilyozasa
1.1-1.1. Valtoz6 és jel

A folyamatok mérhetd mennyiségeit fizikai mennyiségelnek nevezzik. A | fizikai”
mennyiség nem csak fizikai folyamatokat, hanem kémiai, biologiai, gazdasigi, stb.
folyamatokat is jellemezhet. A tovabbiakban nem foglalkozunk a mennyiség valédi
tartalmaval, csak annak absztrakt (inatematikai) tartalmaval.

Egy vdltozo egy fizikai mennyiség matematikai leirasa. A véaltozéra alkalmazott
jelek példaul s, u, x.

A tovabbiakban egy véltozé valamely fizikai mennyiségnek egy alkalmas
mértékegységben kifejezett szamértékét jelenti.

Példaként legyen egy test s helyzetének a ¢ id6tol vald fuiggése a kovetkezd alakban
adott:

s(t) = S cos (w t+p)=(2 m)-cos (50 krad t+ 0,4) = s(t)=2cos (507 + 0,4).
s

A misodik, révid alak ugy adédik, hogy megallapodunk abban, hogy s a méter (m), ¢ a
milliszekundum (ms), @ a kiloradidn per masodperc (krad/s) és p a radidn (rad)
mértékegységben kifejezett szamértéket jeloli. A tovabbiakban a mennyiségek fizikai
tartalméval és vélasztott mértékegységével nem foglakozunk. A véltozé tehat valamely
mennyiségnek rogzitett mértékegységre vonatkozd szamértékét jeldli, mint a fenti révid
alakban.

Egy valtoz6 lehet az id6 fiiggvénye (példaul a hdmérséklet egy rogzitett pontban),
fiigghet egy vagy tobb térbeli valtozotél (mint egy lizenet egy hangszalagon vagy egy kép)
és lehet az idonek ¢és a helynek egyarént a fliggvénye (mozgdkép). A kovetkezokben arra
az esetre szoritkozunk, amikor a valtozd egyerlen fiiggetlen valtozé altal meghatérozott,
amelynek neve idd, barmi is legyen e véltozéd fizikai jelentése. A folytonos idé jele
t{teR,), adiszkrét idé jelek (k € Z).

Egy jel a valtoz6 azon részének matematikai lefrdsa, amely a szdmunkra Iényeges
informaciot hordozza.
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Az u valtozo és az x jel kapcsolatanak megvilagitasara legyen az u folytonos idejii
valtozo kifejezése

u(t)=alt)cos K¢).

A valtozo altal hordozott jel lehet példaul

1) maga a valtozé : x,(t)=ult);

2) a szinuszos mennyiség burkoldja: x, (t) = a(t) ;

3) a szinuszos mennyiség fazisa: x,(r)= 9(¢);

4) a szinuszos mennyiség korfrekvencisja: x,{t)= 9 (t).

A valtozb és a jel kozotti fogalmi kiilonbség nem lényeges, ezért a tovabbiakban
ezeket megegyez6 értelemben fogjuk hasznalni.

1.1-1.2. Folytonos idejii és diszkrét idejii jelek

Egy x jel rendszerint a ¢ valtozé minden valos értékére értelmezett, ilyenkor ¢ a folytonos
id6. Az x folytonos idejii jel (FI jel) megadasanak médja

x=x(t), teR vagy -wo<t<ow (1.1-1)

Itt R a valds szamok halmazat jelsli. Példaként megadunk két tipikus FI jelet:

x({t)=X,coswt, teR vagy—oo<t<ow;

()_ 0, reR_vagy—oo<t<0,
WS, 1eR. vagy 0<t<co.

A negativ, illetve a pozitiv valés szimok halmazat R_ illetve R, jeloli. Az x, jel
folytonos fiiggvénye a 7 idének, mig az x, jel nem folytonos, mert a # =0 helyen véges
szakadisa (ugrasa) van. Az xz(O)érték nem definidlt, ez tobbnyire érdektelen. Ha a
szakadasos fliggvényt a ¢, szakadasi helyén is értelmezni akarjuk, akkor tobb lehetdség
szokasos, mint példaul

() =20, x(,)=x{; +0), x(ti)zx_(’ﬁz*i‘_(i@, (112)

vagyis a bal oldali hatarérték, a jobb oldali hatarért€k, e két hatarérték szamtani kdzepe.
Mindhéarom értelmezés a folytonosséagi helyeken a helyettesitési értéket adja.

Bizonyos tipusu jelek csak a fiiggetlen valtozd diszkrét értékeire értelmezettek.
Arra az esetre szoritkozunk, amikor a & fiiggetlen valtozénak, a diszkrét id6nek csak az
egész értékei fordulnak eld. Az x diszkrét ideji jel (DI jel) megaddsanak modja

x=xlk], keZ vagyk=..,-2~10,1,2,.... (1.1-3)

Itt Z a valds egész szamok halmazat jelsli. Két tipikus DI jel
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xl[k]zX1 cos Pk, ke vagyk=...,-2,-1,0,1,2,...;
0, keZ. vagy k=...,-2,—1,

xz[k]= _
1, keN vagy £=0,1,2,... .

A negativ, illetve a pozitiv egész szdmok halmazit Z., illetve Z, jeloli, mig N a
természetes (nem-negativ egész) szdmok halmazat. A kovetkezdkben olyan DI jelekre
szoritkozunk, amelyek & véges értékeire korlatosak. Ezzel kizdrtuk példaul az 1/k jelet, de
nem zartuk ki a k2 vagy a 2* nem korlatos DI jelet,

A k-adik diszkrét idOpontra a k-adik titem elnevezést is hasznaljuk.

A teR illetve a k e Z megadasat gyakran ethagyjuk, mert az x(2) illetve az x[k]
jelslés vagy a szovegkornyezet is egyértelmiien mutatja, hogy FI vagy DI jelrél van-e sz6.

Egy DI jel gyakran egy FI jel altal meghatérozott. Egy gyakori eset, amikor az x[k]
értékek egy v(?) jel értékei (mintai) a t=¢, idoépontokban, azaz

x[k]:v(tk), keZ; t,,>1,.

Az esetek tobbségében a mintavétel egyenletes, azaz 7, = kT, ahol T az adott mintavételi
periodusidé. Az x[k] és a v(t) néhany tovabbi tipikus kapcsolata:

x[k]=max v(t), (k=1)T <t<kT; x,[k]= —;— k}v(t) dt; x[k]= —I;fk]‘v(t)dt, keZ.

kT-T

Altalanos esetben nehéz, felesleges vagy lehetetlen egy olyan FI jelet értelmezni,
amelybol a DI jel szdrmaztathato. Példaul a kockadobas eredményei egy diszkrét idejii
jelet hataroznak meg, k a dobas sorszdma, nincs értelme annak a kérdésnek, hogy mennyi
a kockadobds ,,eredménye” két dobas k6zott. Ha k a dobozok sorszamat és x[k] a k-adik
doboz altal tartalmazott mennyiséget (tomeg, darabszam) jelenti, akkor a .k diszkrét
idépontok™ kozotti ,,¢ folytonos id6” érteimezhetetlen, a & véltozo fizikailag nem is id§
jellegii.

Amikor valodi folyamatokat modelleziink, akkor gyakran alkalmazunk DI modellt
FI folyamatra vagy forditva.

1.1-1.3. Folytonos értékii és diszkrét értékii jelek

Egy x jel folytonos értékii, ha x barmilyen valés vagy komplex szadm lehet - esetleg
bizonyos megszoritasokkal. Ilyen megszoritas lehet, hogy x csak valds és pozitiv értéki
lehet, az x nem lehet nagyobb egy fels6 korlatnal, stb.

Egy x jel diszkrét értékdi, mas néven kvantdlt, ha x csak bizonyos ap, aj, az,... valés
vagy komplex értékeket vehet fel. Ezek az g; értékek lehetnek tetszolegesek vagy
kovethetnek bizonyos szabalyszeriiséget (példaul a;=i vagy a,=2").

Bizonyos mennyiségek eleve diszkrét érékiiek (példaul darabszam), masokat
folytonos értékiieknek tekintiink (sebesség, hémérséklet). Az utdbbiak mért értékei is
diszkrét értékiiek a mérés mddja és a kerekités dltal meghatirozottan.

Mind a folytonos értékii, mind a diszkrét értékii jel lehet folytonos idejli vagy
diszkrét idejl. A négy lehetdséget szemlélteti az 1. abra.

A folytonos idejii és folytonos értékil jeleket szokasos analog jeleknek, a diszkrét
idejli és diszkrét értékii jeleket szokas digitalis jeleknek nevezni. Ezeknek a kifejezéseknek
azonban mas jelentésiik is hasznalatos.
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Folytonos idejii Diszkrét idejil

A /]
¥ x=x(0) ¥ x=x.{k]

Fqbftanas

Diszkreér
értéki

1.1-1. abra Jelek négy alapvetd tipusa; a tovabbiakban folytonos értékit jelekre szoritkozunk (felsé sor)

A kovetkezokben csak folytonos értékii jelekkel foglalkozunk, vagyis figyelmen
kiviil hagyjuk az esetleges kvantalast. Az alabbi roviditéseket fogjuk hasznélni:

F1 jel: folytonos ideju, folytonos értékii jel;

DI jel: diszkrét idejii, folytonos értéki jel.
Sok valédi folyamat kielégité pontossaggal leirhato folytonos értékil jelként. A kvantalds
hatasat gyakran zajként veszik figyelembe. Ezzel a kérdéssel a tovabbiakban nem
foglalkozunk.

*1.1-1.4. Determinisztikus és sztochasztikus jelek

Egy jelet determinisztikus jelnek neveziink, ha értéke minden idépontban (kielégitd
pontossaggal) ismert vagy meghatirozhatd. Ez rendszerint azt jelenti, hogy a jel (kielégitd
pontossaggal) megismeételhetd folyamatot ir le. Lehetséges és hasznos bevezetni egy x[k]
illetve x(¢) jelet, mert az minden £, illetve #, idépontban értelmezett és ugyanazt jelenti.

Egy adott tomeggel mindig ugyanazt az alland6 er6t hozhatjuk 1étre, ha azt mindig
azonos modon alkalmazzuk (példaul lassan kell letenniink, nem szabad ejteniink vagy
dobnunk, a gravitaciénak valtozatlannak kell lennie, stb.). Egyszeriien allithatunk elé egy
szinuszos fesziiltséget ugyanazzal az amplitidéval és frekvencidval, de ezek a
fesziiltségek csak akkor jelentenek azonos jelet, ha a kezdéfazisuk is megegyezik.

Ha nem tudjuk a jelet megismételni, mert az azonosnak tiing eljaras kiilonb6zd
eredményekre vezet, akkor a jelet sziochasztikus jelként célszeril kezelni. Ebben az
esetben nem az x[k] vagy x(¢) érték érdekel benniinket - hiszen azt nem is tudhatjuk el6re -
hanem annak statisztikus tulajdonsagai, példaul az 4tlaga (varhaté értéke, kozépértéke).
llyen statisztikus jellemzok vagy a folyamat modelljének ismeretében elméleti Gton
hatdrozhatok meg, vagy kelld szdmu tapasztalati adat ismeretében a matematikai
statisztika modszereivel. Eléfordulhat, hogy a jelet még statisztikus médszerekkel sem
tudjuk jellemezni.
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Tipikus sztochasztikus jel egy dobokocka dobasdnak eredményei (1, 2,..., 6). Az
eredmények egy x{k] sorozata (egy diszkrét idejii és diszkrét értékii jel) nem ismételhets.
Ha a dobdkocka ,,szabélyos”, akkor elore tudhatjuk, hogy a 10-edik dobds eredményének,
vagyis az x,{10] kozépértéke 3,5. Ugyanez igaz barmely x[k,] értékre.

Ha nem tudjuk, hogy kockénk szabalyos-e, akkor nagyon sok (elméletileg
végteleniil sok) azonos fajtaju kocka kisérleti vizsgalatara van szitkségiink, hogy a vizsgalt
fajtaju kocka statisztikus tulajdonségait fel tudjuk tarni. Bizonyos esetekben a vizsgilt
kockafajta egyetlen példanyanak vizsgalata is célravezet lehet.

Sok gyakorlati esetben a jel egy determinisztikus és egy sztochasztikus jel &sszege.
Tipikus eset, amikor a hasznos jelet determinisztikusnak, a hozzd ad6dodo zajt
sztochasztikus jelként irjuk le. Ezek szétvélasztdsa (a zaj kisziirése) statisztikai
modszerekkel lehetséges.

A folyamatnak determinisztikus vagy sztochasztikus jelként torténd leirdsa lehet
kényszerli, de lehet vélasztasunk kovetkezménye is. A fizikdb6l ismert, hogy sok
jelenséget leirhatunk determinisztikusan és statisztikusan is.

A tovabbiakban csak determinisztikus jeleket és hatdsaikat vizsgaljuk. Sok, ezekre
bevezetett modszer alkalmazhato sztochasztikus jelek vizsgélatara is.

1.1-1.F. Feladatok

Sem itt, sem a tovébbiakban nem adjuk meg, hogy a jel milyen fizikai mennyiséget vagy
annak egy valasztott mértékegységre vonatkozé szamértékét jelenti, €s hogy a ¢ folytonos
1d6 milyen mértékegységben értendo.

F-1. Egy folytonos idejii, determinisztikus jelet a kovetkez6 fiiggvény irja le:

x(t):{o, teR_,

_04
e, teR,.

Adja meg ¢ folytonos idejli jel altal meghatarozott

) 3x(kT+0)+ x(kT -T+0)

ulk]= x(kT+0), v[k]= . ; T=05

diszkrét ideji jeleket!

F-2. Legyen x(¢) az el6z6 feladat szerinti FI jel. Hatdrozza meg az
1 kT
ylk]= T jx(t)dt , keZ

kT-T

altal definialt DI jelet, ha 7=0,5.

*F-3. Milyen tipust jellel irna le lakdsdnak energiafogyasztisat, ha
(a) w, a valosagos fogyasztas?
(b) w, a fogyasztasmér6 altal mutatott érték?
(c) w, a szamldjan megjelend fogyasztas?



8 1. Alapfogalmak

1.1-1.M. Megoldasok

M-1. Rovid szémoléssal adédik, hogy (e =0,819)

0, keZ.
0, keZ._, ’
ulk]= \ v[k]=10,75, k=0,
(0,819)° , keN; o
0,864 (0,819, kelZ,.

M-2. Az integral szamitasaval adédik, hogy

] 0, k=Z_ k=0,
10,906 (0819), keZ,.

*M-3. A w, folytonos idejii, folytonos értékii (ha eltekintink az energia kvantalt
természetétdl). A w, folytonos idejli, diszkrét értékil (a fogyasztasmér$é meghatarozott
szdmu szamjegyet jelez). A w, diszkrét idejii és diszkrét értékii. Egy titem példaul egy
honap, de ez folytonos idében nem pontos idékoz.

A fogyasztasmérd és a szamlazoé elfogadhatd mitkodése esetén a harom jel kozott
szoros kapcsolat van.

1.1-2. Néhany diszkrét idejii jel
1.1-2.1. Diszkrét idejii jelek leirdsa

Kiilonboz6 eljardsok vannak diszkrét idej jelek, vagyis szdmsorozatok megadaséra. Ha az
ellenkezdjét nem hangstlyozzuk, akkor kévetkezOkben a jel valos értékil. Ha u és v
egyarant valos értékii jel, akkor w=u+ jv komplex értékii jel (a tovabbiakban j= J-1a
képzetes egység jele, erre a matematikdban az i jel hasznalatos).

Gyakran egy képlet adja meg az x jel értékét a k barmely egész értékére. Harom
egyszer(i példa:

0, keZ,
xa[k]-_—{ wlkl=dk, keZ; x[k]=Acos 9k keZ.
Ag* , keN;
¢

E jelek grafikonja a 2. abran lathato. A szaggatott vonalu gérbe - amely a minden
valos k-ra értelmezett fliggvényt mutatja - felesleges, de gyakran segiti az abrazolt
fliggvény felismerését vagy az dbra vazlatos elkészitését.

A grdfikus dbrdzolds a jel megaddsanak egy tovdabbi mddja, amely azonban
korlatozott pontossagli és természetesen nem tartalmazza a valamennyi k értékre
vonatkozo informaciét. Az abra hidnyzé része gyakran kitalalhat6. Ez a helyzet példaul,
ha vélhetSen x{k] alland6 (specialisan nulla) k£ nagy negativ vagy nagy pozitiv értékeire.

A cos @k vagy sin @k csak akkor periodikus fiiggvénye a k diszkrét idének, ha
8/ 27 racionalis, tehdt 3/27=M/L;(M,LeZ,),és ekkor L a diszkrét periodusidd
(rendszerint L legkisebb értékét valasztjuk). Ebbdl kévetkezden wu[k]=cos2k nem
periodikus, de wk]=cos(4rk/3) periodikus L =3 peridédusiddvel (de L,=9 is periddusideje
a jelnek). Periodikus jelekkel a 3.1. fejezetben foglalkozunk majd részletesebben.
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X 0 keZ A x,kl=k kel
x,[k]= . .
06" keN

Ty, - ,”

2n ’
x’b xJk):cos-—;k kel y
K3 » . x,fkl=cosk kel

R R

1.1-2. abra. Egyszerii képlettel leirt diszkrét idejii jelek grafikus megadasa

Megadhatunk egy DI jelet egy ra vonatkozd rekurziv dsszefiiggéssel is. Két példa:

Valk+1]=3y,[k], keN, y,[0]=2;
Yb[k+1]= (k+1) J’b[k]’ keN, yb[O]z 2.
Az adott értékbdl indulva ,,1épésrdl 1épésre” szamithatjuk a tobbi értéket. fgy példaul
k=0: y,[1l]=(0+1)-2=2,
k=1: y,[2]=(0+1)-2=4,
k=2: y,[3]=(2+1)-4=12,

¢s igy tovabb. Hasonlo médon szamithaté y,[k] is. Kénnyen belathatd, hogy k& €Z minden

értékére y [k] =2 (3)k. Némi fejtoréssel hasonld képlet talalhaté az y,[£] jelre.
A DI jel egy véges hosszisagu szegmense megadhaté értékeinek felsoroldsdval is
a kovetkez§ alakban:

o kl={x, (0] x, )%, [L]; x [k]=tx, Jo); x 1) 2] 3 (1.1-4)

Az x, jel véges idejl, éspedig L+ 1 tlitem hosszisagi. Konkrét szamértékeket vélasztva
x,[k]=05;18;12;09;  x[k]={.5;18;12;09;..}.

Ezek szerint xp[O]z x, [0]=15; x, = x, [1]=18; xp[2] =x, [2]= 1,2;x, [3]= x, [3]=09.
Hak=4,5,6,.., akkor x,[k]=0, mig x,[k] értékeit ez a leirds nem adja meg. Az elézékben
hallgatélagosan feltételeztiik, hogy x,[k]=0, x,[k]=0, ha k €Z_. Ha ez nincs igy, akkor meg
kell valamilyen moédon jeldini a k=0 (vagy valamilyen mas rogzitett k) iitemhez tartozd
értéket. Ez a leirdsméd nagyon célszerli szamitogépes tarolasra, de a tovabbiakban nem
fogjuk hasznalni.

Ezzel egyenériékli 4ltaldnos (képletet nem igényld) leirasméod alkalmazésahoz
bevezetiink egy specidlis DI jelet.
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A diszkrét idejii egységimpulzus jele & [k], értelmezése (3a dbra);

0, keZ.,
8lk]=41, k=0, (1.1-5)
0, kelZ,
x x[k]=8[k] x x{k]= 5[k -2]

2 -1 o1 2 3 4 54 2 -1 o1 2 3 4 5%k

1.1-3. abra. (a) Az egységimpulzus és (b) az eltolt (2 iitemmel késleltetett) egységimpulzus dbrija
Ebbdol mér kovetkezik az i itemmel eltolt egységimpulzus értelmezése (3b dbra):

(1.1-6)

5[/( ] 0, -w<k<i-1, i+1<k<w;
_il=
1, k=i, k,ieZ.

Béarmely DI jel megadhaté eltolt egységimpulzusok szuperpozicidjaként. igy
példaul az eldz8kben szerepld x,, x,, x, és x, jelek egy mas megadasa:

x,[k]= iAq"a[k— i]= 48[k ]+ 49 8[k-1]+ 4 g*S[k-2]+...,

xb[k]ziA i 8lk—il=...~2 4 6[k+2]~ 4 q 5[k +1]+ 48[k —1]+2 A 5[k -2} ...,

x,[k]=1,5 6k ]+ 18 o[k — 1]+ 1,2 5[k~ 2]+ 0,9 5[k - 3],
x,[k]=15 8]k |+ 1.8 8[k — 1]+ 1,2 k- 2]+ 0,9 5[k - 3]+ .....

A DI jelet - vagyis a jel x[k] értékét egy tetszOleges k litemre - kifejezhetjiik a jel
x[i] értékeivel az egységimpulzus felhasznalasaval a kovetkez6 alakban:

@

k]= YAl qk-11, keZ. (1.1-7)
Elsé pillantasra ez az x[k] = x[k] azonossig egy kortilményes forméjénak tiinik. Késébb
latni fogjuk, hogy mire hasznalhatd ez az alak, tovibba hogy (7) a &[k] egységimpulzus és
x[k] konvolicidja. ( 2.1-1.2. pont).
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1.1-2.2. Az egységugras

A diszkrét idejli egységugrds jele €k], értelmezése (grafikonja a 4a abran lathat6):

0, kelZ,,
g[k]=1 e (1.1-8)

Az eltolt egységugras kifejezése (4b abra)

[k ] 0,-o<k<i-1, 1L
elk—i|= i
1, i<k<w; kielZ. (1.1-9)

x x[k]=¢elk] x[k]=elk-2]
(@ 1
ool . + $ } 2 >
2001 8L 2 3 4 5k 210 01 203 4 5k

1.1-4. dbra. (@) A diszkrét idejli egységugras és (b) az eltolt (2 iitemmel késleltetett) egységugras
Az egységugras kifejezhet§ az egységimpulzussal:
elk]=" olk—i]=olk]+ s[k-1]+ s[k—2] +.... (1.1-10)
i=0
Az egységimpulzus a kdvetkezé mddon fejezhett ki az egységugrassal:
Slk]=elk] - [k -1]. (1.1-11)

Az eltolt egységugras felhasznaldsaval tdmor alakban megadhatunk olyan jeleket,
amelyek szakaszonként leirhatok elemi fiiggvényekkel. Igy példaul

0,-o<k<-1,
Ak]=12% 0<k<5, ak]={elk] elk-6]}2" +elk—6]2"F.
2" 6<k<o
ugyanazt a jelet irja le, a masodik alak egyszeriibb.
A wlk; k,, k, |= elk—k, |- e[k—k, ] jel a (derékszogi vagy 4lland6) ablak. Az ablak
értéke nulla, ha k <k, —1ésha k> k,.

1.1-2.3. Az eltolt diszkrét idejii jel

Legyen x[k] egy diszkrét idejii jel. Az i € Z iitemmel eltolt jelre az X0 jelolést fogjuk
alkalmazni, vagyis

k)= xlk-]; ieZ, keZ. (1.1-12)
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Példaul u = &7 jelentése ufk] = & k2 1. Tobbnyire i € Z., ami késleltetést jelent, a jel
abraja jobbra (pozitiv k értékek felé) tolodik el. A 3. és 4. abran lathattunk erre példakat.

Hai e Z_, akkor a negativ késleltetés a jel siettetését (balra, negativ k értékek felé
eltoldsat) jelenti. Specialis jelet fogunk alkalmazni az i=-1 iitemmel torténd
késleltetésre, vagyis az I litemmel torténé siettetésre (balra tolasra):

x=x"; x[k]=xk+], keZ. (1.1-13)

Példaul v = ¢’ jelentése v[k] = Jk+1]. Az x' abraja megegyezik x abrajaval egy iitemmel
balra tolva.

E jelolésekkel egyszeriisithetjiik az irasmunkat. Igy példaul az egységimpulzus és
az egységugras kapcsolatait megadhatjuk a kovetkez6 alakban is:

e=5+6W+6D 4. S=e-£V; S=g-s.
E jelolések egy tovabbi hasznat a folytonos ideji jelek targyaldsa utan fogjuk létni:
sok alapvetd Osszefliggés megfogalmazhato kézds formaban.
1.1-2.F. Feladatok
F-1. Vazolja fel a kovetkez6 DI jeleket:
x,[k]=elk]2*, x,[k]= e[k]0,57%, x.[k]={l-e[- k 1]} 2%,
x4 [k]= 6]+ 2 8[k—1] + 4&[k—2]2*2
F-2. Vizolja fel a v[k]= {e[k]-£[k-5]}2 & DI jel grafikonjat!
F-3. Hatarozza meg a kovetkez6 DI jelek L periodusidejét (ha a jel periodikus):

u,[k]=3cos 37” k, u,[k]=4 cos (0,47k), u,[k]5 cos (V2rk), u,[k[E6 cos 2 k.

0
F-4. Fejezze ki az y[k] = Z é[k - i] Jjelet méas formaban!

i=—w

1.1-2.M. Megoldasok

M-1. Mind a négy alak ugyanannak a DI jelnek kiilénbozd leirdsa. A jel egy tovabbi
alakja: x[k]=dk]+2 gk - 1]+4 dk-2]+8dk~3]+...“. A jel grafikonja ennek
alapjan kénnyen felvazolhaté.

M-2. A jel egy masik, tomor alakja v=25"+45%+650+85®. Részletesebben
felirva v[k]=2 8[k—1]+ 48[k — 2]+ 6 5[k — 3]+ 8 5[k — 4]. A jel grafikonja ennek alapjan
konnyen felvazolhatd.




1.1. Jelek 13

M-3. A jel akkor periodikus, ha §/27 raciondlis szam. A legkisebb L értéket tekintjik
periédusidének. (@) L =14. (b)) L=35. A (¢) és (d) feladat jelei nem periodikusak.

M-4. Két egyenértékii megoldas y[k]= 8[— k], y[k]:l —elk- 1].

A példakbol és a fenti feladatok megoldasabol is lathato, hogy egy diszkrét idejt
jel tobbnyire sokféle formaban is megadhatd.

1.1-3. Néhany folytonos idejii jel
1.1-3.1. Folytonos idejii jelek leirdsa

Egy folytonos idejii (FI) jelet tobbnyire egy képlet segitségével irunk le, amely megadja az
x jel valés vagy komplex értékét minden # € R értékre (esetleg egyes pontok kivételével,
ahol a jel nem értelmezett). Két egyszeri példa:

x,(

0, teR,,
): Ae™, teR, xb(t)=Acosa)t, teR.

A jelek grafikonja a paraméterck ott megadott értékére az 5. dbran lathatd. A grafikus
reprezentdcio egy masik modja egy jel megadasanak korlatozott pontossiggal és
terjedelemben. Néha az 4bra alapjan sejthetjiik a jel viselkedését a nem &brazolt
tartomanyban is (a ¢ nagy negativ és nagy pozitiv értékeire).

x ()= 0, teR. by X x,(fy=2cos3¢
‘ 4e™, teR,

1.1-5. 4bra Képlettel megadott két folytonos idejii jel grafikonja

Egy FI jel megadhaté a differencidlegyenletével és egy rogzitett pontbeli értékével
is. Két egyszerii példa:

dyc;t(t) =3y,(t)+4e™, teR,,y,(+0)=2;

d. <

ygz(t):[Hl]yZ(t)Jr 4e7™, teR,, y,(+0)=2.

Eltérden a DI jelek rekurziv megaddsmadjatol, a F1 jelekre nincs pontos ,,1épésrél lépésre”
modszeriink a jel meghatarozdsara. Az elsd, illetve a masodik differencialegyenlet éltal
meghatdrozott jel pontos, illetve kozelitd -eléallitasaval kés6bb még részletesen
foglalkozunk (2.3-3.8. és 2.5-2.5. pont).
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Egy FI jel egy szakasza kozelitden leirhaté e szakaszba esé rogzitett 7, értékeinek
Selsoroldsaval példaul a kovetkez6 alakban:

x(tk )= {x(to), x(tl)’ x(tz)’ e x(tN )} . (1.1-14)
Tébbnyire £, = 0 és ¢, = k T, ahol T rogzitett id6k6z. Példaul T= 0,5 esetén
x(t, )= {x(0)=1,00; x(0,5)= 0,78; x(1)=0,61; x(1,5)=0,37; x{2)=0,08 }.

Ebbé! a leirasbol nincs ismeretiink x(¢) viselkedésérél a ¢ <t, és a ¢ >ty tartomanyban.

Gyakran tudjuk, hogy itt értéke nulla. A megadott idSpontok kozdtt x(f) kozelitdleg
valamilyen interpoldcios képlettel szamithatd, mint példaul

x(t)= x(t, ), t,<t<t,,; k=0,1,...,N-1;

)+ x(tkﬂ)_ x(tk )[

(1.1-15)
t-t,], ty<t<t,; k=0,1,...,N-1

x(t) ~ x(tk .
k+l k

Késébb megismerkediink majd nem polinom tipusi interpoldcids eljardssal is
(pétdaul a sdvkorlatozott kozelités, 3.2-1.5. pont).
1.1-3.2. Az egységugras és a Dirac-impulzus

Ebben a pontban két specialis folytonos ideji jelet értelmeziink.
A FI egységugrds jele a(t), értelmezése (6a dbra)

0, teR_,
= i 1.1-16
g(t) {1, teR,. ( )

Az £0) értéke érdektelen. Tekinthet6 nem definialtnak, rendelhetjiik hozza a 0,5 vagy az 1
vagy barmilyen mas 0 és 1 k6zotti értéket. A 6b abran lathatd 7> 0 esetére az

0, —o<t<T,
et-T)= 1.1-17
( ) {1, T<t<w ( )
eltolt egységugras grafikonja. Egy valddi fizikai mennyiség értéke nem valtozhat
ugrasszeriien, de ha révid id6 alatt elég gyorsan valtozik, akkor leirdsa egy szakaddsos
jellel elfogadhat6 kozelités lehet.

(a) x A x(@®)=¢&() ) x x()=e@-T)
1 1

o o
-~ -~
{

0 t 0 >0

1.1-6. 4bra (a) Az egységugras és (b) az eltolt (7 id6vel késleltetett) egységugras grafikonja

Eltolt egységugrasok felhasznalasaval t6mor alakban is megadhatunk
szakaszonként elemi fiiggvényekkel leirhato jeleket. Példaul az
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1, -—-owo<t<0,
x(t)=1¢, 0<r<5,
1017, S<t<w

médon megadott jel felirhaté a kovetkezd alakban is:
x(t)=[1- &)+ [e(c) - £(t=5)]) ¢+ £(e-5)10 7"

Az itt szerepld wiz; 1,, tz)E g(t—tl)— &(t-1,) jelet négyszogletes (derékszogli vagy
4l1and6) ablaknak is nevezik.

Egy masik fontos FI jel a & (t, T) négyszogletes (vagy allandd) impulzus, amelynek
szélessége T, magassiga 1/7, tehat intenzitdsa egységnyi (7a és b 4bra):

t)—ele-T
5, T):M. (1.1-18)
T

Ez azt jelenti, hogy 8(z,7)=1/T , ha 0 <t < T és értéke nulla egyébként. Minél rovidebb az
impulzus, annal nagyobb az amplitidéja, mikozben az intenzitésa (a gorbe alatti teriilet)
4llandé marad: Tx(1/T) = 1. Ez azt jelenti, hogy a 5(,T ) integrélja egységnyi:

o]'d(t,T)dtzl. (1.1-19)

Az integrél als6 hataraként barmilyen ¢, < 0, a fels6 hatdraként barmilyen 7, > T is irhato.

@ *A X(O)=8tT) ) YN x()=6T) (g X x(t) = 6()
-
2,
0 T, t 0 7, T ¢ 0 t

1.1-7. dbra. Az egységnyi intenzitsi impulzus (a) 7| hosszisiggal, (b) T, hosszisaggal, (c) az

elhanyagolhat6 hosszuséga Dirac-impulzus szemléltetése

Legyen Af) egy FI jel, amely mindeniitt - de legaldbb a [ty #+T] zart
intervallumban - folytonos. Az integralszamitds kozépértéktétele értelmében ekkor

to+T

uj[f(t)é'(t—to,T)dts ff(t)—;:dt:f(to+nT), 0<n<l. (1.1-20)

Tekintsiik azt az esetet, amikor 7' sokkal kisebb, mint az a T, érték, amely a
vizsgalt folyamat legkisebb jellemzd idejének tekinthetd. (Kés6bb megismerkediink
néhany jellemz6 idével, mint példdul a rendszer legkisebb iddallandéja, savszélességének
reciproka, a gerjesztés valamilyen jellemzé ideje.) Az olyan egységnyi intenzitdsi Xz, T)
impulzus, amelyre T kell8en kicsi, neve Dirac-impulzus, jele & (t) és értelmezése (7c abra)

5(’)“%, 0<T<<T,. (1.1-21)
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Azt mondhatjuk, hogy 5(t) mindeniitt nulla, kivéve a ¢+ =0 helyet, ahol nagyon nagy
(végtelen) Ggy, hogy (19)-bdl kévetkezden

5() =0, t=20; ?5(:)@:1. (1.1-22)

Ha fr) folytonos a ¢, helyen, akkor (20)-bol kovetkezik, hogy

jf(’)5(t-’o)dt=f(to)- (1.1-23)

Az A(7) jel grafikonja egy nyil a =0 helyen, melynek hossza A-val ardnyos, felfelé
mutat, ha A pozitiv és lefelé, ha 4 negativ (7c dbra).

Gyakorlati szempontbol a &(f) Dirac-impulzus egy nagyon rovid impulzust ir le,
amelynek tényleges lefolyasa érdektelen, csak az intenzitdsa (id6 szerinti integralja)
jellemzi. Ez a helyzet példaul egy kalapacsiités jellegli erd (az intenzitas az erd impulzusa)
vagy egy rovid elektromos dramli6kés (az intenzitds az elektromos toltés) esetén. Ha ¢
térbeli koordinatat jelol, akkor &(r) egy megoszld erbként leirt koncentralt erdt vagy
toltéssiiriiségként leirt pontszeril toltést jelent. (Egyébként P. Dirac éppen az utdbbi célbdl
vezette be.)

Matematikai szempontbél a d(¢) jel nem fiiggvény a klasszikus értelemben, hiszen
nem értelmezett a 1=0 helyen. Az £(f) egységugras sem értelmezett a = 0 helyen, de
barmilyen véges értéket elfogadhatunk erre. Ugyanezt nem tehetjik meg a Dirac-
impulzusra, mert akkor (22) vagy (23) mar nem lesz érvényes. A matematikusok a Dirac-
impulzusra és szamos vele rokon képzédményre az altalanositott fliggvény, a disztribicio
vagy az operator elnevezést hasznaljak. A rdjuk vonatkozé szigor matematikai elméletek
alatamasztjak azokat a szemléletesen megindokolt allitasokat, amelyeket eddig tettiink, és
amelyeket a kovetkezokben még targyalunk. Ezek azonban nem sziikségesek a szabalyok
megeértéséhez és alkalmazasahoz.

Megjegyezziik, hogy a Dirac-impulzus nem csak a négyszogletes impulzusbol
szarmaztathat6, hanem barmilyen olyan J(s,7) fiiggvénybdl, amelyre (19) érvényes,
tovabba 5(¢,7)— 0,haT — 0 és ¢ #0.

Mig a DI jel, DI fiiggvény és DI sorozat ugyanazt jelentik, a FI jel nem mindig
fiiggvény, hiszen lehet altaldnositott fliggvény is, mint a Dirac-impulzus. Mas
altaldnositott figgvényt (példaul a Dirac-impulzus derivaltjat) nem fogunk alkalmazni.

1.1-3.3. A jel deriviltja

Egy folytonos idejti x=x(r) jel derivalt jelének vagy roviden derivdltianak jele
xW =x(‘)(t) vagy x’:x’(t). Ha x(r) differencialhaté fiiggvény, akkor x'(¢) az x(7)
differencidlhanyadosa:

x'(z)sx“)(t):ixd—gt—). (1.1-24)
Ha x(#) folytonos, akkor a gyakorlatban eléforduld esetekben legaldbb szakaszonként

differencialhatd, de x'(z) nem feltétleniil folytonos. Ismeretes, hogy x(¢) az x(f) valtozasi




1.1. Jelek 17

sebességét adja meg ¢ minden ért€kére, grafikusan x'(f) aranyos x(f) grafikonjanak
meredekségével minden ¢ helyen.
Ha x(l)(t) legaldbb szakaszonként differencialhaté fiiggvény, akkor képezhetjiik az

()= 0(e)f" derivaltjat, és igy tovébb.
Ha x(¢) egy fiiggvény, akkor kapcsolata x'(r) derivaltjaval kifejezhetd a kovetkezd
alakban is:

x(t)= ]x'(r)dr+x(t0). (1.1-25)

Rendszerint a #, = —oo valasztassal éliink, kiilonosen x(—o)=0 esetén. Tekintsik (25)-ot
az x'(f) dltaldnositott derivdlt definicidjanak arra az esetre is, amikor x(#) nem folytonos és
ezért nem is differencidlhaté az ugrashelyein. Ez azt jelenti, hogy egy x(¢) jel derivéltja
egy olyan x'(?) jel, amelybdl (25) alakjaban rekonstrualhat6 az eredeti x(¢) jel.

A Ba abran lathatjuk az egységugras egy folytonos fliggvényli kozelitését és
derivaltjat, amely ugrassal biré fiiggvény. Ezekre (24) és (25) érvényes. A 8b 4bra a 8a
abra specialis esetének tekinthetd, amikor T nagyon kicsi. Ekkor az x(¢) az &)
egységugrassal és x(f) a &) Dirac-impulzussal azonosithaté. A &¢) definicigjabol
kovetkezik, hogy

&)= ]'J(r)dr, (1.1-26)

mivel <0 esetén az integral értéke 0, mig > Oesetén az integral értéke 1. Ebbol
kovetkezik, hogy az egységugras derivaltja a Dirac-impulzus:

e'(t)=05(t). (1.1-27)

X/ x() =¢&(t,T) IN x()=¢@)
1 ' 17

0 T ¢ ‘ 0 /zl

(2) (b)
yA . ¥ .
) =¢'@T)=60T) y(@)=¢€'@)=95()

1
T

0 T "t 0 i’

1.1-8. dbra Egy jel derivaltjanak értelmezése: () folytonos jel és (b) ugrassal biré jel esetén

Szavakban megfogalmazva: az &(f) egységugras (egy nem folytonos fliggvény)
altaldnositott derivédltja a &) Dirac-impulzus (egy altalanositott fiiggvény). Ez az
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értelmezés Osszhangban van a derivalt grafikus értelmezésével: az egységugras
meredeksége mindeniitt nulla, kivéve a ¢ = 0 helyet, ahol végteleniil nagy.

Egy nem folytonos és a végesben nem korldtos jelnek Aaltaldban nincs
(altalanositott) derivaltja. Példaul az u(t)=1/¢ jelhez nem talilhaté olyan u'(r) jel,
amelyre (25) érvényes lenne. Célszer(i, ha ilyen fliggvényeket nem alkalmazunk fizikai
folyamatok leirasara, vagyis nem tekintjiik jelnek Sket.

Ezzel szemben az el6z6hoz hasonlé modon értelmezheté a 5’(t)=£(2)(t)
altalanositott fiiggvény, valamint a tovabbi altalanositott derivaltak. Kozelitsiik ehhez a
5(¢) Dirac-impulzust példaul a 7. abran lathaté & (,T) jellel. Ennek a jelnek képezheté az
altalanositott derivéltja. Képezzik 8(:,T)=[5()-6(¢—T))/ T fiiggvényt, és tekintsiik ezt
T nagyon kis értékénél a &'(r) derivltjanak, az £®(r) jelnek. Ha r térbeli koordinita,
akkor &'(z) jelenthet erényomatékot (mint megoszlé terhelést) vagy elektromos dipSlust

(mint t6ltéssiirliséget). A kovetkezOkben a Dirac-impulzust gyakran fogjuk hasznalni,
derivaltjait azonban nem, ezért ezeket nem is részletezziik.

Tekintsiink most egy olyan x(¢) jelet, amely egy olyan fiiggvénnyel irhaté le,
amelyik mindeniitt folytonos, kivéve a ¢, helyet, ahol véges ugrasa van:

x(’)=[1—€(t—t1 )]fl(t)+ g(t—tx)fz(t) {fl(t), —wo<t<t,

£,(8), tf<t<o.

Feltételezziik, hogy f;(¢) és f,(¢) differencialhaté fiiggvény. A 9. abrab6l kovethetd,
hogy e jel altalanositott derivaltja

*(O)=[-el-0)1 'O+ 14 0)- £ 6l-1) +el-1)£,60). 1129
*4

(1.1-28)

pAt)

t3

X'
" [Lt)-f()]é(-1)

AU
I

f U]

1.1-9. dbra. Véges ugrassal biré jel és altalanositott derivaltja

Fejezziik ki most az x'(¢) derivaltat a szorzatra vonatkoz6 differencialési szabély formalis
alkalmazasaval az x(f) jel (28) szerinti kifejezésére:

2(O)=[1- ele=t).£0) + I-ele-0)] £+ 661) £+ £(e=4) £,°(0)-

It [I-e(e—+)]=-6(t-1) & () f,(e)=6(c—,) £,(t,), mivel S(-—,)=0 mindeniitt,
kivéve a ¢ = 1, helyet. Ebbdl kdvetkezik, hogy a formalis szamités a (29) helyes eredményt
adja. Az eljaras altalanosithato arra az esetre, amikor a jelnek t6bb véges ugrasa van.
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A fenti differencidlasi szabaly nem ad helyes eredményt, ha az fi(£) fiiggvények
nem folytonosak. Tekintsik példaul az ult)= £t)- £(t)  jelet. Nyilvanvald, hogy
ult)=&(t) és u'(t)=5(t). A szorzatra vonatkozo szabalyt az£(t)- £() jelre (nem jogosan)
alkalmazva e(r)- &'(z)+ g'(t)-g(t)=2e(t)5(t) hibés eredmény adédik, amelynek még a
jelentése sem egyértelmi.

A kovetkezokben egy jel derivaltjdn mindig az eléz6kben értelmezett altalanositott
derivaltjat értjilk. A differencialhaté fiiggvény 4altalanositott derivaltia megegyezik a
hagyomanyos értelmii differencidlhdnyadosaval.

1.1-3.F. Feladatok

F-1. Mutassa meg, hogy &) értelmezhet6 mint a

@a6 D=7 e 6) 560

jel hataresete amikor T nagyon kicsi!

F-2. Hatirozza meg a kivetkezd jelek (altalanositott) derivaltjat:
(a) ult)=elr )
WO)=[e(t) - e(-T )"
wt
t —
(t)= [ —T)]sin T

(d)y(t)=£(t)— e(t ~T)+&(t-2T)-e(t-3T)+e(t-4T)-....

I

Vézolja fel a jelet és a derivalt jelet a szemléletes ellenérzés érdekében!

F-3. Mutassa meg, hogy az el6z6 példaban meghatdrozott derivaltak integraldsaval
visszakapjuk az eredeti jelet feltételezve, hogy az integral értéke nulla a £ =—o0 helyen!
1.1-3.M. Megoldiasok

M-1. Mindkét J,(t,T) integrilja egységnyi és ha T tart nulldhoz akkor mindkettd
nullhoz tart, kivéve a ¢ = 0 helyet, ahol &,(t,T) végtelenhez tart.

M-2. Akér a szemlélet alapjan, akar formalis szamitdssal

(@) u'(t)=5(t)-a e(t)e™". (6) v'(r)=6(r)- a[elt)-£(e-T)) e~ 5(t-T) e™".
(€)% ()=Z [e0)- (- )] cos ”7’ .

(@) y'(6)=38(6)-6(t-T)+ 5(t-2T) - 6(+=3T) + 6(--4T) - ... .
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M-3. Az (a) szerinti jel derivaltjat integralva, kapjuk

u(t)= ﬂé‘(r)—ag(r)e'”’]dz'zo,hat<0; u(t):l—a[e_mj} =e“* . hat>0,

“% e
ami éppen az eredetileg adott u#(f). Hasonlo a megoldas a masik harom jelre, ezért nem is
részletezzik.
1.1-4. Jelek néhany osztilya
1.1-4.1. Belépé jelek

Egy jelet belépd jelnek neveziink, ha értéke 7 vagy k negativ értékeire azonosan nulla:

FI: x(t)=0, teR_; DI: «[k]=0, keZ_. (1.1-30)

Ha egy jel felithato x(t)=e(t)f(r) vagy x{k}relk]f{k] alakban, ahol f tetszéleges
jel, akkor x belépd jel. Megjegyezzik, hogy &¢) vagy dk —2] belépo jel, de alakja nem
ilyen, a (30) tehat elegendd, de nem sziikséges feltétel. (A belépd jel angolul causal signal,
aminek magyarazatat késobb latni fogjuk).

Néhany példa nem belépd jelekre:

FI:  x(t)= &t+1), u(t) =sinws,  wlr)=a(+2);
DI: «fk]=1, ulk]=d", wik]= 8[k+2]+ 8[k-2].
Altaldnosabban x(¢) a 1, illetve x[k] a k, helyen belépd jel, ha
FL: x(t)=0,ha~<t<t,; DL:xk]=0, ha~oo<k<k,. (1.1-31)

Egy fizikai folyamatot leiré jel mindig valamilyen 7, vagy k, helyen belépd jel.
Néha azonban kényelmes lehet azt mondani, hogy #, vagy k, olyan régen volt, hogy
negativ végtelennek tekinthetd. Ekkor a jel altalanositott értelemben sem belépd. Egyes
feladatoknal bonyodalmakat okoz, ha a jelet nem tekintjiik belép6nek.

1.1-4.2. Piros és paratlan jelek

Egy u jelet pdros jelnek neveziink, ba
FI: u(~t)=ult), DI: u[-k]=ulk]. (1.1-32)
Egy v jelet pdratlan jelnek neveziink, ha
FI: W~t)=—v(t)  DI: v[-k]=-v[k]. (1.1-33)

A péros jelek szimmetrikusak a 1 = 0 vagy a k = 0 tengelyre. Néhany gyakran
el6forduld péros jel:

FI: ulr)=1, u(t)=e,  u(t)=5();
DI: ulk]=cos 9k, ulk]= |k , ulk]=6[k].
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Paros jelek csak kivételesen belépdk. A 5[k} és a 5(r) érdekes kivétel.
A pératlan jelek szimmetrikusak az origéra, ahol értékiik nulla. Néhany gyakran
eléforduld paratlan jel:
FI: W(t)=sinwt, v(t)=—&(+1)+ (1),
DI: Jk]=k, k]=3 6[k+2]-360k-2].

Paratlan jel nem lehet belépé is a g(f) = 0, illetve a g[k] = 0 jel kivételével.
Barmely x jel egyértelmilen felbonthato egy x(e) paros jel és egy x(0) paratlan jel
Ssszegére (a felsd indexek az angol even, illetve odd szavakra utalnak) :

x = x(¢) + x(0) (1.1-34)
Ko6nnyen belathato6, hogy

K= b))}, X0 el o))

2

KOk~ bl ok 9l bl 4.

2

(1.1-35)

Ha x paros jel, akkor ebbdl x(€) = x, x(0) = 0, ha x paratlan jel, akkor x(¢) = 0, x(0) = x
kovetkezik, amint annak lennie is kell.

A 10. abran lathaté az x(r) = &(f) és az x[k] = {e[k—1]—e[k]}{k—1} jel felbontasa
paros és paratlan Osszetevojére.
Az itt szerepl6 sgn jelii paratlan ,el6jelfiiggvény” értelmezése:

-1 teR_, -1, kelZ,
sgni={ 0, ¢=0, sgnk={ 0, k=0, (1.1-36)
+1, teR,; +1, keZ, .

Hasznalatos a sgn helyett a sign jel is (mindkett$ a ,,szignum” szdra utal).

1.1-4.3. Véges tulajdonsagn jelek

Egy fizikai mennyiség értéke természetesen mindig véges. Ha a fizikai mennyiséghez
kapcsolodik energia vagy teljesitmény, akkor az ugyancsak véges. A mennyiséget leir6 jel
azonban nem feltétleniil rendelkezik ezekkel a tulajdonsagokkal. Specilis osztalyokat
alkotnak azok a jelek, amelyek valamilyen ,,véges” tulajdonsaggal birnak.

Az x jel korldtos, ha létezik olyan véges M érték, amelyre [x| < M teljesiil 7 € R
illetve k € Z minden értékére.

Az x jel véges idSkre korldtos, ha korlatos ¢ vagy k minden véges értékére. Ilyenkor
az Mkorlat a ¢ illetve k értékétd] fiigghet.

A folytonos idejl x(7) jel abszolur integrdihatd, illetve a diszkeét idejti x[A] jel
abszoliit Gsszegezhetd, ha a jel abszolut értékének integralja, illetve sszege véges:

w©

[lxle)] dt <0, ilx[k]l«:o. (1.1-37)

-0 k=0

Az x(f) jel négyzetesen integralhato, illetve az x[k] jel négyzetesen dsszegezhetd,
mds szdval e jelek véges E, energidjuak, ha
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1.1-10. abra Egy folytonos idejli és egy diszkrét ideji jel felbontdsa péros és paratlan dsszeevojére.

E= [x)Pdi<o, E,= 3plk]f<c0. (1.1-38)

k=—w

Az x jelnek véges P, teljesitménye van, ha

R WAt
P, =lim 2zj(z)| dr<oo, P=lim Zyx[k] <. (1.1-39)
Ha E_ véges, akkor P, nulla. Ha P, véges, akkor E, végtelen.

A fenti 6sszefiiggésekben x komplex értékii is lehet.

A véges idejii jelek nulla értékiiek a 1) <t <1, illetve a k; < k <k, intervallumon
kiviill. A véges ideji korlatos jelek abszolut integralhatok illetve Osszegezhetdk, véges
energiajuak, nulla teljesitményiiek. A véges idejli jel teljesitményét célszeriibb lehet a
fentit6l eltérd modon a jel energidjanak és a jel hosszanak hanyadosaként értelmezni.

Az «¢) illetve a sgn ¢ illetve az g[k] és a sgn k jelek korlatosak, nem abszolit,
integralhatok vagy 6sszegezhetok, végtelen energidjuak, de véges teljesitményiiek.

A periodikus jelek és korlatos jelek teljesitménye véges, energidja végtelen.

Az &(r)e? illetve az g[k]0,4* jel korlitos, abszolit integrilhaté vagy
Osszegezhetd, véges energiaju és nulla teljesitményii.

Az f:(t)ez‘ és az e‘z’ illetve az a{k] 4k ésao, 4" jel nem korlatos, de véges idokre

P

sre

alkalmazunk egy folyamat leirisara.
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Ad [k] DI jel korlatos, abszolut dsszegezhetd, véges energiajl, nulla teljesitményii.

célszerli nem értelmezettnek tekinteni. E két hasonld jellegii FI illetve DI jel tehat
energiaja és teljesitménye szempontjabol eltérd tulajdonsagu.

1.1-4.4. Ablakozott jelek

Egy fizikai mennyiség csak véges ideig figyelhetd meg. Ez a kovetkezSképpen is
megfogalmazhato: a jelet egy ,.falba vagott ablakon keresztiil latjuk”. A jelnek a fal 4ltal
eltakart” részét nulla értékiinek tekintjiik. Az ablak nem feltétleni] egyenletesen
,,atlatsz6”. Az ablakozott jelet gyakran az ,.eredeti” jel és egy ablakozd jel - réviden: ablak
- szorzataként allitjuk el6. Mind az ablak, mind az ablakozott jel véges idejii jel.

A négyszogletes ablak jele p(,T) illetve plk, L), vagyis az ablak szélessége 2T

illetve 2L + 1, értelmezése
p(t.T)=e(t+T)-e(t-T), plk, L]=elk+L]-elk-L-1]. (1.1-40)
A négyszdgletes ablak paros jel (a 11. abra fels6 sora). Az ablak természetesen eltolhatd.

A belépd négyszogletes ablak p(t—T ,T) illetve p[k—L,L] alakban allithat6 el8. Ez

nulla, hat<0ést>2Tvagyk<O0ésk>2L+1.

Legyen x egy tetszbleges DI vagy FI jel. Az ,ablakon keresztiil latott” jel y = p x,
azaz y(t)= p(t,T)x(t) illetve y[k] = p[k, L] x[k] alakban 4llithat6 el (11. abra kozépsé és
alsé sora). A vazolt esetben y kevesebb informaciot tartalmaz, mint x. Szélesebb ablakkal
rendszerint csdkkenthet6 az informacio-veszteség.

A négyszigletes ablak természetes valasztisnak tlinik, de nem mindig optimalis.
Példaul ha x(f) folytonos jel, akkor p(r,7)x(t) mar nem folytonos. Ez éthidalhato, ha

folytonos ablakot valasztunk.
Egy éltalanos wis,T) illetve w{k,L) ablak (ablakozé jel) a kovetkezé médon

definialhato:
w(t,T)=p(t,T)g(t),  wlk,L]= plk, L]g[k], (1.1-41)

ahol g() illetve g[k] tetsz6leges, rendszerint nem-negativ jel. Példaként vélasszunk

olyan ablakot, amelyen keresztiil a jel multja fokozatosan elhalvanyodik. Két jellegzetes
ilyen ablak

WeT)=p(T) S0, kL] ple. L2

Ablakozott jelekkel késdbb még foglalkozunk (példaul 3.2-1.7. pont).

1.1-4.F. Feladatok

F-1. Vilassza ki az alabbi FI illetve DI jelek koziil a belépdket:

wt)=eM,  We)=8(+1),  x(t)=sin2(c-1), i) =ele -1)sin 2(r~1);
ulk)=elk-2], v[k]= ek —1]0,6*, x[k]= elk-]sin 3(k+1), yk]= elk+1kos 3(k +1).
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1.1-11. 4bra A p négyszogletes ablak, egy tetszdleges x jel és az y = p x ablakozott jel

F-2. Hatarozza meg az alabbi jelek paros és paratlan dsszetevoit:

ult)=Acoswt+ Bsinwt, v[k]:A+Bk.
F-3. Dontse el, hogy az alabbi jelek milyen véges tulajdonsagokkal rendelkeznek:

ult)=Acoswt, vlt)=Aslt)re Zé‘(t—zT

ulkdcos 9k, vk|=alk]k2*, x[k]= Zé‘[k—i].

F-4. Vizsgéalja meg, hogy (41) alkalmas ablakoz6 jel-e, ha g(t) =A+Ccoswt illetve ha
glk]= 4+ Ccos 9k. Tetszblegesen valaszthatok-e az ablakozo jelet leird paraméterek?

1.1-4.M. Megoldasok

M-1. Az y(?), illetve az ufk] és v[k] jelek belépOk. Tagabb értelemben v(f) a £ = —1 illetve
x[k] és y[k] a k=—1 helyen belépd jelnek nevezhetS. Az u(?) és x(r) még tig értelemben
sem belépd jel.
M-2. Akér a szemlélet, akdr az altaldnos eljards alapjan

ue)= Adcoswt, u(t)=Bsinwt; VOlk]= 4, vOk]=

M-3. Az u(¥) illetve az u[k] és x[k] korlatos és véges teljesitményi. A w(?) illetve a v[k]
korlatos, véges energiaji, nulla teljesitmény(i. Az x(¢) jelnek nincs véges tulajdonsaga.

M-4. Csak akkor alkalmas ablakok, ha g nem-negativ. Ez 4> 0,|C|< 4 vélasztassal
biztosan igaz.



1.2. Rendszerek

Ebben a fejezetben megadjuk a rendszer definiciojat (1.2-1. szakasz) és értelmezziik a
rendszerek néhany specidlis osztalyat (1.2-2. szakasz). A tovabbiakban - a 2.5. fejezet
kivételével - lineéris, invaridns rendszerek targyaldsira szoritkozunk. Megemlitjiik az
4ltaldnositas lehet6ségét, ahol ez nem okoz nehézséget.

1.2-1. A rendszer fogalma
1.2-1.1. Egy-gerjesztésii, egy-valaszi rendszer

Gyakorlati szempontbol egy rendszer egy fizikai objektum egy modellje, amely fizikai
valtozokkal leirhatd. A ,fizikai” itt és a tovabbiakban azt jelenti, hogy ,,valésdgos”; a
konkrét tartalma lehet fizikai, kémiai, gazdasagi, stb. vagy ezek keveréke. E mennyiségek
némelyike adottnak tekinthetd: ezek a gerjesztések (bemenetek, ,inputok™), masok
viselkedését meg akarjuk hatdrozni: ezek a vdlaszok (kimenetek, ,,outputok™), a valtozok
egy harmadik csoportjit csak azért vezetjitk be, hogy le tudjuk irni a gerjesztések és
valaszok kapcsolatat. Minden fizikai valtozét az ahhoz rendelt jellel, az objektumot egy
rendszerrel ijuk le.

Elméleti szempontbdl a rendszer egy transzformdcid, amely adottnak tekintett
gerjesztésekhez meghatarozott valaszokat rendel.

Az egy-gerjesztésil, egy-valaszi rendszer egy kapcsolatot jelent, amely az adott
u =u(t) illetve u = ulk] gerjesztéshez egy y = y(¢) illetve y = y[k] vdlaszt rendel. Az
osszerendelés explicit alakja az

y=% {u} (1.2-1)

gerjesztés-vdlasz kapcsolat, ahol W~ egy operator, amely a ¢ illetve a k 1d6t61 is figghet.
Explicit gerjesztés-valasz kapcsolat példaul

We)=5ult)+Tcoswr-u'(t)+ 4 [ule)f , y[k]=4ulk]+(4+ BE)ulk-1]+ 21,

Az egy-gerjesztésii, egy-vélaszu rendszer éltalanos rajzjele az 1. abran lathato. Az
abran egy lehetséges FI illetve DI gerjesztés-valasz part is feltiintettiink.

A gerjesztés-vilasz kapcsolat explicit alakja tobbnyire nem ismert. Egyik
feladatunk éppen az, hogy ismerve a rendszer valamilyen leirasat (példaul a késobb
targyaland6 allapotvaltozés leirasat vagy haldzati reprezenticidjat) meghatarozzuk a
gerjesztés-valasz kapcsolat explicit alakjat. Az adott gerjesztéshez tartozé valasz
meghatirozhaté a rendszer egy leirdsabol kozvetleniil is, tehat nincs feltétlentl szitkség a
gerjesztés-valasz kapcsolat explicit alakjanak tényleges meghatérozasara.

A gerjesztés-valasz kapcsolat azt jelenti, hogy ha az u gerjesztés ismert, akkor az y
valasz meghatirozhat6. A korrekt alak az y:=% {u} értékado utasitas lenne. Ez
vildgosan kifejezi, hogy példaul y:=2u azt jelenti, hogy ha az u ismert, akkor az y
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meghatarozhat6. Ha viszont y ismert, akkor logikailag ugyan kovetkeztethetiink arra, hogy
ezt a vélaszt u = y/2 gerjesztés hozta 1étre, de nem jelenti azt, hogy ha a modellezett
objektumn kimenetére egy y mennyiséget kényszeritiink, akkor az objektum bemenetén
fellépd u mennyiség y/2 lesz. (Suttogjunk a mikrofonba és fiileljiink a hangszoronal, aztin
kiabaljunk bele a hangszoréba és fiileljiink a mikrofonnal!) Ez a megkiilénbéztetés fontos
lehet a modellalkotas soran, de csak nagyon ritkdn van jelent6sége a modell vizsgalatakor.

u ¥y
— >
y =W {u}
u o ul®) Yoo
0 % 0 g
S Ak
=
Al i R
0 & o 1%¥ %

1.2-1. 4bra Egy-gerjesztésli, egy-valaszii rendszer grafikus reprezenticidja, valamint egy lehetséges
gerjesztés és valasz grafikonja FI illetve DI esetre

Mivel a modellalkotast nem tekintjiikk feladatunknak, ezért a tovébbiakban az
egyszerii (1) alakot fogjuk hasznalni.

1.2-1.2. Sok-gerjesztésii, sok-valaszii rendszer

Egy rendszernek lehet sok gerjesztése és sok valasza. Ilyen sok gerjesztésii, sok valaszil
rendszer explicit gerjesztés-valasz kapcsolatok rendszerével irhaté le. Jeldlie a
gerjesztések szamat P, a valaszok szamat (), akkor a rendszert Q szami explicit
gerjesztés-valasz kapcsolat irja le:

V=W v, 0yl i=1,2,..,0. (1.2-2)
u; o 3
334 » u ¥
u, —> — >
a3 ¥

1.2-2. dbra Sok-gerjesztésii, sok-valaszi rendszer szimbolikus 4brazolasai

A 2. 4bran a rendszer egy grafikus reprezentaci6 lathaté P = 2, Q = 3 esetére, és
egy grafikus reprezentacié az 4ltalanos esetre. Utébbira vastag nyilakat is hasznalnak.

Egy masféle leirasmod a kovetkezd. Foglaljuk a gerjesztéseket egy P elemil u
vektorba, a valaszokat egy O elemii y vektorba (oszlopmatrixba):
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U, B!
u Y

u={ |, y=|70 (1.2-3)
Up Yo

Kényelmesebb lehet a vektort nem oszlopmatrixként, hanem sormatrixként (vagyis az
oszlopmatrix transzpondltjaként, T fels6 index) megadni:

u=[u1 uz...up]r, y=[,y1 yz...yQ]r.

A gerjesztés-valasz kapcsolatok Osszessége a kovetkezd alakban fejezhet6 ki:
y =% {u}, (1.2-4)

ahol % vektort eredményez0, vektorra hato operdtor. A (4) jelentését a (2) adja meg. A
grafikus megjelenités a 2. abran lathat6. Ez a tomor alak nem adja meg a gerjesztések és a
vélaszok szamat.

Megjegyezziik, hogy az ,.egy-gerjesztésii, egy-valaszi” szokdsos réviditése SISO
(,,single input single output”), a ,,sok-gerjesztésii, sok-valaszi” szokdsos réviditése MIMO
(,multiple input multiple output”). A SIMO és MISO roviditések jelentése mar
kikovetkeztethetd.

A tovabbiakban tobbnyire egy gerjesztésii, egy valaszii rendszerekkel
foglalkozunk. A fogalmi Altalanositds egy gerjesztésii sok valaszi rendszerekre igen
egyszer(i, mert az egyes valaszok egymastdl fiiggetleniil vizsgalhatok. Linedris rendszer
esetén (1. a kovetkezd szakaszt) a gerjesztések hatdsa fliggetleniil vizsgilhato.
Bonyolultabb a helyzet sok-gerjesztésii nemlinearis rendszereknél.

1.2-1.F. Feladatok

F-1. Egy Fl illetve DI rendszer gerjesztés-valasz kapcsolata
FI: y(t):b(t)u(t)+ c(t) ; DI: y[k]:b[k]u[k]+c[k].

Itt b(¢) és c(2) illetve b[k] és c[k] adott jelek.
Fejezze ki az y(f) illetve az y[k] jelet, ha u(t) = () illetve ha u[k] =£k].
Egy- gerjesztésii és egy-valaszu ez a rendszer?

F-2. Oldja meg az el6z6 feladatot, ha
(@) u(0)=2e()  wu[k]=26[k].
(b) ub(t)zg( —3); u,,[k]=€[k—3].
Jelolje y az F-1. feladat megoldasat. Mi a feltétele annak, hogy teljesiiljén
(@) y.()=23();  y,le]=2lk].
(6) v (O)=¥t-3);  y,[k]=y[k-3]
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1.2-1.M. Megoldasok

M-1. A gerjesztés-valasz kapcsolatba helyettesitve
Ho)=b)ele)+cley  ylk]=blk]elk]+ clk].

A rendszernek egyetlen y vélasza van. A jelolésbol az kovetkezik, hogy a rendszernek
egyetlen u gerjesztése van. Tekinthetjitk azonban akar a b, akér a c jelet, akar mindkettSt is
gerjesztésnek. Ekkor a rendszer sok- (2 vagy 3) gerjesztési, egy-valaszu.

M-2. A gerjesztés-valasz kapcsolatba helyettesitve
(@) y,()=206()ele)+cle);  y,[k]=2Blk]elk]+ clk].

Az y, =2y feltétel akkor és csakis akkor teljestil, ha ¢ = 0.

(8) »,(e)=b(r) et =3)+c(e);  ,[k]=b[k] [k - 3]+ c[k].

A misodik feltétel akkor és csakis akkor teljesiil, ha b = B és ¢ = C 4llandd, vagyis nem
fugg az id6tol.

1.2-2. Rendszerek osztalyozasa
1.2-2.1. Az osztalyozas szempontjai

A rendszerek kiilonféle szempontok alapjan osztilyozhatok. Egy osztalyozasi szempontrél
mar volt szb, ez a gerjesztések és a valaszok szama. A tovabbi osztalyozas sordn egy
gerjesztésil, egy valaszi rendszerekre szoritkozunk.

A gerjesztés és a vélasz determinisztikus vagy sztochasztikus jellegétol fiiggben
négyféle rendszert kiilonboztethetiink meg. A tovabbiakban deferminisztikus gerjesztést,
determinisztikus vdlaszi rendszerek vizsgalatara szoritkozunk.

Attol fiiggben, hogy a gerjesztés és a valasz FI vagy DI tipusi, négy rendszertipust
értelmezhetiink. A kovetkezOkben csak DI gerjesztésti, DI valaszu és FI gerjesztési, FI
valaszu rendszerekkel foglalkozunk. Nem targyaljuk tehat ,vegyes” rendszereket,
amelyeket a gyakorlatban analog-digitdlis vagy digitalis-analog rendszereknek is
neveznek.

A rendszer gerjesztés-vdlasz kapcsolata lehet determinisztikus vagy lehet
sztochasztikus. Az elébbi eset tirgyalasara szoritkozunk

A kovetkez8 pontokban néhadny olyan egy-gerjesztésii, egyvalaszii rendszerek
tovabbi csoportositasat targyaljuk, amelyek explicit gerjesztés-vélasz kapcsolata

FI: y(t)=%{u(t)}; DI: ylk|=9{ulk]} (1.2-5)

alakl, tehat a gerjesztés és a valasz vagy egyarant diszkrét idejli jel vagy egyaréant
folytonos idejii. Feltételezziik tovabba hogy a gerjesztés és a valasz egyarant
determinisztikus jel, az operator is determinisztikus. Ezeket a megszoritdsokat a
tovibbiakban nem hangsilyozzuk. Téargyaldsunk soran rendszerint még tovabbi
megszoritasokat is tesziink a rendszert illetéen. Ennek a szempontjait részletezzik a
kovetkez6 pontokban.
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1.2-2.2. Linearis rendszerek

Egy rendszer akkor linedris, ha az y:W{u} explicit gerjesztés-valasz
kapcsolataban szereplé 9 operator linedris, vagyis ha a rendszerre érvényes a
szuperpozicio elve.

A linearitds a kovetkezoket jelenti. JelSlje a rendszernek az u,, illetve az u,
gerjesztéshez tartozd valaszat y,, illetve y,. Ha az u = C, u, + C, u, gerjesztéshez
y = C,y, + C,y, vélasz tartozik barmely C, és C, esetén, akkor (és csakis akkor) a
rendszer lineéris. A linearis rendszer % operatora a

OW{Ca ua"'Cb“b}:CaOW{ua }+Cb W {u,} (1.2-6)
tulajdonsaggal rendelkezik. Ennek specialis eseteként linearis rendszerre
WA Cut=CW {u} (1.2-7)

érvényes. Ebbél kovetkezik, hogy az v =0 gerjesztéshez linearis rendszer esetén y =0

valasz tartozik.

Példaul az y = au + b gerjesztés-vilasz kapcsolatl rendszer akkor és csakis akkor
linearis, ha b=0.

Ha a rendszer nem linearis, akkor nemlinedris rendszernek nevezziik.

Fizikai objektumok sohasem linearisak. Ha a gerjesztés, a valasz vagy mas valtozé
tulsdgosan naggya valik, akkor mindig fellépnek nemlinedris hatasok. Ezek lehetnek
reverzibilisek vagy irreverzibilisek, esetleg katasztrofalisak (példaul valami eltorik).
Eléggé ,kis” valtozasokra a legtobb objektum linedris rendszerrel jol leirhatd. Egyes
esetekben a nemlinedris hats az objektum miikédésének 1ényege (példaul egyeniranyitas),
ilyenkor a linearis kozelités természetesen nem elfogadhatd. Néha azonban a linearis
rendszerekre alkalmazott szamitastechnika kozelitSleg ilyen rendszerekre is hasznathaté
(példaul a tartomanyonkénti linearizalas modszere, 1. a 2.5. fejezetet).

A tovabbiakban (a 2.5. fejezet kivételével) linedris rendszerek targyaldsira
szoritkozunk.

1.2-2.3. Invarians rendszerek

Egy rendszer akkor invaridns, ha a gerjesztés iddbeli eltoldsa csak egy
ugyanekkora id6beli eltolast okoz a valaszban.

A rendszer invariancidja (id6beli invariancidja) a kovetkez6ket jelenti. Jelolje az
u,=u,(t) illetve az u, = u,[k] gerjesztéshez tartozo valaszt y,(¢)= {u,(t)} illetve
Vulkl= {u,[k]}. Ha az u,()=u,(r-7) illetve az w[k]=u[k~i] idében eltolt
gerjesztéshez y, (t)=y,(r = 7) illetve y,[k}= v, [k —i] vilasz tartozik 7 illetve i barmely
értékére, akkor (és csakis akkor) a rendszer invarians. Az invarians rendszer % operatora a
kovetkezd tulajdonsaggal rendelkezik:

FL: % {u(t - =W {u(t)H ;DLW {u[k - =9 {u[k]}|k_)k7’_ (1.2-8)

-7
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Példaul az y =au +b gerjesztés-valasz kapcsolattal jellemzett rendszer akkor €s
csakis akkor invarians, ha a = 4, b = B, vagyis mindkét egyiitthaté az id6t6l fliggetlen.

Ha a rendszer nem invaridns, akkor varidns rendszernek nevezziik.

Fizikai objektumok sohasem invariansak az dregedés, a homérséklet-ingadozas és
hasonlé hatasok kovetkeztében. Ezen hatasok egy része (determinisztikus vagy
sztochasztikus) jarulékos gerjesztésként figyelembe vehetd. Ennek ellenére az objektum
invarians modellje sokszor j6l haszndlhaté kozelitést jelent ha ,révid” idStartamok
vizsgalatara szoritkozunk. Vannak olyan objektumok, amelyek milkodésének lényege a
varians jellegiik, mint példaul a nappal és éjjel (de nem vildgosban €s s6tétben) vagy a
télen és nyaron (de nem melegben €s hidegben) masként miikod6 rendszerek

A tovabbiakban (a 2.5. fejezet kivételével) linedris, invaridns rendszerekkel
fogunk foglalkozni. Latni fogjuk, hogy az invarians rendszerekre kidolgozott szamitési
moédszerek egy része DI esetben kiterjeszthetd varidns rendszerekre, FI esetben azonban ez
csak nagyon specialis varians rendszerekre lehetséges.

1.2-2.4. Kauzalis rendszerek

Egy rendszer akkor kauzdlis, ha az (1, ) illetve az y[k,] valasz barmely ¢ vagy k,
esetén az u(t) illetve az ulk| gerjesztésnek csak olyan értékeitdl fiigg, amelyekre ¢ <7,
illetve k <k, teljestil.

Egy kauzalis rendszer valasza nem fiigg gerjesztésének jovobeli értékeitol. Példaul
az y(t): u(t—T ) illetve az y[k]= u[k —L] explicit gerjesztés-valasz kapcsolat akkor és
csakis akkor ir le kauzélis rendszert, ha 7' > 0 vagy L > 0 teljesiil. Ebbdl kovetkezen az
t)=ult+0]1) illetve az y[k]=ulk + 1] gerjesztés-valasz kapcsolati prediktor (joslo
rendszer) nem kauzalis rendszer.

Egy linedris rendszer akkor és csakis akkor kauzdlis, ha barmely belépd
getjesztéshez belépd valasz tartozik.

Egy linearis, kauzalis rendszer % operdtora tehat a kévetkez6 tulajdonsaggal bir:
FI: % {e(t) f(e)}=0,1eR; DI: ¥ {elk] flk]}=0,keZ.. (1.2-9)

Nemlinearis rendszerre ez a tulajdonsag nem szitkséges €s nem is elegendd. Igy példaul az
y=au+b explicit gerjesztés-vilasz kapcsolati nemlineéris rendszer kauzalis, noha
belépd gerjesztéshez nem belépd valasz tartozik (ha a b jel nem belépd), viszont az
y(t):u(t)‘u(t+0,1) illetve az y[k]:u[k]-u[k+1] explicit gerjesztés-valasz kapcsolati
nemlinedris rendszer nem kauzalis, noha (9) ki van elégitve.

Ha egy rendszer nem kauzalis, akkor akauzdlis rendszernek is nevezik.

Fizikai objektumok mindig kauzalisak. Nem kauzilis objektumok példaul
megvaldsitandé célt jelenthetnek: ilyenkor feladatunk egy olyan kauzalis objektum
létrehozasa, amely valamilyen értelemben optimalisan kozeliti egy akauzalis rendszer
mikodését. Latni fogjuk, hogy egy rendszer korrektnek tiing leirdsa néha nem kauzalis,
tehat fizikai objektummal nem realizalhatd rendszert jelent. A kauzalitdas fogalmara
els6sorban ennek felderitése érdekében van sziikségiink.
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1.2-2.5. Stabilis rendszerek

A rendszer stabilitisa bonyolult fogalom. Néhany stabilitdsi fogalmat késdébb fogunk
targyalni. Kiillonosen nemlinedris rendszerekre nehéz a stabilitdst értelmezni
(részletesebben 1. a 2.5. szakaszt). Linedris, invaridns rendszerckre kétféle stabilitas-
fogalom hasznalatos, az egyiket itt adjuk meg, a masikra visszatériink.

Egy lineéris, invaridns rendszer akkor ¢és csakis akkor gerjesztés-vdlasz stabilis
(réviden: GV stabilis), ha birmely korlatos u gerjesztéshez korlatos y vélasz tartozik.

A ,rendszer stabilis” kifejezés rendszerint a GV stabilitast fejezi ki. Szoktak
hasznalni a ,,BIBO stabilis” (,,bounded input implies bounded output™) kifejezést is. Egy
nem GV stabilis rendszer vélasza bizonyos korlatos gerjesztésekre természetesen lehet
korlatos, mert a definicié szerint a vélasznak bdrmely korlatos gerjesztés hatasara
korlatosnak kell lennie.

A nem GV stabilis rendszer a stabilitds hatdrhelyzetében van, ha barmely véges
ideig tartd gerjesztéshez korlatos vélasz tartozik. A GV labilis rendszer olyan nem GV
stabilis rendszer, amely nincs a GV stabilitds hatarhelyzetében.

Nyilvanvaloan nem GV stabilis az

W)= fule)drs olk)= 3ul]

—o j=—o0

gerjesztés-valasz kapcsolata rendszer, mert példaul az egységugras gerjesztésre vélasza
nem korlatos. E rendszer vélasza belépd €s utdna szinuszosan valtozé gerjesztés hatisara
viszont korlatos. Mindkét rendszer a stabilitas hatarhelyzetében van.

Linedris és nem GV stabilis rendszer nem lehet egy objektum jé modellje, mert ha
a rendszer egyes valtozoi meghaladnak egy rajuk jellemzo kritikus értéket, akkor a
linearitas feltételezése mar nem lehet jogos. A stabilitds hatirhelyzetében 1€v§ rendszer
megitélése részletes vizsgalatot igényel.

1.2-2.6. Memoriamentes rendszerek

Egy rendszer akkor memdriamentes, ha valasza a ¢, illetve a k idGpontban csak a
gerjesztésnek ugyanezen ¢, illetve a k iddpontbeli értékétdl fiigg. Ellenkezd esctben a
rendszer dinamikus (nem-memoriamentes).

A memoériamentes rendszer mindig kauzalis. A dinamikus rendszer lehet véges
vagy végtelen memoridji. Véges memoriaji rendszer y(z,), illetve y[kl] vélasza csak az
ult) gerjesztésnek a f,~T <t<t, illetve az u[k] gerjesztésnek a k —L<k<k

intervallumbeli értékeitdl fiigg, ahol 7, illetve L véges, kauzalis rendszer esetén pozitiv.
Memoériamentes rendszert ir le példaul az

FL: y{t)= Atu*(¢) ; DI: y[k]= Aulk]+ B

gerjesztés-valasz kapcsolat. Véges memoridju, kauzalis rendszert ir le példaul az

FI: y(t)= ].u(r)dr ; DL ylk]=A ulk - 5]

-2
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gerjesztés-valasz kapcesolat. Végtelen memériaju, kauzalis rendszert ir le példaul az

1

FI: y ju dr ; DI yk] Z2’u[t

~w0 j=—00

gerjesztés-valasz kapcsolat.
A memoriamentes rendszer egy valdsagos objektumnak csak ritkdn elfogadhatéd

modellje.

1.2-2.F. Feladatok

F-1. Vialassza ki a linedris rendszereket az explicit gerjesztés-valasz kapcsolatukkal
jellemzett kovetkezd FI illetve DI rendszerek koziil:

(a) y(0)=5u'(1); k)= 5 ufk1].
(b) o) =e>u(r); k)= 4%ulk].
)
)

() Y)=2)e™ u@y;  ylk]=elk]o.4*ulk].
(@) Ar)=5[u()T; ylk]=5 @lk)>.
(e)y()=5u(r) +4; yk]=5u[k]+ 4.
(N)re)=5uc+04);  Hk]=5ulk+2].
(@) y(0)=5ull-1); ylk]=5ul1-k].

F-2. Vilassza ki az invaridns rendszereket az 1. feladatban az explicit gerjesztés-valasz
kapcsolatukkal jellemzett rendszerek koziil.

F-3. Vélassza ki a kauzalis rendszereket az 1. feladatban az explicit gerjesztés-vélasz
kapcsolatukkal jellemzett rendszerek koziil.

F-4. Valassza ki a gerjesztés-véalasz stabilis rendszereket az 1. feladatban az explicit
gerjesztés-valasz kapcsolatukkal jellemzett rendszerek kozil.

1.2-2.M. Megoldasok

M-1. A (d) és az (e) altal leirt rendszer nem linedris (vagyis nemlinearis), a tébbi linedris.
M-2, A (b) és a (c) éltal leirt rendszer nem invaridns (vagyis varians), a t6bbi invarians.
M-3. Az (f) altal leirt rendszer nem kauzalis (vagyis akauzalis), a tobbi kauzalis.

M-4. A Flesetben az (a) és () altal leirt rendszer nem GV stabilis, a tébbi GV stabilis. A
DI esetben csak a (b) altal leirt rendszer nem GV stabilis, a tobbi GV stabilis.



1.3. Halézatok

Az 1. rész utolsd, 1.3. fejezetének 1.3-1. szakasziban megadjuk a hélézat definicidjat,
tovabba a héldzat és a rendszer kapcsolatdt. Az 1.3-2. fejezetben részietesebben téargyaljuk
a jelfolyam hélozatokat és megemlitiink néhny tovabbi halozat-tipust is. Ez a fejezet nem
tartalmaz feladatokat, azok a jelfolyam halozatokkal foglalkozé fejezetek (példaul a 2.4.
fejezet) végén, a részletes targyalds utén talalhatok.

1.3-1. A halézat fogalma
1.3-1.1. Komponensek dsszekapcsoldsa

Gyakorlati szempontbdl egy hdlozat egy fizikai mennyiségekkel leirhat6é objektum egy
modellje. Az objektum minden (figyelembe veendd) valtozdjdhoz a haldzat egy valtozojat
rendeljik. A fizikai mennyiségek kapcsolatdt a haldézati modellben vagy az
osszekapcsolasi szabalyokkal vagy a halézati komponensekre jellemzd szabalyokkal irjuk
le. Ezek a szabalyok eltéréek a killonféle halozat-tipusoknal, amint ezt a kovetkezo
szakaszban még részletezziik.

Elméleti szempontbdl a hélozat onmagdban is értelmezheté és ekkor a
modellezendd objektumnak nincs jelentOsége. Mivel a tovabbiakban a modellezés -
egyébként alapvetd fontossagi - problémdival nem foglalkozunk, ezért a formalis
értelmezésre fektetjiik a hangstlyt.

A hdlozat komponensek Osszekapcesoldsabol dll. Minden komponenshez egy vagy
tobb vdlfozo rendelhetd. A komponensek is és osszekapcesolasuk modja is bizonyos
kapcsolatokat jelentenek a valtozok kdzott, amelyek tobbnyire egyenletekkel fejezhetok
ki. Az ismert valtozok a gerjesztések, a benniinket érdek1 valtozok a vdlaszok.

A halézatot leir6 egyenletek rendszere olyan, hogy a fiiggetlen egyenletek
maximalis szdma pontosan annyi, mint a benniik szerepld ismeretlen valtozék szama. JO
esélytink vannak tehdt arra, hogy az egyenletrendszer megoldasaval a valtozok
meghatirozhatok, gyakran az egyértelmiiség is biztositott. Tovabbi megfontolasokra van
sziikség, ha az egyenletrendszer nem megoldhaté vagy megolddsa nem egyértelmd.

A komponensek §sszekapesolasa altal meghatdrozott egyenletek linearis algebrai
egyenletek +1, -1 vagy 0 egyiitthatokkal. A komponensek altal meghatarozott egyenletek
teljesen altalanosak lehetnek; tartalmazhatnak Osszeaddst, szorzast, hatvanyozast, idébeli
eltolast, F1 esetben differencidldst, integraldst. A tovabbiakban (a 2.5. fejezet kivételével)
arra az esetre szoritkozunk, amikor csak linearis milveletek fordulnak eld.
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1.3-1.2. A rendszer és a halézat kapcsolata

A rendszer és a halozat kozotti kiillonbség a kovetkez6.

A rendszerhez alapvetden csak kétféle valtozo van rendelve: az ismert gerjesztések
és a keresett valaszok. Ezek a valtozdk fellépnek a halozatban is, de a halézatban tovabbi
valtozdk is szerepelhetnek €s tébbnyire szerepelnek is.

A gyakorlatban a rendszer és a hélozat kozétti kiillonbség nem mindig ennyire
egyértelmil. Egyrészt rendszerhez gyakran tovabbi valtozokat (példaul allapotvaltozokat)
is rendeliink. Masrészt a rendszert néha részrendszerek Osszekapcsolasanak tekintjiik.
Ekkor a rendszer és a hal6zat kozotti kiilonbség elmosodik.

Egyes felfogasok szerint halézatrol csak akkor beszélhetiink, ha komponensei eldre
meghatarozottak és tobbnyire igen egyszerliek (,elemiek”). Noha a tovabbiakban
tipikusan ilyen halozatokkal fogunk foglalkozni, elvileg nem kell ehhez a megszoritishoz
ragaszkodni.

Azt fogjuk mondani, hogy a hélézat akkor reprezentdl vagy realizal egy rendszert,
ha gerjesztés-valasz kapesolataik megegyeznek.

A hdlozatanalizis feladata a kovetkezd. Adott a hélézat, célunk a haldzat altal
reprezentalt rendszer egy matematikai leirdsanak meghatarozasa.

A hdlozatszintézis feladata a kovetkezd. Adott a rendszer valamilyen leirdsa
(példaul a gerjesztés-valasz kapcsolata) és célunk egy vagy tobb olyan haldzat
meghatarozasa, amely ezt a rendszert realizdlja, vagyis amelynek a gerjesztés-vélasz
kapcsolata az adottal megegyezik. T6bbnyire el6irtak a halézat komponensei (pé€ldaul csak
linearisak lehetnek).

Ha el tudunk késziteni olyan fizikai komponenseket, amelyeknek kielégitden
hasonlé a viselkedése, mint a megfelelé haldzati komponenseknek, tovabba meg tudjuk
valdsitani az Osszekapcsolasokat is, akkor létre tudunk hozni egy objektumot, amely
elvileg agy fog miikodni, mint az eredetileg megadott rendszer. Kivitelezési
bizonytalansigok miatt a miikodés tobbé-kevésbé eltérd lesz. A kivitelezés targyaldsa nem
célunk.

1.3-2. Halézatok néhany osztalya
1.3-2.1. Jelfolyam halézatok

A tovabbiakban csak egyetlen héalézattipussal, a jelfolyam hélézattal foglakozunk
részletesen. A jelfolyam hal6zatot a tovabbiakban tobbnyire réviden halézatnak nevezziik.
Egy jelfolyam hdlozat i-edik komponense P, szamu bementi polussal és (, szamub
kimeneti pélussal rendelkezik.
Mindegyik bemeneti pélushoz egy p,, bemeneti vdltozé (r=1, 2,...,P) van

rendelve és mindegyik kimeneti polushoz egy gq,, kimeneti valtozé (r=1, 2,...,0,)van

rendelve. Az la dbra mutatja a komponens szimbélumat. Az i-edik komponens gerjesztés-
valasz kapesolatainak explicit alakja, vagyis a komponens karakterisztikdja

qi,rzC%?,r{pi,l > Pia s Pip }’ r=12,...,0. (1.3-1)

Mindegyik komponens egy rendszernek tekinthetd. A <# operatorok 4ltaldban nem
linedrisak. A komponensek tobbségének legfeljebb egy bemeneti és legfeljebb egy
kimeneti valtozdja van.
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Kiemeliink két specialis komponenst. A forrds olyan komponens, amelynek nincs
bemeneti véltozdja és egyetlen kimeneti véltozdja van (P=0,0, = 1), karakterisztikaja:
g, = u,, ahol u, adott jel. A nyeld olyan komponens, amelynek nincs kimeneti valtozdja és
egyetlen bemeneti valtozdja van (B. =1,0 = 0), karakterisztikdja: p,=y,, ahol y; a
keresett jel. Ez azt jelenti, hogy minden forrds egy gerjesztését, minden nyeld egy valaszat
reprezentalja annak a rendszernek, amelyet a jelfolyam halézat reprezental.

A forrisra és a nyeldre specidlis rajzjelek hasznalatosak (le 4bra). Bizonyos
welemi” komponensekre (er6sitd és integrator illetve késleltetd) is hasznalatosak specialis
rajzjelek. A részletesebb targyalds a 2.4-1. szakaszban talalhato.

P qi,lzwi,l {pi,l ’pi,Z}
: > > =

42~ i,Z{pi,l7pi,2}

qi,3:%i,3{pi,l’pi,2}

1.3-1. dbra. Jelfolyam hélozat abrazolasa. (a) Az i-edik komponens P; =2 bemeneti polussal és véltozéval,
Q; = 3 kimeneti polussal és valtozéval. (b) Osszegezé csomépont. (c) Szétagazé csomépont. (d) Egyszerti

csomdpont. (e) Egy-gerjesztésii, egy-valaszii rendszert reprezentilé egyszerii jelfolyam halézat és a ra
vonatkozé egyenletek.

Az gsszekapcsoldsi szabalyok a kévetkez6k.

Egy dsszegezd csomdpontban egyesithett tetszbleges szami kimeneti pélus és
egyetlen bemeneti pélus. Az egyetlen bemeneti pélushoz tartozé bemeneti valtozéd azon
kimeneti véltozok Osszege, amelyek a csomopontban egyesitett kimeneti pélusokhoz
vannak rendelve. Az 1b abra jelléseivel

Pi=datqpt.... (1.3-2)

Egy szétdgazé csomdpontban egyesithetd egyetlen kimeneti polus és tetszoleges
szamu bemeneti pdlus. Minden bemeneti pdlushoz rendelt bemeneti valtozé megegyezik
az egyetlen kimeneti pélushoz rendelt kimeneti valtozéval. Az 1¢ dbra jeldléseivel

Pa=qis Ps=4i,... . (1.3-3)

Ha csak egyetlen kimeneti és egyetlen bemeneti valtozd van egy csomépontban
egyesitve, akkor ez az egyszerd csomdpont tekintheté akér osszegezd, akar szétagazéd
csomopontnak. Az 1d 4brén lathaté modon az utdbbi a szokdsosabb.
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Az dbrazolason lathaté nyilak az ok = okozat iranyt szemléltetik. Ez tekinthet a
valtozok vagy jelek terjedési (folyam) irdnyanak. Innen szarmazik a ,jelfolyam halozat”
elnevezes.

Megjegyezziik, hogy elegendd lenne egyféle csomépontot értelmezni. A kétféle
csomopont bevezetését az indokolja, hogy fizikai valtozdkra az egyik csomdpont
megvaldsitisa rendszerint egyszerl, mig a masiké joval bonyolultabb lehet. Gondoljunk
példaul arra, hogy miként lehetne sebességeket vagy elektromos fesziiltségeket
Osszegezni, illetve eréket vagy elektromos dramokat szétdgaztatni.

Az le 4bran egy egyszeri jelfolyam halozat lathato. Ez egyetlen forrast, egyetlen
nyeldt, két egy-bemenetii egy-kimenetii komponenst, egy Osszegezd és egy szétigazd
csomopontot tartalmaz.

Jelfolyam halézatokkal a 2.4-1. szakaszban foglalkozunk részletesen.

*1.3-2.3. Néhany tovabbi haldzattipus

Ebben a pontban megemlitink néhany tovabbi haldzattipust és rdviden ismertetjiik
alapvetd sajatossagukat. A tovabbiakban egyikkel sem foglakozunk. A ,halézat” az alabb
felsoroltaknal altaldnosabb értelemben is hasznalatos még a miiszaki értelemben is
(energia-eloszto halozat, tivkszlési halozat, szamitogép halozat, és igy tovabb).

Jelfolyam grafok

A jelfolvam grdf komponensei a csomdpontok és az irdmyitott dgak. A p-edik
csoméponthoz egy v, vdltozé van rendelve. A g-adik csomépontbol indulé és a p-edik

csomoépontban végz8d8 dghoz egy <7, operdtor van rendelve. A p-edik csoméponthoz
rendelt v, valtozd azon =7 {vq} valtozok Osszege, amelyeket azon iranyitott agak

jelolnek ki, amelyek a g-adik csomdpontbo! indulnak és a p-edik csomdpontban
végz6dnek. A hidnyzé dgak nulla operatorii agakként is értelmezhetok.
Egy linearis rendszer jelfolyam graffal is reprezentdlhato; ekkor a <7, operatorok

linedrisak. Nemlinedris rendszer reprezentélasara a jelfolyam graf csak specidlis esetekben
alkalmas.

Ez a halézat-tipus sok teriileten hasznalatos, a jelfolyam graf kevéssé kiilonbozik a
jelfolyam halozattol.

Neurdlis hdlozatok

A neurilis hélézatok valtozéi a csomépontokhoz vannak rendelve, komponensei a
neuronok, amelyek nemlineéris jelatalakitok. A rendszer bemeneti valtozéi valamilyen
sulyozéssal a neuronoknak a bemeneti valtoz6i. A neuronok kimeneti vaitozoi lehetnek a
rendszer kimeneti valtozéi vagy valamilyen stlyozassal mas neuronok bemeneti valtozoi.

A neuralis halézatok specialis struktGrijuak, amennyiben a neuronok rétegekbe
vannak rendezve.

Az emlitett silyok rendszerint nem adottak, hanem egy tanitdsi vagy tanuldsi
folyamat eredményeként alakulnak ki.
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Kirchhoff-hdlézatok

A Kirchhoff-hdlozatok kétpolusok osszekapesolasabol allnak. Minden kétpolushoz egy
valtozé-par van rendelve: egyikiik ,,atmend” tipusu (eré, héaram, entrépia, elektromos
aram), masikuk ,,atfogé” tipust (sebesség-killonbség, homérséklet-kiilonbség, potencial-
kiilonbség), szorzatuk rendszerint teljesitményt jelent.

Mindegyik kétpolusti komponenst egy karakterisztika jellemez, amely megadja a
két valtozé kapcsolatdit. A komponensek kozott csatolds is lehet, amikor a
karakterisztikaban a komponens két valtozojan kiviil a vele csatolt kétpolusok valtozéi is
szerepelhetnek.

Tetszbleges szamu polus egy csomopontban egyesitheté. Az dsszekapesolas altal
létrehozott kapcsolatokat Kirchhoff térvényei fejezik ki. Kirchhoff csoméponti torvénye
értelmében egy csomopontban egyesitett atmend tipusu valtozék Osszege nulla. Kirchhoff
hurok-térvénye értelmében hurkot (zart palyat) alkotd kétpdlusok atfogd valtozdinak
osszege nulla. Az Osszegezések sordn elbjel szabalyt is figyelembe kell venni.
Kivalaszthat6 a csomopontok és a hurkok egy-egy fundamentdlis rendszere, amely
maximalis szamu linedrisan fiiggetlen egyenletet eredményez. A hurkokra vonatkozd
egyenletek felirdsa megtakarithaté, ha a csomopontokhoz vagy a hurkokhoz rendelt 0j
valtozokat is bevezetiink.

A Kirchhoff-halézatokat elektromagneses, hétani és aramlastani folyamatok
valamint ezek kapcsolatdnak modellezésében hasznaljak elterjedten. Mind analizisiik,
mind szintézésiik modszere részletesen kidolgozott.

Bond grafok

A bond grafok komponensei a ,,bondok” és a sokkapuk. A bondokat egy nyillal (gyakran
»felhegyl” nyillal) szokés abrazolni.

Minden bondhoz egy valtozé-par van rendelve. A bond iranya valamilyen hatés,
gyakran a teljesitményaram iranyat is jelenti. Minden sokkapuba bizonyos szamu bond
befelé iranyul, majd a sokkapu altal meghatarozott médon onnan mas bondok kifelé
iranyulnak, tipikusan egy masik sokkapu felé. A sokkaput 0, 1 vagy egy betii jeloli.

A bond grafokat technolégiai folyamatok modellezésére hasznaljak. Ezek kevésbé
elterjedtek mint az e szakaszban emlitett tdbbi halozat.

Logikai halozatok

A logikai halozatok logikai valtozok kozotti kapcsolatokat szemléltetnek. A
legegyszertibb és leggyakrabban hasznalt esetben a logikai valtozo értéke 0 vagy 1 lehet.

A logikai halézatok komponensei a sokkapuk, amelyeknek egy vagy tobb bemeneti
és egy vagy tobb kimeneti kapujuk van. Egy kimeneti kapuhoz rendelt valtozé értéke a
bemeneti kapukhoz rendelt valtozdk értéke dltal meghatirozott. A legfontosabb
miveleteket reprezentalé kapuknak killon neviik és rajzjeliik van (példaul a logikai
~negalas”, logikai ,,6s”, logikai ,,vagy” kapcsolatokat reprezentald kapuk).

A logikai halozatok és az altaluk reprezentalt logikai rendszerek szamitasanak és
tervezésének modszere részletesen kidolgozott.

A logikai halézatok matematikai leirdsanak és szamitasnak modszere eltér az eldbb
targyalt halézatok leirasanak és szamitdsanak modszerétsl, f6 matematikai apparatusa a
kettes szamrendszer és a Boole-algebra.
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Hatdasvazlatok, folyamatibrdk

A hatasvazlat vagy folyamatdbra bizonyos szempontbdl hasonld a jelfolyam gréafhoz,
jelfolyam halozathoz €s a bond grathoz. Ezektol eltéréen azonban célja nem egyenletekkel
leirhat osszefliggések dbrazolasa, hanem inkabb logikai kapcsolatok kifejezése.

A Thatasvézlatok és folyamatdbrak elmélete és jeldlésrendszere még egy
szakteriileten beliil sem egységes.

Nem megylink tovabbi részletekbe, mivel célunk csak annak illusztrdlasa volt,
hogy az altalunk a tovabbiakban részletezend6 jelfolyam halozat csak egy lehetséges, de
rendszerek a jelfolyam halozat mellett a jelfolyam graffal reprezentalhaték kézenfekvd
moédon, mig példaul a logikai hdlézatok mas tipust rendszerek modellezésre alkalmasak.



