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1. Miveletek komplex szamokkal

\Z_{

Komplex szam abrazolasa

e Algebrai, trigonometrikus, exponencialis (Euler) alak, atvaltdsok

/

c=a+jb= A(cos(@)i jsin(p)) = Ae

algebrai trigonometrikus exponencialis

j=vV—L j=-1 je=-b+ja
A=l = Va2



¢ = arg(c) = arctan (2)
a=R(c) =Acos(p), b=S(c)= Asin(p)

Konjugalt:
¢* = conj(c) =a—jb

lc|* =c-c* = (a+jb)- (a— jb) =a® + b

e Euler azonossagok
cos(p) = ———
2
sin(i) = 5 —

Komplex szamok Osszeaddsa, kivondsa (algebrai alak)

ci =a1+ ]bl = Alej“"l; Co = Qg + ]bg = 142€j902

C3 =C1+Ccy = ((11 +CL2) +]<b1 +b2)

Komplex szdmok szorzédsa (exponencidlis alak)

Cyp = C1 " Cy = ((11 +jb1) . (CLQ —|—jb2) = (CLlCLQ — blbg) +j(a1b2 -+ a2b1)

Cqp = C1 " Cy = Ale“"l . 1426‘7902 = A1A2€J(<ﬂl+§02)

Komplex szdmok osztdsa (exponencialis alak)

(a1 +jb) (a1 +gbi)(a2 — jba) (a1 + jbi)(az — jbs)

C5 = = = =

ca  (az+jby)  (az+ jby)(ag — jby) (a3 + b3)

(aras + b1bs) (—ayby + asby)
2 | 72 J 2 | 72
(a3 + b2) (a3 + b2)

Példak
A kovetkezokben legyen ¢; =2 4 j1, ¢o =5+ j3.
1.1. feladat

C3=0C + ¢

e3=24j1)+(+753)=7+j4



1.2. feladat

Cqy = Cq1 " Co

1

A =V22+12=+5~224; ¢ = arctan (5) ~ 0.46 rad
3

Ay = V52 +32=+v34~583; y = arctan (5) ~ 0.54 rad

c1 = (24 1) = 2.24¢7046
co = (5+73) = 5.83¢"
cy = 2.24¢7046 . 5 8367054 — 9 94 . 5.83 . £7(046+0.54) — 13 (14710

Maésik (kevésbé praktikus) médon ugyanarra az eredményre jutunk:

cs=(2-5—-1-3)+4(2-3+1-5) =7+ ;711 =13.04¢’""

1.3. feladat

&1

Cy; =
Co

2441 2.24¢70-16 2'24€j(0.46—0.54) — (.383¢ 7007
5443 5.83e054 583 -

Masik (kevésbé praktikus) médon ugyanarra az eredményre jutunk:

Cs

10+3 645 13 1 :
= ' = — — j—(0.382 — j0.029) = 0.383¢ 77"
%490 2 r0 3 Il 40.029) ‘

Cs

2. Mértani sor Osszegzése
Haq#1
N _ _N+1
> adt=a L
1—gq
Ha |g| < 1, akkor
> 1
> =a (1 )
k=0 4
2.1. feladat

4
Hatarozzuk meg a Z 0,5 eredményét.
k=0

1 — 0’ 54+1

0,5 +0.5' +... =14+0.5+0.25 + 0.125 + 0.0625 = T o0E

= 1.9375

Lathaté hogy N — oo esetén 2-hoz tart.



2.2. feladat

Hatarozzuk meg a Z(—Q)k eredményét.

04 ol =1-244—84+.. =

1—(=2)™ 255

1-(-2) 3

Lathaté hogy N — oo esetén nem konvergal.

2.3. feladat

Hatérozzuk meg a Z 5-(0,3)" eredményét.

3. Fluggvények derivaltja

Lancszabaly:

Linearitas:

3.1. feladat

3.2. feladat

3.3. feladat

) | &f®=rw

c 0

t 1

¢k kb
sin(t) cos(t)
cos(t) — sin(t)

o) = Fo(0)-g'()

CF-F 4G ) =F () +C (1)

d
—3t2 =32t =6t
dt

d. ¢ .
526_& =2-(=6)e % = —12¢7%

d
£(465t + 3t) = 20e™ + 6t

— 85



4. Fuggvények integralja

Newton-Leibnitz formula:

/ P de =[O = £) - fla)

Linearitas

b b b
/F-f(t)+G-g(t)dt:F-/ f(t)dt+G-/g(t)dt
4.1. feladat

Hatdrozzuk meg a / sin(t) dt integral értékét.
0

/07r sin (t) dt = [— cos(t)]§ = — cos(m) — (— cos(0))

=1+1=2
4.2. feladat
Legyen a < 0. Hatarozzuk meg a / e®" dt integral értékét.
0
/ooeatdt: |:e_at:|oo _ ea.oo_ea.O _ 0—1 _ _l
0 a |, ! ! !
4.3. feladat
Hatarozzuk meg a / e + sin(t) dt integrél értékét.
0
Hasznaljuk az el6z6 feladatok eredményét tgy, hogy o = %
/ ex + sin(t) dt = / ex dt + / sin(t) dt =
0 0 0
=
[T + [—cos@)]g = [r(e' = D] +[1+1)] ~5,4+2=17,4
™ Jo

J



5. Matrixok sajatértékének kiszamitasa
Az A matrix sajatértéke dltalanosan az alabbi médon szamithato:
det (A= M) =|A—- M| =0,

ahol I egységmaétrix. Az egyenlet megolddsa(i) A-ra adjdk a métrix sajatértékeit.

5.1. Példa
, 2 ]
Hatarozzuk meg az A = [11 A matrix sajatértékeit.
2 -1 10 2—-A -1
—A = =2=-N(-4-)N)—-(-1)-11=
11 —4 0 1 11 —4-A
—2++/22-4-1-3 —-2+4+/-8
MN42X+3 =N\, = = = —1+jV2
——— ’ 2 2
karakterisztikus polinom
5.2. Példa
Altaldnosan nem elvart, de lassuk hogy nem lehetetlen 3 x 3-as matrix sajatértékeinek meg-
2 00
hatarozasa Hatarozzuk meg az A = |0 3 4| maétrix sajatértékeit.
049

3—XN 4 [=2-N[B=AN)—-(9-))—4-4=
0 49—
(2= N[(A? = 12X +27) — 16] = (2 — A) (A\* — 12X + 11)
N——

J

-~

A1=2 A9 3=?

)\273: :6:|:5—>)\2:117 )\3:1

12+ 144 -4 - 11
2

Ezek alapjan a karakterisztikus polinom gyoktényezos felbontasa:

(A= N0z = Mg = A) = (2= A)(11 = \)(1 = A)



