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Hloszo

A mérés az ismeretszerzés legalapvetSbb modszere. A természet jelenségein végzett
mérésekre épiilnek a miiszaki és természettudomanyok és 4ltalaban minden olyan
tudoményteriilet, ami egzakisigra torekszik. Szdmos példat lathattunk és lathatunk
arra, hogy megdonthetetlennek hitt elméletek omlottak Ossze 11§ mérési eredmények
hatdsira; a mérések pontossdginak, komplexitasanak novelése olyan jelenségek fel-
fedezéséhez vezetett, amelyek 1y tudomanyteriileteket bontakoztattak ki. A mérés
szerepe nemesak a tudomédnyban, hanem a termelésben is meghatdrozd. A mérés az
alapja a mérnoki konstrukcidknak, a termelés automatizalasanak, a minGség-ellen-
Orzésnek, és a mérés nélkiil elképzelhetetlen a gazdasig miik6désének irdnyitdsa.

A mérés tervezésének, elvégzésének ¢€s értékelésének folyamata jelents elméleti,
miiszaki és modszertani hatteret kivan. E hattér f5 elemei a kovetkezdk:

A méréselmeéler a méréssel Ssszefiiged elméleti, altalanos, elvi problémékkal,
mérési eljarasok informacidatvitell tulajdonsagaival foglalkozik.
A méréstechnika azoknak a mddszereknek Osszességét foglalja magaban, ame-
Iyek felhasznalasaval egy konkrét mérési probléma mecolc’iham
A miiszertechnikdnak — szoros kapesolatban a méréselmélettel és

m
s\é.x al — konkrét mérések elvégzéséhez szitkséges ecz}\ow‘x b TEN dszé
hozésa a feladata.

L melrologia a mérések gvakorlati elvégzéséhez nélkiilozhetetlen alap- s leszar-
waztatott egységek eloaﬂhasavax valamint miiszerek és nérési elidrasok nagy
pontossagl Thitelesitésével foclaikozik

Konyviink e témakorskkel foglalkozik, és megkisérli rendszerezetien bemutatni
a mérési feladatok elvégzéséhez szuksegas Isgxontosabb elméleti, gyakorlati és mod-
zertani ismereteket, kiemelve azokat a Ichet8ségeket, amelyeket a méréselmélet, az
elektronika és u digitalistechnika fejlédése nyvitott meg a méréstechnika eldtt. Ezekkel
a kérdésekkel foglalkozd frasmi b8ségesen tuldlhatod, olyan munka azonban, amely
valamilyen egységes koncepcio alap]:m egviitiesen tekintené 4t a méréssel kd}‘LQOIO‘-
d6 — sokszor igen Osszetett ——problcms at, alig talalhatd az irodalomban. A kényv
szerzdi egy ilven kdnyv megirasara tesz nek kisérletet. Azt, ho ogy ez milyen mérték-

ben sikeriilt, az Olvaso fogja cldonteni.
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A kényv anyagét 6t, onélldan is feldolgozhat6d témakor koré csoportositottuk.

Az elsé részben a méréselmélet legfontosabb fejezeteii mutatjuk be, Els8sorban
azokat a modszereket ismertetjilk, amelyek a mérési folyamatok leirdsdnal, a mérési
eljards megvalasztdsandl €s a mérésadatfeidoigozdsnal alapvetd jelentfségtick. Rész-

&

letesen targyaljuk a modellezés egyes kérdéseit, a jel- és rendszerelmélet f8bb eredmé-
nyeit, a becsléselmélet, az identifikdcid &s 2 donidselmélet alapjait, a linedris szfirés-

elmélet alapjait, valamint a mérésadaifeldoigozas klasszikusnak tekintheid mdd-
szereit.
Az elméleti kutatss és
feladatok megoldésat veti fe
ikai

l&n Bsszetett rendszertechnik
része ilyen Osszetett mérési fel
1ékek és rendszerek — elem

A harmadik részben & m ségeinek hardver reali-
zAl4si lehet8ségeit, a technika § miiszaki jellemz8it £s
azok korldtait mutatjuk be. Ezekk an a mérésiclj il
a mér8késziilék rendszertervét k 2 ak
megitélésében, hogy egy-egy T a-
liz4lhatd.

A negyedik rész a méréren 2la érd-
rendszer-tervezés 4italéban a k cek 4bdl,
az egyedi eszkdzdk specifikd té integrélasabol All
Ehhez nynijt segitséget a killonbo késezek tulajdonsigai-

i £, £
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nak ismertetése, a legfontosabb fink:
Bsszetett feladataik elvégzéséhez nem ns
Az ehhez kapesolddd ismeretek bvitését, 1
amelyek a szamitastechnika leglényegese
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Konyviink egy viszonylag nagy 1étszamt szerz8i garda egyiittes munkéjinak
eredményeként joit 1éire. Tudatdban vagyunk annak, hogy ezaltal dhatatlanul egy
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mélységében és helyenként ardnyaiban sem teljesen egysé-
4t az Olvastnak, de vallalkozdsunk sokrétiisége miatt csak

[¢R ¢
N D
A

17






ELSO RESZ






A mérés dltaldnossiga és a milszaki, valamint a természettudomanyokban betdlist

me eghatarozo szerepe azt eredményezte, hogy a legkiilonbdz6bb tertiletek, sajat fej-

Gdéstikkel! egyiitt és azzal kolesdnhatasban kialakitottak sajat me;estechmka ukat
és az adott méréstechnikédba tartozd elméleti hatteret. Nyilvinvald, hogy més mérés-
technika szitkséges a villamos jelek és rendszerek teriiletén, mint az &lelmiszerek mi-
ndsége Hendrzésénél, vagy kiilonbdz8, az orvosi diagnosztikdban hasznédlatos mérés-
technika a réviddru-boliokban megszokottél. Mig a  méréstechnikai médszerek tekin-
tetében az cg\'es szakteriiletek & Jlodese hatdrozott divergencidhoz vezetett, addig a
méreéselméleti hatiér vonatkozasaban konvergencia ﬁmye%heno meg. Erte a konver-
vencmra az elvi lehetds egeu az adja, hogy az egyes szakteriiletek Altal hasznélt mo-

dellezési technikdk egyre inkabb k&tbdnek a jel- és rendszerelinélef univerzélis appa-
rétusa’hoza ami mint 1 ni foqu blztosma a mérési eljdrdsok dlialdnos meg;ogdlma-
zasénak lehet8séeét. Ennek ellenére természetesen nem mondhatjuk, hogy a mérés-
clmé,c?_ cgy lezart, egy enelmuen kdrvonalazhatd tudomanyteriilet. Az eozaki model-
lezési technikak »eﬁodeﬂe olyan Uj mérési problémakat vet fel, amik maguk utén von-
j&k nemcsak a méréselméleti médszerek aHando fejlesztésének szitkségességét, hanem
azt is, hogy a mérés fogalma atalakul és 1j, altaldnosabb értelmezést nyer. Mérés-
elméleten ma a killonbozd szakteriileteken Zez/e]on tudoindnyos diszciplindk egyiitiesér
értfitk, amiket az kapcsol dssze, hogy mérési problémdk 1?26307627&4(#10; pyiijtanak ap-
pardiust.

Ez a megfogalmazés meglehetdsen szabad kezet hagy abban a tekintetben, hogy
a méréselmélet cimszd ald yalo]do.m milyen témékat soroljunk. A kdnyv els@ részé-
ben, ami az 1—3. mjn:zetel\ez foglalja mdwab an, azokat a terilleteket ismertetyiik,
amik altaldnossdgi szintjiik €s O}a}\oﬂaJ Jeluntoseguk alapjan a méréseimélet koz-
ponil témak&reinek tekinthetSk.

Az els6 fc:jezet a modellezés néhény fontos kérdését targvalja. Erre azért van
sziil«'S‘fg, mert a fn r 5s fogalma, 4ltal wosséai szintje nem érthetd meg o mérés s
Ak ato

g t
k tiszt? azésa nélkill, &s e kapcsolat sajitos je kw meg
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és rendszerelmélet {6bb eredményeit. A jel- és rendszerelmélet tehat nem a mérésel-
meélet kozvetlen részének, hanem a méréselmélet altal hasznalt ,.matematikai nyelv-
nek” tekinthet§.

A harmadik fejezet a mérési eljarasok alapvetd tipusait, azok szdrmaziatasi méd-
jat és tulajdonséagait tekinti at. Az ismertetett témak clméleti hattere a becsléseimélet
és identifikdcid, valamint a dontéselmélet. Ezek a témakorok alapvet§ jelent8ségliek
a mérési eljardsok tervezésében, és igy a méréselmélet kdzvetlen elemei.

Ugyancsak a méréselmélet kézponti témakdreinek egyikével, a linedris sziirés-
elmélettel foglalkozik a kdnyv negyedik fejezete. A harmadik és negyedik fejezet té-
makérei kozott szoros a kapesolat, Ugy is fogalmazhatunk, hogy az optimalis mérési
eljarasok szédrmaztatdsanak két kiillonb6z6 modszere keriil ismertetésre.

A kdnyv 6todik fejezete bemutatja, hogy a mérési adatfeldolgozds klasszikusnak
tekinthet8 modszerei milyen kapcsolatban vannak egyméssal és mi a becslés- és don-
téselméleti értelmezésiik.

Mint mér korabban is emlitettiik, a méréselmélet rész tematikdja nem teljes, és
nem is lehet az. Szdmos olyan teriiletrdl nem esik szo benne, aminek megvannak
ugyan a méréselméleti vonatkozdsai, de mai jelent8ségitk nem olyan nagy, mint a
targyalt teriileteké. A miiszer és méréstechnika jov8beni fejlddése azonban hozhat
olyan véltozdsokat, amik a méréselméleten beliil is atstilyozdsokra, esetleg 11j irdnyok
kialakulasara vezethetnek.



1. Mérés és modellezés

Minden mérési feladatban k6z0s vonds, hogy a mérés megtervezésének, elvégzésének
eléfeltétele annak pontos régzitése, hogy mit akarunk mérni. Bar gy tiinhet, hogy
ez az allitds magétol értet8dS dolgot fogalmaz meg, mégis érdemes a jelentését kissé
részletesebben megvizsgalni.

Egy mérési feladat megfogalmazésa valamilyen jelensée megismerésének igényé-
bél indul ki. A megismerés irdnti 6haj kinyilvanitasa és a mérési feladat specifikalasa
koz6tt azonban meglehet8sen nagy a kiilonbség, hiszen a specifikdlds mar annak
vagy azoknak a jellemz8knek a pontos rdgzitését jelenti, amelyek a jelenség vizsga-
lata szempontjabél Iényegesck. Ezeknek a jellemz8knek a kivalasztdsa és valamilyen
formalizmussal torténé megaddsa a modellezés feladata. Lathatd tehdt, hogy a mo-
dellezés és a mérés kozott szoros kapesolat van, ezért e kapcesolat jellegének elemzése
a méréssel kapesolatos vizsgalatok kiindulépontja kell hogy legyen.

A fejezet elsd szakasza a modell és modellezés alapfogalmait tekinti 4t, bemu-
tatja a modellek néhany tipusét és a modsllezés alapvet8 mdadszereit.

A masodik szakasz a mérés és modellezés kapcsolatédnak természetével, ebbél
kiindulva a mérés alapfogalmaival és f6 aspektusaival foglalkozik.

A harmadik szakasz a mérési eljardsok tipusait foglalja 6ssze.

1.1, Modell és modellezés

v modell a vildg leirdasdnak, megértésének az eszkoze, a vildgra vonatkozd ismere-
teinknek kifejezGje. A kdvetkezBkben roviden jellemezzilk a modellek f8bb tipusait
¢és alkalmazdsaikat.

A vizsgélatokat leszlikitve a valamilyen matematikai formalizmussal leirhaté
modellekre, bemutatjuk a modellezés alapmddszereit, a dedukiiv és induktiv mdd-
szert, majd ¢ mddszereknek a gyakorlati modellalkotdsban eifoglalt helvét és a mo-
dellalkotas folyamatat.
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y része kbzvetlen kapesolatba } ozhat6é a modell, mo-
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Lutatas — tervezés — elemzés

freaimakkal kapesolatos tevékenyvségeknek. Tivenkor modellezés révén :
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— megbizhatdbb ismeretanyagot szerziink valamilyen fizikai jelenséarsi;
- u.rﬁkaljur\ az elméleti eredményeket ;

szintetizalunk fizikai célrendszereket (pl. szabélyozd):

- megvaldsitjuk kilonbdzd jelenségek elGrejeizését ;

optimaljuk a kilonbdzs jelenségek lefolydsit.
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A modell az ismeretek kifejezésének alapvetd eszkdze. Az ismereteket hasznal-
hat6 formaban kell nytjtani, hiszen a modell dltaldban a tovabbi déntések alapja és
kiindul6 pontja. A tudomany szdméra ilyen hasznalhaté eszk6z mindenekel6tt a ma-
tematikal modell. Mas modelltipusok ritkan képezik az 6nallé modellezési feladat
céljat, inkdbb a matematikai modell létrehozasat vagy megértését segitik eld.

A tovabbiakban a mérndki gyakorlat szempontjabd! legfontosabb modelltipus-
sal, a jelek és rendszerek leirdsara kidolgozott matematikai modellekkel fogunk fog-
lalkozni. E modellek kiildnbdz8 tipusainak részletes elemzése a 2. fejezetben taldl-
haté. Most csak a modellekre vonatkozd néhéany altalanos jellemz6rdl tesziink em-
litést.

A vizsgalt jelenségre vonatkozd és a matematikai modell altal képviselt ismeret-
anyagot a kdvetkezd {6 kategdridkba lehet sorolni:

— torvények ;

— struktlra;

— paraméterek ;

— allapotok.

Torvények

A torvények természetesen az alapvetd fizikai torvények, melyek a matematikai mo-
dellnél meghatarozzék az egyenletek altaldnos alakjat. A vizsgdlt jelenség koriilhata-
roldsandl, a kiilonféle kolestnhatasok elhanyagoldsandl arra téreksziink, hogy a je-
lenséget lehetbleg minél szlikebb fizikai teriileten térgyaljuk. A tdrgyalds alapja a
megvalasztott teriilethez tartozd, az anyagra és energidra vonatkozé megmaradési és
folytonossagi térvények és a bel6lik levezetett alaptorvények (Kirchhoff-, Newton-,
Fourier-, Maxwell-, Navier-, Stokes-féle torvények stb.) alkalmazésa. Ennek soran,
az egyensulyi egyenletek felirdsa és a peremfeliételek régzitése 1itidn jutunk el a jelen-
ség matematikai modelljéhez.

Strukitira

o

Strukttra a jelenség belsd 1
analizisénel azt i
moédon megprobéljuk
tasat. Ez killondsen hasznos formalis és szamitogép
A részelemek egymaé: i
energia terjedési Gtjait, a
lezajid dtalakuldsat.
A strukturdlis ismeret meghatdrozza a matematikail modellekben szerepld egyen-
letek szdmét (kdlesdnhatdsok) és tipusat (elemek).

FParameéterek

A matematikal modell paraméterei nem mdsok, mint az egyes egyenletekben sze-
repl egyiitthatok konkrét értékei. Az epyiitthaték kapcsolatban allnak az egyes ele-
mekre jellemzd fizikal mennyiségekkel, a hatér- és a kezdeti feliételekkel. A paraméter-
értékek meghatdrozdsa a modellalkotas legfontosabb gyakorlati, a jelenség megfigye-
1éséhez k&t6tt tevékenysége, mivel a konkrét értékek altalaban ismeretlenek, viszont
azokkal teljes a matematikai modell megadasa (struktira+ paraméterek).
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Allapot

Az allapot olyan véltozd, amely a jelenséget ér8 kiils6 hatdsokkal egyiittesen irja le
teljesen a jelenség lefolyasat. Allapotvaltozéként altalaban a jelenség elemeinek vi-
selkedésére jellemz8 fizikai mennyiségek plllanatertekex értelmezhetdk.

A felsorolt jellemz6k, a struktira, a paraméter és az llapot, a lengéscsillapité
esetében a kdvetkezSképpen értelmezhetdk -

Struktdra: a jelenség hérom elemre oszthatd, azok egymastdl fiiggetleniil befolya-
soljék a jelenség lefolyasit, a leir6 egyenlet halonnaou. linearis, ad-
ditiv.

Paraméterek : a modell egyes elemeire, a csillapitasra, rugalmasségra, tehetetlenségre
jellemz8 mennyiségek konkrét értékei.

Allapotok :  az egyes elemekre jellemz8 mennyiségek (elmozdulas, sebesség) pilla-
natértékei.

1.1.3. A modellezés alapfogalmai

A mindenkori modelalkotds hatterében a tdrvények, strukifirdk, paraméterek ko-
riilhataroldsinal alapvetd szerepet jatszik néhdny egyetemes jellegii modellalkotési
elv. Ezek az elvek a:

— SZEPAaracio,
— szelekeid és
— gazdasagossag.

Szepardacic

A fizikai vildg egyes objektumai, jelenségei kisebb-nagyobb mértékben kdlcsdnhatas-
ban allnak egymassal, befolydsoljék egymads viselkedését. Egy modellezési feladat
megfogalmazédsa azt kivanja meg t6liink, hogy képesek legyiink a kiilsS vilag egy ré-
szét {ezt nevezziik a modellezendd rendszernck vagy jelenségnek) a t6bbit6l elkiilo-
niteni. Az elkiilonitéssel egyiittiaré fogalmak a rendszerhatdr, amin keresztiil a rend-
szer a kornyezd vildghoz kapesolddik, €s a rendszer elemel, részrendszerei, amelyek
a rendszeren beliil kélesonhatasban allnak egyméssal.

Szelekcio

A vizsgalt jelenségen belill, valamint a jelenség €s annak kornyezete k6zott szamos
kélesonhatas-tipus értelmezhetd. Az adott vizsgdlat célja azonban a jelenségnek bi-
zonyos rogzitett kolesénhatds szempontjabdl t8rténd elemzése, ami egyiitt jar azzal.
hogy a modellezés sordan a megvaldsitando cél szempontjdbd! szelektalni kell a kol
csénhatésok kozott.

A szepardcid és a szelekcid elvébdl kifolydlag a modell mmdlg’egyszerusxtctt.
tehat bizonyos értelemben hibds képe a valosdgnak. A szeparicié és a szelekeid en-
nek ellenére elkeriilhetetlen munkafeltétel, ami nélkill barmilyen modellalkotas el-
képzelhetetlen lenne.
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Gazdasdgossdg

A gazdasdgossadg elve azt fejezi ki, :
feleld lehetdségek kozil, a lehet§ legegyszeriibbnek kell lennie. A modell egyszerii-
sége 4 strukiiza egysz ben € 1 egyiitt a paraméterek és allapotvédliozdk
Szamanak minime

Térjtink mos

szerezése. Az adot
4ltaldnos elemzése,
torvényszeriiségekk
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Az dbrdn vazolt négy eset kozstt éles a killdnbség. Mig az utolsé két esetben a
modellosztaly egyetlenegy modelltipusbol all (a struktira ismert), aminek legfeljebb
a param tprertekez nem rogzitetick teljesen, az elsd keét esetben maga a struktira is

valtozd, és igy 1O°ZIL3DCO {eng,ezo A cés d dbrdk eseteiben a paraméterek értékeit kell
msghatéroz*m azaz elvégezni a paraméierbecsiés, paraméier identifikicid feladatér,
Ez mint probiémakdr us/onylag kidolgozott és egységesitett. A struktira kivalasz-
tasara hasonld szintdl modszerek még nincsenek, itt jelentds szerepe van a mérndki

intuiciénak és a prébélgatésnak.

T 1A A "rsfané ;'S 75,:* -;5-,;";43 TS
f.la. A TOOUEIISZeS THOLSESTE:

i a modellalkotas Iépéseit, roviden foglalkozunk a modellalko-
téasi modszerek két extrém esetével, a kizdrdla g priori ismereteket felhasznald 1in.
s a

kizérolag kisérleti adatokra épitS un. induksiy médszerrel.
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ok £ az es
trukturdlis és paraméterekkel kifejezett ismere k ﬂd€1k€L€S“€ ah:ak
ében specitikiltak, a kapott matematikai modell egyérielmilen leirja a
get {a szelekcid és szeparécid &lial behozott bizon },LalunS'}gck korla-
ivel a j ¢g belsS f ' Aférl er
odel T3, ’

modpl epes utdnozni,
Ivben végrelen sok

zhet.

A klser1°t1 qdaﬂ:ol« egszerzésének maédia lehet : passziv és aktiv.

Passziv kisérlemél a mocellx:zmdo jelenséget Gn. normdlis miikddési kar }d;nema{
kozétt figyeljitk meg. A modellezS ebben az esetben nem képes, vagy nem kivan ré-
kényszeritent a rendszerre dltala specifikdlt bemendbieleket. Olwn megfigveléseket
kell elfogadnia, melyek a rendszerbdl és a kirnyezetébdl szérmaznak, t5le pedr fig-

s,

Akity kisérletnél a modellezend? jelenséget in. feszijelek segitségéve
o

ével befolyasol-
juk és ilyen koriilmények kozott figyeljiik meg. A modellez8 tehdt kozvetleniil be-

=
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kapesolodik a rendszer €s kornyezete kozotti kolesénhatasba, részben vagy teljesen
befolyasolja a rendszer bemendjeleit, a kisérlet soran meghatérozott tulajdonsaga tn.
tesztjeleket alkalmaz bemenGjelekként és megfigyeli a rendszer adta kimeneti vélasz--
jeleket.

A tiszta deduktiv, ill. a tiszta induktiv médszer idealizalas, hatéresetei a gyakor-
latban megvaldsitott modellezési folyamatnak. Az alkalmazott modellek valahol a
kettd kozott foglalnak helyet, azoknak killénb6z6 aranyt keverékei.

Az alkalmazott formalis lehet8ségek és altaldnos érvénylf dsszefiiggések miatt a
modell szintézisénél a deduktiv mddszer az elényosebb, ezért a gyakorlatban, a ma-
tematikai modell szarmaztatasanal igyeksziink eziton minél messzebbre eljutni és a
kisérleti adatokra akkor tdmaszkodunk, amikor ez elkeriilhetetlenné valik.

1.1.5. A modellalkotas Iépései

A modellezés, mint a vizsgalt jelenségre vonatkozé ismeretek megszerzésének és for-
maélis kifejezésének folyamata Gsszetett, lancolt folyamat. A modellek egymasra épiil-
nek, egymdasbol meritik a létrehozasukhoz sziikséges informacidk egy részét. Egy
konkrét modellbe zart ismeretanyag a priori ismeret forrdsaként szolgdlhat egy masik
modellalkotési probléma sziaméra. Ennek megfelelfen a modellezés folyamatinak
abrazolasa csak er8s egyszerlisitésekkel lehetséges. Célja elsGsorban néhény tipikus
mozzanat bemutatdsa és semmi esetre sem egy altalanos modellezési metodika fel-
véazolasa. A modellalkotas ilyen egyszer{isitett séméja az I.4. dbrdn lathatd.”

A folyamat a modellezés céljanak rbgzitésével kezd8dik, ami meghatérozza a
modell tipusat és szempontokat nytjt a modell szitkséges pontossdgénak rogzité-
séhez. ‘

A modellezés célja

& priori ispgretek
Osszegyujtese

Eldzetes modell —

e ] Kisérlettervezes -

T
! !

i
Megfigyeles és a szabad
jellemzok rogzitese

L P

1 ! : L

< Modellellenorzes D% —|  Kiertekeles
rossz

R I

Végleges modell

1.4, abra. A modellezds 1épései
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A kovetkezS 1épés a modell felépitéséhez hasznalhatd a priori ismeretek Gssze-
gyiijtése, ami magéaban foglalja a jelenség vizsgélatdnél alkalmazhato tdrvényeket és
kiegészitd ismereteket, tovabba a jelenségre vonatkozé strukturalis és parametrikus
informéacidkat. Az a prioriismeretek birtokdban végezhetG el 2 modellalkotas deduk-
tiv szakasza, aminek eredménye az eldzetes modeil létrehozasa. Az elSzetes modell,
az a priori ismeretek mennyiségétSl fiigglen tobb szabadsigfokkal rendelkezhet.
amint arrdl az el8z8 pontban mar szé volt. A modellnek ezen ismeretlen jellemzsi
specifikaljak a feladatot a modeliezés indukiiv szakasza szdmdra, ami a jelenség em-
pirikus vizsgalatéra épiil.

Az el8zetes modell és az a priorl ismere ek felhasznalasaval torténik meg a mo-
dellen végzett megfigyelések tervének kialakitésa, a kisérletiervezés. Passziv kisérlet-
nél a kisérlettervezés a megfigvelendd jellemzGk kivalasztasat és a megfigyelés id6-
pontjadnak, idStartamanak rogzitését jelenti. Aktiv kisérletnél ez b6viil a gerjesztési
pontok kivalasztasaval és a tesztjelek jellemz8inek régzitésével.

A kisérlettervezés elvégzése utdn kovetkezl 1epes a jelenség megfigyelése és a
nyert adatok, valamint az a priori ismeretek alapjan az el8zetes modell szabad Jel-
lemzdinek rogzitése.

Az igy letrehozott modellt ellendrizni kell, azaz meg kell vuscalm a modell és a
jelenség kozotti hasonldsdgot valamilyen mitkodési Jellemzo és hasonlosagz kritérium
alapjén. Amennyiben az ellenérzés azt eredményezi, hogy 2 modell megfelel a model-
lezés céljanak, akkor a modeliezési folyamat lezarult és megkaptuk a végleges mo-
dellr. A végleges modell, mint mdér emlitettiik, altaldban nem egyértelmfi. Durvén azt
mondhatjuk, hogy minél kevesebb az a prioriismeret, anndl t6bb a modellezés céljat
kielégit végleges modell.

Az ellen8rzés mésik lehetséges kimenetele, hogy a modell nem kielégitd. A ko-
riilmények kidrtékelése tobbféle beavatkozast eredményezhet. A legegyszeriibb eset-
ben csak a kisérletet kell tovabb folytaini és az Gjabb megfigyelések altal nytjtott
t&bbletinformaciéval kell javitani a modell pf‘«ﬂtOSSéOéi Ha ez nem vezet eredményre,
akkor eggyel kordbbi szinten kell beavatkozni, azaz médositani kell a kisérlet koriil-
ményeit, tehit a megfigvelési pontok elhelyezését, az esetleges tesztjeleket. Végsd

(‘D»—-

setben az is elorordai‘zaL3 hogy az elbzetes modell spec cifikalasanal tett hlpotezzsel\
bi ak helytelennek, ekkor az el6zetes modellen kell ¥nyegesebb strukturdlis
metrikus médo sz’tést végrehajtani

¢ d lalkot4s tehat 16bb iépésbdl 4116, iterailv jellegli folvamat, aminek ered-
m meghapjuk a vizsgalt jelenség valamilyen formalizmussal ki fejezett leira-

%

ség model 1jét.
modeh és modeﬂezés iényegesebb fogaimainak Aitekiniése utdn aitériink a

nak

A méréshez kapcsolédéan — éppen rendkiviili ltaldncssdga miatt — kialakult e egy

meglehet&sen széles fogalomkdr, aminek elemei, tobb'lyne heurisztikus jelleggel rog-
zitik a sziikséges alap:ogahmkat Annak ellenére, hogy a méréshez kapcsolédds fogal-
mak axiomatikus felépitésére toriéntek kisérletek [1.1] és megadhaté a mérés abszi-
rakt, halmazelméleti appardtussal kifejezett modelije [1.2], célunk ezen fogalmak
heurisztikus alapon vald, minél egyszerlibb ismertetése. Ennek 4ra, hogy a targyalds
a lehetségeshez képest kevésbé preciz, viszont igy k6nnyebben megérthetSk a mérés
xo_ulmdndk értelmezésében bekdvetkezett valiozdsok.
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1.2.1. A mérés és modellezés kapcsolata

A mérés fogalmanak értelmezéséhez mindenekelStt a mérés és modellezés kapesola-
tanak clemzésére van sziikség.

Y .
A modellalkotds 1épéseit az ¢16z8 szakaszban foglaltuk &ssze. Laituk, hogy a
1

o

teljes folyamatnak tébbnyire van egy empirikus szakasza, aminek

cl8zetes modell szabad jellemz8it a jelenség megfigyelése segit :

a modellt a jelenséggel vald Ssszehasonlitds révén ellendrizze. Nyilvanvals,
modellezésnek ez a kitlintetett szakasza a mérés, aminek 5 mozzanatail tehét

— a kisérlettervezés;

— a megfigyelés és az el

— a modeli ellendrzése;

— az ellendrzés

A mérés felsor
Az dbra szerint a o i 1 . mondhat]

A mérést folyamat bemenctén az clbzetes modell és a viz ségre vonat-
koz6 a priori ismeretek vannak. Az eifz iy ecifikdljak a
mérési feladatot. A mérési folyamat ki : elenil g,
tehat 2 mérés rbgziii a ¢ i mi szerin a
megadott elbzetes mod i1 m érheid el,
az elfzetes modellt mod ité “ {
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en véte nek tekinthetd tiszia deduk-
tiv m nin mode i folyamat tartalmaz mérési
szaka
2 ¢észe erdsen kot8dik a modellezett jelenség ter-
mészetéhez, sp hoz, addig a mérési szakasz részeinck lefrdsi, ter-
vezési nagyrészt egységesen targyalhatok. Ez a lehet8ség a mérésnek a mo-
dellezési matban elfoglalt helyéb&l adddik, hiszen ebben a vonatkozdsban a mé-
vési szakasz bemenetén és kimenetén az univerzalis jel- és rendszerelméleti nyelven
leirhaté modell és a hozzatariozd a priori ismeret talalhatd, ami lehe-
t8ve teszi az altalanos, 2 modellezett jelenség specifikumaitdl fiiggetlen, egységes tar-
gyaldst. A mérés szadméra egyediil 2 megligyelés konkrét elvégzése tartalmaz a vizs-
gélt jelenségre jellemz6 vondsokat, mivel ezen a ponton taldikozik kézvetleniil a mért

objektum'a mérést végz§ eszkdzzel. Ennek alapjan jelenthetd ki, hogy a mérés a mo-
dellezési folyamat autondm szakasza, 6ndlld 4ltaldnos fogalomrendszerrel &s tor-
vényszeriiségekkel. _

3. A mérési folyamat eredményének, a végleges modellnek a josagat a modelle-
zési és a mérési hiba befolyasolja. A két hibaok k8z6tt nyilvanvaléan lényeges kon-

cepcionalis killonbség van. A modellezési hiba a helytelen dedukcid vagy pontatlan
a priori ismeret mellett annak a kovetkezménye, hogy a modell — sziikségszerfien —

mindig egyszerlsitett képe a valésdgnak (ldsd. szepardcio és szelekcid fogalma), ami
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miatt a vizsgalt jelenséget csak véges pontossaggal képes lefrni. A mérési hiba forrdsai
a megfigyelési bizonytalansigok és a megfigyelt adatok kiértekeléséhez kapesolodod
pontatlanségok. A mérés és modellezés kapcsolatdnak kovetkezménye, hogy a mo-
dellezési hiba jelenti az ésszeri korlatot a mérés pontossdgdnak specifikdldsdnal, hi-
szen értelmetlen dolog egy durva, pontatian modell paramétereit nagy pontossiggal
és igy esetleg drdgén meghatdrozni.
A mérési és modellezési hiba k5z6tti koncepcionalis kiilonbség megértése alap-
fontossdgl 2 mérési folyamatok értelmezésénél, tervezésénél. A méréselmélet
rési hibaval foglalkozik, a modellezési hiba értékelése a mérési ered-
nynek az adott modellezési feladatnal torténd értelmezésével egyiitt, a modellt

Hezds kapcsolaidnak dttekintése uidn attérhetiink a méréssel

e nt a mérds egy fzikai vagy kémiai mennyiség nagysa-
génak jellemzése, a valasztott mértékegységben kifejezett szdmértékével. Ezzel dssz-
ha i £ny egy szdm és egy mértékegysie, melvek az egységet és az
283 Ggzitik, a mérési hiba pedig a mérési eredmény tényleges €s
id ége.

mal mérési problémak jo részénél nem alkalmazhatd. Igen
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aroloelemeinek allapota,
dban megjeleniive. Annak ellenére, hogy nyilvdnvaldan mé-
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Az elbzetes modell, ezekkel a szabad jellemzSkkel, egy modelloszidlyt rdgzit,
z femét kell a méréssel kivalaszianunk, azonosftanunk, amelyik a vizs-
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A got legjobban reprezentald modell
kivalaszidsa, azaz a tulajdonség minden lehetséges megjelenését magdba foglald mo-
dellosztdly t6bbi elemétdl vald megkiilonbdzietése. Ez a célkitiizés azt jelenti, hogy
egyrészt a tulajdonsigot kifejezd modelijellemz8k lehetséges kimenetelei kozdtt vala-
milyen viszonynak, relécidénak kell lenni, hiszen a tulajdonsidgok megkiilénbdztetése
éppen e reldcid alapjdn lehetséges, masrészt a mérésnek éppen ezt a viszonyt kell ki-
fejeznie ahhoz, hogv a modellosztdly egy elemét a t6bbitdl elkiilénitve, azokhoz ké-
pest elhelyezze.
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A modelljellemz8k e viszonydnak kifejezése a mérés sordn tgy torténik meg,
hogy a mért jellemz8khdz a mérés, a modell jellegéhez illeszked6 szimbdlumot ren-
del, méasként megfogalmazva, a mért jellemz8k halmazat leképezi egy szimbolum-
halmazra. Ennek elemei kdz6tt egy ugyanolyan tipusi viszony, relacid van értelmezve,
mint a modcﬂjeﬂem;’o’k iehetséges kimeneteleinek halmazdn, hiszen csak igy lehet
elérni, hogy a mérési eredmény a mért tulajdonsaook kozoétti viszonyt fCJCZZC ki.

Osszefoglalva az el6z8eket, a mérés dltalanositott értelmezését a kovetkezSkép-
pen adhatjuk meg: a mérés a mért /ellem:o:c kézotti viszony kifejezése szimbolumok
kozéti vzswmzyal Ennek megfelel8en a mérés a mért lellem:oket szimbolumokra, a
Jellemzdbk halmazdn értelmezett viszonyt a szimbdlumok halmazdn értelmezert viszony-
ra képezi le.

Az 4ltaldnositds néhany fontos kdvetkezménye a k&vetkez8kben fogalmazhuto
meg:

1. A mérés lényege a mért jellemz8k viszonyédnak kifejezése a t6bbi lehetséges
kimenetelhez képest és nem a mért jellemzd egyszer(i leképzése valamilven szimbod-
lumra.

2. A mérés fogalmahoz nem fartozik kdzvetlenill a szdmmal t6r1énd reprezen-
tacio, a szimbolumkészlet elemei tetszélegesek lehetnek (szinek, betiik. alakzatok,
ogalmak sth. )

. A mérés nem szitkithetS le & mért jellemz8k ..nagysaganak™ kifejezésére, ez
rsak egy, a dl nzd k halmazanak elemei kozott értelmezhetd viszonyok (relaciok
koziil. A nagysag kifejezésére alkalmas ,kisebb vagy egyenl6”, vagy ,,nagyobb v g
egyenld” reldciok mellett igen gyakran sziikség van az ekvivah,ncm relécid al alma
z4sara, ami a halmaz elemei kdz5tt azonositast és nem sorbadllitast végez. A beveze-
t6ben emlitett példanal, a vezérl6 allapotdnak mérésénél 1s a mért Jellemzmk. tehdt
az allapotok halmazén az ckvivalencia reldcidt értelmezziik, hiszen az allapotok ko-
zGttl viszony lényege a megkiildnboztetés és nem valamiféle nagysag szcrimi elren-
dezés.

C—A f".»

A mérésfogalom altaldnositasaval sszhangban 4lialanositani kell a tobbl, mé-
réshez kapesoléds alapfogalmat is, igy a skdla, a mérési eredmény és a mérési hiba
fogalmat.

A skdle — min
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101\ kozom 15‘«6:}2 és
—a mér : halmazan ¢ t\, nuzeu‘ reldcidk ésa s zmlbo‘umok halmazéan

A Skcfiaiizfownécié tehdt nen imés, mint az adoti méréshez kapcsolodo megdllapo-
dasok, konvencick egyiiftese. Fizikal mennyiségek mérésénél a skalainformdaciét nem-
zetkozi mecallapgdasok, a merlektends:eiek r6gzitik, €s ez lehetSvé teszi, hogy meg-
adasa igen tomér formaban, a mértékegység segit seoevel téreéniék meg. Ug}z‘xncsak
a fizikai 1 mennyiségek sajatos tulajdonsdga, hogy a definialt egységhez vald viszony
megadasdval egyértelmiien jellemezhet a lehetséges kimenetek Kkozott viszony. Min-
den olyan esetben azonban, ahol ilyen lehetGség nincs, a skéla rogzitéséhez az Ssszes
felsorolt informacidt meg kell adni.
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A mérési eredmény az el6zéek alapjAn méar egyszerfien értelmezhet8: a mérési
eredmény egy szimbdlum és a skdlainformdcio egyiittese. Jo! lathaté, hogy a hagyo-
manyos értelmezés szerinti megfogalmazés ennek specialis esete.

A mérési hiba a valdsdgos és idedlis mérési oredmen} ek kézoni idvolsdg, amit a
szimbdlumhalmazon definidlr tavolsagmériék i‘Og.al[ ¥z az aitalénositas tehdt annyit
jelent, hogy a tdvolsag fogalma nem szifkithet§ le a kiilonbségképzésre annak meg-
felelfen, hogy a szimb6lumhalmaz elemei nem feltétleniil a valds szimok.

A fentiekben rdviden attekintettiik a mérés alapfogalmainak egy altaldnosabb
értelmezését. Ez az értelmezés lehetOvé teszi, hogy a mérés fogalmait ellentmondés
nelkiil alkalmazzuk olyan novekvd jelentSségtf teriileteken is, mint az végesallapotii
rendszerek méréstechnikéja, alakfelismerés, rendszeridentifikécié. Ismételten hang-
sulyozzuk, hogy az elmondottaknak megadhaté egy formaélis leirasa is, ennek ismer-
tetése azonban nem volt célunk.

»

1.2.3. A mérés alapvetl aspektusai

A mérést, az eredmény 1éirehozéasahoz szitkséges tevékenységek oldalairsl megkdzelit-
ve két Iényeges elemre bonthatjuk, az egyik a mérendd jellemzd és 2 szimbdlum ké-
7ot leképzés megvaldsitdsa, a masik a skalainformaécié konstrudldsa. Ehhez a két
mozzanathoz kapcsoiodz,\ egyben a mérés két alapvet§ aspektusa, a jel- €s rendszer-
elméleti aspektus €s a metroldgial aspektus.

A mérés jel- és rendszerelméleti aspekiusa a mérendd jellemz8 és a hozzarendelt
szimbolum kozostti leképzéssel foglalkozik. Ebocl szempontbol mérési folyamat
nem mas, mint a leképzést megvaldsito rendszer, a mérdeszkdz, ami maga is egy fizikai
jelenség, amelyre alkalmazhatdk a jel- és rendszerelmélet fogalmai. A vizsgalat targya
tehéat a leképzés és megvaldsitasanak fizikai kérillményei, teljesen eltekintve a mérés-
nek a metroldgiai fogalmakkal kapcsolatos vonésaitdl

A mérési folyamatnak jel- és rendszerelméleti aspektusbél valo elemzésénél ha-
rom komponenst emelhetiink ki

A mérendd objek rum a mérést magéaban foglalé modellezés: feladatnak a Iéroya

1odell rogzitését lehet8ve tevd mérendd jellemzSkre vonatkozd informdciot a mé-
n d objektum bemend- és kimendjelei hordozzék.

A mérbeszkoz a mérés elvégzése érdekében kdlesdnhatasba keriil a mérendd ob-
jektummal, ezek a kolcsdnhatésok energia és informéacio dtaddséaval jaréd folyamatok.
A mérdeszk 6z szelektiv mddon begyiijti az informdciot hordozé jeleket és feldelgozza
a benniik rejl6 informaciot. A feldolgozas egy miiveletlanc, amelynek sorén a jeleket a
mérés célkitlizésének megfelel8 alakra hozzuk. Ezt a feldolgozast nevezziik a tovab-
biakban mérési eljardsnak. A feldolgozéssal egyiitt a mérdeszkdzben is szitkségszeriien
lezajlik egy meghatérozott tu a1donsaeu energia- és informacidéaramlas.

Ritka kivételtal eltekintve a mérendd obwkmm és a méréeszkoz kozott nincs
kozvetlen kolesénhatds, a mérendd objektum megfigyelt jelel mielStt eljutndnak a
mér@eszk 6z bemenetére, kiilénbsz8 eredetil torzité hatdsoknak, zavaroknak vannak
kitéve. Ennck a jelenségnek a reprezentaldsara vezetjiik be a mérési folyamat harma-
dik komponensét, a Jjeldrviteli csatorndr, aminek tulajdonsdgal a mérés tervezéséhez
sziikséges a priori ismeretanyagnak igen fontos részel. A jelatviteli csatorna kimenetén
ielenik meg tehat a mérGeszk 6z bemenetére keriild megfigyelt jel.

. A mérési folyamat jel- és rendszerelméleti aspektusbdl leirt modelljét az 1.5. dbra
illusztralja

(‘b -
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1.5. abra. A mérési folyamat jel- és rendszerelméleti modellje

A mérési folyamat metrologial aspektusa a skdla konstrukcidjanak kérdéseivel
foglalkozik. Mint a kordbbiakban mér utaltunk r4, a metrolégia klasszikus teriilete &
fizikai mennyiségek mere&echmkajahoz kapcsolodik, ahol a fizika alaptowenyelre
épitve kialakultak a mértékrendszerek és a mértékrendszereket 16zt alap- és szér-
maztaiott egységek. A napjainkban vildgszerte elfogadott SI mértékrendszer felépi-
tésével és tulajdonsdgaival a k&nyv méréstechnikai részénck bevezetéseként a 18. feje-
zetben foglalkozunk. Most minddssze annak az ismételt hangstlyozaséra szoritko-
zunk, hogy minden jelenségsorozat mérési 1pr oblémaihoz hozzatartozik a megfelel§
metroldgiai rendszer kialakitédsa is. Ezen a téren szdmos nyitott kérdés talalhatd, itt
taldn érdemes utalni az alakfelismerésre épiild mindséeellendrzési mérésekre, ahol a
nemzetkézileg elfogadott referencidk kidolgozésa wbbam még csak kezdeti stddium-
ban van.
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1.3.1. A mérési eljaras optimalitdsa

Az elBz8ekben szd volt arrdl, hogy iel- és rendszerelméleti as
leképzést megvalosits iendszer aminek bemenetén a m negligyeidsek, k
si eredmény talglhatd. E rendszer — a mérdeszkdz — &ltal megvaids
feldolgozas a mérési eljaras.

Felmeriil a kérdés, hogy a mérési eljdrds — mint rendszer — milyen specifikus
tulajdonsagokkal rendelkezik ? Avélaszt természetesen a mérési eljaras bemenete és ki-
menete kz6tti kapesolat hatdrozza meg. A bemeneten levs me rvelések a mérendd
jellemz8kre vonatkozé informéciot tébbnyire elfedve, mas hatasokkal egyiitt hordoz-
zak, a kimenetnek viszont — minél tisztdbban — csak a hasznos informdciot kell tar-
talmaznia. Ezt tgy is megfogalmazhatiuk, hogy a mérési eljarasnak 2 mérendd jel-
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1.6. &bra. A Wheatstone-hiddal realizalt mérési eljaras

lemzGkre vonatkozo informécidra szelektivnek kell lennie. A mérend§ jellemzket,
mint tudjuk, az elSzetes modell definidlja, az emlitett szelektivitds tehat azt jelentd,
hogy a mérési eljardsnak ,ismernie kell” ezt a modellt, masként kifejezve, a mérési
eljdrdsnak fizikailag vagy koncepciondlisan tartalinaznia kell a mérendd objektum el6-
zetes modelljét.

Bzémos j6l ismert példa hozhaté fel arra az esetre, mikor a mérési eljiras fizikai-
lag tartalmazza a mérendo objektum el 52 tes modelijét. Vegyiik pl. az egyszeril
Whearstone-hidat (18sd. 1.6. dbra), aholkdnnyen észrevehetd, hogy a kiegyenlits ellen-
&llds a mérendd objekium fizikailag is v gl o roﬂﬁ‘Ijének tekinthetd.

Az elBzetes modeil ’wwcepciméﬁ beépiidse a mérési eljdrisba egyszerien azt je-
lenti, hogy a mérési eljaras tervezésénél feihaszné TLL az elbzetes modellt, 2 mérési el-
jarast vgy specm}\ana-,? mintha az elézetes modell beépiilt volna a mérési eljarasba.
Errz a késGbbiekben mutatunk példat.

A t8mbrebb térgyalds érdekében wezessilk be a kovetkez§ jelbléseket. Legyen
M(e) az @ szabad paraméterekkel — a mérend§ iellemz8kkel — rendelkezs elGzetes
modell. Az §sszes lehetséges & paramét rtékekhez wrtwo modellek halmaza aikot-
ja az _J_ modellosztélyt, aminek egy kitiintetett eleme az M (2) tekinthet8 a mérendd
abjektum, adott modeﬂobztaéym beliili ide4lis mode E ének,
mérés célja az J_ modelloszidly azon M{&)elemének }«:ivélaszt sa, amia mé-
objektum A4{2) modelljéhez a leginkdbb hasonlé. Ez azt jelenti, hogy a mérési

A
rendé k
eljarast egy olvan folyamatnak tekintjitk, amely a mérési ljérasban hxanag vagy
kencepeionalisan mcgkxo M {w; elozeies modellt addig valtoziatia, amig az M(&)
modellhez el nem jutunk. Nyitott kérdés még, hogy miért van sziikség az 1/ (a) és M(z)
megkiildnboztetésére, és mit jelent az, hogy ,.legink4dbb hasonle™?

M( @) és M (A) megkiildnboztetését az teszi szilkségessé, hogy elvi €s gvakorlati
okok miatt, a mérés sordn altaldban nem u.dym elérni, csak meckozchte'n az idedlis
Af(a) modell paramétereit. Ezekrdl az okokroia 3.és 4. fEJGZCLbED részletesen sz6 lesz.

A kovetkezd probléma a hasonldsdg definidlasa. A hasonlosdg jellemzésére egy
hasonlésdgi kritériumra van sziikség, ami a hasonldsig mérésére egy mérészdmot ge-
neral.

Legyen

C=ClM(a), M(c)]

a hasonlésagi kritérium jelolése. Ekkor azt mondhatjuk, hogy méréssel a jelenség
olvan M(&) modelljét keressitk az _//_ modellosztalyon beliil, amely az el6bb értelme-
zett kritérium minimuméat biztositja
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C[M(a), M(a)]= min C[M(a), M(a)].
M,

=3

Ennek alapjan mér definidlhatjuk az oprimdlis mérési eljdrds fogalmat : optimdlis
az a mérési eljdrds, amely a modellezési feladathoz hozzdrendelt . modellosztilybsl
kivdlaszija egy C hasonldsdgi kritérium minimumdt biztositd M(&) modellt, a mérends
objektum megfigyelése alapjin. Az igy meghatarozott & paraméicrértélet az a para-
métervektor optimdlis becslésének nevezziik.

Az elbz8ekben értelmezett optimalitds a mérési eljardsok leglényegesebb tulaj-
donsaga, hiszen a mérést, legfontosabb vonatkozédsa, a pontossiga szempontjabol
jellemzi.

1.3.2. A mérési eljarasok alapsirukttrai
A mérési eljarasok megvalésitasa, azaz a méréeszkézbe vald beépitése két alapstruk-
tura szerint képzelhet§ el, az egyik az explicit, a masik az implicit struktira.

Az explicit mérési eljdrds {nés, szokésos elnevezése még : nemrekurziv, nyilt hur-
k1, kdzvetlen, egylépéses) a kdvetkezd megvaldsitdsi médot jelenti. Feltételezziik, hogy
az elBzetes modell parametrikus, az idedlis M(a) modell puramétereire vonatkozd
informécidt a z megfigyelések hordozzak adott u gerjesztés mellett és a hasonldsagi
kritérium a C(z, v, &) fa gvény {lasd L7, dbra). A minimalis hiba elérésének szitk-
séges feltétele a

oC(z, u, &)

8

sy =1, 0 m (1.1)

=0 al={u, 0. ...,

bsszefiigeés teljesiilése a modell Gsszes o, paraméterére. Tegyiik fel, hogyaz (1.1) sze-
liﬂtl egxenl‘:trendxzer megoldhatd az «; pdmmetbrekre ezzel megkapjuk az Optlmdhx

&, parametcrerteml\ kdzverlen i!fﬂl@fﬂalinal nzje_/e:esez‘ E kifejezés fiiggetlen valtozdi
a kisérlet sordn végzett megfigyelések, a fiiged valtozdk pedig “naou}\ a para'neLerck
Az explicit mérési bﬂi‘rasol gy tipi kus esetének blokkvazlata az 1.7. dbrdn lathaté.
ahol u a mérendd objektum bemenéjele, y a kimengjele, a j lawnch csatorna az ¥
kmmme]hez valamilyen additiv # zajt kever hozz4, és z az igy nyert zajos megﬁg},g-
Iése a kimend8jelnek.

Természetesen az (1.7 Osszefliggés szerinti szarmaztatdsi moéd €s az
iathatd blokkvazlat csak példdnak tekinthetd. Az explicit mérési °13a1dsok
hogy a mérési eredményt egy explicit formula szolgéltatja, amirogziti a me
feldolgozdsanak modjat.

Az implicit mérési eljdrds (méas néven : modelljavito, kozvetett, zdrt hurku. itera-
tiv, rekurziv) t8bb 1épésben, iterativ Onjavitd algoritmussal allitja el6 a mérési ered-

M

Merendd objektum n

]
+1
Y t z
b L : AN

Miaj +\<>j
| I

1.7. abra. Az explicit mérési eljaras modellje
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Mérendd objektum nk)

ugk) Y + Z(K)
M) ’ D
+
Modelt
M[ 2 60] __af?&i_
i

~

L

1.8, dbra. Az implicit mérési eljaras modellje

ményeket. Az eljaras lényege, hogy minden Uj megfigyeléshez szdrmaztat egy 0j meérési

Pt

eredményt 1gy, hogy a korabbi eredményt a beérkezd megfigyelés valamilyen fiigg-

vényével korrigélja.? Mivel itt is az(1.1)feltétel betartdsa a cél a minimalis hiba érdeké-
ben, @z algoritmust ugy kell felppne”n hogy a mérési eredmények az optimumfeltéte]
felé konvergdljanak, tehdt:

U\, (Z, i, @-)
— U 1=
de,

17 a
Py ey voeaq P

o

Az implicit mérési eljarasok felépitése olyan (lasd 1.8. dbra), hogy magukban

foglalidk ténylegesen az elézetes modellt a véltoztathatd paraméterekkel. A mérési
cl}di as algoritmusa nem més, mint a hasonldsagi kritérium szukcessziv meghatérozasa

¢s @ modellparaméterek valtoztatdsa a mérends objektum ¢és a mérési eljarasba épitett
modell egyre nagyobb hasonldsiga érdekében.
Az explicit és implicit mérési Plga;aso" Ssszehasonlitdsa a kdvetkez$ eredményr

710*1dhuLJuk. hogy
olf mérésekhez 1}.7€SLl=wd
2. Az explicit eljarasok szafmaztatasaho& ismerni kell a hibakritér u 1 analitikus

forméjat, hISZ»D annak kiértékelésével kapjuk az explicit formulét. Az phczt eliara-
soknéi(mint a 3 fe;ezetbm latni fogjuk) erre nines szitkség, elég, ha a bmﬂteuum
aktualis értékét mérjitk és a hibakritérium alakjars! csak korldtozott a

tekkel rendelkeziink.

res hZaIJuL altaldban tervezdi dontés kérdése, kivéve azokat az esetcket, mikor expli-
cit formula szdrmaztatdsdra nincs lehet8ség.
A mérési eljarasok alapstrukturainak vizsgdlata utén attériink a mérési eljarasok
{8bb tipusainak Osszefoglaldsara.

Az, hogy a mérési feladatot explicit vagy 'mpiicit strukturdji mérési eljarassal
r
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1.3.3. A mérési eljardsok tipusai

A mérési eljarasck {6 tipusait a mérési eljards szdrmaztatdsinal alkalmazott modell
jellege, a mérési eljards realizdldsdnak moédja és a mérend§ objektum modelijének
tipusa szerint kiilénboztetjik meg.

Determinisztikus mérési eljérdsok

A mérési eljaras szarmaztatdsi modjara vonatkoztatva, a determinisztikus jelz6 nem
jelent mast, mint azt, hogy a kritérium megfogalmazdséané! £s az oplimumfeliétel
meghatarozasanal nem haszndljuk a valdszinfiségelmélet apnarétus't. A valbszinii-
ségelméleti appardtus alkalmazésénak, ill. mellfzésének hatterét & méreéndé objek-
tumra és a megfigyelési szituaciora vonatkozd a priori ismeret jellege képezi. Durvan
azt mondhat;un, hov, amennyiben egy jelenség teljesen ismeri, vagy é ppen ellenkezs-
leg, semmit nem tudunk réla, akkor determinisztikus leirdst hasznalun}\ Ha a jelen-
ségr8l vannak részleges ismereteink, akkor azok kifejezésére az egyik eldnydsen alkal-
mazhato lehetGség a valoszmuseoszamsu.m modellek hasznalata.
A determinisztikus mérési eljaras tehat nem azt jelenti, ho m
hibamentes, hanem mindSssze azt, hogy a szdrmaziatdsinil ’z
tikus modelleket alkalmazunk.

ol
10

1€1Es1 bam.zt
determinisz-

1] ﬂn

OgY

=0
,i 15 ’«‘ o
a1 KiZaroa

Szrochasztikus mérési eljbrdsok

A

sztochaszukus mPres1 eijamu ?f ie xerwo‘ca nsm a vwzmw a-ésu‘zmai va 1ox>zrzu>co-
naz

a mérési folyammon b@lui :a mérendd objektam beméuo; i
csatorna zajia, tovabba a mérendf jellemz8kre vonatkozb a

s

193
™
P

JL L

v}

olytonos idejii mérési eljarasok

fo
7y

[

Afoiyzonos idejil mérési eljaras

Diszkrét idejii merési eljardsok

A mérési eljardsck realizédldsdnak masik modje a di g
berendezések id6ben diszkrét rendszerek, ezért az { 0}

S ok
az ennek megfelel appardtussal kell leirni. A nﬁzgymtem ltség{l £l G elemek el-
ierjedésének koszonhetom a bonyoluliabb mérlrendszerek 3 bb yzr~ uouéh feiépi-
-esuek ezért a 3. és 4. fejezetben, ahol a mérési eljardsok tervezési modszereit tar-

gvaljuk, a hangsulyt a diszkrét idej{i mdodszerekre helyezziik.

Parametrikus mérési eljarasok

A mérend§ objektum modelljének — és ehhez kapcsoléddan a mérendd jellemzének —
két alapveté’ tipusa a paramdrikus ¢s a nemparametrikus modell. Parametrikus mo-
dellnél a mérési feladat véges sok ismeretlen moduliparameter régzitése, amit vagy
diszkrét, vagy folytonos mérési eljarassal tehetiink meg. A mérés bonvolultsaca szem-
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2. Jelek és rendszere

sen természe
mezzik, a hé
tikus jeleket pedig
Fz a fejezel ¢ Sknsk a Ve il. a rendszerek
reprezentdldsdval kapcsolatos alapvets ismereteket foglalja Gssze. Ezek az ismeretek
szolgélnak k 1 aplén i < is.
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Folytonos jelek

Folytonos jelmodell alkalmazasa esetén azt akarjuk biztositani, ho
z6 kBlesonhatés jellemzésére a vizsgélt térrész tetszbleges ponqab<
tervallumon belill tetszbleges idb’pi}?ana.ban ehet8ség nyiljon. A xoivtone
lek leirésahoz hatékony matematikai apparétus all rendelkezésre, némile
lent azonban, hogy ez nem illeszkedik kdzvetleniil a digitalis 1elf°ldolo
ben elterjedt eszkdzeihez.
A folytonos jelmodellek kapesdn meg kell jegyezni, hog

emtudjuk egy id6ben valiozd jel pillanatértékét meghatérozni, miwl a mereK energia
atada>sa1 Jar, és ez sohasem végt ov i : i
réssel csak a tér egy kitlintetett ¢
pontban mérni nem tudunk.

g

{f:

Diszkrér jelek

. 5
g ig
eljesiilé ! 25
kttamﬁ—& zér— és idSpont
eiraséra is legalabb olvan h
mint folvtonos esetben. Kedy

i€
5
o 1.

ber
digitélis jelieldolgozas ¢

ell
2,
S ez G

S . vald nk Z , a priori
: " ccarmaldcdual val £.14 4 at I
ismereteink felhasznalasaval val feitéte stk ozdan.

Determinisztikus rends

Determinisziik ndsz
gései (strukt Qi‘éia és param 16' erei} a megfig
nak tiinnek, és a mérési feladat jellege is




Folytonos rendszerek

Folytonos rendszermodell esetén elvileg a vizsgdlt térrész minden ponijdban és min-
den id8pontban jellemezni tudjuk a rendszer bels§ Gsszefiiggéseit. Ezek az dssze-
fiiggések természetesen matematikai absztrakciok ersdményei. ., Megmérésitknél” a
folytonos jelek kapcsan mar megemlitett korldtokba iitk6ziink, melyek azonban rész-
ben az absztrakcid finomitasdval, ill. precizebb mérési 8sszedllitdsok alkalmazdsival a
feladat szempontjabdl feloldhatok.

Diszikrét rendszerek

Diszkrét rendszermodell esetén a rendszer jellemzésére kozvetleniil csak a vizsgalt tér-
rész kitlintetett pontiaiban és kitiintetett idSpontokban nyilik lehet8ség. ilyen jellegﬁ
modell feléllitasa akkor lehet indokolt, ha a vizsgdlt objektumok a tér kitiintetett ré-
Szpm‘: koncentralhatdk, és a kdlesbnhatdsok n:ﬂece olyan, hogy elegendd csak kitiin-

etett ’dOQODLOhbaH jellvmezm Sket. Ezekidl eltérd pontokban sok esetben a rendszer
385z e&ggesm nem érielmezhet8k (egy mas rendszerrel van dolgunk). vagy a diszkrét
i ‘ nédon, bizonyos feltételek teljesiilése esetén az dsszefiiggések a
r’nd ike zéste 4ll6 informécidk alapjan feltarhatdk.

13, eﬂ\em
» modellt
inthetd térr vszelemek

ot

o N

Jdkalmazhatunk, ha vizsga szempontjait nézve a
! fliggetlennek tekinthet6k. ltételezés, noha végsd
,a rendelkezésre 416 matematikai eszk8z8k miatt m indenkép-
¢ lehet, toreksziink ilyen modellek hasznélatéra.
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2.1, abra. A jelek egy szokaso
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Ezt a felosztést kovetjik mi is a kovetkezSkben. El6bb a determinisziikus jelek
leirasaval foglalk ozunk, majd ratériink a szrochaszitikus jelek reprezentécidira. A gya-
korlat szempontjait tekintve kitiintetett szerepet jatszanak a killonféle jelek idGben
diszkrét reprezentdcidi, ezért a folytonos reprezenticiok mellett ezeket is részletesen
targyaljuk, majd kitériink az id6ben folytonos és az id6ben diszkrét reprezentacidk
kapcsolatara is. Az egyes modszerek ¢s a kiilonféle jelfeldolgozasi eljarasok kapcesola-
t4t ebben a szakaszban csak roviden érintjiik, a témakor valamivel részletesebb tar-
gyaldsdta 2.4. szakasz tartalmazza. A jelek leirdsa nem vélaszthatd el teljes mértékben
a rendszerek leirasatol. A jelet rcprezemalhagu}\ rendszermodellel és viszont, a fordi-
tott megoldasra is tobb lehet8ség mutat};ozik Az aldbbiakban els@sorban rendszer-
modeiltsl fiiggetlen eljardsokat vézolunk, a lefrasi médszerck dualitdsanak bemutatd-
sara a 2.5. és 2.6. szakaszokban kerill sor.

S

vl
a

.
ieIr

i
D
resd
Yaef
i
23
o
(]
%
pewdy
©
st
L]
=
)
et
i
@
w
Sasxl o
(]
Jameed
[©)
i
m.n

./eremumszmkus jelek leirdséra természetes moédon kindlkozik a jel-id§ figevény,

selyet egyszeriien lehet grafikusan Abrézolni. A tovabbi elemzés, feldolgozas szem-
pontjébél azonban sokszor kedvezStlen, mivei az 1d6fiiggvény Gnmagéban végiclen
sok adatot jelent. Altalaban igyeksziink a jelet a lehet8 legkevesebb adattalieirni. Fzzel
egyidejtileg toreksziink olyan (k8zds) jeldsszetevSk feltdrdsara, melyvekb6l a vizsgalt
jelek egy-egy csalddja felépithet§, vagy legaldbbis adott szempontok szerint helegltoen
jellemezhetd. Fogalmazhatunk tgy is, hogy a jelek leiraséra els§ 1épésként valamilyen
wstrukttrat” alkotunk (ill. valasztunk), majd a paraméiereket rogzitjiik. A struktira a
vizsgdlt jelben mutatkozd tartds tulajdonsdgokat leir¢ modelldsszetevs, a paraméte-
rek pedig a mennyiségl viszonyokat adjék meg.

etkezd jel-
(2.1)
(2.2)
ahol A a szinuszos jelek modellosztdlyat jeldl,
x a modellosztaly egy eleme,
¢ a fiiggetlen {1d6) valtozd,
o valds konstans, a jelamplitudé paramétere,
Jo valds konstans, a szinuszos jel frekvencidja,
) valds konstans, a szinuszos jel kezddfazisa,
R a valds szamok halmaza,
=27,
A szinuszos jel id6fiiggvényét, nomple_ rektorral vald leirhatdsdgdt a 2.2. dbra
mutatja be. Lathatd, hogy a szinuszos jelek lefrdsara hérom paraméter (4,7, ©)

elegendd.
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2.2. abra. A szinuszos jel id6filggvénye és reprezentacioja ellenkez iranyban forgd
komplex vektorok sszegeként

Periodikus jelek
A periodikus jelek ko6z0s tulajdonsagat kifejez6 modell az alabbi:

Mp(T)= {x; x(t+T)=x(1), — »o<i=< =0}, (
ahol Mp(T,) a T, periddusidejtl periodikus jelek osztalyat jeldli.

Ezzel csaknem egyenértékii, de a gyakorlat szempontjdbdl sokkal kedvezdbb

kovetkez8 megadds, amely a Fourier-sorba fejthet§ periodikus fiiggvények osztdlyat

(S

.3)

;lim,-('Tp):{,*c; x(i)=A+ Z (A, cos m2mfy i+ B, sin n2afyi),

N
.
R

— cof- oo, Ay, A, B,f &R "fiz} . {

<liség u ésokd nem tartalmazd, o 7 intervallumban négyzetesen

=Ny b= - P
integralhato fliggvényekre vonatkozik, mel y fe cliételek a gyakorlatban majdmm min-
dig teljesithetSk. Ez a reprezentécid Ichet6vé teszi, hogy a periedikus jeleket az A,
P i Foui fer eGymz‘: at 'k/ Z 1ellemvzzu\ Elvileﬁ véomen gok

négyzetinte g alra nézve Lom ergensek, ezért véges szémﬁ Fourier—kompouens esetén
jel gyors valtozast sza akaszainél tullendiilés (kiemelés) ) tapasztalhatd: a kozelités
hibg a ide koncentralodik.

A Faurier-soroknak tobb ekvivalens alakja van, ezeket, tovabbé az egyiitthatdk
kiszamitasara szolgdls Osszefiiggéseket a 2.1, rdbldzat tartalmazza. (A Fourier-sorral
torténd reprezentacié csak egy lehet8ség a jelek ortogonalis fiiggvényrendszer segit-
ségével torténd leirdsdra. A 2.3. szakaszban részletesen térgyaljuk az ortogondlis
figgvényrendszerekkel torténd reprezentdciok mindségi jellemzSit és szdrmaztatési
modjat.)

A Fourier-soros leirdsban szerepld paraméterek Ssszességét a periodikus jel
spektrumdnak nevezzitk. Ezt a spekirumot a frekvencia filggvényében abrazolva Gn.
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A Fourier-egyiitthatok kiszamitasara alkalmas Gsszefiiggések

2.1. tdblgzat

Xy =Ay+ (4, cos m2afyt+ B, sinmaf)=Fy+ % F,

cos (Mafyr+0)= X C"ejuu-zfo:

=1 ne==1 e - co
- T;’
! 1 — jn2afol
Ag=— | x(s)ds Fy=4, C,=— [ x(e™ " dy
T, 7,
0
Tn
2 /—___' ot
A= | x(e)ycos n2afy dt F,=Y4%2+B? Cy=F,, C,=C_,
i
2 . Bn 1 iy -
B”:-Y—_— x(tysin n2zfyt de g0, = ~ C,,=§(.4n——/Bn), n=0
P n
An:?‘RC Cn Fn:ZECn! c 21 he,"@n
B,=-2ImC, @ =arc C, ot

vonalas spektrumot kapunk (2.3, dbra). Egyszeru, s a gyakorlatban jé! haszpalhaté
kapcsolat 4ll fenn a Fourfer-egyiitthatdk és a periodikus jel 4ltal szallitott energia

kozott.

A periodikus jel atlagteljesitménye :

- T, .
1 2 - > b t 2 ~
'Pét!ag—: [ 2(3) dt——F' Z —éz Z lgnl - (23)
7 j = H e o
0
Aq 84
) velos
'TJ—TTT? $iig TTJ. = - 14,
123456.. 123456
F { \
" a valos
'"TTITTT 11y TTT__T i,
123 456...
123456
{am f11
i 4 P 7 Komplex
i 3
1 B : |
- i Re

TK\\\ n=iCh 1e®

2.3. 4bra. Pertodikus jelek speltruma
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2.4, abra. Periodikus jelek teljesitményspek-
| oy truma
i e a kétoldalas tcljesnmcmapmzrum b egyoldalas teljesit-
4 ményspekirum; ¢ effektivérték-spektrum; J effekiivénsk-
) spektrum dB-ben dbrazolva

£

A jelteljesitmény alakuldsat a fr rekvencia »uggwmcbcn az Un. reljesitinényspei-
trum fejezi ki. Tipikus megjelenési formdit a 2.4. dbra foglalja Gssze.

Kydziperiodikus jelek

A kvéziperiodikus jelek tulajdonsagait kifejez8 matematikal modell:
g JeZ

4 < Ve P -
{A,cos 2.1],,{—%1)35 sin 2mf 1),

Myp= 3{ ()= A+ ;

13:@.\ fu=nf0, 7, mellett fellénd specialis esete a Fourier- sorrai.

tacié. A kvaziperiodikus jelek, ezt az elfajuld esetet kivéve, nem
periodusid@vel. Spektrumuk vonalas, de a spektrumy muhm n

cgész szamti tobbszoréseinél he 1 kednek el. Ilyen :uhgrion
lunk szdmos jelétviteli feladat S: {n odulécids 1
technikai probléméknal is fomos lﬂhﬂt, ahol eisGsorban annak Licomc
hogy a regisztrait jelet egy vagy t8bb fiig
tatd forras hatasa hozza létre. Az els§
biban rendszerint kvaziperiodikusat.

zoetien, omna:z«mn »rlodu\u; jelet

then y vnOUl w S }Li ‘T. regiszira Uﬂk az utdb-

(‘u\ '”('

lesl

Tranziens jelek

Tranziens jeleknek azokat az egyszeri nemperiodikus folvamatokat nevezziik, melyek
véges energigjiak

‘ .



A miiszaki gyakorlatban szerepl6 tranziens jelek jellemzésére elsGsorban niérés-
technikai megfontoldsokat kovetve bevezetiek néhany praktikus idStartomdanybeli
parameétert (felfuta51 1d8, beallasi 1d6, tullovés, stb.), melyek azonban csak részleges
leirdst adnak. A reljes leirdsra kedvez8bb lehetGség nyilik a frekvenciatartomanyban a
Fourier-transzformdcic és a Laplace-transzformdcio tévén. A Fourier-sorral t6rténd
reprezentacidhoz hasonloan itt is elmondhatjuk, hogy a Fourfer-, ill. a Laplace-
transzforméacié elméletileg csak egy-egy lehetdség a jelek integrdltranszformdicidval
torténd reprezentaldsara. Ebben a szakaszban, jelent8ségitknél fogva csak a Fourier-,
ill. a Laplace-transzformacidkkal foglalkozunk, az dltalanosabb szint{i megkozelitést a
2.3. szakasz tartalmazza.

Ha x(s)-re teljesiil :

a) ] [x(1)] dt=< ==, azaz abszollt integrilhatd,
b) véges intervallumon beliil csak véges szdmu helyi széls&értéke van,
¢} véges intervallumon belill csak véges szamt szakaddsa van,

akkor Fourier-transzfor malhato, az

(= Fx))= / RO (2.8)
integral 1étezik. Az inverz transzformacié :
()= FUY( )= / Y(H)e df. (2.9)

A Eounef -transzformacid szokdsos felirési modjeit a 2.2. 1dbldzar foglalja dssze.
A Fourier-transzformécioval nyert fiiggvények fszerint folytonosak, ezért ezeket
oel\uramo;\na nevezzilk. A tranziens jel &ltal szallitott energia frekvencia-

/ clgszldsdt @ Fowrier-transzformaciéval egyszerfien szdmithatjuk,

s 3 )]

X(f))F az e,:erazaspeknw,m: adja.
thaté abban az esetben is, ha x{7) egv

v T 1T

Lo
encidval Fourier-sorba fejthetd je

......

;amikor a tranziens jel =0 pillanut
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2.2. tdbldzat
A Fourier-integral szamitdsaval kapesolatos Gsszefiiggések

4

— A()-jB .
X(NH)r= f w5 gy 20 71-31—)- 1X(f)ie/ T

1 T
A(f)=2 fx(t)cosZ:zfzdt lX(j‘)[=2—}/A2(f)+Bz(j) X(~N=X(H
p 0. X(=NI=1X()I
Bif)=2fx(r)sin2rzftdr tg ()= ——— arc X(—f)= —arc X(f)
A(S)
A(f)=2Re X(f)=2X(/)lcos D(f) A(—fH=A(f)
B(f)y=—21Im X()= - 21X(f)isin Of) B(—fi=—B)

x(t)= / (A(f) cos 22f1+ B(f) sin 2f7) df
o

0

x(t)},<0:f (A(f) cos 2afi+ B(f) sin 2aft) df|,.,=0. (2.12)
0
Ezt az Osszefiiggést fethasznalva:
0 r<0,
x(1)= 2f A(f)cos 2afrdf 120, (233)
0
il
0 =<0,
= 7 A
x(1) 2f B(f)sin 2aftdf  1=0. (2.14)

Ezek szerint a komplex spektrum valds és képzetes része k iilon-kiilon meghatd-
fozza a belépd jel id6fliggvényét. Mindebbsl kovetkezik, hogy a valds rész kifejezhetd
a képzetes résszel és viszont. A Fourier-transzformicid alkalmazéséval

A(f):tl// B{(7) sin 2zAt cos 2mfr d2 dt, (2.15)



B(f)=4 f f A(2) cos 27t sin 2mft dA dt. (2.16)
0 Y]

A komplex filggvénytan eredményeinek felhasznalasaval ha X(s) (s= o+ jo) analitikus
a komplex sik jobb oldalan és annak hatéran, tovabba

lim X(z..arj)—hm (f) =4llando,

frea

akkor,
A(f)—‘4(w)=——~‘-]1- f”’; dn, (2.17)
B(f)=% /T@—dz, (2.18)

ahol

S+ ])

Ez utdbbi dsszefiiggéseket az In X(s)==1n | X(s)|-+J arc X(s) fiiggvényre alkalmaz-
va (abban az esetben, ha az a jobbfélsikon analitikus) In |X(f)] és ¢(f) kapcsolatat kap-
juk meg. (Ezek az eredmények a haldzatelméletben Bode tételei néven ismertek.)

A miszaki gyakorlatban elterjedt egységimpulzus és egységugras jelek hatdsénak
Fourier-transzforméciés modszerrel toriéné nyomonkovetése soran konvergencia-
problémék meriilnek fel. Ennek kikiisz6bolésére a Fourier-transzformacidt egy

"% (ahol g>0) faktorral mddositjék a konvergencia érdekében:

e
X(s)= 0{x()}= j (e dt, s=o+jw. (2.19)
Y
Iy médon a majdnem mindeniitt egyéri¢kl x(7) jelek transzforméalhatdk, ha 1éte-
zik cey olyan ¢ szém, melyre
T

lim / x(Dle™ di< os. {2.20)
Teres

0

Ezt a transzformdcidt belépd jelekie értelmezziik, és egvoldalas Laplace-transz-
Jforindcionak nevezziik.
Az inverz transzformacio:

Cotjeo
.

x{1)=. ““’(s)'-— ] X(s)e' ds. (2.21)
7

.._j@



A Laplace-transzformécié alkalmazasakor dltaldban nem a (2.19), ill. a (2.21)
Ssszefiiggéseket hasznéljuk, hanem a transzformaltakat tablazatbol vesszitk. A Lap-
lace-transzformécio legfontosabb tulajdonsagait és néhany egyszerfi fiiggvény transz-
formaltjat a 2.3. tdbldzat mutatja be. (Ha a reprezentalandoé jel nem belépd, tehat nem
azonosan nulla <0 esetén, akkor az Gn. kéroldalas Laplace-transzforindcicr hasznal-
juk, amely ismét csak a (2.19) szerint szamithaté azzal az eltéréssel, hogy ilyenkor az
integraldst — eo-18l + oo-ig kell elvégezni.)

2.3. tdbldzat:
A Lapiace-transzforméaciéval k iatos Ssszefilgeések
A Lapace-iransziorinacloval Kapcsoiaios 0sszeinggess

A Laplace-transzforméacié néhany téiele:

Tulajdonsag x5 X(s)
Linearitas ax(£)+bxy?) aX{(s)+bX(s)
. dx(t) P
Derivalés [ e sE(s)—x{—()
Codz
H
L As)
Integralas x(ty dr —
0
L CdPX(s)
Komplex derivalas (1) (=1~ _57——
57
Eliolas et—T)x(— 1) e ST X(s)
Csillapitas x(He X(s+a)
i
. ‘ L ,
Konvoltcid 1 j Xt =) dr X($) X5
o
0
Kezdeti ériék lim x(¢) Clim s X(s)
=0 -l
YVégérick im x{(2) ClHm sX(s)
P L0

Laplace-transzformalt parok:

Id6tartomany x(z) | s-tartomany X(s)
(1) 1
2(1) /s
i i lc -4 i
(n--1j! (5o
20! a—Jb a-jb
T taeos i bsin fi P S
{ ! (sa—jpy (s-o-jm"




2.2.2. Id8ben diszhirét jelek leivdsa

Az idSben diszkrét jelmodellek idStartoménybeli jeHemzeaéz caz {x,}, =0, £1, £2,
vilds (vary komplex) szdmsorozatot hasznaljuk. {x,} az On. diszkrét jel, n pedig
a diszhrét idévaltozd. A gyakorlat bzempo-_qaboi &ltalaban annak a specialis esetnek
van jelentdséue, amikor o diszkrét értékek idSbeni tdvolsdea T (az tin. mintavételezési
idG) allando. Ha u reprezentécid egy idében T”olvtonos x{(7) jel leirdsara vallalkozik,
abkor formalisan azt irhatiuk hogy x,=x{nT,) ¥n-re. A mintavételezésnek ez a mate-
wu.lll‘\'di}ﬂtt.r}’)r‘ tacidiu teljes mériék ben kiel é:"[f)'i ind elméleti, mind gyakorlatiszem-
ponihol, méeis nugyen sok helyen o mintavételezés fizikai kivitelezése kapesan ettGl
chidrd ne i_fom nwizdssal taldlkozunk . Ezek szer mt a mintavéielezés fizikai folvamatat
ey impulzussorozatial térténd moduldcidval modellezzik a kSvetkezd médon:

»

> x(0)3(:—uT), (2.22)
) & mintavételezesre kerlilé folyionos jol, x#(1) a mintavételezést megvaldsito
' kimendj ijele, h{n i ntav&ekz&*u 1-:1.

e, t
S mint: 1v telez nen ZlOﬂdllS okok in-
5 Osszevethetd legyven

8s
‘m z.zt kupjuk. hogy

Az id8ben diszkrét jelmodellek idGtartomanybeli reprezentaldsa — elsGsorbun

.\‘_abéi}o stechnikaiircdalomban—a (2.22) a ia k1 sszefiiggésre épiil. Elterjediségd-

nel fogva a kdvetkez8kben az ezzel a reprezentécioval kapesolatos f8bb megallupita-
i

s (dlkah s forméaban) vazolni fogjuk.
i reprezentdcio

cibjdt harom meekosch-

hyenc ciatar Iomcg,,}b [l reprezentdeid a periodikus jelek t Zajzlo;zs,zom alapiin

IGben mbzkl ez jutnal enciatartoniin -
1d0uu[0md 1 boki
vaii” geliemezzdiv

jel feirhat o egy {D ) dl\/mFLL SOTOZHL ~ i
. mentén s, mids *mdl gy, hoovar o o R
vty \\L.ux\n-i-. hinilink. A Uorsuol SR ey



forditva egy {x,} diszkrét sorozat frekvenciatartomanybeli megfeleldje egy olyan
periodikus fiiggvény lesz, melynek ,,periédus frekvencza_,a” B,=1T..

Ha {x, }frekvenmatanomanybeh reprezentécidja X(f), akkor csak az marad hat-
ra, hogy x, és D, kapcsolatat megadjuk. A (2.24—2.25) Gsszefiiggéseket elemezve
Jathatd, hogy ezt a kapcsolatot egy konstans szorzé erejéig elvben tetsz8legesen rog-
zithetjitk. A kovetkezGkben elsSsorban a fizikai mintavételezéshezk 6t6d8 szempontok
miatt {lasd (2.38)] az

x,=D,B,=D,/T, (2.26)

megfeleitetést hasznaljuk. (Egy mésik szokasos megfeleltetés x,= D ).

Mindezek alapjdn az id6ben diszkrét , tranzxens jel lrekyenmatartomanvbeh le-
frasdval kapcsolatos dsszefiiggések

H = —in 2t 2-: )
X(f):é_ Z x,e J B, ———T Z x e'—Jn 'zTef (227)
P n=e— NEs — o
5. UT,
X, = lf X(5e" %’ af= f X(Ne" T df. (2.28)
J
0 G

Az eddigiekben vazolt gondolatmenet alapjan lathatd, hogy az id§-, ill. frekven-
ciatartomdnybeli reprezentacidk nagyfok szimmetridt mutatnak. Erre a szimmetridra
alapozva néhdny tovabbi érdekes kovetkeztetésre juthatunk :

—- a frek \xenczatanomanyban diszkrét és periodikus jelnek az idStartoménybeli
megfelelGe is diszkzét és periodikus;

— felhaszndiva a (2.8) és (2.9) Gsszefliggések szimmetridjat: a frekvenciatarto-
ményban nem periodikus, ,iranziens” jelek az idStartoméanyban folytonosak;

— a frekvenciatartoményban kvaziperiodikus jelek az id@tartoményban nem
ggyenietes miniavételi idejll diszkzét jeleknek felelnek meg.

A legels6 megéallapiias alapvet§ a digirdlis jelfeldolgozds szempontjdbdl, ezért ez-
zel az ess‘ ei a LO‘;anIBkbED 16571 Lesebbed is fooiai‘ ozunk.

N

jelek véges zé zaua'm, volia wcce@ ?@Js.atammﬂoc z ; kavetm:z ében ez az eset ki-
j szerephez jut, mivel a véges idétartamt jelet felf ochaqx,k egy periodikus jel
eriddusaként. am;wdzkus Jelelf felirhaték Fourier-sor alakban. Tételezzitk
el, hogy egy diszks¢ét jel periddus N mintdbol All, (T,=NT). N legyen péros. (Paradan
M esetére az Ssszefiigedsek hasonld médon s szérn 1azta‘tha;ok} Mivel ¥V adatbdl N
komplex Foupler-egyiitthatd szémithatd, csak olyan jelek egyértelmiin pnzm?élésém
nyilik iehet8ség ezzel a modellel, melyek

értéknél kisebb f ekvencidji komponensekbdl élinak. (Mintavételi 1étel, lasd 2.2.3.

pont.) Csak ﬂwn esetekre szoritkozva a 2./, rdbldzatban szerepld osszefugg sek ana-
logidjara a diszkrét Fourier-sor:

x= zwc,,e’ﬁ”“’ 5 k=001, N1, (2.30)



R N_ _N
C,,——N k;) X ; “"‘—2“217:“‘5‘—1. (2.31)
Legyen
‘C,, 0= 122%-—1
X,= N (2.32)
'C,l_\, ?énéN—l
Ezzel (2.30), ill. (2.3])
Nl jgink
Xp= Z Xe N, (2.33)
n=0 .
1 Nl —jﬁnk
Xo=% kzo xe N (2.34)

alakban irhato. Ezt a diszkrét trigonometrikus polinompért nevezziik diszkrét Fourier-
transzformdcicnak (DFT), mely kdzponti jelent8ségll a digitdlis jelfeldolgozésban.
Az eddigiekben vazolt reprezentaciok fobb jellegzetességeit a 2.5. dbra foglalja dssze.

(Megjegyezziik, Hogy sokszor a (2.33—2.34) transzformaciot gy definidljak,
hogy az 1/ tényez8 az {x, }-t megadd inverz transzformécid dsszefiiggésében szerepel.
Ez annek az esetnek felel meg, melynél (2.26) helyett x,= D, vélasztéssal éliink.)

Frekvenciatartomdnybeli reprezentdcid a moduldld impulzussorozat tulajdonsdgai

alapjan. A frekvenciatartoménybeli reprezentacié szdrmaztathat6 a (2.22) §sszefiig-
gésbl kiindulva is. A mintavételezést modellezd (modulélatlan) impulzus sgrozat

o

Z S(t—nT,)
o 1. o
periodikus figgvény C,;=—2—.,— (Vn) Fourier-egyiitthatdkkal:
s
— 1 & J?;ff

"—»

x¥(0)=x(1) Z T, (2.36)
e
melynek Fourier-transzformaltja :

o

Ead 3
71

Ye(f)=F{x*(0)}= / {x(r) > ej%”}e"”’f’d[— Z X(f——fi}. (2.37)

resm - A —oo

A modulalt impulzus sorozat Fourier-transzformaltja tehét periodikus fiiggvény,
és el6allithatd a folytonos x(¢) jel X(f) Fourier- LramZIormalnaboi US»’d’)dkkOI‘
X, (f) Fourier-sorba fejthetd [vo. a (2.27) Osszefiiggéssel]:

X(N)=T, 5 x(nTe™">™, (2.38)

P —

e
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A frekvenciatartomanybeli X(f) jel X*(f) mintavételezett megfelelSje:

L2 nr
XHN=X(f) 3 B, (2.40)

71T e oo

Az inverz Fourier-transzformdacié alkalmazésaval:

e (N e T L VAN % 72}

"""-"(‘)"'\d = (_/)_}«—- S, X Z“—J . (24])
- \

A frekvenciatartoménybeli ,,modulait impulzussorozat” inverz Fourier-transzfor-
méaltja tehét periodikus fiiggvény, és LlOaHlLl]d.[O a folytonos x(f) id6fiiggvénybdl.
Ugyanakkor x.(f) Fourier-sorba ;eﬂh

(=B, 2, X(nB)e". (2.42)

Jimm -

Az x(1), xF(1), x, (1), valamint wv XN V¥ Xu() jelek kapesolatat @ 2.6. dbra
mutatja be. Lathat, hocy a nunta\u«,kzusdsm MAzEtott x,, (1) € A (f lgevények
atlapolédas kovetkeztében eltérnek uz x(1), ill. uz X(f)re lekté1. Ha azonbun

xn=0 [<1y és 1zt 1B (ig valos allandd), /243
il
1o 1 5
iU gy &0y (2.44)
aklier
Mo=x ) 1y iy VI, (245
1.
. . o, Y
Vi) Xl e (2.40)
’ ’ 27 27

setén IchetGséy n
tprczcnté ciéra. mely

wrier-transziormacis valdsit meg.

}
et

“peridgus frexvencia
1

L0, valumint az X(F), X5 és Yo(f) jelek kapcsolata

&



Megjegyzés :
1. Ha x()=0 t=0 és x(0)=0, az ugras miatt

*ulpy= F =1, D 3 X{ -g-] (2.47)

71= e o0

alakt, mivel a transzformécié az ugrashelyeken a jobb, ill. a bal oldali hatdrértékek
szamtani kdzepét helyettesiti be. Ez esetiinkben egy

x(0)
T, 5> 8(1)

agysagi komponens, melynek spektruma
x

©)
T, 55

2. 4 Fourier-transzforméciora €piilé matematikai jelmodell értelmében a savkor-
latozott frekvencia-spektruma jelek idGben végtelen hossziisigiak, az id6ben véges
hosszisdgt jelek pedig nem savkorlatozott frekvenciaspektrumuiak. Ezek szerint a
véges id0, ill. a véges frekvenciasdy alapjén torténd klesdnds megfeleltetés csak perio-
dikus id6fiiggvény, ill. spektrum feltételezése meliett képzelhetd el. Ugyanakkor nem
szabad figyelmen kiviil hagyni, hogy a valdsidgban nem tudjuk kimutatni, hogy pl.
egy véges idStartamt jelhez végtelen savszélesség il spektrum tartozik, ill. megforditva,
hogy véges sév;.zélesség végtelen idGtartamot jelent. Ez a tény pontosan az alkalmazott
matematikai modell érvényességi hatérara utal, amit sosem szabad figyelmen kiviil
hagyni. A Fourier-transzformécidra épiild modell azonban a fenti korlat ellenére a
gyakorlat szempontjabol kielégitd pontossidgiinak mutatkozik.

Frekvenciatariomdnybeli reprezentdcié a Laplace-transzformaicio felhaszndldsdval.
A moduldlt impulzus sorozat jellemzésére a Laplace-transzformécidés moédszert is
hasznalhatjuk. A (2.37) Gsszefiiggéshez hasonléan irhaté, hogy :
= i 7
Xel)=L{x*0)}= 2, X {5—:—j——~ nj. (2.48)
= )

A Laplace-transzformacidt egyoldalas esetre definidltuk, ezért itt is
X(s)=L{x(n}; ahol x()=0 t=0 esetén.

Ha x(0)=0, akkor a (2.47) &sszefiiggéssel analog médon:

Ugyanakkor a (2.38) Gsszefiiggés megfelelSje:

Xa(s)=L{x%(1))=T, Z x(nT)e™ . (2.50)

n=

T, T R R .
e''s= 7 helyettesitéssel az egyoldalas z transzformdcio kifejezéséhez jutunk :

Xu(2)=T. i x(nT)z=". (2.51)

n=0

62



Szokés ezt a transzformaciot a LapIace—transzforméciétél fliggetleniil is definial-
ni. (Az aldbbiakban a . indexet elhagyjuk.) Az {x,} n=0, 1, ... diszkrét sorozat z
transzformaltja :

X(z)=

minden olyan z-re, melyre ez a kifejezés konvergens. X (z2)a Lonveroenciatartoményban_
([41 < 1) analitikus, tehat pblusal, ill. szingularitdsai a komplex z sik egységsugarii ko-
rén be 1u1 helyezkednek el

A (2.51) és (2.52) 5sszefiiggések eltérnek a T, tényezSben. Bzt azzal szokték 4at-
hidalni, hogy az idGegységet T=1 formaban rogzitik. Mi a tovabbiakban kizérdlag
az eddigi dsszefiiggésekkel vald 6sszhang érdekében a T tényezbt megtartjuk, tehat a

X@)=T. > x,z°" (2.53)
=20

—nz'@{xn}’ (252)

AL

1

0

definiciét hasznaljuk. A z=e/*T= helyettesitéssel élve

X(H=T, 3 x,e/*"%, (2.54)
n=0
azaz X(f)periodikus 1/ ,periédusfrekvencidval”, és Fourier-egylitthatdi a Tix,, érté-
kek. Ezek szerint
YT

X,= f ()T df, (2.55)

ill, z=e/2Ts &5 dz=j27fT.z df felhasznaldsdval

TmAcid <omp—
nszformécié

mszformacm is. km"\' d ﬁmcxos 3ssz

z efti
(2.52) osszefliggés szerinti, de a szummazast — oo-t8l os-ig kell

o g ‘végeznz

2.2.3, Kapcsolat a diszkrét idejii s a folytonos ideji

jelabrazolas kozott

Az idSben diszkrét jelek frekvenciatartomdénybeli reprezentécidjdnak Ssszefiiggéseit

s.

jelet id6ben diszkrét jellel reprezentalni. A kdvetkezSkben az erre a kérdésre adhaté
valaszt ismertetjilk.

Igaz a kovetkezd 4llitas:

ha x(¢) nem tartalmaz B/2-nél nagyobb ekvenmaju komponenst, akkor egyér-
telmfien leirhaté T/B intervallumonkénti mintéi felhaszndldsaval. Az 4llit4s helyessé-

elemezve felmerill a kérdés, hogy milyen feltételek mellett lehet egy doben LOl}’[OHOS
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24 rabluzar

A z-transzformacié néhany tétele

Tulajdonsag {x,} X(z)
Eltolas LR, AR g
kKonvolucio Y (TR Vieodao
Lo
- . oo
Kecostieriek [ ERTR Hi Xiz)
el had :
oo
ATNEIUEN i x, i Yio
no- -y
z-transzioninalt parok
Idotartomuaii. (i, =00n=0 - tarenany Y@
AN
"\“/zl
1 - -
.
[
() 3
{2-- 1
e—an —
(em=) —

[
tn
NG

x(t)= XN df, {

~ 8,2

a [ourier-transziornacid értelmében D, a kovetkez8képpen frhatd:
D i noj 5
= X =1,
B, B, J (2.60)

o



amibGl kovetkezik, hogy x(¢) teljes pontossiggal reprezentélhaté a belSle szdrmazia-

tott
[ {n }}
ii \ BP ;

idében diszkrét jellel. A folvtenes & diszirét jel kapesolata (2.57), (2.59) és (2.60)
dsszefilggések felhasznalasaval

—e

- ( Y sin 7B, (tw—f——}
x()= 2 x --] B .
e B 7B {E___‘E_\
P Bp)
mely egy interpolacids Gsszefliggésnek tekinthetd.

A gondolatmenetet a frekvenciatartoményban megismételve: ha x(7) egy T,
intervallumon kiviil mindeniitt nulla, akkor X{f) Fourier-transzformaltja egyértelmien

leirhato 1/7 intervallumonkénti mintéval. Ennek értelmében

(2.61)

e e B
- ( \‘ Smﬁl"{]_?;%
3 — vi £p / 39
A(f)—;—,._-Z;w - lTPJ o i{f—— ny (2:62)
T -7

Ezeket az dllitAsokat mintavéreli 1ételeknek nevezzik. A mintavételi tételek bizo-
nyos, éhdléban nem tul szigor feltétel betartdsa mellett sokféle jelosztalyra dltaldno-
sithatok. Iey a mintavételi értékekkel torténé reprezenticidra lehet8ség nyilik pl.:
a smodmsztlkus folyamatoknal is (lasd 2.2.4. pont), de lehetséges a Fourier-t8] eliérd
integréltranszformaciok esetén is definidlni Gket, ill. mintavételezhetiink 16bbvaliozos,
valamint savétereszt§ spektrumi (B, By+ AB) jeleket egyardnt. Mintavételezhetiink
Ugy is, hogy a mintavétell értékek elhelyezkedése (pl. az idStengely mentén) nem

egye nletes.

Ha a mérési, 1ll. jelfeldolgozasi feladatunk megoldésa sordn mintavételezést alkad-

mazunk, akkor legtobbszér to«*eks ink az eayerte}mu negfeleltetés biztositdséra, azaz
a mintavételi tételek betartdsara. A mintavételitéielek a
zott alakjait minavételi S.{,CZOCII}/OI\,I?QK new,Luk E

a gyakorlat szama@mfom ma-
mum =B Sa\SZEIC‘S\u‘ {

»J
,. o
w vl

1
Fourier-spekirumt id6fliggvény egyenletes id6kozl mintavételezésekor pl. teljesiiinie
kell a kdvetkezd egyenlGtlenségnek :

fo=2B, (2.63)
ahol /, @ mintavételezés frekvencigjat jelsli. (2. 63) teninzheté’ a gvakorlat szempontia-
bél legfontosebb mintavételi szabalynak, melyet mintavételes mérési eljardsok terve-
zésénél, ha azt a mérési feladat jellege ﬂez.kow»dz, be kell tartanunk. A mintavételezés
gvakorlati megvaldsitdsa tobbféle, elméleti szempontbdl is érdekes kérdést vet fel.

Ezekkel azonban ebben az alf gjezetben nem foglalkozunk, néhény problémakédr vazo-
lésara a jelanalizis hapcsa*x a 24. IL.]STE{b»n keriil sor.

Az eddigiek sorédn lattuk, hogy az id8ben folytonos és az id8ben diszkrét je er—

rezentacidk szoros kapesolatban alinak egymassa al, és a mintavételi szabalyok betarté-
sa esetén egymasba at is alakithatdk. Ezt a kapesolatot kihaszndlva az alabbiakban a
két esetet nem valasztjuk szét, csak akkor, ha elengedhetetlentil szitkséges. A vizsgalt
x jelet

tgy tekintjiik, mint

= (x(0: 12T}, (264)
hol 1d en dxszkrct esetben T a diszkrét id6pontok egy megszdmlalhatd halmazat

jeloli, mig idében folvtonos esetben T a valds tengely egy intervallumat jelghi.

[
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2.2.4. Sztochasztikus folyamaiok leirasa

A sztochasztikus jelmodellek (sztochasztikus folyamatok) a k6lesénhatdsok véletlen
jellegét leird valdszinfiségi eseménytér minden eleméhez egy-egy id6fiiggvényt rendel-
nek hozza. Ez a modellosztaly tehdt t6moren

My={x; x(1,5), 1€T,5€ 2} (2.65)

forméban irhaté, ahol 2 az eseményteret jelli. Masképpen fogalmazva a sztochaszti-
kus folyamat felfoghat6 id6fiiggvények egy olyan sokasdgaként, melynek elemeit az
eseménytér elemei generaljdk. Ezt ﬂlusztral_m a 2.7. dbra.

Ugyanaldor rogzitve egy £;£7 idSpontot egy valdszinliségl valtozdval allunk
szemben. A valdszin{iségi valtozdt pl. siirliségf] ugmeqvevel Jeuemezw a sztochasztikus

folyamat Uigy is LCklﬂLllLtO, mint id8ponirdli doponna valtozo slirliségfiiggvényd vald-
szinfiségi valtozd (2.8. dbra).

, Az elce kysenethez
" tartozo r*ofuggveng

A j-edik kiserlet
“ﬂrt 25 1dotuggveny

nint mintafiigg

[7a

2.8. abra. A sztochasztikus folvamat mint s
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4smodbol kiindulva alapvetSen négyféle interpretacio Iehetséges

N ’

r6gzitett, akkor x(2, §) egy szém;

0211\ és & rgzitett, akkor x{zv £ egy idbftiggvény ;
t és £ valtozik, akkor };u. 5} egy valdszinfiségi
valtozdk, akkor x{7, &) egy sztochasztil

A (2.65) fel
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tes karakreriszitkus fiiggvény ismerete. Eze}: szerint a szfoﬁﬂfs*""'

eg v i
sCJ 1szt1ka1 jellemzGit meg tudjuk adni, ha az dsszes lehetséges 1 halmaz

Jjik a /3.66——3‘50) 1ugg&un3¢}\ valamelyikét. Nagvon sok eq@hw

fiiggvényeknek csak az elsd és m é odrendd al: it hasznéljuk,

rozasa még redlis célkitilzés, ill. azért, mert gya l\ran all\(.hn’th-

vagy Markov-folyamai modellt, mcﬂ eknél (mint latni fogjuk) az elsS &s masodre i
fiiggvények ismerete teljes lefrast tesz lehetévé. Fzek szerint tehat pl. az



]’:‘c:(xt)$ fxzzx ( e V_) :*lat"\.T (269)

siir{is a fiiggvényeket hasz*laljuk a jellemz8 paraméterek kiszamitdsahoz. A (2.66—
2.68) fiiggvények elsé €s masodrend{i alakjaibdl kiszdmithat6 fontos s ZLOChdeLl}\"S
folyamat paraméterek a kdvetkezSk :

A folyamat varhat6 ériék—idd fiiggvénye :

u)=El{x}= [ x, [ {x)dx,, (2.70)
ami azt fejezi ki, hogy a folyamat atlagos ,szintje” hogyan alukul a 7 paraméter fiigg-
vényében.

A folyamat négyzetes kizépérisk——ids fiiggvénye:

2 dx, (2.71)
J
ami a folyamat atlagos teljesitményével ardnvos
4 jfelyamat variancidja:
IS 7. ¥ bk 2 iy =y
var {‘nfzsg(x,—-z’?{xf Yy=un)— ule), [2.72)

Siz

e V) A (2.75)




Kéi folyamat keresztkovariancia fliggvéuye :

C. (t, )=E[(%, —E{x, P, — E{y, D= =R, (11, 1) — p (1 )p, (1), (2.76)

,

mely a variancia fogalom &ltalénositdsa két sztochasztikus folyamatra és eltolt minta-
vételi ériékek esetére.

<ét sztochasziikus folyamat egyiittes sfirliségfiiggvényét az eddigiekkel 8sszhangban az

valdszinfiséel vektorvaltozo egylities siriségfiiggvényeként definidljuk.

A sztochasztikus folyamatokat két csoportra osztjuk aitdl fiiggben, hogy statisz-
tikai rﬂemmlk wogyan fiiggenek a ¢ paramétertbl

Az x(1, &) sztochasztikus zo}yamatot nemstaciondriusnak nevezzilk, ha a rogzitett ¢

o

paraméter esetén értelmezett x(&) valdszinfiségi valtozd statisztikai jellemz8i fiiggenek
a 1 paraméter rogzitett értékétll, azaz ezek a statisztikai jellemz8k fiiggvényei az
.2bszolit” iddnek. Ellenkezd esetben a folyamatot staciondrius folyamatnak nevez-
ziik. A stacionérius folyamaital kancsolatbaﬂ_ a kovetkezd definicidk hasznélatosak :
Az x(1, &) sztochasztikus folyamatot erdsen staciondrius vagy egyszeriien sta-
cionédrins folyamainak nevezzitk, ha a hozzérendelt statisztikai jellemz8k mindegyiks
invaridns a 7 paraméter (azaz az id8tengely) elioldsara nézve. Ezek szerint pl. a (2.66—
2.68) fuggvények kozil a siirlségfiiggvényt kiragadva, stacionérius folyamat esetén
tetszlleges i pozitiv egész és I= {1, 7 i=1,2 .} halmaz mellett
{14 x:z—f« bl th—-rr}’ \/2771)
b 1 viszont k&vetkezik, hogy a folyamat
" 1d6t8l, legfeljebb valamilyen idGkii-

(2. &) folyamatot aszimpiotikuson staciondriusnak nevezzilk, ha tetszGleges
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értékek segitségével szdrmaztassuk. Hyen e e
hetséges-¢ a vizsgalt jelet ergodikus folyamatmodell felhaszndldsdval reprezentdlni,
ilyenkor ugyanis a sokasdg szerinti varhato ériék képzések helyett az idBatlagok szd-

Efg(x}=lim —— [ (5.4 (2.79)
Y
-7
azaz a sokasdg szerinii dtlag a telj
nek a tulajdonsdgnak a felfedése k
Az er8s stacionaritds szitkséges, d
Iyamatokn4l, ahol a sokasag szeri
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szer{ien hasznalhatjuk. A teljesség kedvéér
.id{ben” diszkrét esetre a 2.7. tdbldzarban 1]

e
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. . (2= )
xip )= A sin ("'?':: i+ @(;)} s



A setochasatileus foly amatok néhany fontos statisztikai jellemzije

2.5. tabldzat

L. re . Nemstaciondrius Stactonarius Ergodikus
Nev Jelolés Delinicic folyamat folyamut folyamat
T
Virhato értélc— " (0= E{x,) f “ Allands i 1 W d
e . 1e.£8) L )= By B A Lx ) dy e 0) == g = allando AT TN x(r) dt
o fliggvény * > ! A > * Yo T
0
Négyzetes kozép- v r
ot i 2 2 - 2, 20 2, . 2 .1 2
értek - 1do NG plt)= L} N/ () dx, w0)=p =allandd po= i — X0 die
fliguvény e Trves 3

Vartnci

\nitohorrelacio

Pl eny

Attokovariancia

fliggvény

reresztkorrelacio

fligzpvény

Keressthovarian-

v flgeviny

var {x,}

- 1;"{(.\‘[ —E{x, ))2}

= () — (1)

var {,\‘l } s VAT {,\'}’«;_v: (;;‘) -

22 ‘
ey = dllando

R (1, 1)

Ry i) =E{x, x, }

war

/ j N, X

N

4&]'\‘11'\./2('\Ir\“>) dy, dx,,

R,\‘.\'({l’ [2) = R.\'.\'(T) >
T 1y

-
-
R, ()= lim - / x(e+ 7YX
T oo N
0
Ka(e)de

{00, e
Xx, By, })}

R (1), 1)

Calln )

Ry, )= L{x v

!
vt

oy - By )
A S

=Rt 1) = "‘,\-(fl)/‘;((f:)

C‘_\‘x(ti, fz) = C‘,\',\‘(T) -

2
= R ()=

N 2
Codt)= R {0) =iy

o

e : - RS .
- j‘\}|-vt1('\lt’yl?.)([\lx(bl;t

) R.\,\([l‘ ’2) '”',\({!‘)«”,\'([2\)

R (1, 0)= R (1)

.
« 1 .
R (r)= lim — | x(t- 1) %
’ T-reo 4
0
(o de

(‘.\y(rl ) fz) e (f'”\,),(r) =
= Ry (1) = e,

Cofn)= R (1) o i,




2.6. tdbldzat
Horrelaciofiiggvények tulajdonsagai

Autokorrclécié-fﬂggvéﬁy ’ Keresztkorrelacio-figgvény
LR (D)=R (~7)  paros L Ry (0= R (—7)
2 2. iR, r*-RVoP..o
2. R (0)=1y; Lsaé)g <(O)R,,(0)

3. R (0)={R, (7)) 1
- R, (D152 [Retf0) + B, (o))
4, lim R _7)=p] 2 ha nincs periodikus Osszetevdie “
o= 3. lim R (0)=p.p,
5. Ha a folyamat periodikus (T) oo

R, (%)=R {r+nT,) n=0 =1 ha nincs periodikus dsszetevdje

I3

ahol ©(&) valdszinliségi valtozd, melynek valdszinliség-stirfiségiiiggvénye

(1
= ha 0=0=2x
x)=/.(0)={2n .
Solx)=70) . (2.82)
0 egyvébként
A folyamat autokorreldcié fiiggvénye a slirfiségfiigevény felhasznaldsival
[ . (2= A [ 2z }’(
R ()=E{dsin| = ({+0+0| dsin | =1+ 0}=
t (O J L4p )){
27
42 { Doy { e \ 42 Ve
A R (e I bz . . LT N
=== sm1?—(z—r7)+@};sm§:—i+@ga@= 57 COS == 7. (2.83)
“J s J (s J “ ‘p
0
idB8atiag képzisével
T’p
24 ’—\:_‘éz_ f{ sin E‘— 7-~7)sin {2.84)
Ro(t)==- | sin == (1+7)sl (2.
“p “p
2

tehat a folyamat (legaldbbis gvengén) stacionarius és ergodikus

Nagyon sok gvakorlati probléma megoldasanal ;\edyu.o, ha Jvﬁlﬁmﬂzni tudjuk
a sztochasztikus foyamam w-urek\er(:1zu(.ztomanyban is. Erre a célra az Un. zeijf)sfr—
ménysiiriiség-fiiggvényt hasznaljuk, melj, kdzvet *enul arra ad véalaszt, hogy az (f, f+df)
frekvenciasavba mekkora jelteljesitmény jut. A determinisztikus jelekre vonatkoz6
ismereteinkbdl tudjuk, hogy a gyors valtozisn jelek nagyobb sévszélességiiek, tehat
nagyobb frekvencidn is szémottevs telj\,sitmém't szallitanak, mig ugyanez & lasst
valtozdst jelekrSl nem mondhaté el. A teljesitménysiiriség-fiiggvény fizikai jelentése
ennek a tulajdonsagnak az altalénositisa sztochasztikus folyamatokra. Mivel a frek-
venciatartomanybeli reprezentéci6 nemstaciondrius esetben filggvénye marad a 7 (id6)
paraméternek, és ebbdl fakaddan matematikai nehézségek Iépnek fel, a frekvencia-
tartoménybeli leirast t6bbnyire csak stacionarius folyamatok esetére definigljdk
— Acteljesitménysiiriség-fiiggvény az x(z, §) folyamat R_ (v) autokorreldcié fiigg-
vényének Fourier-transzformaltja
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Az iddben diszkrét

sziochasziikus folyamatok néhiny fontos sintisztikal jellemzdje

27, wabldzat

Memstaciondrius

Erpodikus

]
Nev Jeloles Definicio fulyamat i T | oyt
1 i
| |
Varhatd érick--- . - . . | , . .
L o ome ) \/J;J.\',,,/’\"X(Ax,,) Pactn g dllando o= Him v
v N
i
N1
b 2 L G2, CTE PR : N2
Sriék-—ido N piny= L) o vl ) yr )= p= dllando y tim N~ vy
fiiggvény Nevwo Y gy
. : . 22
Variancia var {y, } = (v~ E(x, 17} var {\ }e=var {x}= var {x} gl
2 2 , ,
=y~ Alandd
N1
Autokorrelacid Ry, 1) R (g, m)y==E{x, ”’,} \;;’ \:?;; X, R iy, m)=R, (n); K O 1im N pa Ntk
e, ¥ e Y f
figgvény ) S IR N ket
/\/“"“/x; 117( Varr Nyl
Autokovariancia | C, (1, 1y) =1 = R (g, my) = e (e L) (,\\\,zl, iy} = C\\(n) Colmys= R ()=~
fliggviny = R, ()~ /z
& inpepnorr e sy geind o M e e X y H
Keresztkorrelacio | Ry (ny, 1y) Ry (g, 1) V'n \%"’42 iy X Ry, (s )= R, 01) Ry (1 lim
fliggviny N e
kS -/’\m nz(“\m » )m)
Kereszikovarian- = B0, — B, 1)~ =R Gy, ) — (i ) | Coyigy )= R o= peany | Ol R )=

cia fGgavény

ny(”l’ 75)

X (.Vnz - E(yuz })}




S (NH= f R ()% dr, (2.85)

ill. az inverz transzformalt

Ro(e)= ] S (N df. (2.86)

A (2.85—2.86) az un. Wiener—Hincsin Osszefiiggés, melynek értelmében R, (1) és
S..(f) Fourier-transzformalt pérok.

— Az x(1, £) és 3(2, &) sztochasztikus folyamatok frekvenciatartoménybeli egyiit-
tes leirdsdra elsésorban a keresztteljesitménystiriség-fiiggvény szolgal:

So(f)= f R, (r)e 7 d, (267)

rr_ 57

A keresztteljesitménysfiriiség-fiiggvény két folyamat szorzata éltal az (f, /4 df)
frekvenciasdvban hordozott jelteljesitményt adja meg. Az inverz transzformalt a
keresztkorreldcio-fiiggvény meghatdrozasanak egyik lehetdsége:

R, (v)= j S (V7 df. (2.88)

A teljesitménysilriiség-fiigevények fontos tulajdonsdgait a 2.8, tablazat foglalia
ossze.
Megjegyzés:

1. A keresztteljesitménysilirtisée-fiigevény rormalt véltezata a kcenplkx kche-
rencia-figevény

2.8. tdbldzatr

Teljesiiményslriség-fuggvény | Keresztteliesitményslrtiség-figs

] igeveny
L. Sx_‘;u”) =S (=F LS (N=S,(=N=S,{~1
i
1 -
2. ] =R (o)=¢ 208 ANFES (NS,(D
3. ] L0 L3S, (N=Cy(N=105W)
J . alialdban komplex értéki
4. S, (f) mindig valos, mert R (=1)=R(v), C,(f) az un. keincidencia-spektrum,
te t laz1smfor'nac101 nem hordoz. Q. ,{/) az un. kvadratira-spekirum.
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mely abszolit értékének négyzete

ISu(NE
5N,

sokféle jel- és rendszertulajdonsag leirasanal hasznosithatd. (Lasd 2.3, szakasz.)

rr_re

2. 5. {f)paros volta miatt szokés definidlni az un. egyoldalas teljesitménysiiriiség-
fliggv envt is:

[V (= (2.90)

=

G.(f)=2 / R_()e™*/*dz,  f=0. (2.91)

— 2

3. Az S (f) keresztteljesitménysfir{iség-fiiggvény fontos szerephez jut linedris
rendazerek atviteli sajatossagainak elemzésekor.

Az S_(f), S0, ill. y (f) elvben definialhaté nemstacionarius folyamatokra
(1dovar1ans spektrumok)is, de ennek oyakorlatl jelent8sége elsGsorban csak azid8ben
lassan valtozé autokorrel4cié fliggvényli, tin. kvéazistacionarius folyamatok eseté-
ben van.

5. Az ,id8ben” diszkrét sztochasztikus folyamatok teljesitménysiiriisée-fiiggvé-
avét egy olyan Fourier-sor alakjadban definidljuk, melynek egyiitthatdi azillet folyamat
diszkrét autokorreldcio-fliggvényének megfelel6 ériékei. A komplex frekvencia-
tartomanybeli teljesitménys{irfiség-fiiggvény pedig a diszkrét autokorrelacié-fiiggvény
{kétoldalas) z transzforméltja. Az ,id6ben” diszkrét sztochasziikus folyamatok frek-
venciatartomanybeli leirasaval kapesolatos legfontosabb Gsszefilggéseket és azok tu-
lajdonsdgait a 2.9. tdbldzar foglalja &ssze.

Sztochasziikus folyamatmodellek

A kbvetkezSkben roviden éttukintjiik azokat a sztochasztikus folyamatmodelleket,
znel}:ek ot s/amos *\OI}I\TCL mérési dmrgshm hasznositunk, és melyekre a kdnyv tovab-

cus folya atot Gauss-folyamatinak nevez-
lm 1zra €3 minden ¢; konstansra a

(2.92)

ahol :
L E P N ) B wo=u (D=E{x}; .=z (D=

:E{(x_ ‘LLX)(}.'“- #X)T}‘

A ('7 93 ) sszefiiggésbdl lathatd, hogy a Gauss-folyamatot egyvértelmien jellemzi
w (D) és > (), azaz ennek a két idlvnzon ok az ismerete elegend?d a teljes leirashoz.
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1, iddpillanatbeli viszonyok szdarmaztatdasdndl, a maltbeli (7,<¢,_,) viszonyok ismerete

nem szlikséges.
Hioa t, 4 1d8pillanatbeli értéhek mellet
¢pit & modell. akkor a figyelembe vett kor
1 Markor-folyam
elsérendi /

vabbi idGpontokia {f,_a, fh_gs - ..)

it to 1tokra {7,
'ib bi id6pontok szé*néw‘i osszhangban
attal van dolgunk. lyen megfogalmazds-
Via io -folyamatot definidlja.

masoed-, hurmad- sth. rendd Ada
bunu (2.94) ésszeﬁigge az in

..\1 ,

jel reprezentdcidk sordban,
gyenlet {vagy diszkrét eset-
Markov-folyamat tulajdon-
szeriien min i 15
pont) seons t

st a meoe}o em olyamat
2 ie Viszo-
A% tmenetvald-
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SERIW Uy Y

2.9, abra. A Poisson-folyamat egy realizacidja

2. annak valdszintisége, hogy az ugrésok széma k, 7 és s kozott
Ai—S Al ‘5
P{x(t)—x(s)-:k}—gm——[z— Ae—sl) A=0. (2.97)

3. x(¢) fiiggetlen ndvekményii.

4. A diszkontinuitdsok un. els6faji diszkontinuitdsok, azaz x(1—0)=x(H=
=x(1+0).

Ha 7 fiigg az id6t6l, akkor 1in. nemhomogén Poisson-folyamattal van dolgunk.
Az dlialdnositott Poisson-folyamat definidlaséhoz induljunk kl egy x(1, &) egyszeril
Poisson-folvamatbél, melynél

r*'(f)-x‘(g) k} (/][ SU —}.{t~s}
Ekkor az

y(t)= a E(I—1T,) (2.98)

"US“GLUQC\«GH}’H valoszintliséel valtozd,

ahol a; x(£)-t61 fiiggetien f, (a;) st
7

S1i
Js
ugras- fugzw 1y, 7; g az egyszerii Poisson-folyamat i-edik uorasl elvé-
koordinatéja, a.ltal nositott {vagy m sochendu) PO’SSOﬂ—lOl) ‘amatnak nevez-
a is fiig \fu, ¢s ezek szerint egvben

mind folyamatok

Im
eralasan 1, mind rendszermodellek analf-
y Brown-mozgés) folyamat formalis deri-
51
i

teki
Ea)
it

intsitk a kor-
olyamat forma-
vényét

r-folyamatbd] kiindulva
zek utdn tekintsitk az (Z)

olyamut kovariancia fii

- jdr\t) dx(s)
T dr ds

Bx(}=8(—5) (299)

/dr.
o) 5

.10, dbra. Egy altaldnos Poisson-folyamat
oy realizacidja

P
<




E{x(t)x(s)}

e

It nem
d:fferencua(hcto
=

S t
2,11, abra, liluszirdcid a fehérzaj-folyamat szirmaztatasahoz

adddik, ami definidlja a fehérzaj-folyamatot. Ez az eredmény matematikal megalapo-
zottsdggal a disztriblicidelmélet eszkSzeivel szarmaztathatd, itt csak egyszerti illuszt-
réciot kozliink (2.11. 4bra).

Megjegyzés:

1. A fehérzaj-folyamatot ismertnek tételezve fel, pl. az id8ben diszkrét esetre a
Wiener-folyamat a kdvetkezd forméban is definidlhatd : ha w(z, &) fehérzaj-folyamat,
tovabbd Gauss-closzlast nulla varhatd értékkel és egységnyi szoérassal, akkor az
~(1, &) 1,6 T sztochasztikus folyamatot, melyre

X, L TX W, (2.100)

Wiener-folvamatnak nevezziik. (Az x,, kezdeti értéknek ugyancsak Gauss-closzlastinak
kell lennie adott atlag €s szérésparaméter mellett.)

2. Az altalanositott Poisson-folyamatb6l kiindulva annak formdlis derivilija
ugyancsak a fehérzaj-folyamatot adja.

A fliggetlen névekményil folyamatokkal kapesolatos két fontos allitds a kdvet-
kez§:

a) Ha x(1, %) folytonos majdnem minden &-re, akkor az x(I)=x(t,+ A)—x(z))
valoszinfiségi valtozd Gauss-eloszlasy.

b} Ha x(z, §) csak megszamlalhatéan sok egész értéket vesz fel (azaz Iépesds flige-
veny), akkor az x(I)=n esemény valoszmusege.

PLe(l)=n) ("j)" , (2.101)

azaz x(I) Poisson eloszlisi.

sz’k a tulajdonsagok jol haszndlhatdk figgetlen névekményvi folvamatokkal
gerjesziett rendszerek analizise sordn.

79



A mintavételi iérel sziochasziikus folyamatok esetén

Sziochasziikus folyamatok esetén az id6ben folytonos és iddber
cick kozotti .«.@csolaL egteremtése éppoly fontos, mint determir

diszkrét reprezentd-
iszithus jelok esetda.
Ennek a kapcsolatnak };ozponu eleme a mintavétell téiel, iy koverelminyt allit «

sztochasztikus folyamat {rekvenciatartoménybeli tula ;don igaira  vonathozoun.
Ezek szerint ha

FRAD=5D=0,  IfI=8 (2112}

akkoraz

N a0
L S ZTE i
. in U 2B o
Yoz » x| — > 7y
S END S b e ROy
w1 2B Aol 1Y
3> i [ — “--I:; }
L 2B}
sorfejiésre (v8. 2.61. most B,=28) teljesiil. hogs
Ellx(n—x(0*}=0, 1 2.104)
tehat a savkoridtozott folvamat atlagos négyzetes drtelemben reprezentilhu. o
T =—— idSpillanatonkénti mintdinak segitségevel.
2B
e
@63@

. Ezeknck @ vonasok-
ség; ha a Jele 1»-[ un.

iy
¥

it
[
I

earis
/3 s segitségx
i1é 7z, A fun nals
416 ereje indokolja, a x:onlrex 2 goldas: mo

v}

eljardsokon alapulnak. A szemlélet
ekinteniink, mivel ezaltal a Julrepr
feldo lvozas egy ‘.ISZOI]\L)." w\/szel 4, cg

i) s
Vrr{ﬁ
@

oo @

PGP o }
=

jovs
O~

L
O

Ebben a szzika

legfo ntosabb m:mlmdm“ é osszezog‘m’iji_zk a uuhm és i

ikat €s mdds

késd
juk viszont H

ad. fujezetben ;
ért»s hu Uz aldo
nagyon absztrakin
a ILdlLu'}'diU{dl Vi

H ‘i;’.’vl' 3
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2.3.1. A ielterek tulajdonsagai

Ebben a pontban a jelterek néhdny, a jelreprezentacié szempontjabol alapxetc’S talag-
dons 308.1. "u.LafJuL b leird jelleggel. A matematikal vonatkozédsokat az F2.3. filggelék-
benio glaltu& Gssze.

A jelterek Spec1ahs kov ctelmenwknel\ eleget t o;clhalrnawh A kovetelmények
jellegétdl fligglen, bizonyos jelterekben a jelek kozdtti LajekozodasL egy specidlis le-
képzés (un. fu \mona? témocatja 1égped1g Ugy, hogy a tér minden elempérjahioz
hozzérendel egy valds szamértekm Ez a hozzérendelés, ill. szamérték felfoghatd cev
dltaldnositor: iay Isacfzah Haa hOZZ'S_rendelésnéi b:zfosxguk hogy az altalanositorr
tévolség v, © ivélasztot telemp’r elemeinek sorrendjétél, tovab-
bé teljesit ; nség, akkor metrikus térrel van dolgunk. A tévol-
sdgiog a kﬁloz}fl}e jih‘@pi‘ entaciokkal kapcsolatban
rendsz ! észe kielégithetS oly modon,
hogy Kitlintetett Szerephez jutnak a
linedri itds mint feltétel ﬁo} elembe-
wteze = ;é tik. A metri ket deﬁnza galom és a lineéris terck ben

ige rai f«ega’imak mkapﬂsolﬂsr i;, médon valdsi thato meg homf a
i 121}){11\ annak ,.mér ?

ése L norma aku.

1 sz/ gében azzal a
Z Un. belsé vagy

z Jlszo“jitozt Eh Ivezkedésére
vona ] a1k ! elem dnmagéra vonatkoztatott
belsE szorzata célszerfien annak norn egyenll. Az ilyen tereket belsd
szorzat tereknek nevezziik, Ezek tehét finedris terek, 'nei;ekn ’1 a b'°1<o
szorzat fogalomhoz kapesolodik a n i
térbeni ! g

RN “"?j 7 s
a) dix, 7)= 2, la,—5] (2.105)
iZi
s N2
b dfe =] S eI
b) dyx, 7)={ 2, la; b*
L=t i
c) dy(z, yy=max {la—bl; i=1,2, ..., 1}
tavoisdg definicidk mindegyike megfelel a kdvetelményeknek. [A (!
az Un. euklideszi fmo’mofoga om.] Hasonlo tévolsdgfogalmalk defini



nyekre is. Példdul a T= {t; a=t=b}intervallum felett értelmezett valds, vagy komplex
id6fiiggvények tere esetén (x, y€ X) tobbek kozott a

a) diy(x,5)= / Ix(0)—y()l dz (2.108)
T

b) asn=| [ 1x<t>—y<z>12dr]% (2.109)

¢) dy(x, y)=sup {|x(t)—y(1)]; €T} (2.110)

tavolsdgfogalmak mindegyike rgzitheti a metrikus teret.

A jelek reprezentaldsdval kapesolatosan ezek a definicidk tobbnyire ugy jelent-
keznek mint alkalmas hibakritériumok, melyek a reprezentacié ..jésaganak” “alkalmas
mérdszamai. A kiilonféle jelreprezentalasi feladatokban a min8sités alapjdul szolgald
hibakritérium mds és mds lehet, de 1ényegében mindig valamilyen tdvolsdgfogalom
alkalmazasarol van szd.

2.3. példa

A jelek jeltérbeni dbrazoldsa sordn fontos szerephez jutnak a linedrisan fliggetlen
elem- (ill. vektor) rendszerek. K&zponti jelentGségli a bazis fogalma, mely olyan lineé-
risan fiiggetien rendszer, mely ,kifesziti” a teret, ennélfogva elemeinek alkalmas H-
nedris kombindcidjaval a tér minden eleme lefrhato. A valds vagy komplex szdm
n-esek RA, i1l C" halmaza n-dimenzids linedris teret alkot, melynek minden eleme ki-
fejezhet8

i

= L% (2.111)
=1
alakban, ahol {e;, i=1, 2, ..., n} nlinedrisan fuggetlen elem, pl. a kdvetkez8k szerint
e, ={l, O - 03
e,= {0, 1, ,O},
2.112)

e, =10,0. ..., 1.

Az {z;;i=1,2, ..., n}egyiitthato-készletet uz x vektor {e;} bdzisra (koordinata-
rendszerre) vonatkozé (R”— ill. C-bell) reprezentdcidjinak nevezziik.

2.4. példa

A jeltér vulamely elemének normdajaként elfszeretettel definidlunk olyan mennyiséget
mely kapesolatban van a jel valamilyen fizikai jellegzetesséeével. Lagg\al\rabbdn a
jel energidjéval, ill. teljesitményével szoros \deSOI than lev8 mennyisé _1 eket haszna-
lunk. A szdm n-esek korében sok esetben megfelelS norima a kovetkezd

={L 17,,53} . (2.113)



ami megfelel a (2.106) szerinti euklideszi tdvolsdgfogalomnak. A T intervallum felett
definialt valés vagy komplex fiiggvényekhez pl. hozzarendelhetjiik az

1
=U Ix()P? dr}2 (2.114)
T

normdt, ami megfelel a (2.109) szerinti tavolsdgfogalomnak, ill. melynek néeyzete 2
jel energidjaként interpretalhatd.

2.5, példa

A normalt linedris terek kozott kitlintetett szercphez iutnak az Un. /7, ill. L7 terek.

Az [P tér (1=p= =) azokbd! a skaldr sorozatokbol all, melyekre
> lalp< oo, (2.115)
i=1

ill. a normajuk

Il = 3 ] (2.116)

Joéllathatd, hogy ez a definicid a (2.113) definicid dltaldnositdsa p=2, és végteleu
dimenzids esetre. A (2.115) feltétel ezek szerint azt fejezi ki, hogy a végtelen dimen-
zi6s tér {o;; i=1.2, ...} sorozattal reprezentélt eleme véges energidjy, ahol az ener-
gidt egy altalanositott formdban, p-edik hatvany szerint értelmezzik. Az LA(T) tér
(1=p= ~)azokbdl a valds értékd x fiiggvényekbsl épiil fel, melyeket a T intervallum-
ban értelmeziink, és melyekre [x(£)|F Lebesgue értelemben integralhat6d. (A gyakorlat
legtobb esetére a Riemann integralhatdség is teljesiil) A norma definicidja

» 1
U Ix(0))? th. (2.117)

r

l\)
[49
i
o

—
o}
(a3
%

t3
o
e
v

It 1s 161 lathato, hogy a norma a (2 /4)definicid dltaldnositdsa p=
talanositott értelemben vett vég rgiatarialom tulajdonsag ]V(z‘)"f”m‘
val d\m\ulw" Erdmm i gwgvezni,ho

SZOTOS asré

oy dl\vubl inap=2 mcim 74z , 11 i
ni fogjuk, hogy a (2. 1]6—~—2 1]7) norma I’oguimal;, mint Lilkc.hm‘ }nbamnum. ok
fontos szere nmz juinak. 2 eseté ; ]' ihu felidtelénel mecke

derivalést hoverGen linedris tigényvli, ami elenils
leegvszerlisitl a szamitast.

Q (s
({r"
g;,‘
Yot

_J jse
s
O .
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2.6. példa

Ebben o példdben « belsé sorozat (shaldrszorzat) rog:
médiat mutatjuk be.
A szam n-esek C7 terében a bels@ szorzuiol az

(.¥)= > 77, X, ¥6C" /2.118)
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Osszefiiggéssel definidlhatjuk. A jeltérben geometriai fogalmakkal t4jékozddva a belsd
szorzatot olyan mennyiségként foghatjuk fel mint ami a jeltér x és y eleme mint
vektor altal bezart sz6g fuggvenye Mivel mindig fennall az |(%, y)|=lix||i7]l egvenldt-
lenség (Schwar L—egvenlozlensev) a vektorok 4ltal bezért szbget deﬁmalhatjuk

Re(xy)
=iyl

forméban, amibél Iétszik, hogy ortogonalis vektorok esetén, amikoris (x,¥)=0, a vek-
torok altal bezart szdg 90°, tehat merGlegesek egymasra. [A (2.119) Gsszefiiggés pér-
huzamba hozhatd minden olyan konkrét energia, ill. teljesitményszémitéssal, ahol az
%, ill. ¥ vektorok nem egyiranytak.]

Az I* térben a bels8 szorzatot az

cos O=—"r""22 (2.119)

&= > xF %yER (2.120)

b’sszefiigoéssel definidlhatjuk. Itt az { indexet a késGbbiidStartomanybeli vonatkozasok
miatt — e=-t6l futtatjuk.
Az L3(T) térben a bels§ szorzatot az elEbbiek analbgidjara

% y)= f x(y{)dt  x,yel? (2.121)
T

formaban rogzitjiik.

2.7. példa

A Malmum: vizsgalatainak egyik fontos irdnya annak elemzése, hogy a jelek bizonyos
jellemz8i hogyan véltoznek az id6 fiiggvé }cbw A jelterekben t8rténé reprezentacid
kapesan felmeriil annak lehet 'sége, hogy az 1d6 fiiggvénycben lezajld véltozasokat
térbeli tavolsagokkal reprezent Ijul'.Szo 1077un1\ az L — oo, oo)térre, és vizsgaljuk
: ER

1L
benne az x=x{r) és az x = x{4

(2.122)
Az el8z8 néidava = helsh rzat eoy alkalmas definicidia
Az el8z6 péiddval Osszhangban a beisC szorzat egy alkaimas deninlcioja
{ (2.123)
fiiggvényt
x(t)x(t+ ) dr. (2.124)

tartalma nem fiigg a 7 eltolastél. r¢(r) felhasznaldsav




frhatd. A belsd szorzat és a tdvolsag kifejezését elemezve megallapithatjuk, hogy ha a
Jel idGben gyors valtozast, akkor d(x ) nagyobb értéket ad, mint lasst valtozas ese-
tén. Konstans jelre a tdvolsadg nulldnak adodik. Ha x(7) és {7+ 7) ortogonalisak, tehat

r (v)=0, akkor d(x, x )= 7/- 1xll. Ezt az esetet illusztralja a 2.12. gbra.

x{t) 5\
[ Y2 nxn

AN
ixi ( \\

I SN
0 x(te1)

Bxoll =88 2.12. abra. Hlusztracid x(¢) és x(¢+ 1) ortogonalitasihoz

Megjegyzés:

- L.Az PP tér esetén az {x,},n=0, =1, £2, ... id8ben diszkrét id8fiiggvényt
vizsgalink. A (2.7123) belsB-szorzat deﬁmcm megneleloge ilyenkor {x_ }={x,..} jelo-
Iéssel:

(#x)= 2 XKpeee (2.126)

== —co

Az r (z) megfelelGje pédig:

]
FE e 0

rky=Re 7 x%,p. (2.127)

2. Az 12, ill. ] terekben az idGeltolds hatésa vizsgdlhaté az x és y, elemek k6zott
is. Az Bsszefiiggéseinkben x, helyére y -t frva megkapjuk az ehhez sziikséges sszefiig-
géseket

3. Az r(v)=Re(x, x.) fliggvény a sztochasztikus folyamatok reprezentdldsdra
hasznah autokorrelécids fuggvenn vel, az rey(7)=Re(x, v.) figevény pedig a kereszi-

korrelacios fﬁgg‘fénnyel rokon. Mint azt a sztochasztikus folyamatok jelterekben tor-
ténd reprezentacidja b apcsan latni fogiuk, a korreldlatiansag (azaz a korrelacios fiigg-
vény nulla volia) ortogonalitdsnak felel meg, {Vé 2.12. abra).

4, Erdemes me ﬁo;elm. hogy a (2. 123) ésa (2.126) osszefiiggések x, =y helyet-

tesitéssel ugyanazt adjdk, mint a (2.120—2.121) definicidk.
A jelterekkel kapesolatos legfontosabb alapfogalmak Attekintése utén rt
"jelek jeltérbent wmezemamojaqa}\ néhany konkrét vonatkozasira. Bemutatju
a bels§ szorzat bevezetésével mennyire halekony eszk6zhoz jutottunk.
Induljunk ki abbol, hogy M egy tetszBleges n dimenzids linedris tér, melyet a
{u;3i=1,2, ..., n} bazis feszit ki. Ekkor :x.EM’ esetén

riink
, hog

O~

W
bl

]

x=> am. (2.128)

Az egyenlet mindkét oldaldn bels8 szorzatokat szdmolva:

24
(X9 gj>:z{§i9ij}z j:192~ L) (2129)
=1

melybdl kiszémithat6 e=(ay, ¢y, . . ., @), mely az x jeinek az {u;} bazisra vonatkozta-
tott reprezentacidja. Hasonléan kedvezd eredményt kapunk az un. reciprok bdzis be-
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vezetésével. Az M tér {u,} bazisahoz hozzérendeliink egy {v,} bazist tigy, hogv clemei
paronként ortogonalisak :

(up v)=2¢y L,j=1,2, ..., 1 (2.130)
ahol 6= 1 ha i=j, egyébként 0,;=0
A (2.128) Gsszefiiggésben mindkét oldalon ,.szorozva™ yvel:
5 )= 2w, ) =w=(x,v) j=1,2,...,n (2.131)
=1
Ezek szerint az {u,} bdzis és a {v;} reciprok bazis felhasznalasaval:

n

Z(x v,)u—7(x )Y, (2.132)
=] r—l
minden x¢€ M esetén. Az {u;} és {v;} az M linedris tér tetsz6leges reciprok bézis parja
Az M tér bazisal k0z6tt kitiintetett szerephez jutnak azok az {u,;;i=1,2,...,n}
bazisok, melyekre fennall:
(u, u)=0,, (2.133)

tehat kdlesdndsen ortogondlisak, és normdjuk egyséenyi. E kct a bazisokat ortenoer-
ve

és
2
malt bazisoknak nevezzik. Segitségiikk Immdcn XEM v

n

Z (x, 1)y, (2.134)

alakban irhatd.
Az ortonormalt ba is ovabbi kedvezd
vektoraihoz rendel egy-egy értelmiien szdm #
értékét is. Ugyanis

ilajdonsdga, 10_9;» nemesak az
seket, hanem 'm 1 at )

iu
-2§
-

n n
=<, -
'R——‘/_/—z wu, y=

f=1

(.n n

S N S . [0 735

{x })—t‘{_‘ U S . g} (2135}
i=1 =i

Az ortonormalt bazisok fentiekben vazolt kedvezd tulajdonsdgai miatt felvetSdik.
hogy hogyan konstrudlhatd egy ilyen bazisrendszer. A probléma megoldéséara szami-
LdSLtChDI}xﬁlIag igen kedvez8 a Gram—Schmidr ortonormdidsi eljdrds (lasd F2.3
flggelék).

A gyakorlat szempontjadbdl nagyon fontos az az eset, amikor X nem cleme az

kor azt keressiik, hogyan kell meghatérozni az {o,, i=1,2, .. } cu;u hatéka’; b
hoz, hogy a (2.128) alakti l\lffjezes a lehet8 legjobb kozelitést adu Ezzela kérdéssel,
ill. ennek altalénositésaival foglalkozunk a k&vetkezd két szakaszban.

A jelterek felépitése, ill. tulajdonsagai kapesan feltétleniil emlitést kell tenniink a
(linedris) funkciondlokrodl, melyek a komplex (linedris) tér specidlis leképzései a komp-
lex szamok C halmazara. H}en leképzés maga a tdvolsdg, ill. a bels§ szorzat fogalom
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is, de szamos egyéb gyakorlati probléma megolddsa is kapcsolddik a funkciondlokhoz.
Alapvet§ feladata az adatredukcid, azaz 8sszetett jelenségek reprezentdldsa valamilyen
szamadattal. Nagyon sok mérési feladat is (legaldbbis részben) modellezhet§ veliik.
Legfontosabb tulajdonsdgaikat az F2.3. fiiggelékben &sszefoglaltuk, itt csak azt a
1ényeges tulajdonsdgot emeljik ki, hogy az egy linedris tér felett értelmezett linedris
funkcionalok ugyancsak linearis teret alkotnak,ahol a lineéris funkcional (pontos vagy
kozelits) reprezentaldsa teljesen hasonldé médon torténhet, mint a jelek jeltérbeni
abréazoldsa.

2.3.2. Jelek diszkrét reprezentacidia jelterekben

Jelreprezentdcidk kutatdsakor alapvetSen az a célunk, hogy a vizsgdlt jelet végesszamu
numerikus érték segitségével adjuk meg. A jelterekre megismert fogalmak felhasznala-
saval a feladatot atfooalmazhatJuk A\«lzsoaltjeleket véges energidju, T= {r; a=1=b}
felett értelmezett x valds vagy komplex 1dofuwv3‘1yeknek tekintjiik, [azaz x€ L T)]
és keresiink egy olyan leképezést, mely az L(1) teret a C" térre vetiti, ahol s megvalasz-
tasdnal pontossagi és gazdasdgossagi megfontoldsokat alkalmazunk. Ez a vetités
adatredukcidt jelent, és pontosan azt a célt szolgélja, amit magunk elé t{iztiink. A jel-
terekkel kapesolatosan olyan eszkozok is rendelkezésiinkre dllnak, melyek az adat-
redukcio hatasérdl, a kozelit8 reprezentacid pontossagardl képet tudnak adni.

A feladat megoldasanak elsG Iépéseként valasszuk ki az L*(T) tér egy n dimenzids
M, alterét, melyet a {¢,, i=1, 2, ..., n} linedrisan fiiggetlen L*(T)-beli fiiggvények fe-
szitenek ki. Minden x€ M, fliiggvé y (jeD kifejezhetS {p,}linedris kombindcidjaval:

o

w(1)= AJ (1), €T, (2.136)
ie=

ahol az a= {u, us, ..., 2} sSz&m n-es pontosan a kivant C"-beli reprezenidcion adja.
A belsd szorzat fogalménak felhasznalasival:

{(QP‘ 1) ({Q:.@ﬁ (\(&BI: Ly ] }(" 1)}

o) (@0 ... (‘P,-;N?_) f« (x ©,) |

1 ‘ (2.137)

}_( P'i’ @\ ’7(‘?2‘ (?':) v {(_D,(.P) 1/:__ -“ )j
il

Ga=§. =a=G'p, (2.138)
ahol

g[.: [(X’(-Dl)s (AX’LPZ 3 or e (3‘1&?”)]' (3139/,

A G mitrixot Gram-mdirixnak nevezik, a (2.137) egyenlet pedig az Un. mlmaz’
egyenler, mely, mint latni fogjuk, alapvetd Cz.grtp t kap a kézelitd npnzmtacx
A{eo,} bazist is vektorként felirva wT={w w0, ... %0, (2.136) a kdveikezd form:
irhatd .

X(N=ap=§TG . (2.140)
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Megjegyzés:

{«;} paraméterek kifejezhetSk a {®,} reciprok bazis segitségével is:

=% i=1,2, ..., 1 ) (2.141)
Ebben az esetben a matrix invertilést a reciprok bazis étrehozasahoz kell elvé-
gezniink.

A (2.136) bsszefiiggés olyan % elem rvpf:—zemarlojaf adja, me
tér kiragadott # dimenziés Mn ahe_mneh Tovabbra is nyitoit kérdés azonban, hogy
em e

hooyap reprezentéﬁuk azokat az x elemeket (jeleket), melyek n
=102 4

nek. A p;obiemac v természetes megkdzelit eae, hogy x reprezentdlasara kivalasztjuk

az M, altér azon % elemét, amelyik legkdzelebb van x-hez.
Az 4n. vet ftési tétel értelmében ez az CL,L. egyérielmilen megadhatd az A, altér-
ben a kivetkez8 forméban:

bba | x—

rizziik a< L vekior ele-

fiﬂ'btll elemre, tova
esiilését ellszor 11 ndr

2.13. abra. A vetitési térel illusztracioja
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Megjegyzés:

firdemes megjegyezni, hogy x A, -beli « reprezentdcidja a (2.137) normal egyenlet
megoldasdval nyerhet6, ugyanugy, mint x¢€ M, esetén.

A jelreprezentécidval kapesolatban fontos fogalom az 44, altér oriogondlis komp-

lemensének fogalma. Az M, altér M ortogonalis komplemense egy olyan linedris altér,
melynek minden eleme ortogondlis az A7, valamennyi elemére :

M={x;{x, =0 VE<M,} (2.146)

y )} tér minden eleme kifejezhetd egy A7, -beli és
egy M-beli vektor dsszegeként, mégpedig tigy, hogy ezek ortogonilisak :

2eM, zeM, (%,2)=0. (2.147)

iy

—— L -
A=X-1Z]

¥

(Emiatt a tulajdonsag miatt az LT ) teret az M, & M terek direkt dsszegekéni is fel-

i
1,
Coghatjuk: ZX(T)=M, @ M

23

¢+ M

4

tésre alapozott approximacid tetszdleges
thaté » alkalmas megvalasztésaval (ez az
vetkezménye). Ennek forméja:




Mivel x, ortogonalis x—x,-te [vb. (2.143)]:

L), (2.150)

amibdi leolvashatd, hogy

? %, @)=
1==1
tetszbleges n-re.

A (2.151) Bsszefiiggés az Gin. Bessel egyeniStlenség. Ezek szerint a sorfejtésben
szerepl8 (x.0)) eovutthatok Dég}zete\e'l Bsszegezhet8k minden x<LA(T) eseién.

=

n xEL
Ugvancsak a Bessel egyenlGilenség felhasznéaldsdval 1athatd be, hogy {x,} Cauciy-
sorozat, mivel tetszGleges e=0 és elegend8en nagy ny mellett

(2.152)

{p, i=

konver-

y by ini ek, s tovabbi

é gon zat ¢ 1 nem azonos a metri-

kus Léfb\,ﬂ értelmezett teljesség fogalommal.) Az LX(T) tér szeparabilis volia biztosiia,

nocv a Tu;c> OHOI’IOIITTZ’PUCH{_SZ\,I me gszémléih% . Ateljes ortonormalt rend-
b6l kove

Jelek reprezentéalasara szolga
igény, hogy a kozelités hibajat valar
tésére definidthats LT )-ben egy
szorzat
[ =
{x,7),= ] q(1)=(0)y (1) dr (2.155;
T

Azt mondjuk, hogy a {t;} ortono
0Py = 0,

.

3

Megjegyzés : Ha {9} ortonormélt rendszer a (1) stlyfiige

al; Vin=Valiye (1), i=1,2, .. . ¥rendszer ortonormélt a szokasos értelmezés sze-
rint.



Példdk teljes ortonormdlt rendszerekre

A kovetkez8kben néhény, elterjedten hasznalt teljes ortonormalt rendszert mutatunk
be. Ezeknek az ortonormaélt rendszercknek a jelent8sége méréstechnikai szempontbol
abbdl fakad, hogy szamos gyakorlati mérési feladat megoldédsanal hatékony segédesz-
kdznek bizonyulnak. Olyan jelreprezentéciot valdsitanak meg ugyanis, mely tdmogat-
ja az adatredukcidt és sok esetben egyszeriisiti a feldolgozist. Hlyen ortonormalt rend-
szerek alkalmazésa esetén az adatredukciot Ogy tudjuk megvaldsitani, hogy az vala-
milyen (&ltalunk vélasztott) kritérium szerint optimalisnak tekinthet8. A j6l megva-
lasztott adatredukcios eljaras ug yanakkor ielenté’sen csokkentheti a mérési eljaras, i1l
a kés8bbi feldolgozas bonyolultsagat, és ezen beliil az adattirolési és feldolgozasiidd-
igényeket.

1. A komplex exponencidlisok rendszere

?

1 by .
Ay, T :’:{z)@ TR dd, (_?]J/)
/9 .
LR
“a jol ismert Fourier-sorfejiés a [—1, 1] intervallumra korldtozott, vagy a 2 periodust
filgevényekre.

Megjegyzés: T nyilvan teiszbleges intervallum lehet, ¢

2. 4 Lasuerre-poli solchdl il ficovénvekbd! felénitheid e
L. A LAGUEFre-polRCIRORDGE, T JUGEVeHYERDU: JEIePIReIo Fen

I§

N

N

A

.

Ln

Qo
D

polinomok ortogonélis rendszert alkotnak. L (1) a7 Un. Laguerre- -polinom

(2.159)
Az L (1) polinom kielégiti a kdvetkezd rekurzids formuldt:

L(n=Qn—1-0L, (6)—@—17 L, o). ‘ (2.160)

3,

N

Megjegyzés : A valds ortonormalt polinomol mindiy kielégitenck ¢

(1;}}: (PR(I} = {\an"' JE' bl}

alakd rekurzids formuldt

3 !(f}'—‘qu"n Z{O /-7/611/’




T=10, =) és g(f)=1csetén a

_.f_
2

Pul)= L0 (2.162)

e

an. Lagzzerre-fiigg&é ek ortonormalt rendszert alkotnak. Ez a rendszer fizikailag vi-
szonylag egyszerfien realizalhatd, ugyanis

Ly} =F =D, (2.163)

{p=0 valds konstans). A Laguerre-fliggvényck rendszerét megvalésité halozat t6mb-
xazlata a 2.15. dbran lathatd. Egy ilyen berendezés, ill. alaoutmus sok esetben kedve-

z6nek bizonyul kiegyenlitési el;arast tartalmazd mérési dsszeallitasokban, adaptiv
rendszerekben.

o 8(1)

™

lss ' (20t

H 'p -squ«')h /E\

= 5 MY

5% b (2pt) n
F 1 l T =% a b (2pt)
. k=0
!

-p

“E egee) o~ |

.. i - .
-aguerre fuggveny Egu lehetseg
1. N L1
generalcs zertiacio

inomokdol, il fi
=(— oo, =) Esg(fy=e " eseténa

(D= H(1) 7=

VomlVa

uC)
e
5\)
—
[N
-
fwN
i

ortonormalt rendszert alkot. H,(f) az fin. Hermite-polinom:

Yo
=
-~

e
Nt
I
o
|

WY
N

ot
[¢7]
N
o
[N

"

9
o~
L¢)

i

-

.
Nt
AN

(S
P
Oy
A

, "

A HAD pohnom kielégiti a kovetkezd rekurzids formulat:
H(n=2tH _(H—2n—1)H,_.().

N
[a)
Py
N
SN
S



~
I
|
8
8

, =} ésg(H=1 esetén a

1
U=y )=————c T P A (2.167)
3/ 2tV

un. Hermite-fiiggvények ugyancsak ortonormalt rendszert alkotnak. Alkalmazasuk-
ra els@sorban a sztochasztikus folyamatok reprezentécidja kapesan keriil sor.
4. A Walsh-fiiggvények

T=10,1] és q(#)= 1 esetén a wal(n, 7) Gn. Walsh-fiiggvények; ortonorméalt rendszeri al-
kotnak. A wal(n, 7) fliggvények kifejezhet6k a kdvetkezd formulival:

wal 2m+p, £)=(— 1)Iml2]+l7 {Wal (m, 2 {H~%J}+
N

) { (1
+(—1)™? wal an, 2 gz—-~jJ , (2.168)
Vo4 i
chol p=0 vagy 1, m=0,1,2, ..., [m/2] a legnagyobb egészet jeldli (m/2 vagy
{m—1)/2).
0,5 1
wal{0,4) 1
0
wal{i,t) i
0
-
1
0
4
0
-1
i
0
-1
WD) ey 1
R N 0
n
- )

A H uggwr;el endszere cgyszeriien realizélhatd d1 italis eszkozdikkel.
A 26 fa '\‘x--ls‘l ~L9£'v'-;»t mutat

-
! iine 'k 2 Ju((’b -
I*mmo: nok., mel\ ek sok Redemacher-féle

rendszerek, melvek ind
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Funkciondlok diszkrét reprezenidcioja jélrerekben

z 21628 szakaszban megallapitottuk, hogy a linedris funkciondlok nagyvon fontos sze-

repet toltenek be a jelreprezentécidkkal kapcsolatban. Ismeretes az is, hogy egy X
Hilberi-tér felett definilt linedris funkcionalok kifejezhetSk bels-szorzat forméban :

£(0)=(x, ®) (2.169)

Felidézve a belsd szorzai példaként emlitett lehetséges definicidit,jél lathatd, hogy
a linearis funkcionél a tér < elemére vonatkoztatva jellemzi annak egy x elemét, még-
pedig vgy, hogy egy valdés vagy komplex szdmértéket rendel hozzé. Egy ilyen hozza-
rendelést megvaldsité berendezés blokkvazlata 1athatb a 2.17. dbrdn.

A (1) jel felfoghato egy dltaldnositott kapuzo jelnek. Ha pl.a (7) jel (zr— 1,)-val,
vagy annak fizikailag realizédlhat6 kozelitésével egyezik, akkor jél lathaté mddon a
2.17. dbra a mintavételez8 funkcionalt valssitia meg. Ha t6bb ilyen funkcionalt reali-
z4lo berendezést kdzds bemendiellel paArhuzamosan miikddtetiink, tovabbé rendre a
(&) uuprok béazis elemeit vezetjitk a kapuzd bemenetekre, akkor egy olyan esz-
kézhoz jutunk, mely a kimenetein az x{(7) jel {w ,} bézisra »mamozo reprezentacid-
Jat, az {7.5} egyuuhatol\eszlem adja. (V6. ( 2,141 ) Osszefiigpés.) A berendezés blokk-
vizlata a 2.18. dbrdnldthatd. Funkcidja alapjan altaldnositott hulldmforma-analiza-
tornak nevezhetjiik.

Ismeretes (lasd F2.3
funkcionalok maguk isi T
terét. Ebben a belsS szorz

o

(. f)=(e 4=,

J
ahol w, ¥£ X, Tudjuk tov

{zr 1 bazisa lesz az X konju

| 5 ) L
i elegendden nagy t eseten

(/)
U 2
[$7
&
poe]
I
o
5]
il
Q N
w
I
[ %]
¢
.
o
»
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3
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R
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funkcional egy lehetsé

# o A .
———ged X / < )
[N -
T
T
i J/\:\\/\ ,.Y ¢
A7 "2
\, SN = s+
i 7 A gdiszhrel
h 3
reprezentacio
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kozoban (&g, ®;)=8,;) . Mindezek felhasznéldsaval egy tetsz8leg f,€ X linedris funkcio-
néal kifejezhet6 linearis kombinéci6é forméjédban :

£,= 2 (0)le,= 2, (0, o, (2.171)
i i

Felidézve a jelek kozelitG reprezentdcidjanak az elfzfekben targyalt modszereit,
természetes modon vet8dik fel az a kérdés, hogy hogyan épiil fel egy hasonls kozelitd
reprezentéci6 a linedris funkcionélok esetében. Ehhezkiindulasként tokéletesen megfe-
lel a 2.18. dbrdn lathaté ditaldnositoit hullimforma anelizdtor, mely az fo, (z——
2, ..., n) funkciondlok egy sorozatat valdsitja meg. A megoldas azlesz, h 08y 8z edd1~
giekkel 8sszhangban egy N, altér {©,,i=1,2, ..., n} bazisa &ltal generdlt {fo ;i=
=1,2, ..., 1} X-beli baz1sra fogunk vetiteni, a vetitési tétel szabaiyamak meofeleloen
Ezek szerint igéN N -beli kézelits reprezentécidja

il
f= akf@ﬂ (2.172)
i==1
ahol g,= (I, £,,)= (¢ ). (2.173)
Az wujel N -beli reprez ioja
i= 2, 48, (2.174)

A korabbiakbdl ismi
51 4ttérvi

proximéciéjanak hibdja jju— ], Mivel az
}{ hzlbcrz zeno é a az i

7 belsE szorzat nem v*ahozd\

2.172) osszefliggést realizdlod berendezés blokkvazlata a 2.19. dbrdn lathatd.

7z X Hilberi-tér egy M, zdl:nvnziés alterének x elemét egy

& ogy az
alte lénos'zott h Hé f orma a nali:éLo zelb smaiasamlk vanj kiepreze talni,

Megjegyzés : Az idGben diszkrét jelek esetében a reali

hoz teljesen hasonldan épiil fel, minddssze az integralast zu_‘.-mézésra kell cserélni.

i
g
m\
1¢]
e
O~
m

3
-

N
€0s
195}
AN}
Py
Co
[
o
=

0

&

Q=8 u)
A{telcﬂosxtoxx A konjugait tcrbem A
nuuom.orma approximacio 2,19, dbra. Linearis funkcional kozelitd
analizdtor reprezentacidia



2.3.3. Jelek folytones reprezenticidia jelterekben

A jelek folytonos reprezemtécidja kiildnféle integrél transzformécidk felhaszné-

l4séval tdrténik. Az integral transzformacidk altaldnos targyaldsdboz indujjunk ki a
(2.136) Bsszefiiggésbdl, mely egy x(2) jelet linedris kombinécié forméban 4llft 216, Az
Bsszefiiggés 1 ; diszkrét valtozdiat cse:éiji'zk ki s€S-re, ahol S a valds tengely egy megha-
tarozotit intervalluma. A szummaézést S feletti integrélra cserélve

:s;(i}:f'r a(s)o(t, s) ds, €T, (2.176

N

-

ahol u(s) az %{¥) jel folytonos reprezent tacidja (hasonld a (2.136) kz'r"ejez.eab n szereplé
{oc 5 fhszl\rét reprezentacidhoz). Az u(s) filgevényt felfoghatjuk siirliséefiiggvény-
ként, mely azt fejezi ki, hogy x(f) hogyan épiil fel (s s)~bé‘1

A <o(1, 5) fliggvényt a fransz, formdcio magfliggvényének nevezzik.
(2.178) inverzét felirva

a(s)= / wW(0)@(s,1)dr s£S, (2,177}

T

ahol ﬁ(s

zm/mjo:/rz icio panzfz,’c ne fenuk
A L’O\'LLKuZOl&bv’l Dv}.(xu;\ulh

;
oglaljuk &ssze.

]

[

Fourier-trans jOi’z‘(,l(,"’)

-,
B
o

3
[T
—

3 @(s—z)z—__—_ - (2.162)
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magfiiggvények az Gn. Hilbert-transzforméaciot jeldlik ki:

ds (2.183)

hogy az x(r)
z6 l\apcsolm all

és az £(s) transzformélt Fourier-transzformaltjai kozott a kdvet
fenn:

A transzformécid gyakorlatban gyakran hasznalt tulajdo 1ség
1
K€

X(f)=J sen NEL). (2.184)

Ennek alapjén létrehozhatunk egy olyan z{#)= x(1)+j£{¢) komplex jelet, melynek
eQy 'ldalas a murze/-t‘ansaormahja Az ilyen fiiggvények fontos szerepet jatszanak

2.10, tdblézar

Folytonos

—

u(s)(p(r syds €T




akkor .
i
a(s)= | Tew(r.s)@(s, 1) di= 2 ad(s—s). (2.185)
T i i
Ezek szerint az x(7) reprezentélaséra szolgdld slirliségiiiggvény teljes mértékben
az 5= s, pontokban koncentralédik. Vannak olyan jelek, melyekre ez a bizonyos sfirii-
ségfiiggvény normél figgvények és Dirac-6-fiiggvények keverékébdl 4. Ilyenkor cél-
szerfl a jelet . diszkrét” és folytonos™ részre bontani.
ElsGsor a jelfeldolgozés szempontjabol, mbdszereibdi kilndulva a diszkrét és
folytonos jelabrézoléds kérdését mas megvildgitdsban is elemezni szoktuk
Elséso : iinket, hogy az analdg (az id8ben folytonos) és a digitélis
{id8ben di ' T 16 & né
jan tudjuk, hogy az ,,analdg” jeleke tar a
pedig az [? térhez tartozénak te LT tér szeparabilis volta biztositja
hogy az LT té: 524 ey specidlis izomorfia, amib8l levezethetd,
hogy az anald vivalens. Ezen beliil azonban 2 folyto-
nos és a diszl ppen toriénhet. A legkdzismertebb
megfeleltetés 2 s reprezentécidja
pontban részletesen ben egy masi
tunk be. Abbdlindu etés hasznal i
Srzi oliicio:. Egy d értelmet, hogy nagyon sok jel rep-
eze hoz, ill. fei milyen lineéris, id§-invaridns rend-
878! entdcié esetén célszerilen lineéris elto-
15 18 i
afo 3, kimendijelét y{7), stlyfiiggvényét pe-
k oy id8ben diszkrét esetben
4 iegyr ak az x(z), {x,}, tovibbé az
eltetés a kivetkezGképpen torienhet:




4. (2.189) Laplace-transzformaltjat, tovabba p(r), ill. A(7) hasonid alakjat helyette-
sftsitk a (2.186) kifejezés Laplace-transzforméltjéba.

Y(5)= 2, .28 = ¥{=H({5X(s) , (2.190)
e
H®= 2, 1,2,

5. Az £16z8 egyeniet bal oldalédba behe

Fzaza feuefew? am'z te kell tartani abhoz, hogy
"on*«olumdba k i

krét reprezentacidnak ez a2 fajtdja

ﬂ £ Ps
esbep SLfICPlO egyiitthatSk egysze rﬁen meghatarozhatok, Kif
ok : 2

<...» )41

débe
,hogya sor
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Ha nem kdveteljitk meg, hogy a folytonos, ill. d

frekvenciaskaldk kapesolata linedris legyen, akkor lehet olyan z= M (s) ieképzést defi-
a savkorldtozottsagot nem kell kiktni. Jelleg-
bilinedris leképzés, melyre -

iszkrét reprezentaciékhoz kapesoléds

; T
i a+s . [
z=M(s)= Pyl D, (5=|

B i

1

Ezegy konform leképzés, mely az s plex sik bal fElsikjat a z stk egységsugart
kdrébe viszi t. Elterjedten hasznélt eszk8z digitdlis szfir8k tervezésekor, tovabba min-
tavételes szabélyozdsok stabilitds vizsgélatakor. Gyekorlatilag sgyetlen hétrénya,
hogy a frekvenciaskéldk kapcsolata nemlineéris: '

forméaban jellemezh valészi
tozoval dllunk sze zin{ségi valtozdk-
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Sztocha ztxkus esetben a jeltér egy pontja tipikusan a kgvetkez8 lehet8ségek egyi-
y

— valbszinfiségi valtozd x(§);

— valdszinfiségi vektorvaliozd x(£);

— valdszinfiségi s valt tozé (ill. vektorvaltozd) egyparaméteres sokasdga (1, &),
=(1.8);

— valészinfiségi vaitozé fiiggvényének sgyparaméteres sokasiga {sztochasziikus

Az ana
tdsét kbveiSen a szto hasu;\us jeie‘{ 3elt r\ torién p“zeﬂfac OJa akvzvalens
a determinisztikus repr zemamoval, legfe JBbD a'm}xe%t rés tapaszialhatd, hogy a rep-
rezentélasra szolgdld bels8 szorzat, ill. norma értékek az id8 paraméter fiiggvényei
lesznek.

Ajel telben tehét pl. egy z sztochasztikus folyamatot :

gt

re
momentuméval, ill, annak négyzetgySkével, mint norméval
A be'isé zorzat definicidja:
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analizis, i\l f6kompor 1alizis. A 3ezeiméisi be
Sformicic (KLT), ill. f{m}wzez —70éve sorfejtés.

Larhunen—Loéve transzforindcio

:w

A jelterekben torténé reprezentécio pontja van, mégpedig a
megfeleld (ortogonalis, il enonorm' ozasa AXi Lt anszformé-

s rendszerhez.

cid szérmaztatasdnak modja elvezet €

[
L
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Olyan ortogonalis rendszert keresiink ugyanis, mely 4tlagos nég}wetes értelemben
optimalis jelreprezentaciét ad. Képzeljitk el ezt a transzformAcidt igy mint egy métrix
szorzést, tehat egy alkalmas transzforméals métrixot kell elfailitanunk :

y=Tx, [2.204)
ahol x7=[xy, x5 .., X, 1, 77 =[¥1s ¥2» . - -, ¥, tOvAbbA

'TT::kplxpz’.--san (2.205)
ahol

@fp=0.
Mivel T ortogonélis, TTT=1, tehat

x=TTy= ?n:i I (2.206)

Vizsgaljuk meg, hogy k&zelithetjiik az x vektort, ha csak m<n szami y, mintat
akarunk felhaszndlni:

m n
‘?:Z Pt Z bp,. (2.207)
j=1 i=m=1

208)




Mivel -

0 T
[e]C.p]=2C 0, [eo 0, ]= 20, 2.213
o RlCel=2C (2.213)
a
)
Z_&=0 (2.214)
&
feltételb
Cp=0%; (2.215)
adodik. Bz viszont nem jelent mast, mint hogy a @, vektor az x valdszin 1'1 el valtoz6
zco\;ananc- Jamxanak sajat vektiora, a 8, tényezs pedig az aLhoz tartozé sajatériék
Ezt az eredményt visszahelyettesitve a (2.217) egyenletbe azt kapjuk, hogy az dtlagos
négyzetes értelemben minimalis hiba:
' n
Cmin Z ﬁ; (2 2.’6/)
j=m+1

tor in ia matrixénak sajatvek-
torai egy olyan bazist alkotnak, melyek atlag o iembm minimalis kox-
iitési hibat eredmeényeznek. Eenue};b 31 nyilvanvald, hogy a tetszbleges m—<# alté

célsz t gyo obb saJatemukhw tanozo
tges fGkomponensek.)

r valdsz

071 1 {f kivélas
sajatvektorokat. {Ezek a kézel‘t 8 reprezen
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Az adatok begy jtéset mindkét es ei:be“l hasonldan végzik. EXG _}616}
isziratumokat az EKG jel QRS komplexumahoz szmi’s\fomz_aljak. mig kiv
ok esetén értelemszerfien a kills§ trigger-jelhez. Minden egyedi regisz

intét vesznek, ma ,d ezt kGvetben felépitik a J@ICSODOTL N'X N-es kovarianci
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atu
aix

.mt t
v KL transzformacis eredményét felhaszndlva a vizsgalt jelcsoport jellemzésére meg-
& szdmu TOkompo*zenst hasznalunk. Az 0<z-alvo7aat a f6komponensek alapjdn
végezzilk, amia Jelﬂntos mériékii adatredukcid kbvetkeztében lényegesen egyszeriibb
feladat, mint a regiszirdtumok kdzvetlen dsszevetésén alapuld osztalyozés‘

*sgu»e
¢
)

163



Sztochasztikus folyamatok fiiggvényeinek approximdcidja

A sztochasztikus jelekre kiépitett jelterekben lehet8ség nyilik ortogonalis sorfejiésre is,
tehét pl.egy £(x,) sztochasztikus jel (meiy sztochasmkus folyam t g fiiggvénye)
kdzelit8 reprezentacidjat el6alii thatJL 36 ) osszefiiggéssel analdg médon. Ke-
ressiik tehét az £(z,) kozelits reprezen a’.ciéjé
i
£<Xr>: Z ‘/\'( 2 % 1(}‘;/) :(“z) (2 218)
=1
alakban. Ezek sz kell 2llitani egy alkalmas ortonormélt rendszert, é ezt kdve-
ifen az ezzukép szmzatok megadjék a sorret és egylitthatdit. Az ortonor-
malt rendszer ele wcsak az =, sztochasztikus folyam tfﬁ.ggvény i, 1p1kusan
polinomjai. Az %, miy t viszont valarniiyen eloszidssal, é ennek megfelelfen vala-
milyen sfir{is égfﬁggvé nye 1 JellemeJMo Ezértazor tonorm rendszert erreasiiriség-

fiiggvényre mint sily fugavem Te nézve alhquk fel. Bz a st:a.tegla pontosan cvvbaey"
a bels8 szorzat képzési szaoal}aml mivel a kiillonféle momentumok szdmitdsakor
pontosan a slirfiségliiggvényre vonatkoztatva végezzitk el a szilkséges miiveleteket.
A sztochasztikus j e elek re prezentilasara alkal'nas ortonormalt rendszerek lényegében
uuyauoimzm.. mint a &
Tlizgvények. Azeltéré
az onovonahta& biz

3t Lanbmi\uS esetben megismert ortogonalis Dolnomou. i,
egyediil az, hogy jelen esetben az suwuooxen‘ amelyre nézve

7 rr 7 oo

s
tositjuk, a folvamatot generald vald zm.sé:i »ého 6 siiriiség-

- Gauss-sloszlast, azaz sfirliségfiigevénye

1 Hernite-polinomolkkal éplthetd fel:

Ha az %, sztochasztikus folyamat eloszldsa a [— 1, 1] intevallumban
i i
PalBd=— (2.222)
oYi-x2
egyébként nulla, akkor az ortonormalt rendszer az n. Csebisev-polinomokkal épithe-
8 fel:

T.(x)=cos (narccos x,). (2.223)
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elfeldolgozas kapesolata

Gonned ©

2.4. A jelabrazolas és a

'
lt
E_‘.‘
(o}

5nféle mérési feladataink fontos dsszetevd)

sa
mértékben filggvénye a j vlébrézo“"“"l»:, Ae
a

)

a jelfeldolgozds, ami azonban jelen-
ifeldolgozas gltal 2 a jelébrazolassal

ot
ot
)
&
by

szemben tdmasziott kevetelmenvek alapvet8en ko*ver.zcezok:

1. Ajelébrézolas hatékony legyen, lehe minden olyaninforméciot,
amely az adott probléma msgolddséhoz szitksiges. fwud zi lehet8leg egyszeriien
tegye.

2. A jeldbrézolés mbdjz olyan legyen, hogy tdmogassa a gyors [esetleg azonos
idejdl (real-time)] kiériékelhetSséget, biziositson gyors konvergenciét,

3. A jeldbrazolés média tegye Ishet&vé a jelfeldolgozd eljdras gazdasigos reali-
zélhatosagét.

Ezeknek a ko vetelménysknek szem =15tt tartasdval térekedni kell olyan jeldbrdzo-
14si modok atkalmazédséra, melyek :

1. Hatékony adattmdritést valdsitanak meg

2. M 5 strul ial t biziositja
idejii (re

3 A

o
O.A
i
fome )
Uu

adattou}orrté i lapidn itéljiik meg, hogy adott hibakrité-
rium melle s arepr ci 2.3. szakaszban
Attekintettiik is i 4
macid kapcsé 138
amslyre a repreze: jalk. adott p
adatok mennyiség Sen baloly soija 2 jel
czen keresztill a fentiekben felsorolt kdvetelmény

A ett fo
k

17

megoldésa a kiilonfile
fontos lehet a reprezen-
ol az eljaras konvergen-
4si méddal. Az ortogo-

o BB

Esbé érzékeny jelreprezen-
t atdtviteli rendszereknél. Nyilvanvald
frelevenciamodul pozott reprezentdcié 16bb szempont-
D v pl. annak, hogy a korszerti

¢ nna
er rek elalkalmazz4l us-kéd moduléciét. Ezeka
tviteﬁ rendszerek beintegrélédnak a mér "rendszerel«.be ezért a mérési el-
¢l az ezekkel kapcsolatos problémék, reprezenialasi kérdések meg-

nté' rlen‘c(’)’ség&

y7 eddigiek alapjén is elreprezentacid, a jelfeldolgozés elméleti
s gyakorlati kérdései bony sban 4ilnak egyﬂassai. Ebben a szakasz-
Lk a részletes targyaldsa, csak az &sszeflig-

gésekre kivénink feihivni a figvelmet. Szdmos idevonatkozs részletkérdést elemeznek
a kOnyvels@ részének tovabbi vakorlati vonatkozasokat pedig a 24, fejezet
targyalja
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.5. Rendszerek alapvetd leirasi modjai

Ebben a szakaszban roviden attekintjilk a rendszerek reprezentaldsara léirehozott

alapvet8 modellekst €s leirdsi modokat. Lényegében a klasszikusnak tekinthetd rend-

szerelméleti elidrasok vazolaséra kerill sor, mégpedig tigy, hogy a méréselméleti vonat-

kozésokat kiemeljiik. Egy révid bevezetd utdn {melyben a differencial- és differencia-
g

%]

belsS allapotok felhasznalasaval 16rténd leiras el-
a kétfajta megkdzelités Osszehasonlitdsara keriil sor,
ermodell tulajdonsdgot vazolunk.

Dinamikus rendszerek leirdsa differencidl-, ill. differenciaegyenlertel

el
[

¢, hogy a dinamikus rendszereknél a kélcsdnhatdsok

PN N

1ész gek altal meghatdrozottak, id6beni lefolydsukat a t4-
rolt wnyiségek idGbeni alakulésa hat: ‘

add szerekben fellépd jelek pillanat

esett jitk a kolesBnhatésok teljes foly

tel g, hogy ha egyszer sikeriilt megl
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Ebbgdl derivalassal

_4dq
2.228)
=3 (2.228)
Id8beni diszkrét modeliek esetén (2.223) megfelelfje
Fie
X(\”T): Yi ﬂ:}(:’v{: s ":T) [/22..49)
alakban Irhatd, mig a differencidlegyenlet helyébe differenciacgyeniet 1ép:
x(mT)—x[(n— DT =%, ..., 1T). (2.230)

A (2.229) és (2.230) alakt kifejezésekhez eljuthatunk, ha valamilyen idGben
folytonos rendszert digitalisan kell szimulé'munk, vagy ha egy digitalis forméban meg-
vaidsitott dinamikus 1 pwmr viszonyait elemezziik. Ez widbbira nagyon egyszeri

péida Iehet (a kondenzator t6ltéséhez hasonldan) egy digitdlis szan}alo. meiynek ak-
tudlis fartalma a bemenet éze vezetett nnpuizmoh Gsszességétsl fiige. A differencia-
eg}e nlet arra vonatkozdan ad felvildgositast, hogy az (n—1) T és nT id8pontok kozbtt

an valtozik a szamiz ié pillanatnyi tartalma.
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onallal adhaté meg. A 75 iddpilienatban a
" funkcioné 7, 1d0sza ak eseménye
n a kimend; el és a bemengiel kwcao';
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Id8ben diszkrét esetben (2.232) megfelelbie:

gly(AT), y((k—=1)T), ..., ((k=m)TY; alkT), w((k—1DT), ..., u {(k—m)T); kT]=8
(2.233)

Az fés g figgvények tulajdonsigai alapjdn e rendszer-modelleket kiilénféle osz-
okba scro’zguk Az aldbbiakban ezeknek az osztalyoknak f8bb jellemzdit tekint-
t

L 8 - . zerfibb modell fel-

allitdsa a célunk. Ilyen, viszonylag egyszeril mgdeﬂhez jut'rnk, ha a rendszert alkotd

objektumok, il. kolcsdnhatdsaik koncenirdls paraméteriicknek, linedrisaknak és idd-

invaridnsaknak tekintheifk. Az ilyen tulajdonsdgd modellek et azért is nevezhetjitk
bl

?N

egyszerfieknek, mert lefrésukra szdmos hatékony mo’ds r a1l rendelkezésiinkre. Na-
gvon sok tervezési feladatndl is ezekre a modeliekre t4s aszxodm‘- 1v en tipust mo-
dellt alkalmazva a (2.232) Bsszefiiggés megfelelfje egy té menet esetén

b*(” b, _‘1';‘%—#.,—!:—5,

"
N

s
o

o™
o O
LSRN

)

v

e

»
o D

)

D)
2N

6s, linsdris differ
zformécid. Ez az
teli foga
gszi Muil
utdn kozvetlentil kifej
plex s valtozd rac
}r(s)— aﬂfg”’-'ram-ﬁm"g«%—---':’315’3“‘20 (2.235)

U(s) bs"+b, st 14+ ... +bis+b,

H (s)ismeretében tetsz8leges U(s) bemenbjelhez megadhatjuk az ¥'(s) kimendjelet
A rendszer id8tartomanybeli jellemzésére specidlis vizsgaldjelekre adott '\‘élasz—
vényeket is haszndlunk. Bzek kiszdmitasat végezhetjitk a H(s) tviteli figgvény
seoe\fcl

Ha a rendszer bemenetére u( ()= 15(z) egységimpulzusjel keriil, akkor a kimeneten
a rendszer h(f) silyfiiggvényét kapjuk meg. Mivel 2{6()}=1, Y(S) H(s)adddik, ami-

&1 p(r)= L~ TH(s$)=h().
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Hala rendszer bemenetére u(f)=&(f) egységugras jelet kapesolunk, akkor mivel
Le()==,Y(s)= ; H(s),ill.y(1)=_0""1 : H(s)=v(t)adddik. A v{z)valaszjelet a rendszer
atmeneti fiiggvényének nevezik. A h(z) és v(7) fiiggvények mint rendszerjellemz6 fiigg-
vények segitségével kozvetleniil az idStartomanyban is szdmithatjuk a rendszer u(r)
bemendjelre adott vélaszat az n. konvolicids (vagy Duhamel) integrdllal :

H i

y(0)= | u(@h(i=7) do= JEGRIGE: (2.236)
5 b
N\ f y ' A PPN 'F N -
}(Z}zu(@;b(f}%—jj u(zu(t—1) de=u()p{o)+ | u(z)v(i—7) dr. (2.237)
J
[ 4]

ndjelek kizvetlen kapcesolatat megadd legjeliegzetesebb formaknak. Ezeknél az dssze-

< ( esetén, valamint a rendszer kauzalis, tehat
bemendjelet. Ezek szerint A(1)=0, és v()=0,
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2.20. abra. Segédabra a konvoluciods integral bemutatasdhoz
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. . 1 . .
Az idoben diszkret qxnamrkus
rendszerre vonatkozo ismerstek
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fiiggéd) eg uhaao}faﬁ;} onstansokra cseréltiik. Ha gondolatban az e:aponcnaahs tla-
g0olé E%’p ra terét fol lyamatosan nds velni neszuL akkor nyomon kove thet;uk. hogy
hogyan alakul pi. a (2.244) ) é‘wnei- ugwen}, es ezeq beé.ﬁ az —nphi d6- és g faziska-
; ni,

gg hogy a varidns rekurziv
atlagoldé algoritmusunk varidns freks ':nmatarioman;«beli viselkedése milyen lesz.
Ezek szerint a rekurziv 4tlagold a f &rzemany ban egy olyan aluléteresztd
sziir8nek felel meg, mely iépésrl lénpsre csékkent az Atereszid siv sveiesseget és no-
wk&é’iépésszémmai egyre ink&bb csak a zérus frekvencidhoz kdzelebb 4lid komponen-
seket engedi 4t, (2.23. a5 o). Meg kell jegvezni, hogy hasonlé szemléletes kép nem
adhaté meg minden varidns re‘lds zer esetében.
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Koncentrdls poraméierit, nel

nemliinedris rendszerck a (2.232), il a

kaphatjuk meg.
. néhdny specidlis
nazésa sziikséges.
Humes Alap
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xekeztﬁn}q Té-
s esetben érvé-

s endszermodellek e 1tozik, hogy a kimend-
és a bemendjel exg hc i kapcsola*' t gzetes fomnaja akon-
volicids integrél, il a konvolicids ris rendszerek egy széles
osztalyara aikaimazhaté egy olyan megkd zeluus, md sﬁl f tggvény (Lomoluaos
integral) modszer Altaldncsitdsa. Az eljards alkalmazasanak eredmé nye az Un.
Volierra-soros leirds. A linedris rendszermodell ennek ¢ egy specidlis alesete. Induljunk
kiarendszer (2.23]) alakt leird fiigevényébdl. Ezek szerint egyvaltozds esetben :

y(0)=Flu(e); o= 7= 1+ (o), (2.247)
ahol Fegy funkcionédl. Ezt a funkciondlt funkciondlok sorozaidval kézelitjitk. A soro-
zat elemei a kdvetkez8k :
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Fi=hy(t)+ /}zi(t,f!)u(r;)dtl,
J

i

*”Tz:”lo(f)“?‘j'l }11(@71)“(71)@7&’:‘[ f”%(% 7y, Tou(tu(r,) dr, dry (2.248)
N 2 g lo

¢ f t
N . .
Fo=hy{t)+ Z [ / . 5/ B, T Ty o Tu(Ty). . u{t)dr,. . dr,drg.
ke g 1‘0 o
Hzek felhaszndlaséval:
Flu(z), to=v=1]=lim F, (2.249)
J.

s ebbll a ¥V

y(ty=ho(t)+ Z / . f}'zk{?, Tie ooy Tou{ry). . u(ry) drg. . Ao+ p ().
o

e

y(1)=hg{)+ jj By, Tou(T ) doyg+ y(2)- (2.251)

‘o
A Volterra-sor funkcionél-hatvanyser. Ha a rendszernek nincsen dn
me, azaz a rendszer egy statikus nemlinearitast valdsit meg, akkor ¢
Lkjzonséges h awan)sor‘a vezet, mert 115m}\or holt)y=cq hy(T)=
=c,0{z)0{75). ... 85 ezzal {¢y, €, 0y, ... alkalmas konstan o}«:}:
pi=cg (2.252)
Az idbbe 1atd, az alialdnosiicti konveld-
¢ i mma keriil.
i Aédszer olvaniransziormécid-
ftozdi (elel) kdzbiti szuperpo-
6 inverzEt hasznalva ezek utdn
z elidras blokkvaziata a 2.24.
- . -1
T Linearis T g
ronsz. rendszer fransz.
formacid forrmacio
- M iogu, log upslogu, Yy
e T iog Uy 109 s -log iy s —

. abra. A homomorf rendszerek egy lehetséges (tipikus) reprezentacidj



dbran 1athaté. Az ilyen reprezentacioval jellemezhet§ rendszereket homomorf rendsze-
reknek nevezik. Egyszer{i példaként emlithetd szorzat-kapcesolatok esetén a logaritmus
kepzés, mint a bemeneten elhelyezett transzformaécid, és az ennck megfelel§ exponen-
cidlis karakterisztika hasznalata a kimeneten. A modszer tipikus méréstechnikai alkal-
mazasa lehet a multiplikativ zajok kisz{irésére alkalmas eljiras vagy berendezés lét-
rehozasa.

Elosztort paraméterii rendszermodellek

To6bb olyan, a gyakorlat szemponijabdl fontos probléma van, melynél a koncentralt
paraméter{i modellek nem kielégit8ek, nem tudunk olyan térrészeket kijeldlni, ahol a
kdlcsdnhatasok a belsS helykoordinatakitdl filgeetlenii! jellemezhet8k. Hyenkor un.
elosztott paraméterti modelleket alkalmazunk, melyek ezt a belsé helyfiiggést is figye-
Iembe veszik. Leirasukra, €s igy a kimend- és a bemenGjel kapesolatanak megadasdra
parcialis differencial-, ill. parcidlis differenciaegyenlet szolgal. Specialis esetektd! el-
Lintve a parciélis dif‘”erenciéleoyenletek megoldasat numerikus mbdszerrel kell vé-
ezniink. Attdl fiige8en, hogy egy, ketté, vagy harom helykoordindiatél fiiggenek a
Slestnhatdsok, eg .ketto— i11. haromdimenzits probiémaval van doleunk. A leg-
zios probléma, mely ;mz‘::z,san valamilyen vezeték menti
iimenzids pr oblémak sikban helyfilge6 paraméterckhez
1 hdaromdimenzids probléma tekinthetd.

e

2,14, példa

Azelo sztotz paraméter{i haldzatok leirdsdra szolgald moédszerek illuszirdlasararoviden
attekintjilk az impulzustechnikai tavvezetékekkel kapesolatos jellegzetes Ssszefiiggése-

ket. Az osszefiiggések alapjdul szolgdld modelia 2. 25. gbran 1athatd.

IR ¢ \ }
Uty = 1 Gdx At £
s Cdx i i H o

hosszisagl tdvverzeidk

i

Az dbra alapjan a kovet

Ez az egyenletrendszer linearis, alkalmazhatd a Laplace-transzformacié I(x. o)=
0, és U{x, 0)=0 feltételezéssel a kovetkezd alakhoz juthatunk :

d*U(x, s . . . ‘ e
>—’\R+5L)(G+5C)U(.\', sy=y-Uix, s). - (2.254)
dx?
Ennek altaldnos megolddsa:
Ulx,5)=UT(s)e 7+ U (5)e™ (2.255)
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dlal\u, ahol U*(s) U ’5 a Z, hullAmimpedancia, az r reflexids egyiitthatd és a ger-

jesziés segitségével kifej jezhetd.
: 7 7

ﬁﬁi‘_ ?,___ég_'_“_z_o /2256

G+ s5C Zy+Zy \ ’

A rendszermodellek leirdsa sziochasziikus kimend-, ill. bemendjel kapcsolatdnak
megaddsaval

Aze idig ben vazolt modellek természetesen érvényesek sztochaszilkus bemendje-

lekre is. A sztochasztikus jelekkel kapesolatos kérdésf i ;téseink altaldban olyanok,

hogy nem a kimendjelek pillanatérték eire hanem azok statisztikaijellemzdire vagyunk

kivancsiak. Els osorb a varhatd ér variancia, korreldcid, teljesitm émsumseo—
1

spektrum jellemzSke

et keressiik. Ennek megf cleiSen a rendszer atviteli uiaido.xsagait
is ezekre a jellemzbkre vo

natkoziatva értelm ezziik, ill. hasznaljuk.
Kortcmtrah pdm méterii, linedris és invaridns rendszermodelire szorizl\oz‘va pl
(1) kimendjel atlagat a (2.236) Ssszefiiggés alapjan a kdverkez8képpen kapjuk
1 /’ INE T ¢ Y A 1if #0 g T ET
E{y(O}= | WMOEu(—0)}d0: Hiy=0 ha 1<0. (2.257)
Ha u(#) staciondrius sziochasztikus folyamat
f A .
wo=u, | OR(E)4E. [2.258)
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R,\‘H{T):'l - ”)_\*Ruu( ) {2261)

Rj.},(f) =h(1)# R (D)=~ 1)% R, (O)=h(— 1) % h(r)% R (7). [2.262)

Ezen iménti, staciondrius esetben értelmezett korrelaciofiiggvén ny Osszefiiggések a
daids Janlace—tra'lszf mécio felhasznéaidsdval a komplex frekvenciatartoméany-
ban is megad‘lanok :
S.08)= H(8)S (55, (2.263)
5<Va‘;z<5}: H(— S}Su11(5)7 /2264)
5, 48)=H(5)S,(5)= H(=5)S,,{5)= H(— 5)H(5)S,.(s), (2.265)
ahol
, ro (2.266)
s:z‘;'(s): ;/ Pu_y(“[)e * T
i
T ! (ST 1. 2 D67
“’11\5') ; fqz;u; Tjc di’ L “'//
o
S B
S.isi= 1 R (7m)e T dy, {2.208)
j

3

s oy
joss

g
7
f

. i

R ae]




yt)=hit)se ult) «h(t)=wit)

u(t) :—: ht)
+ ¢

g(t) L]
1 .
Korrelgtor = D{T)
Zaj- [
l‘ " 2
generator [ 7 wit)

P\uw (’C)?-O
Ruw (1)26,26(1); 8, =1

Ry (1) =Egeniw()} =E { [NtT)%ultet)]wit)s g_h(t?f)ié () wlt)] =

Th )
=E ! L (teT)sew ( tu)}w( Yi= f v(t)m\/)h(tw—.\/)dv L =h{t)
Tes
2.25. dbra. A stlyftiggvény meghatarozisa korrelaciés modszerrel

yancsak problémaink lehetnek. Ez
Ggy kell elvégezni, hogy a rendszer k6zber .
ben, ill. szabélyozasi korben, melyet 8 beszak'tar’
liyen esetekben j6l hasznélha 2
ha

dsahos um

t6 a korreldcids méréstechnila. A mérési elrendezés
tombvazlata a 2.26. dbrdnléthatd. Ezek szerint ha a A(7) stlyfliggvényli rendszer beme-
ndjeléhez hozzdadunk egy azzal korrelalatlannak tek t& szélessavu zajt, akkor a

N AP AE S aLi1 . s
aye a keresett stlyfiigevényt adja.

rendszerkimenet és a zaj kereszikorreldcid fliggvé

lig bszol
1] has: en
injuk tni ~ 3 i 7. dabrar. ik fel, h
1,(7) és n,(7) korreldlatlan, staciondrius sztochasztikus folyamatok. Igazolha
1“/’) ,(lr)]:’:’i‘.‘r . (,./);3 MSL.(’F}E{YT’}{JF}”b(ffi' . .
P e S A DS OIS DM ORS00
(2270}

) = Hy(f) =y, (1)

uft)
Wot) {0 =unitien,lt)
L Eci g it ivd B B
e - (LAY Yoliy
be
nz’:t)

2.27. abra. A koherenciafliggvény tulajdonsagait bemuiaid modell

5;



A 2.27. dbra, és a (2.270) osszefiiggés vizsgdlata alapjan a kovetkez8 megallapi-

tésok tehetSk
. A koherenciafiiggvény abszolit érték négyzete nulla és egy k§z6tti szém.

2 Mivel [y,,,.(DI? fiiggetlen a H(f) és Hy(f) atviteli fiiggvényektdl, a két jelko-
herencidja nem valtozik ezen jeleken végrehajtott konvoltcié (lmeans miivelet) hata-
sara.

Ha n,(5)=n,()=0, akkor |y,,,.(NI*=1, tehat ha ugyanabbol az u(7) jelbdl
iineéris miiveletekkel hozunk létre két kiilonbozs (u4(f) és u,(1)) jelet, akkor a koheren-
a *b<zolut érték négyzete) egységnyi.
4 Ha M x(j) ,zanv(]") Srm({) €s IHA(J{}i - 19 !Hb(f)l;’: ]‘ ﬁkkor
MYy — 7€)
(S, )+Sm,(/)}
és a jel—zaj viszony

Sulf) _ 1700

S =1y,

3. Ha ay(1)=0 és |H,(H]*=1, akkor

<2 g8
i:}\, a{j“}EZ: L)';'}(J) PENEY (2 2;3)
: SN+ S(NISL(1)
és a jel—zaj v iszony
Ei:u(f) _ h }'i}’(f)!: ;7 271/
Szm(f} i- l‘}) ;y;(f){ :

A koherenciafiiggvény hasznalhaté annak eldontésére, hogy ndszer x(JOJd—

L egy 1e
ban linedris vagy nemlinedris, s6t a hnec.msxol vald eltérés mértékére egy mérszamot
isad. Ad.ésd ges

megéliapitéso" a jel—zaj viszony mérés egy-egy lehetséges alternutiva-

wili ¢
Pty
=t

AR
0 GC

="

e 18 szitk segos Bz Uob‘az Q%m‘)o%i a‘pCSOIOdﬂ« még
oyenietek numerikus meJoIdan uszc,n} lag kedvez& viszonyo
ifferencidlegvenletek clsérend(i differen alemeniet-rmgdmi
sre keriils ahapo«\dho:’os leirds valamilye formaban ponto-
rencidlegyenlet-rendszert eredményez.
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imend&jelek kozotti figgvénvkapesolatok

késak:
jetlegétsl fligglen k‘u’i" 1’1 1008 T‘él okat kildnbozetiink meg. Ezek kdzil né-
'nal f 3 viden ¢ f juk

Koncentralt paraméterd, linedris, allaporvéliozds modellek

Linedris rendszermodell esetén az x 4llapo "f"ltozék az u bemer

kapcsolatat a kovetkezS egyenletrendszerre adh;tjul\ meg:
i=A(Dx+ B, (2.275)
y=L(x+ D0, (2.276}

ahol az els8 az Gn. dilapotegyenlet, &« misodik pedig a z:«zeaﬁa}f elés

egvenlet. Az x, u, ¥ vektorok rendre n, i1, p dimenzmsak .ek megfeie

axn, B(f) m ("5 Q{z) ﬂXp, J' {8 Dedzg m dimenzms m xo‘f«'. Aleird e
Iap 4n megad i
valtozos reprezer ‘éczo egv joi meghaaarozozt stzukiﬁrét

£ ete €s kimenete kozé, Nyilv ém'a
kapesolatara ebbdl a modeﬂb{ﬂ Kiindulva is ug
korabbiakban, mert hiszen, is a kimenet
ugyanarrdl a rendszerrdl v leépzelheté
belsejében lezajid kolcsonhd és wnetérl
nem feltétlentil ] 3 of 51, hogy

-

"o
u
b

i B
st
(%
N

ris gsszefiiggések m
zok a dinamikus

9
b

5

— A
f I S I 1
[§] L) -4 r - //‘\:
o0 | bl {0
R B J b3 ”\/Iv =
SR I+
H 1
!
LT :

2.28. abra. Az allapoivaliozds rendszer blokkvaziata linearis esetber

(2. 7’3 1 allé egye 1 r megoldasat
bemendjeli (4n. ho*nocven, xmdazer selkedését leird un. dllapotétmenet matrix segit-
¢gév Jallit & szerben {Gbb-

ségével adhatjuk meg. Az allapotatn “net matrix eld : a
nyire meglehet8sen ncheza megnyugtaté szarmaziatasi cljirés csak az idSinvaridns
61 z

. r

iy S
rendszerek esetén 4ll rendelkezésre. Altaldnos esetben 2186 18pésként az = A(x ho-
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Mint mar az el8zdekben emlitettitk, az dllapotdtmenet métrix meghatdrozdsa
nem mindig egyszerii feladat. Ha azonban az A matrix konstans nX n-es matrix, ak-
kor behelyettesiiés itjan belathatd, hogy az dllapotatmenet métrix

D1, 1))=Y (2.287)

o /2.288)

Ha a teljes rendszer id8-invaridns, tehét a B, €, D métrixok is konstansok, ak-
kor a(2.275—2

2/3—;.276 ) egyenletrendszer megolddsara a Laplace-transzformacio is hasz-

T
[
ic\)
)
\o
N

—BU(s) (2.290)
1)—*%] 5)+DU(s)

c“:‘i
=

—
| ]
El
A 7 |
L e Sy o 1
5 ) Resel-l L o L2 ) u
= \_ tetes “ \/ EASY)
-+




Kiindulva az x(o0) allapotbdl a (2.292) &sszefiiggés felhaszndldsaval irhatd

x{1)= Ax{0)+ Bu(o)
%(2)= Ax(D)+ Bu(l)= A%x(0)+ ABu(o)+ Ba(l)

. k-1
x(k)= Afx(o)+ > AF 7 Ba(i). (2.294)
S g =0

a homo- . ..

gén

egyenlet
altalinos
megoldasa

az inhomogén
egyenlet egy
partikuldris
megoldasa

Ebbbl leolvashatn.k hogy id6ben diszkrét rendszereknél is az &llapdtdtmenet
matrix az A mairix fiiggvénye, és az allapotatmenet matrix id8invaridns esetben az
4 métrix alkalmas hatvanyaval egyenls:

Ok, 0)=A% il Ok+1,k)=4. (2.295)

-

A kimendGjel pedig a (2.294) Ssszefiiggés felhasznalasdval :

E—1
y(k)y=CA*x(0)+ >, CA* ' 'Bu(i)+Du(k). (2.296)
i={Q

A (2.292—2.293) egyenletrendszer megolddsira a z-transzformdcié is hasznal-

K(z)=z[z1— A1 '%(0)+ [zI— A]~1BU
¥(z)= Czlzl— A]~'x(0)+ ClzI—- A~

Ahomogénegyen- azinhomogén egye
let &lt. megoldd-  let egy partikul
sabél megoldasibdi
Mindezek bl leclvashatjuk, hogy az dllapotdtmenet métrix z-transzformaélija
—zmiAl-h {2.299)

Koncentrdlt paraméteril, nemlinedris, dllapotvaliozos modellek

A nemlinedris rendszersk kozds jellem
szuperpozici6, tehét a rendszer ise'
mensjel hatédsai szi tf*;g ek. Qo}\ eset
egyenleirendszerrel tudjuk jellemezni:
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“ 1 f___z_ ﬁ_l__ 0 1'Z 4 “_L__f

! < R, Ry i} e gRlCi i

L. 1 ! IR ,
Heplem] e 2 e M o | e | 11 ],

| 2 R, RO, <, IC"{ QZ%;CZ [iteel (2.306)
. 1 Ryl . 1]

pie] | ® T Tl

karakterisztikat tiintettiik fel. Ilyen esetben a
1énvegesen egyszerlibbé vélhat.
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'GZf -Qg ay
= 48 (.L‘« Q<X
falx)= ﬁ (noo) ~Qofx4ay
’L_S X<~Qp

2.31. abra. Szakaszonkénti linearizalas

2.5.3. A bemend- &s a kimen8jelek kozvetien kapesolatat megads,
és az gllapotegyenieten alapulé leirdsi médok viszonya

A rendszermodell tipusok targyalésa sorén
megiontoldsok vezethetnek ennek a kéifa

kétfajta
vetkezSkben t&bb szempontbdl is osswnasmhtmk a keifeie el*ar st

Kapcsolat a sulyfliggvény mddszer alapjdn

rr

A (2.245) bsszefiiggés n valtozods esetben a kdvetkezd alakban irhatd:

() dr; B, 1y=0 z>1, ulny=0 1<0. (2.310)

311) bsszevetésével
}f (D81, B0+ 31— D) T=1,
%@ T=>1,

innen nagyon jol latszik a stlyfiiggvény métrix és a
. kapesolata, nevezete sen mindkeitd a ¢ 1dop1lianatb
aonibeli kihatését irja le. A h(r, ) matrix magéban ho;do abemene

N
1= o
i
=
3 *O
Q
o
I
-
1=
ek
4]
]
¥}
o

rrrr

<OzOtt divitel valamennyi Ssszetev8jét, mig a G)(f 7) matrix
at\mph SajatOSSHC’thOL Janﬂ hozzd. A b61116’10J81 és a dinamikus t
7 obé a dinamikus rész €s a kimenet k&zotti atvitelt, vala 'r\i t a bemenet é
<€t k6z8ttl kozvetlen Atvitelt rendre 2 B(z), C(7) ¢s D(7) métrixok mint all
anszforméciék valdsitjék meg.
MNlnileg egyszeriibb a hclv*t ha 1dGinvaridns rendszermodellt alkaimazunk.

T
B{s, T)=hi{r— 1), (2.313)

,M
)
AN



tovabbé alkalmazhaté a Laplace-transzformécié. Ennek megfelelGen h(f) Laplace-
transzformaltja :

His)= ’f a{r)e™*" de, (2.314)
J
valamint (2.312) alapjan tovabbra is x,= 0 feliételezéssel :
H(S)::(:(E\S)E%-D; D(s)={(sI—4)"L {2.315)

Erdekes sajitsag, hogy az aﬂapowaltows rendszer atviteli tulajdonsagai nem
valtoznak, ha az (4, B, C, B) métrixok helyébe a (TAT,, TB, C"‘ =1, D) matrixokat
irjuk, ahol T egy nemszinguléaris han&«ormacsos mALtrix. ( zta nczformamot SZO~
kas hasonldsagi Lranszformacwnak nevezni.) Ezek szerint a (2. 3 2 ), i, (2.315) 6sz-
szefiiggések nem jelentenek megkdtést a rendszer tényleges bels§ viszonyaira, csak
sz atviteli sajétossdgokat rogzitik. Az f»z =TAT-,, B=TB, U'=CT", D’'=D jel-
Iéseket alkalmazva ugyanis ( 2.315) felirhatd

H()=C(sl-4)7'B+D=C(I- 4" 1B+ D (2.316)

forméban, amit T ekvivalencidanak is szokiak nevezni. Ebbél %; zont arra kdvetkez
tethetiink, hogy a Quwﬁ.ogveuybois il ¢uk’°"20v¢ny matrix § az éﬂa@eza’éitozé‘
modell nem hoz }’ato 1éire egyértelmiien, tovAbbd megforditva : 16bb 4lla pot”éitozés
modell azonos 4tviteli sajatossdgokkal rendelkez8 rendszermodellre vezethet., Mind-
ezek alapjdn még azt is mondhatjuk, hogy az dllapotegyenleten alapulé leirdsi méd
t6bb informécidt, mégpedig strukturdlis informéciét hordoz a rendszer bels§ szer-
kezetérdl, segitségé el 2 belsS atviteli s 'étossé 6l t8bbet tudhatunk meg.
A fenti gondolatmenetet az id6ben szkrét esetre megismételve (2.298) alapjan
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ondolni, hogy id8invarians esetben a (2.286) Osszefiiggés is az e* glakd tagok
ris kombindcidjat adja. Mivel a kétféle rendszermodell tetsz8leges bemenGiel
én azonos kimen8jclet ad, a kétféleképpen nyert linedris kombinécié azonos kel
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ahol A nXn-es, B pedig nXm-2s métrix. A rendszer akkor €s csaek akkor vezérelhet
ha az

un. vezérelheidségi mdirix rangja n.
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Id8ben diszkrét rendszerek esetén a vezérelhet8séget nagyon egyszeriien tudjuk
vizsgdini. Tételezziik fel ugyanis, hogy a rendszert az x(o) dllapotbol az x(#) allapot-
ba kell juttatnunk. Ehhez kereslink egy alkalmas bemendGjelet. Az id8ben diszkrét
allapotegyenlet alapjan:

ol

(1}= Ax(c)+ Bu(o)
%(2)= ax{(D+ Bu(l)= A%x(0)+ ABu(o)+ Bu(1)

(2.324)
()= A"x(0)+ A" 'Ba(o)+ .. .+ Bu(n—1)
(2.324) utolsé sordnak atrendezésével :
x(n)—Arx(o)=[A""1B 4""B ... | B]{u(0) ’§
Ismert M, vezérelhetSséei métrix |’ (2.325)
i
i .
lu(n—1)
| ———
keresett
bemendjel
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Linedris és id@invarians rendszermodell esetén a megfigyelhet8sée egyszeriien
vizsgalhat6. Nulla bemendjel mellett az éllapotegyenlet és a megfigvelési egyenlet

(1= Ax() (2.326)
()= Cx(1) (2.327)

alakjabol kiindulva azt mondhatjuk, hogy a rendszer akkor és csak akkor teljesen
megfigyelhet, ha az

E@M: [CTEA‘TQTi . E(AH-I)T{:?] (2.328)

in. megfigyelhetfségi matrix rangja n. (Az A matrix nX n méretil.)
Id8ben diszkrét rendszerek esetén a mgﬁc}’elhetﬁséc kritériuma is
széarmaztathatd. Az egyszeriiség kedvéért ezzitk fel, hogy az ¥ vektor ériékeibd]
az x{o) értéket kivanjuk meghatdrozni. A obgn diszkrét d‘apmeg} let, s a meg-
figyelési egyenlet alapjan:

(2.329)

A (2.329) egvenletrendszer utols¢ sordnuk transzponaltjit véve és rendezve:
o) ¥ (1) ... 7T (n—Di=xT(o)[CT ATCT .. . (&=~ HT T (2.330)
N e’
Ismert kere- Wi, megfigveihetfség
sett MAatrix

tfe .

Csuk az id8ben diszkrét esetrc szoritkozva az identifikdlhatésdg feltételét az

- - £11 LT S A s e EFUIEY

alabbinkban fogalmazzuk meg. Induljunk ki az x(o) &llapotbol. (A nXn-es mainx).
{1)=Ax(o)
%(2)= A x(0)



Rendezve :

x(Dix@2).. . ix(m]= Alx(o) Ax(0) . . .| A" 'x(0)] (2.332)
b 0
Ismert ke- BI4;: az identifikdlhatd-
Te- sdg méatrixa
sett

A (2.332) egyenietbbl az A maétrixra akkor és csak akkor kapunk egyértelmi
megoldést, ha az identifikdlhatosag mdtrixdnak rangja n. Ha ez nem teljesiil, akkor
az dllapotvaltozdk szémbavett értékeibsl az A matrix nem hatdrozhaté meg. Trividlis
esetként el8fordulbat, hogy x(0)=0, de nem identifikdlhatd a rendszer akkor sem,
ha x(o) a rendszermodell valamelyik sajitvektordval ardnyos.

2.17. példa

Tekintsiik azt az id8ben diszkrét rendszert, melyre :

-

{a ap, E-—-!—l 0}. @:P‘ OJ.

la, a,2j 16 o}’ [0 0
Ellenérizzitk a vezérelhetSséget abban az esetben, ha a;,=a,,=0. A rendszer
vezérelhetd, ha az

A_h:{a“ 010
[AB|B] o 0 0 0 (2.334)

maétrix rangja 2. Ennek feltétele, hogy a,,0, (lasd 2.33. dbra).
A megfigyelhet8séget a,,=a,,=0 eseire nézziik. A

: 1 0 aq; O _
T AT Z{ 2335
[CTaTI=lg o 4, of (2:333)
matrix rangja 2, ha a,=0, (1asd 2.33. ébra).
Az identifikélhatosag feltétele, hogy a
g’}”lﬁg) ai 13«73(0)“:— alzngo)i (2.536}
[2(0)  ap1(0)+ a55%2(0)
Xq(kj
an
%
(k) x4(k+1
ZIC] B T B e
B c
(%) (\‘G”
U J
& _‘) \)
Mp?xz(kd) ‘ U, (k)
a
22 X 5()

2.33. abra. Hllusztracié a 2.17. példdhoz



matrix rangja 2. Ez akkor nem teljesiil, ha a vizsgalt matrix oszlopai linedrisan fiig-
g6ek :

[A—21] rf’ﬂ 0. (2.337)

Ekkor vagy x(0)=0, vagy x(0) az A matrix valamelyik sajatvektordval ardnyos.
2.18. példa

Az identifikalhatdség fogalménak bevezetésekor lattuk, hogy specialis kezdeti érték
esetén a rendszert csak részben tudjuk feltérképezni. Bzt illusztrdlja ez a példa, ahol
visszatértiink ugyan a differencidlegyenlet alakhoz, de mindez a 1ényeget nem befolya-
solja. Vizsgaljuk a kovetkez8 masodfokil rendszert :

V+aytay=u (2.338)

£s legyen adott y(0), és (o). A Laplace-transzformacidt alkalmazva

. 1
H{o)+ 5 U 33
HO)+ prp e UO) (2.339)

. s+a
¥i{s -—-——-———~ —
)= s*t+aist+a, o)+ s24as+a,

kimend&jelhez jutunk. Ha pl. U(s)=1, a,=7, a,=10, akkor

s+ 74 (O) !
oo EE DY)+ y(0)+1 T30 T o)
TO=—ers O T oy (2.340)

Ha y(o)+1=—5y(0), vagy p(0)+ 1= —2y(0), akkor
y(o)

/52 y
Y(s)= o) (2.341)

545

vagyis Ugy tiinik, mintha els8fok rendszer lenne, pedig nem az.

a rendszerelmélet kdzponii fogalrn A gyakorlat szempontjabol ugyanis

: ak a stabil rendszereknek van jelentds ge vagy legaldbbis olyanoknak,
lysknek van stabil dllapotuk. Linedris rendszere
m

esetén a stabilitdst csak a rend-
tulajdonsagai, struktlrdja €s Ddl tterei hatdrozzak meg. Nemlineéris
stabilitas fiigghet a rendszeren belilli int

e as ntenzitdsviszonyoktdl, és ennek meg-
felelden a bemendjel, ill. kezdeti érték '1ddtoktol A linedris és nemlinedris rendszerek

ezZen el é 18 tulajdonsdgai miatt a stabilitaskritériumok, ill. a stabilités vizsgalat mod-
szerei is eltérnek. Ebben a szakaszban nem célunk a stabilitds-elméletrdl egy atfogd
dsszefoglalast adni, minddssze néhdny jellegzetességre hivjuk fel a 11°}ehﬂ°t

Linedris rendszerek stabiliidsa

Stabilisnak neveziink egy linedris rendszert, ha egyensilyi dllapotabol kKitérve visz-
szatér oda. Matematikai formaban a stabilités feltételé nek egy lehetséges megfogal-
mazésa



[ fh(t) di< M, {2.342)

J

0
ahol A4 egy vecss korlat. Ez a kifejezés éppen azt fejezi ki, hogy impulzus gerjesztésre
a rendszer visszatér eredeti allapotaba. Ez a feltétel id8ben folytonos esetbe v
lens a kdvetkez8 megfogalmazasokkal:

— a rendszert leird n-edrendd differencidlegyenlet karakterisztikus egyenletének
gvbkei negativ valos részfick, tehét a dlﬁercnmalecyPnE m egoldasa eiRe4l: burko-
5jiid8fliggvények linedris kombindcidja. (4, i=1, 2, ..., n a karakterisztikus egyen-

=

([Q

h asmalasra l\eﬁ uln

stabilis maradjon, tov t, hogy a mérési el
végeredményt szolz qitasson.

e 2,34, abra. Hlusziracio a stabiliths fogaimahos

trd



egyenletesen stabil), ha minden ¢, id6pontban tetsz8leges e=0 szdmhoz taldlhatd
olyan 6(¢)=0 szam, hogy ha

k=%l =6(0);  xg=x(o), (2.343)
akkor
Ho(n, x(1g), 1o)— 2] <e¢ minden f,=1,71a, (2.344)

ahol (¢, x(1y), #o) a fg-ban x(#o)-bél induld rendszer dllapotat adja meg a ¢, id6pont-
ban. Ezt & stabilitas fogalmat a 2.34. dbra illusztralia. Ebben a felfogdsban stabilis
egy ,,j61 miik6dE” oszcilldtor dramkdr is, hiszen a bekapcsoldst koveten a rezgési
amplitidé korldtos marad.

Ha egy kezdeti értékre ,.kilenditett” rendszer abba az egyensulyi dllapotba tér
vissza, amelybd! kilenditettilk, akkor aszimptotikus (vagy egyenletesen aszimpto-
tikus) stabilitasrol beszéliink. Egy rendszer akkor aszunptonkusm stabilis, ha

1. (egyenletesen) stabilis,
2. minden £, id6pontban tetszéleges u=e¢ szamhoz taldlhatd olyan T(u) szam,
hogy

(i, x(1g), 19)—

o

e
o
L’\)
L
[N
~

valahdnyszor

he= g+ T (2.346)
és

lxg—x = =0, (2.347 )

Fontos sajatossag, hogy » nem fligg x4t és w18l Ezt a stabilitas fogalmuat a
2.35. dbra illusztralja.
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h

nek vagy atmeneti fiiggvényének, vagy valamilyen ismert jelre adott valaszfiiggvé-
nyének, tehét a jelet le tudjuk frni a rendszer paramétereiv ei

Ez a kapcesolat jellemz8 a jel- és rendszermodellezés valamennyi te
hogy egy adott jelenséget, kdlcsdnhatést vagy kolestnhatasok sszesst
rendszermodellel irunk le, sok minden befolyasolja. Van azonban nen
korlati szempont, mely a vélasztdst dénté modon befolydsolja. Min

rendszerreprezent é 1{') al t6bbek kozott -wiunl\. hogy
— megfele’i" mértéki danedukcl t €13

— 2 tovhbbi feldolgozésckhoz, elemz

Sztochasztikus jelek esetén éppen eze
ressziv modellek {iasd Z.19. példa), vagy
valtozos jel- (ill. folyamat) modellek, mely
lesz.

jel- és a rendszermodelieknek ez a dualifdsa természetes kovetkezménye an-
nak, hogy jeleket mindi g objekiumok valamilyen kdlesHnhatésénak uiajdmitiuk.
rendszereket pedig ko&lesonhatasban (,jelkapesolatban™) lev8 objektumokként de

j i- &s rendszermodellek dualité
. auioregressziv modellek nPké
A ulomcm jel modellek,

£

=

jelek ezen modellekben rogziteit jeﬂemzé’?i hogyan moédosulnak akkor, ha a jel 4t-
halad egy rendszeren. Most olyan rendszer-modelleket ismertetiink, melyveket fehér-
za] bemenet feliételezésével kiilonféle sziochasztikus folyamatok generéléséra hasz-

. i
H(z)= = (2.349)
I3 ,...’_‘Y‘.
I+ D) bz
L=l

atviteli figgvényt rogzit. A {b,} egviitthatokészlet meghatdrozéasa az {y,} folvamat
R, autokorreldcids filggvényének ismeretében Ishetséves, uovanis a (2.348) Sssze-
P B so T SR /
ruggcst

T
U s Vo ¥am2r oo oy yn~;‘f]

uA



ieldlésekkel
yih=w, (2.350)

alakban irhatjuk, majd balrol szorozva és varhatd értéket képezve

R, b=R,

yw

RI=[02,0,...,0] (2.351)

4

Gyakran hasznaljak (2.349) dllapotvéltozos felirdsat

by —by ... —by_; —byl oE by
}. O O 0 0 ‘—‘Z}:
0 1 0 0

PO CliB=|.];cT=| . |:D=1 (2353

07 07 Tay;
00 1 0 0 ay
A T B= 1 (= o D=1 {2.356)
' 1
0 0 0 0] {  ay
Az ARM A modell
Az AR és az MA modellek ,egyesitésével” jon ltre az ARMA modell, mely a ko-
vetkez$ differenciaegyenletiel jellemezhetd
N A
1 =1 b
J”r-%_ .Z bﬁ)l*—k: AW n_ ‘/‘2 3‘)7)
fany L=



ill. az ennek megfeleld atviteli fiiggvény:

M
S g7k
2, BZ
fN_ =0
Hizy= 2=t (2.358}
Ry
14‘ ./.{a' Z)kg "
£
ami teljesen azonos felépitésli, mint a {2.239) Osszefiiggés szerinti. Allapotvaltozds
meglelelGiét pl. a 2.16. példdban bemutatoit moédon szdrmaztathatjuk. Az ARMA

meodell blokkvaziatat a 2.36. dbrdn lathatjuk.
jelreprezentdcid fentiekben vazolt moédja sokféleképpen dltalénosithaté. Az
alkalmazdsok szempontjabdl az 4ltaldnositds fontos irdnya az adaptiv modellek 1ét-

ehozasa. Ezek a fentiekben vazoltakhoz hasonldak, de paramétereik varidnsak.

¥n i _T_;Z-?’LE \
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G\\‘ gy ) @ @ LMA rész
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e S sy Bali=rT) _
*1) =h (@) 2B (1—nTy) (2.359)
alakban. Az x*()={x(nT)} moduldlt impulzussorozat Fourier-transzforméltja

Xe(f)a (2.37) o>szvfuwes>vl adhat6é meg, mely kézvetlen kap::olq ba n &l az x(¥)
321 Fourier -tr‘.nszformalgaval (lasd 2.37. dbra):

X()=X(fips(f): (2.360)
ahol
N Ifl=B,/2
Pe)=10  coyébkent. (2.361)
< s ps(f) v
%x*(‘) x*@) En x(t) e
] T i
< | -8,/Z B,l2 -
N AT P /T
\\)/ : E‘ / ;L// ; 1\‘( e
Bo | By | % B
7 7 2 2

* 1

2.37. abra. A folytonos és a mintavéielezett jelek kapcsolata

zeket az dsszefiiggéseket fethasznaljuk arre, hogy 2 k
voumlés szumma alakban frhassuk le, és ez&ltzﬂ a stlyfi tiggv éwevel reprezentalt ana-
16g rendszert idGben diszkrét rendszerrel szir miahu Jelolj '

r

S
szer Atviteli figevényét, h(#) pedig stlyfiiggvényét. Ekkor a

-

melvnek Fourier-transzformélija

Hy(H)=pa(NHT (2.364)

d

, - e 2 Ieseket a (2.362)
Bevezetve ezek uidn x,=x(nT,), h1,=/g(nT,) és v,=y(nT,) jeloléseket a (2.362)

ményiink. Ezek szerin
{ d iben mszkré
’2.359) dsszefil




Az amplitidokvantdlds hatdsa

Digitélis eszkozzel t61ténd reprezentdciondl elkeriilhetetlen, hogy az analdg jelet
amplitidéban is diszkrét értékek segitségével irjuk le.- Mivel az id8tartomanybeli
diszkrét reprezentécival a mintavételi éri€kek helyére eléirdst adtunk, nem tudjuk
biztositani, hogy a jelet pont ott mintavételezziik, ahol értéke éppen a digitalis szam-
dbrazolés véges széhosszaval lefrhaté. Eppen ezért a digitalis Je1feidoloozo bemene-
tén elhc}ypze A/D é&talakitd a jel egy nemlinedris t mszformac103at valdsitja meg.
Ez a nemlinedris transzformécid a kvantdlds, mely nagyon sok gyakorlati esetben a
2.38. dbrdn 14thatd karakterisztikdval jellemezhet. A kvantalds erSsen nemlinedris
volta sok problémat okoz a digitalis jelfeldolgozasban. Determinisztikus eszkdzokkel
vals leirdsa meglehet8sen bonyolult ahhoz, hogy beépiilién egy mérési eljardsba, ill.

"

"

% qleé lépéskort egyenletes kvantalo karakterisz-
<itési aloonmms eseién

egy jelfeldolgozd hlﬁorftmusba Vale.mi\'el kedvezSbb a helyzet statisztikai médsze-

rek esetén. Hvenkor az e=x—x, hiba statisztikai jellemz8it keressiik. Igazak a ko-
vetkezd 4llitdsok :

1. Abban az esetben, ha az x folytonos valoszintiségi valiozo, melynek stirfiség-
fiiggvény {x) savkorlato zott @Y(S) karakterisztikus fiigevénnyel rendelkezik, még-
pedig tgy, hom

. ., 2w ] P

@ (5)="0 minden |s|=— =esetén, (2.366)

)
akkor a hiba egvenletes eloszldst valosziniséar valtozd, tehat
! q_..49
£ o 37f=5 2.367
Jc(e): q =~ “ (<. O/}

0 egyébként

azaz a kvantalasi hiba fiiggetlen a jeli6l. Ez az Un. elsdrendii kvanidldsi iétel.
2. Abban az esetben, ha az x; és x, folytonos valdsziniiségi valtozok, melyek

egyiittes stirliséefiiggvénye fx, », (X, x2) savkorlatozott @y . (s, 5.) egyiittes karak-

terisztikus fuggx enn}d lenddkezn“k mégpedig vgy, hogy

2 2
D, ..{5;, 5,)=0 minden |5,z -2;—&303 {54 !-«?—(—

esetén,akkor az e,=x,— X, €5 ¢,=X,—X,, hibak egyenletes egyiittes eloszlash valo-
szinlségi valtozdk, tehat



1 g 9. 4 q
. . —3 —LE P E S T,
Jor ey e2)=1g* 2 T2 2y (2.368)
{0 egyébként.
Lz az vn. mdsodrendii kvantdldsi téiel.

Bizonyithato, hogy az els6 esetben clegendé azt megkivanni, hogy a

. | 2an

D, { q ]:o, =0 (2.369)

~

legyen, mig a mésodik esetben ugyanez a feltétel (minden /=0, és k=0 mellett)

. {2=]  2nk
D l"'[’ ~——1i-}=0
Al A

alakban irhato.

(2.370)

A kvantdldsi hiba statisztikal jellemzdi a fenti feltételek teljesiilése ese tén a
(2.366) ¢és a (2.367) sszefliggések segitségével szamithato, gy pl. az cls@
mentum:

E{e}=0; Elef}==. (2.371)

A karakterisztikus fiiggvény fenti értelemben vett sdvkorldtozottsdga a gyakor-
latban a legritkdbb esetben *ch Siil. Ha azonban a kvantald x bemenéijeléhez hozza-
adunk egy ol,\ an zajt, melynek karakterisztikus fliggvénye kieléeiti pl. a (2.366,) vagy
a (2.369) feltételi, akkor a kvantdlo eredd Demenoy,lern mar teljesiiinek a kv antalasi
tételek, tehat a kvantalds okozia hiba statisztikai jellemz8it meg tudjuk hatarozni,
(2.39. dbra).

A gyakorlat szempontjabdl kitlintetett jelentSségliek a Gauss-folyamarok. Gauss-
folvamatok esetén

t
o

R =T (2.372)
V2uo
il
s
D (s)=e~3 (2.373)
P
. o —Z¢nsd
PLisn)= ¢ @ 2 2
in(t) L 0 egyebkent
+ N
i Kvantalo f—- 6 () 2ET _Znn
th) xx(t) XQ-(t) -»( ) a 0 ha s= 3
& —
2
nz0

6.(8)=6,(5) ¢, (s)

2.39. abra. A kvantalasi tétel kielégitése zaj hozzakeveréssel



.

Iyen s mellett sem teljesiil. Bizonyithatd, hogy ilyenkor

A (2.373) Gsszefliggés alapjan lathatd, hogy a sévkorlatozotisag

A

M.
_1 -
)
K
©
O
%]
prm—
Ing
d
&
Nmsirmsmitrmne”
1)
1Y
i
|
-
0
|
oy
A
oy
I
B

az aldbbiak szerint:
(’}n

(") ) n

[0, )

oxioxy |
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i derivaltiai szamithaték a fiigevény alkalmas derivait]
1

elvben semmi-



Ha

g{x s Xa)= %y 00,= 0y(x)0(x2), (2.379)
ukkor a 2.38. dbrdn 1athatod kvantalé karakterisztikdt feltételezve :
_l%ljf%};ﬁﬂ R lxi———(?. —:-gg\g 5 {xz—(”j%— 1 g} . (2.380)
Ezt behelyettesitve a ( 2. 378 ) Ssszefiiggésbe:
3
E{Q{(*)Cx(x}=¢" j[ ZZ} {é?iz . )g,(% 1 }d A+-C, (2.381)

ahol C=E{Q,(x )}E{Qa(x2)}-
IMegjegyzés: A (2.380) alakt kifejezés tetsz8leges O,(x)), Os(x,) kvantdld karakte-

=] &

risztika esetére is szérmaziathato.

n. polaritds koincidencia-korreldtort.

vakorlatban elterjedien haszndljdk az 10




Ezek szerint a gylirfimodulatoros korrelaior alkalmas a korrel4cids index becs-
1ésére

e
il
—somrd
o] A
Q
(]
:
M
A

A kvantalédsi tételek nagy érdeme
hiba statisztikai tulajdonségait a bemendiel paramétereitél fig
=3

mithatjuk. Ugyanakkor a digitalis jelfeldolgozd berendezések gazd

P(AH=1,  P0)=0, PA)=1-P(4) é P4

A az A esemény komplemensét jelsl.

¥2.1.2. Egyiittes valészinfiség

Az 4 és B esemeny egylittes bekovetkezésének valdszinfiséee P(4M B). [Szokésos je-
161és még P(AB).]
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Legyen A és B két esemény. Ha olyan kisérietet végziink, mely B eseményre vezet,

1
érdekes lehet annak saloszznuseoen hogy az A esemeny ugyancsak bekgvetkezett. Ezt
a valoszintiséget az A esemény adott B melletti feliételes val6szintiségének nevezziik :
P(AB)
P(A| B)= ( - feltéve P(B)=0.
P(B)
(P(4| B) rogzitett B mellett eleget tesz a valoszinliség: axidmaknak. A P(B)=0 eset
clemzésének nincs gyakorlati je elen ntdsége.)

. L@UfS ese-

Eg} }\i ufl»l, kimenet Ié el kapesolatos mennyiségek mérésére valdszintiséel viitozo-
ibb an egy x valdsz inusc«n valtozd egy olvan fugscwm. mely
"

St
2165 szamokat rendel. Ha a kisérlet kimenetele £, akkor a hoz-

0S
va
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zarendelt szdmot x(£) jeldli. Az x diszkrét valészinliségl véltozd, ha diszkrét ériéke-
ket vesz fel, folytonos valészinfiségi valiozo, ha értéke egy folytonos értékhalmazbdl
szérmazik.

Szokésosan P(x=a) jeloli a P({&] x{§)=a}) valdsziniiséget. Hasonldképpen
P(x=a)jeloli P({E1: (,,}>a}\s valoszmt.seoa stb.

Az x valdszinfiségi valtozotdl megkivant tulajdonségok

1. P(x—— wo)=Plx— oo)=0.

2. Minden val6s a esetén {&| x(§)=a} esemény, tehdt P{ | x(§)=a}=P(x=a)

Az x(&) valdszinlségl valtozd F, eloszlastiiggvénye a valdszinlségl valtozd valds ér-
téklcészletét a [0, 1] imermﬂum ra képezi le:

szel jelolik, a tovabbiak-

u az eloszlasfiggvény vél LOZOJ (l\ae)on Y)Lmr n ezt is x-s
\Z Fx(x eloszlésfiiggvény monoion

oV
ban 1it is ezt tessziik, ha nem értelemzavard.) A
ndvekvl és minden x Domban balrs! folytonos.
lim F(x)=1, lim F (x)=0.

Xes Pl g~

. Az x valészinliségi valtozd vals-

Az x és y valdszinlségi vélioz

_I (h’} l)-— 3{(.

a létezik a derivali, az egyiittes siirisé

¥




Ha 1étezik a derivalt, a feltételes stirliséafiig
dF 4 5(x)

~ x{ B\"*
(x | By=—2E

dx

avény:

&

Jeldlie B az y folytonos valdsziniiséei véltozdval hapeselatos kdveikezd eseményvt ;
3] g P ¥

az Un. feltételes valosziniiség-siiriiséofiig
alakja:

fdx)= [ a0 dy

”]
I é g ; ) IS Q 26 { valtozo
binacid) (egyiities) sfirfiségiiiggvénye eldallithatd. Példdul az 256 & valdszintiséel val-
tozd egylittes slir{iségfiiggvénye
- 3 3

f\'}:-\: WV 2 3 '\A): / f\(a‘) OAAJ. i ax,

Feltételes slirfiségiiigavények is szdrmaztathatok
Fa
_ fs
Jxyx il Xie x4z ., 7 r
«l-\; X A2 e Xy

whon
~1



¥2.1.12. Valésziniiségi viltozok fiiggetlensége

Az x és y valészinliségl valtozok fiiggetlenck, ha {x=u} és {y=0v} események fiigget
Ienek minden u és v esetén. Ekkor

F (6 3)=F{X)F,(»),

Je s 2)=1 L0000,

Te(x [ 2)=1dx).
¥2.1.13. Vaidszinfiségi viltozd fiiggvénve
Ha x egy folytonos valdszinfiségi véltozé és g ) monoton novekvé vagy monoton
csdkkend, de mindig differenciglhatd fiiggvény, akkor y=g(x) valdszinfiségi viltozo,
mely a kisérlet & kimenetele esetén y=g(x(£)) értéket vesz fel. Eloszlasfilggvénye:

Fy=Py=v)=P(xc{x|g(x)=v}.

Sﬁrﬁsevf figgvénye

¥2.1.14, Két valosziniiségi valtozs fiiggvénye

s
e
“
i~

s y folytonos valdszinfiségi valtozé és g( ., ) egy skalar filggvény, akkor
z=g(x, y) valészz’nﬁségi valtozo, és

=P(s, yeD )= | f Fosw,y) dx &y,

J
D:(w)

"1y
=
| |
/"'\
ty
[iA

Ha z=x+yp, tovabbd x és v fliggetlenck, érvényes a konvolicids dsszefiigeés
fAny= | flz—») ) dy= »’f (x)f (= dx
JA== ATV AN W i AL A= -",) :
- _— o AL f s s 1 e E i
¥2.1.15. Fiiggetlen valészinfiségi viltozék fiiggvényel
Ha x és y fiiggetlen valdszinliségl valtozok, aikkor g(x) és i(y) is fiiggetlen losz



szamot értjitk. (Itt az integraltol megkoveteljitk az abszolat konvergenciat, ellenkez8
esetben a varhato értéket nem definidljuk.)
A variancia (¢2) kifejezése :

® r\)

E{(x—E{x})?}= ] (x—E{xPI)fix) dx=

A Csebisev egyenlGtlenség :

7

Pl|x—E{x}|>1 } ’ .

Sokszor j6! hasznalhaté dsszefiiggés : o3 =E{x*}—(FE{x})*. A varhaté érték értel-
mezése valdsziniiségi vektorvaltozoknal elemenként torténik. A variancia helyébe a
kovariancia matrix Iép:

Za=E{(x—E{xDE—EXNT},

ahol x valdsziniségi vektorvaltozdt jelol. A variancia mindig nemnegatiiv, a kovarian-
cia matrix pedig nemnegativ definit, szimmetrikus matrix.
Ha y=g(x), akkor y védrhaté értéke:

o

Els)= | £(ire ax

rarhatd ériék képzése linedris operacié. Ha x, teljesen fiiggetlen valoszinfiségi val-
P k

Az x valdsziniiséei valiozd k-adik momentuma = E{x*}, k-adik centrdlis momen-
tuma pedig:
n.=E{(x—E{x}*}.

Az x és y valoszinliségi valtozdk egylittes momentumai az E{x*
E{xptxésy korrelacidja. Az egyiittes centralis momentumok hasonléan
E{(x—E{x}(y—E{y}} x és y kovariancidja.

Ha E{xy}=E{x}E{y}, akkor az xé&s y valoszinliségi véltozékat korreldlatlanok-
nak nevezziik, E{xy}=0 esetén pedig ortooonahsnak A fiiggetlen valdsziniiségi val-
tozdk mindig korreldlatlanok.
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p— e P - rr_pr 1 e ~
ahol j=¥—1, 5 komplex véltozd @ ) az f{ ) slirliséefiigevény Fou anszfor
méltia.

Ha x;, x5 ..., %, n valészinliségi valtozd, akkor az egyiittes karakterisztikus

~ , J2six

DSy, Sap - Sy=EieT
D(0)=1, tovabba 1Do(Sy, S2s v 55, }(él minden valds s; esetén. D (s) ismeretében
Sl inverz Fourder-transzforméaciéval szarmaziathatd. A momentumok

dﬁ: ~

my=j" AS‘!‘— g)x(‘g) iszO
Ssszefliggésb8i szAmithaidk.

x és y egylittes eloszlasa esetén D ()= D, (s5;, 0). Ha fiiggetienck : D, (5, 55)=
=D (5)P,(s5,). Haaz x;i=1, 2, ..., 77 valdszinfiséei valiozdk fiiggetlenek, tovabba
Z=X{+XaF ...+ X, akkor

ot
ooy
ot

valtozd. Bar az {&{¥(E=v} nulla valészintségll
hasonlo modon :

o

ami egy v-t6] fliged szdmérték. Definidlhatunk egy E{x |y} valoszinliségr v .
mely E{x | y(£)=v} ériéket vesz fel, ha a kisérlet kimenetele £ és ennek megfelelSen
y(&)=v. Ezek szerint E{x|y} az y v valdszinfiséei valtozd fiigevénye: E{x|r=1t;
Mivel ez is valészinfiségi valtozd, Iétezik a varhato értcke:

e .~ ] — Is 3

{E{Ex | y}}=E{x}.
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¢} D3 teljestilése esetén van az {x,} sorozatnak olyan részsorozata, mely kislé-

J

akkor x-+y
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F2.2. Fiiggelék. Matrixelméleti dsszefoglald

A kévetkez8kben roviden attexmtju a matrixelmélet néhany alapvet§ fogalmit és
tételét, elsSsorban azokat, melyekre a méréselméleti témaksr6k feldoigozasanai sziik-
ség van.

¥2.2.1. MVidtrixok és veltorok

Métrixnak az {g;;i=1,2, ...,m;j=1,2, ..., n} clemek aldbbi elrendezését ne-
vezziik :

4y 4din Q1
g3y 4dn dap
A=, . =(ay)
g-a an'z amn

7

¥2.2.2. Métrixok sszeaddsa, Iivendsa, konstanssal valé
SZOTZASa

O
o
[
N

(<3
=

jal
fau2y

v
el

Q
o
J
o]
]
o
P
QJ
s
<‘

Haaz A 121 rix mérete mX p, 2 B matrixé pedig pX 7, akkor A és B Ssszeszorozhatd.
A C= ARB szorzatmatrix s n méretli
%
PO AWy
5T L Dy Ve

A métrixszorzas asszociativ, tehat:
D=ABC=(AB)C=A(RC,.

Juand
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A szorzds azonban nem kommutativ, altaldban
AB=BA.

Azl egy é. trix kvadratikus matrix (p{p), a f64tléban egyesck vannak, a £6-
4tlén kiviili p nulldkbdl All.

Al=A4A, TA=A.

-

Az (nXn) méretdl A kvadratikus matrix determinansat |A] jeldli. Az A matrix
¢lsg sora szerint kifejtve : ‘

oy -e. Oap i Gy Ga3 g
‘ 131 O3z d34 !
[Al=ay, |- 3’!_51125 . 11~
) Grn ‘1 18py Gpz Gpg oo 4y, ]
Gy G G4 Gan |
A3y 32 834 35 !
+ay;; . . . . }—
. . : -
Ay G Gug oen G, {
Teljesiil a
Al B[=]AB|
egyenlfség.

E2.2.4, Mistrix transzpondltia

g
E:AT: bij:-‘ézji \‘;‘(Z,].

(AB)T=BTAT,
(ABC)T=CTBTAT,

Az (mX ) méretil A malrix g rangjat annak a nemszingunlaris kvadratikus métrixna
a {g X g) mérete hatérozza meg, melyet az A matrixbdl alkalmas (m1—g) sor és (n—
oszlop toriésével kapunk tgy, hogy a (g+ 1) X {g+ 1) méretd részmétrixok mind szm-
guldrisak. Péidaul az

=, PT‘

Pt
LN
W



i1 2 3 0]
ie 0
1230
- 1
métrix valamennyi 2)X 2-es részmétrixa szinguldris, ezért rangja 1. A matrix rangja
megegvezik a lingdrisan T lggetlen sorok ma.uméﬁs szdmdval és a linedrisan fiigget-

len oszlopok maximalis szédmaval.

Fontos tulajdonsagok :
— ABrangja =min [A rangja, B rangjal.
— Egy n-edrendil (nXn-es) kvadratikus métrix akkor és csak akkor nem szin-

F2.2.7. Nemszinguldris, kvadratikus matrix inverze

Fontos tulajdonsagok :

('\ -1}1.-({3?)—1

—ia -1

— Ha A, és A, n-edrendli nemszinguldris matrixok, akkor (A Ay 1=A,714 7%

sorozatot. Ez konvergdlni fog elemenként, m’gp=d1'g az exponenciglis ériékhez.

A matrixsorozat hatarériékét ennek megfelelden e*-val jeloljik. A rendszerelmelet-
ben gyakran eléfordul az

&
3]

ik
Lh



matrix. Ennek fontos tulajdonsiga, hogy p(A)er’=eAp(A), és e—41=[ea!]~1,

Megjegyzés: Az A kvadratikus mdtrix egyéb fligevényeit az exponencialis filge-
vényhez hasonléan definidljuk.

¥2.2.10. Differencidlds és integriids

Ha az A métrix fiiggvénye a 7 skaldr valtozonak abban az értelemben, hogy a matrix
minden eleme fiiggvénye a -nek, akkor

d;’%_ d(ll}
dr | dr ]

A definicio k(’jvotkezménye hogy

d d3
5?( AB)= *Tar

Az e definicidjabol kbvetkezik, hogy id8-invaridns A matrix esetén

d7<e )_ AeAt__ex‘ AL

Az integralas hasonldan, elemenként értelmezett:

[ _(
J J
. . . dd ; Ts s ats
Ha @ egy % vektor skalar fiiggvénye, akkor plc sy olyan vekiort jeld], melynek
i-edik eleme —-
0,
a0
i3, . nhiee el alde flooudnue all e o aee . Airivat jolB] mels -
Ha A matrix skaldr figgvénye, akkor 3z @ olvan maétrixot jeldl, melynek
a 7
{7, 1) indexl eleme —
Ja;;
T 3 £ di’: z 4 7 1 { Y
ia y egy x veltor fiiggvénye, akkor <~ egy olyan métrixot jeldl, melynek (i, )
ay;
index( eleme —
03.:,-
¥2.2.11. Evadratikus matrix sajatértékei és sajatvekioral

Az A kvadratikus matrix |si— A| karakterisz }us polinomidnak

£ ak 2, e
tix sajatéridkei. Ha 4, sajatériék, akkor 1étezik legaldbb egy olvan x veki

Ax=] A
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Az ilyen tulajdonsagt vektor a matrix 1in. sajatvektora. Ha a sajatértékek egy-
szeres gyokok, akkor hozzdjuk rendre egy sajatvektor-készlet tartozik, melyek ele-
mei csak egy allandd (nullatdl }\Llonbozo}, szorzéban kiilonbbznek egymaéastdl. Tobb-
SZ016s ovoko}\ esctén t&bb sajatvektor is tartozhat egy sajatértékhez, melyek azon-
han nem egy allandé szorzéban kiilénbbznek egymastol.

Ha a 4, sajatérték valds, akkor a hozzatartozé sajatvektor is valds, ha viszont
4; komplex, akker a hozzétartozé sajatvektor is komplex lesz.

Haaz A métrix minden a;; eleme nulla minden i= j esetben, akkor az A mat-
1vot dhugoundl matrixnak nevezzuk

A diagonal métrix f64atldjaban szereplS elemek az A matrix sajatériékeivel
egyeznek.

Egy tetszGleges A matrix determinansa és sajatértékei kozott

osszefiiggés 41l fenn. Ha az A matrix szinguldris, akkor legalabb egy sajatértéke nulla.
Az A martrix #(4&) raciondlis fiiggvényének sajatértékel az r(4;) szédmok, ahol 4; az
A matrix sajatértékeit jeloli. Az e®f sajatériékei et# lesznek.

&)
5
]
D
i
-
)
el
&
o
=k
yﬁ:
ot
%]
B
m
s
Yerd
b’
=
Qo
e
=
&

z3ie, hog atertekﬂ valoscd\. LO‘rdbb !
tartozd sayatxe}uor, akkor 7,7, esetén x,7x,=0. Ebbvn az esabe*z az %, és x, vek-
torokat ortogonalisoknak nevezziik. Ha A=— AT, akkor ferdén szimmet 1ku53u.k

.

nevezzitk. llyenkor az A matrix sajatériékei tisztan képzetesek.

¥2.2.14. 4 Cayley—Hamilton-tétel
Az A kvadratikus matrix karakterisztikus polinomja :

[SI—Al=8"Fa L,

[
W
co



Ezt kielégiti az A matrix, tehat
Anbo APTiE g 1=0.

5 rr

Ebb6] kévetkezik, hogy A™ tetszGleges m>n esetén kifejezhetS az 1, A, ..., A"!
matrixok linedris kombinacidjaval.
¥2.2.15. Kvadratikus matrix minimal polinomija
Az A kvadratilus matrix miniméal polinomja egy olyan minimalis fokszdmu m( ) po-
linom, melyre m(A)=0. Az m( ) polinom osztéja minden olyan p( ) polinomnak,
melyre p(4)=0. Ily moédon osztdja a karakterisztikus polinomnak is.
F2.2. Eé Matrix diagonizalds, métrixck hasonlésiga

Legyen A €s B két n-edrendil kvadratikus matrix. Az A és B métrixot hasonldnak
mondjuk, ha létezik egy olyan T nemszingularis n-edrendfi kvadratikus matrix, hogv

A ha sonlosac ekvivalencia reldcid, tehdt

1. Az A matrix hasonldé 6nmagéhoz.

2. Ha az A matrix hasonlé B- hez akkor B hasonld A-hoz.

3. Ha A hasonld B-hez és B hasonlé C-hez, akkor A hasonlé C-hez.

>~

y T hasonl6ségi transzformdcid hatésara a sajatériékek valtozatlanok marad-
nak, ugyanis

“,l

és

diagondl matrix, akkor az & matrixot diagonizdlhatdnak nevezziik, a A {Gatlojdban

levd elemek az A métrix sajatértékei a T matrix oszlopai pe d ig az A matrix sajai-
A g

vektorai. A és T ngaramt lehet komplex
Nem diagon 1z alhatd vaiamenny kvadratikus matrix. Ha a matrixnak nincsen
18bbszdrds sajatériéke, akkor diagonizélhatd. Ellenkezd esetben akkor és csak akkor
diagonizdlhaté, ha & minimal pohnomn ak nincsen t8bbszérds gydke. Akkor is dia-

gonizalhatd a métrix, ha ortogonélis, vagy ha szimmetrikus, ill. ferdén szimmetrikus.

°

¥2.2.17. Pozitiv definit és pozitlv szemidefinit matrixck

8

Az A n-edrendii szimmetrikus matrixot yozitiv definitnek nevezzik, ha minden nui-
atél &ulonboze x esetén az x7Ax mennyiség pOZ.Ll\’ Ha az x7Ax mennyiség minden

111 t61 kiildnbdz6 x-re nem negativ, akkor az A matrixot pozitiv szemidefinitnek

nevezzﬁk. Az xTAx kifejezést kvadratikus formanak nevezziik, mivel felirhaté

i
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St

'kus A matrix akkor é
z&mdeﬁnit 1éir'ko
zx;z-es matrix, a lkor a

tiv definit, ha a

‘tiv szem id»ﬂﬁff

“161\ unitér matrix LelhdS/D
mennyi sajatértéke valos.
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ugyanis, ha A diagonizéihatd, akkor T valaszthatd uoy, hogy T—!AT diagonalis.

F(T~'AT) kiszdmitdsa ilyen esetben nagyon egyszeri, és a keresett f(A) eze ek utén
Tf(T-'AT)T ! §sszefiiggéssel adott.

F2.2.22., Méatrix inverzids lemms

(A+BC)~l=A~1— A-'B(I+CA~'B)~ICA L.

T2.3. Fiiggelék. A jelterek felépitése

A kovetkez8kben a 2.3. szakasz kiegészitéseként drtekintjitk a jelterek felépitésével
kapcsolatos matematikai vonatkozasokat.

¥2.3.1. Metrikus terek

Az X teret metrikus térnck nevezzilk, he az v, y£ X elempérhoz hozzérendelt d{x, y)—
—R leképezés (4ltaldnositott tavolaag) a kovetkezd tulajdonsdgokkal rendelkezik :
Ld(x, »)=0; d(x, y)=0 akkor és csak akkor, ha x=y.
. d{x, v)=d(y, x) (szimmetria).
cd(x, z)=d(x, v)+ d(y, z) (hdromszdg-cgyenlitlensée) x, y, z€ X

Ugyanabban az X térben kiilénb6z8 tdvolsdzfogalmak definidlhatok. Mindegyik
tavolsagfogalom meghataroz egy (a t6bbitdl kiilonbsz8) metrikus teret.

Az altalanositott tavolsdgfogalom felhasznalasdval fogalmazhatjuk meg a kon-
vergencia metrikus térbeni fogalmat.

Az {x,;x,£X, n=1,2, ...} sorozatot konv

£ X, amelyhez tetszbleges e=0 mellett megadha

L2 1\) ot

 he

12 létezik olvan
¥ g pozitiv egész s

al
zam Ggy. hogy

rergensnek nevezziik
t6

CEY
&

nzny=d(x,, xj<e.

A konve utnak az un.

erge 1
Cauchy-sorozatok. hogy tetszGleges ¢>0
mellett van olyan pozun 2g€sz $zam, hooy d(x,,, V,,)/c va hé YSZOT i, nEHy,.
A héromszbg-egye ﬂoLkns g felhasznalasaval beldthatd, hogy minden konvergens
sorozat egyben Cauchy-sorozat is. A Cauchy-sorozatok azonban nem feltétlentl kon-
vergensek minden metrikus térben, egyszerlien azért, mert eiképzel’neté’ hogy az az
elem, amihez tartanak, kiviil esik az X halmazon. Azokat a metrikus tereket, melyek-
ben minden Cauchy-sorozat konvergens, teljes metrikus tereknek nevezziik.

A konvergencia mellett fontos tovabbi fogalom a folyronossdg. Metrikus terek-
ben a fol }LOHOSSL.Q egy, a szokdsosnal &ltaldnosabb fogalméat haszndljuk, ugyanis itt
a folytonossag azcmpomjébél vizsgalt f fiiggvény rendszerint egy (X, d,) metrikus
teret egy masik, pl. (X, d5) metrikus térbe képez le. Azt mondjuk, hogy az f fiigevény
folytonos az x pontban, ha tetsz8leges =0 esetén talédlhaté olyan 6=0, hogy
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Ay 59=<d=dp yg=e  3EX,  ye¥,
ahol y= ‘(x)5 y():f(x())‘

Ha a fiiggvény az értelmezési tartomdnydnak minden pontjaban folytonosnak
bizonyul, akkor az j filggvény folytonos leképezést vaidsit meg.

A metrikus terek felépitésénel fontos tulajdonsdg még a szepardbilitds. Az (X, d)
metrikus teret szepardbilisnek nevezzilk, ha tetszGleges >0 mellett tudunk olyan
(megszdmldlhatéan sok elemet tartalmazd) sorozatot taldlni X'={x, x,, ...}-ben,
melyre d(x, x;)<¢& néhany i és minden x€X esetén. Ez azt jelenti, hogy ebben a meg-
szamlalhatdan sok elemet tartalmazo6 sorozatban a (szeparabilis) metrikus tér min-
den eleméhez talalunk tetsz8legesen kozel es6, sorozatbeli elemet, azaz a teret Ie tud-
juk irni megszamlalhatéan sok elem (koordinata) segiiségével.

¥2.3.2. Linegris ferek

Linedris térnek nevezziik azokat a (jel-) halmazokat, melynek elemei a kovetkezd
tulajdonsdgokkal rendelkeznek
A) A halmaz tetsz8leges x, y elempérjahoz hozzarendelhetd egy x+ v elem, mely
sak eleme a halmaznak, tovabb4 :
x+y=y+x (kommutativitis)

ugyanc
I.
2. ¥4 (y+2)=(x+y)+z (asszociativiids)
3.
4,

(I

letele\ 0 elem, mégpedig gy, hogy minden x elemre: x+0=x
Minden x elemhez rendelheto egy —x elem, mellyel x4+ (—x)=0

B) Erielmezett a skaldrral valé szorzés, tigy, hogy minden o skaldrhoz és x elem-
hez létezik egy ax elem, mely ugyancsak eleme a térnek.
A skaldrral t6rténd szorzéas tulajdonsdgai:
a(px)=ofx (asszociativiias)
. Ix=x és Ox=0 minden x elemre
. o{x+y)=ax-+ay (disziributivitas)
(2 Z)yx=oux-+ gx {disztributivitds)

.4”;5, (W) h_’) :....

.

Atiol fiiggBen, hogy a skaldrok va Io'sz.}; vagy komplexek, valos v agy komplex
linedris térrel van dolgunk. A linedris 1ér » fslmwene}\ stlvozott dsszegét az i elem
ifnedris kombindcidjdnak nevezziik :

I
A

Q

e

-‘.,.

Belathato, hogy a fenti 17 elem dsszes lehetséges linedris kombinécidja ugyancsak
lincaris teret alkot. Hu kivesszitk az 1 elemb] nre n elemet és ezek dsszes lehetséges
linedris kombin4cidjat tekintjiik, akkor « linearis tér egy Un. linedris alierét irjuk Te.

n.
Kitiintetett szerepet jatszanak uzok vz {x,1i=1,2, ....a} halmazok, melyekre a
o
Z a,x,;=0
jou ]
egyvenl@ség csak akkor teljesiil, ha valamennyi ¢; nulla. llyenkor a lineéris tér ezen

elemeit linedrisan fliggetleneknek nc.\ezzuk A linearisun Iuggeﬂm elemekbdl 4l
halmazok egyetlen eleme sem fejezhet§ ki a t&bbi halmazelem linearis kombindcidja-
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ként. Je 1 ge A az n linedrisan fuggetlen {x;;7=1,2, ..., n} elem (vekior) 4lial ki-
feszitett teret. Mivel az 34 tér valamennyi elemét eg}é t Imfien kifejezhetjiik az {x;}

et
vektorck 11 earis ksmbinamo;avam az M tevet n-dimenzids Hinedris térnek nuvezuuk
t

Az x ;Ziz almazt M bdzisdnak nevezziik, &s azt mondjuk, hogy ez 2 bézis , kifesziti” az
M teret. Az A tér bazisaként valamennyi n kneausan fiiggetlen elemet tarialmazé
M- be" almaz megfelzll :

Az X linedris tér egy A alierének eltoldséval az 0in. gffin alterer kapjuk -

V=x,+ M.

A sik esetében az A4 aliér egy origdn dtmend egyenes, mig a ¥ affin altér egy
ezzel parhuzamos .,éitalé‘zos egyenes”. Ezek szerint az A altér ieifom}a‘é az origbn

v ér pedig az altaldnos egyenes sltalénositasaként. Erde-

y ezni, hocw ?f csak elfajuld esetben tartalmazza az origdt.

en valamenr }

CT

Lmearzs te_x

TN 2 A4 DalcBewnrarat 4t 3
PL.3.4. DRISOSZOTEgl~lerel

z x lneéris tér x, y elempérjahoz (vekiorparjahoz) re
1 6 szorzatnak (vagy slfalérszorzatnak wevezziik, h% '
tételeknek :
(e )=05),
(OW By, 4)“!(m z)+p(y. 2),

N=0 s (x, x)= O akkor és csak akkor, ha x=0.

L)J \\J bt

Ay

Az 1. és 2. tulajdonséag kdvetkezménye (ex, y)=u(x, ) és (X, 2 )=%(x, y).
A belsd iciojanak fontos Lovetkezmém e, 1 102V 4z

o



egieleld normét eredményez. Ez a norma tulajdonsdgaibdl kiindulva iga-
ye iiil a haromszomeuyenlodeueg ivan kiilon magyvarazatot.
szorza kkel kapesolatosan gyakran haszndljuk a Schwaorz-féle egyen-

Az egyenlStlenség igaz volta kénnyen beldthatd, mert a
O={x+ay, x+op)=(x, ¥)+aly, x)+alx, )+, »)
w o 7 X (1 .
egyenibilenségben o= — 13 yi helyettesiiéssel {x, x)— ‘; 24 >)! =0, amibs! az 4llitds
- ’q 4
kévetkezik oy R

reket, melyek teljesek is, tehét rendelkeznek azzal & wlaj,

8szo
donsévgal, hogy bennﬁk minden Cauchy-sorozat konvergens, Hilberr-tereknek ne-

o
N
W
N
™
e
P
a
(?

s=0o— (U, Uy,

n3=123——(l?3, Uy — (D3, U} )ity
° f—:_;
W v S W
k=1




Az eljarés lényege a szdm n-esekbll felépitett linedris vektorterekre gondolva
egyszerfien illusziralhaté, hiszen ebben az esetben a bels§ szorzat a lineéris vektortér-
ben ¢rtelmezett skalarszorzat, ami mer6leges vetitést jelent. Az F2.3.1. dbra az eljarés

r

két dimenzidban &brazolhaté 1épését mutatia be.

Wz % v2
/]
I/
L/
;_______,___,_UT
vy ,u)u, F2.3.1. abra, A Gram—Schmidt-cliaras

¥2.3.7. Linearis funkcionilok

Az X komplex lineéris tér /1 X~ C leképzését linedris funkciondlnak nevezziik, ha
Jlax+ay)=of()+7/ ()

tetszdleges, o, F£C és x, y€ X esetén. §

f;(?«‘)= («‘»‘: f.D)

azaz korldtos, akkor f_(x) folytonos. Ez a
izonyithaté:

/() —fo(xo)l= (x— X0 @)= «‘»—%‘H’%QDikf‘\ff :
tetszlleges x,€ A-re.

Ha X Hilberr-tér (tehét teljes is), akkor minden folytonos lineéri k
fejezhet8 a fenti bels§ szorzat alakban, és minden folytonos lineéris mnkcionélhoz
egyérteimiien hozzérendelhetd egy 5t generdld g€ X vektor.

Az x linedris tér felett értelmezett funkcionalok ugyancsak lineéris teret alkot-
nak, ugyanis

1. Yektor &sszeadés és skaldrral vald szorzés pontonként tériénik, tehét:
[=afi+ = )=aff(x)+(x)  Yxed
2.

Fo=inf{K:|[f(0)=K x|, xc X}

Ha a funkciondl norméja korlatos, akkor a funkcionalt korldiosnak nevezziik.
A korlatos funkcionalok folytonosak mert  [f(x)—fxgl - flx—x)l=
lix—x,, és mivel x, fiiggetlen || f1 -t8l. Ugyanakkor a folytonos linedris funk-
alok Lorlatosak, mivel az orig6 kdrnyezetében a folytonossdg alapjén

ci

, N < . 5 Lo
Ix<3 =) <e=1f0)l<5 » 7 <2

irhat6. Ezek szerint linedris funkcionalokra a korlétossag és a folytonossag ekviva-
lensek.
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Az f (x)=(x, p) Osszefiiggéssel felirt linedris funkciondlok normdja a fentick ér-
ielmében:

I

[l =lell.

Ha csak a Hilbert-terekre szoritkozunk, akkor a linedris funkcionalok tere is egy
Hilbert-tér, mely nagyon szoros kapcsolatban 4ll az X térrel. Erre a szoros kapcso-
latra vald tekintettel ezt a Hilberr-teret X konjugdlt térnek nevezziik. Tudjuk, hogy
a két tér kozoit egy egyértelmil megfeleltetés van:

JEXepeX, tovabbd  f._=of ..

Mindezek alapjdn igazolhatd, hogy

(fo-T= (@ )=(v, ®)
alkalmas definicié az X-beli belsS szorzatra, és az ennek felhaszndlasaval konstrudl-
hatd 1/ = (f,. f)/*=[p| ugyanaz, mint a fentiek szerinti.

Az X és X Hilbert-terek fentiekben vézolt szoros kapcsohm alapjan belathatd,
hogy, ha {i;} az X tér egy bazisa, ¢s ennek a bazisnak {v;} a reciproka, akkor {f, }
az X tér bazisa, és fklfejezheto

=2 fwif,

alakban.
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viteli csatorndt valdszinfiségi (sztochasztikus) leképezéssel modellezhetjiik. A vizsgalt
rendszer paramétereit tgy tekinthetjiik, mint a paramétertér egy-egy elemét. A para-
métertér jeliemzésénél két esetet kell megkiilonbdztetniink, mely megkiilonboztetés
a kialakitott mérési eljarast is befolyasolja. A keresett a paraméter lehet valdszint-
ségi valtozo, melynek statisztikai jellemz&it pl. sfirliségfiigevényét, fu(a), ismerjik, ill.
lehet ismeretlen értékii, de nem véletlen menn}lseo A két eset kozott LulonoseoeL a
mérési eljaras szdrmaztatdsandl az a priori ismeret képviseli. A paraméterekre vonat-
kozo6 megfigvelés a valdszinliségi leképezésen keresztiil nyerhetd.

A meOﬁU\ elések képezik a megfigyelési tér elemeit. A megfigyelési tér elemeihez
a becsléseker a becslési eljgrds vagy becsié rendeli hozza. Fz az az algoritmus, amely
a megfigyelésck alapjan a becslést eredményezi, a konkrét megfigyeléseket felhasz-
nélva a keresett paraméterhez értéket (becslést) rendel.

A becslé vagy becslési eljaras tehat egy olyan fizikai rendszer (a mér8eszk6z)
matematikai modellje, aminek bemenetére a megfigvelés keriil, kimenetén pedig a
megfigyeleshez tartozo becslés nyerhet§, (3.2. dbra).

~
z a=g(z)
@ g( : ) 1 #
A becslo Becsles=gbecslo o
bemenete kimenete  3.2. abra. A becsld mint fizikai rendszer

Ha az @ becslést a z zajos me

gfigyelések alapjan kapjuk, az @=g(z) becslés va
szinfiségi valtozd, fiiggetlentil attdl,

alo-
16-

zi ogy a mérendd mennyiség (a paraméter) va
szi mseoi valtozd vagy sem.

A doniési eljards folyamatédban (3.3. dbra) az eléz8ekkel analdg elemeket ta-
lélunk

A rendszeren végzett megfigyelések eredményeit itt is a megfigyelési tér elemei
reprezentdljak, :nelyel\ az altaldban ugyancsak zajos csatorna ksvetkeztében vald-
szim’iséoi lvl;épezés ttjém ’1ycrheLok
helyett eP} forras ners./_amzmhato (d Szlu ) kimenete.
viz gél rendszer adott jellemz8iének {paraméter, dllapot stb.) 18}1 iséce& isz
‘rtékeihez tartoznak. A megfigyelési tér elemethez a doniési 1ér ele
bdly rende i hozz4.

ntéseknél a kiinduid
art almaz, szemben
tere 1s foh tonos.

]
[
1
o

E)
et
O~

[ I ¢

M o L
Déntest szabaly

{
1 o~
1 Dontes

abra. A dontdsieljaras

3.3.
leképezései

| Megfiguelési tér | Dontesi ter



3.1.2. Hasonlésagi kritériumok

A mérési feladat megoldasakor a mérends rendszer ideélis modelljéhez minél ink4bb
hasonlé modellt szeretnénk nyerni. Mint az 1.3.2. pontban lattuk, ezt a hasonlésa-
got egy alkalmas hasonldsagi kritérium bevezetésével fejezzitk ki, ami a

=C[M(a), M(e)] (3.1)
skalar értéki fiiggvény.

A hasonloségi kritérium konkrét alakja a mérési feladat jellegétél, az a priori
ismeretekt6l és bizonyos mértékig szubjektiv tényez8kidl is fiige. Miv el a kritérinm
megvalasztasa jelentGsen befolydsolhatjn a mé rési eljaras LUId]dODba‘: t és szarmaz-
tatdsanak modszerét, lényeges attekinteniink dldp»eto tipusait.

A kritérium alakjat az M(a) idedlis modell a paramétervektorara, azaz a méren-
48 jellemzBkre vonatkozd informécié megjelenési mdédja hatdrozza meg, hiszen a
kritériumnak az idedlis modelltsl vett eliérést kell kifejeznie.

A mérend§ jellemz6re vonatkozd informacidtipusok kovetkez8k leh

— a mérend§ objektumon végzett megfigyelés konkrét eradménye
meneti gerjesziés mellett, ha ez értelmezhetd);

a mérendd jellemz8 és a megfigyelések kozotti sztochasz;' us €s
tiku kkvpzes ismerete {th az fza(z | 2) feltételes valdszinliség-siiriiséefii
csatornakarakterisztika fejezi ki folytonos esetbeni;

— a mérend§ jellemz8re vonatkozd a priori ismeret [ami az fy{a) valdsziniiség-
stir{iséefliggvénnyel irhaté le ugyancsak folytonos esetet feltéielezvel].

determinisz-
IEVX ény, 4z in.

Ha mindharom informécidtipus rendelkezésre all, akkor & hasonldsagi krité-
rium vonatkozhat kozvetleniil a mérendd jellemz8kre. Ekkor ugvanis megadhatd az
a pammétervektor a posteriori valoszinfiségeloszldsa adott z megfigyelések mellett,
(lasd 3.3. szakasz), amib8l meghatérozhatd az adott memowkae,\ mellett maximélis

mlo;zmuswu vagy 1=gk15ubb dtlages hibdji modell. A hasonldsagl kritérium egy
konkrét alakja lehet pl. a
Cla)y=2¢, (a):ﬁ{(a——@)’”(a—@)} (3.2)

h‘ba

Cla)= 52(’3’%): [Z— ZM(:{)]T[Z" zxi(@)]- (3.3)
cslés. A fejezet tovabbi részeiben a
zteuuvo}\nm csak néhény tipusa,

targyaldsra. Ennek oka, hogy u négyvzetes
pummaieladatok m gol ésa matematikal szem pombd t5bb-
részt a négyzetes hibanak a hibateljesitmény vagy hibacnergia
zés d-.ato Természetesen szAmos my soptmnmknterium is hasz-
i ok tervezésénél (abszolut hiba, kélcsonds informacio sth.),
si feladat természetébdl aJodoa indokolt lehet.

)1r<, Ld\LAO
révén fizikai e
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A becslés mindsitésére tehat az

E(@|a)= J/ 5f~.(3 1 a) d& (3.4)
feltételes varhatd értéket és a
cov [&, & | a]:E{(&—E{a« | a))(&—E{&]a))T | a) (35)

feltételes kovarianciamatrixot hasznalhatjuk.

A feliételes varhaté él\ smeretében definidthatd a feliételes torzitds, ami azt
mondja meg, hogy & fel é ¢les varhaté értéke mennyire tér el a mérend8 paramérer
t6l, vagyis:

b(a)=L{& | a}—a. (3.6)

s

rték hasonldsagara szokéas alkalmazni még a becs-

MSEz.=E{{(z—a)@—a) | s} (3.7)
amely az el6z6 j,ellemz(k};el, a becslés feltételes kovarianciaméirixdval és a feliételes
IOTZItabbal kifejezhetd :

MSEz,=cov [&, & | a]l+b(2)b’(a). (3.8)

Az atlagos négyzetes hiba tehét csak akkor lesz kicsi, ha mind a torzitds, mind
a variancia {kovarianciamairix) — amely a hiba ,,véletlen” komponensének tekint-
het§ — kis értékii.

Olyan becslési eljardsoknal, mikor ismert az fi{a) valdszintiség-stiriiségfitogvény,

definialhaté o feliéte] nélkiili varhatd ériél :

i
[
o
o
[
1<)
h
=
=
[N
=
o
e

Nvilvanvald, hogy bérmely
torzitatlan, viszont fordirva
1012u0u D;c>1’5nJ. amer

1s fligg.
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Hatdsossdg

A becslés hatdsossdga az dtlagos négyzetes hiba nagysdgéval van Gsszefiiggésben.
A hatdsossag kritériuma kiilon definidlhaté torzitatlan és torzitott becslSkre, ahol a
torzitdst enelmezhetmk feltételesen vagy feltétel nélkiil. Altaldnossidgban azt mond-
hat’iuk, hogy egy becsl8 hatdsosabb, mint egy masik, ha dtlagos négyzetes hibdja
Kisebb. Torzitatlan becsléseknél az 4tlagos négyzetes hiba (MSE) és a variancia (vagy
kovarianciaméatrix) megegyezik. Iay pl. az egydimenzids, feliételesen (v. feltétel nél-
kiil) torzitatlan & becsiés hatdsosabb, mint 3, ha

var [ | al<var [7] a]

il (3.13)
var [a]=<var [¥],

ahol ¥ szintén valamilyen feltételesen (v. feltétel nélkiil) torzitatlan becslés.
Tobbdimenzios ese bel torziiatlan becsléscknél a hatdsossag vizsgdlata a ko-
varianciamatrixok segitségével lehetséges.
Hapl a

cov [d, a]al=E{(@—a)a—a)' | a}<E{(f —a)[§ —a)T [ a}=cov[¥.¥

feltétel teljestil, akkor az @ feltételesen ¢
mint ¥, amely szinién a feltételesen torzitatlan becsiése.
A (3.]4) feltétel egyenériékll azzal, hogy a
cov [1. ¥ | a]—cov g, a|a]
kiilonbség mdirix nemnegativ definit.
A hatédsossdg vizsgalatanal komoly jelentGsége van, hogy a becsldk adott osz-
o

talyara megadhatd az “atlagos négyzetes eltérés (v. torzitatlan esetben a variancia)
alsé kJI]ét_]’l r«menqybm egy becsld atlagos négyzetes hibédja (variancidja) a meg-
feleld osztalyban érvényes also korlatot eléri, a becslSt hatdsosnak n mondjuk. Kiilén-
b6z8 becs 1ési ObZLdl;«OLI vonatkozé alsé korlatokkal a 3.2.2. pont foglalkozik

Megjegyzés: Az elégséges becslés fogalmanak definidldsakor meg kell emliteni az
elégséges statisztika fogalmét is. Statisztikdnak nevezziik valamely adatok ( valdszi-
nfiségi valiozd egves realizécidl) adott figgvényet {ilyen statisztika lehet pl. az ada-
tok egyszerll vagy stlyozott 4tlaga stb.). Tulajdonképpen a becslS is statisztikat ké-

pez a bemenetére keriilG adatokbdl (megfigyelésekbsl). Minthogy a statisztika az
=redeti adatok valamilyen fﬁggwnw. altaldban kevésbé ,,informativ’® mint az eredeti
adatok, igy példaul a statisztikdbdl képezett becslés varhatdan kevésbé lesz pontos
(,.16°*), mintha a kundulé adatokbol képeznénk.
Elégségesnek akkor neveziink egy statisztikét, ha adott célra — pl. egy becsiés
vagy dontés meg a bemend adatok 4ltal hordozoit minden [ényeges
informaciét tartalmaz. Az elégséges becslés tehat egyben elégségees stutisztika is.

,._‘
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Aszimprotikus twiajdonsdgok

1 Jafasoknal. ahol Iépéser
nidlhatok az aszimptotikus tul

nu‘:“(v

. setben 1011LOS az is, hogy a bet
szédménak fliggvényében ismerjiik.
Az aszimptotikus tulajdonsagok definia
amely s-nak & megfigyelés felhasznaldsaval o

lim E{@(k) | a}=a. (3.16}

Az aszin.ptoti}'us 11@ Jdmmr@l\
s leni dokog 1, hogy
n j ncia, h&taSObbég sth. ! g dsen
s igyanezen tulajdonsa zimptotik ben, vagyis,
ha a megfigyelésszamot minden hatdron tdl nove / a fenn-

allnak.

Fosh
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létezése és mind a, mind z szerinti abszolit integralhatdsdga szilkséges, tovabba a
b(a) torzitasfilggvénynek ki kell elégitenie a

lim_b(@)fa)=0 (3.25)

Bsszelilggést. Ez utdbbi nyilvan nem jelent szigora feltételt, hiszen ]a(a) + eo-ben zé-
rus, igv a (3.25) feltétel ellenbrzéséhez nem szitkséges a torzitdsfliggvény pontos is-
mereie.

Az eddigi

g

cevenlBilenségek koziil \,suk az alkalmuazédsokban talén lezfontosabb
IJL.,\. a t3bbi 1?'1201:&1 ennek analdgidjara kdnnyen elvégezhetd.
s a Schwariz-egye otlmséi_ alkalmazdsaval lehetséges. Mivel a becs-

E{a—a)| a}= f Sz @)[a(z) - a] dz=0. (3.26)

A hifgjezést derivalva, mmd az integralds és a differencidlas sorrendjét felcserélve

vény integrélja, czért értéke pontosan -+ 1. Felhasznélva,

fgazle) _ olnf,.(z]a)

S < fudzla) (3.28)

a kovetkez8 Osszefiiggést nyerjiik:

1 (3.30)

dInf, (z] a) AT T . ] 2 s
[’ "“ : ’}le (z;a)az}{j la(z)— a2 a)dzp= 1. (3.31)
L L J

Az ezyenlség ukkor és csak akkor igaz, ha

r)ln,;,[a(?afa’) rass .
LLAZID) o) o) (3.32)

,.m
-~
[e'd



Lathato, hogy (3.31) bal oldalan levd kifejezések a (3.20)-ban szerepl§ vérhatd
értékeket adjak meg. Igy

. . dlnf,(z] )11
E{[6(z)—a}? | ar}%[ {[ e I (3.33)
oa J 1]
Az egyenibtlenség mdasik alakja is egyszerfien belathaid, ennek bemutatésatol azon-

ban 1tt eltekintiink.

Meg ]e‘> zések :
1. A megadott eoyenlodmsecek azt a Iényeges tényt fejezik ki, hogy megfelels

elt ét 1@1\ fennallta eseién 1étezik az atlagos s négyzetes hibén 31\ MSE) a alsé korlatia,
oy hidbavald lenne ennél kisebb MSE elérésére térekedni.
2. Lényeges tovabbi, hOO} ezen also korldtok elérhet8k, és ennek feliéielei is
megfogalmazhatdk. Az als¢ korléat eléréséhez az f; oz | a), ill. az Sz, @) stirliség-
»Lgmem’@knel\ kell bizonyos feltételeket kielégiteniiik. A {
hibdra vonatkozd esetekben {(3.20), (3.22) Gsszefiiggések

kell fennalinia, vagyis:

iy bty

<

eltéicles 4tlagos négyzetes
la (3.32) osszezuggesnek

4428 — (60— alk(a), (3.34)
a
ahol k{a) csak a mérendd paramétertd] fiiged konstans
A feltétel nélkiili 4tlagos négyzetes hibdra vonatkozd (3.23) és (3.24) psszefiig-
gcse}\bcn az egyenlGség akkor és csak akkor teljesii], ha
gln zZ, a R .
nf oz a)_ = —k[a{z)— a] (3.35)
T oa
“ﬂindcn z-re és minden a-1a, a o1 fiigevénye a-nak
n\xbm b alsé k ‘

1o ™ A

jetiiia

Lorlat adhatd:

cov [, 8] a]=El&—2 3.36)
ahol J az un. Fisher-inforn
Az 1yn-es matrix eler
{3.37)
A hatasossdg felictele itt 18 az. Froukler
¢s csak akkor lesz igaz, ha
a, 3.38)

vaevis. ha o becslés hitdia az In /2.2 | a) parcidlis derhvdltjairek stlyozoit Gevzege-

ként allithato eld.



Ismert f,

{a)
hiba alsé korlat]

mely torzitott esetben is alkalmazhatd, anélkiil, hogy a b(a) torzitdsfiiggvényt pon-
tosan 1:>me nén‘».
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A3

1athatd, hogy J; az a priori ismereteket, J, pedig a megfigyelésekbdl szdrmazé isme-
reteket képviseli

A Gauss-siirliségfligevények — az cg}d enzios esethez hasonidan — iit is biz-
tositjék a becslés hatdsossdgdt, vagyis ilyenkor (3.36)-ban, ill. (3.39)-ben az egven-
16ség a1l fenn

3.4. pontban,
1 foglaljnk Gssze.




y olyan valészinliségl valtoz6 adott realizacidjdnak tekintjiik, melynek sti-
xen}e ismert.
rendd rendszeren végzett megfigyelések tovabbi ismereteket szolgdltatnak
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ot

by
el
wr r
T

fa
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f[Q UQ

il

i
W
-
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az a paraméterr6l. Minthogy vizsgdlati modelliinkben feliételeztitk, hogy megfigye-

Igseinket zaj terheli (zajos a leatwteh csatorng), ezért kiértékeléstikhoz a mevﬁc).elv

sek fpu(z | a) feltételes Liusetrfuggvenyet az 4n. csatornakarakterisztikat ismerniink

kell. E sliriségfliggvény rdgzitett pdranMere-tek mellett adja meg a megfigyelések

Ieherséges eloszlasat. A megfigvelés utani ismereteket — amelyek az a priori €s a meg-
A T

W
i
» et

[ésekbdl szarmazd ismereteket is tartalmazzédk — a paraméter fu{2 | z) a pos-
i €nye D.dj‘d meg.

az aj po steriori sfirliséafiiggv } eknek a kovetkez8 szemléletes ér-
1 ¥rendS paraméter ‘.aloanuségi valtozo, mely adott
tartomdnyban az a prior' slirliséefliggvény 4ltal meghatérozott eloszlas szerint tet-

o
b
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szbleges értéket vehet fel. Are 105761611 *.é.q ett meghigyeléseket a p 1raméter egy adott

5it e erjiik i ; ket jobban,

v e az & poste-

T liségfiig v ad] o ets ek nanyét tar ioman) on

belitli eloszlasat. Amennyiben a megfigvelések tarta lmaznak a paraméterre vonatkozd

informécidt, az a posteriori slir{iségfiiggvény a konkrét paraméterériék egy sziikebb
4 re 'b-‘

zonban nincs mindig szitkség, ezért
yet 1\ xahvmm és azt tekmuem a bu: Ié

an 1
o

) .A. ’o >CS lési hzbu..

a nyek alakulasa



efinidljuk a becslés atlagos hibdjat a kdvetkez8képpen :
Legyen

e

R(e, 2)=E{C(e, 2))= f Cle, )fuulz | 2) de, (3.45)

ahol C(«, a) a hibakritérium, melyst szokas koltségfiiggvénynek is nevezni

A koliségfiigevény bevezetése pl. lehetSséget ad arra, hogy az eliéré hibdkat kii-

16nboz6 sillyal vegyiik figyelembe, de 8sszetett becsiési probléméndl C(y, 2) barmi-
Iyen feldolgozasi algoritmust jelolhet, amely viszonylag egyszer

és amely érvényes optimumkritérium alapjdt képezheti.

Rix a) i

valasztds, ha a kolsé
A 3.6, dbra az 4tlagos

ovény meghatdrozdasa a Bayes-szabaly alkalmazésaval

[¢io



L@fna(zla) _  f(a)fuzl2)

(3.48}
7(z) o

fa'z(a |2)=
/f fz(a)fﬂa(z { 2) da

A Bayes-becslS tehat

-— & becsiilni kivént p@mmev“ I fa(a) a priori striiséefiigevényétdl;
— a megflgyelések fra(z | a) feltételes >uru<egfusmemetol
—ésa C . a) kritériumfiiggvénytdl fiigg.

3.3.2. Nemvrekurziv Bayes-becsiGk
A becsl8k szarmaztataséhoz irjuk fel az dulagos hibat. Mivel 4 becslés a z megfigyelés-
101 és az a tényleges paramétertdl T gg és mivel mind z, mind a valoszin{iségi val-
tozd, ezért o véarhatd ériéket az f, .(z, a) egylittes sfirliséefiiggvény szerint kell ké-
pezni
R=FE{E {C(y, a)}}:j/ fC(ra, a)f, ..z, a) dz da. (3.49)
z a

Az cs} iittes S'ir.zséwiugg Enyt szorzat alakban felirva nyerjik az dtlagos hiba kévet
akjat

AZ) nem neg

dtlaugos 3 lbl mlnmmhu.
A minimumot o € Alaszidsay verjiik, gy ¢ vinimum
354 i inti valts Ji zé-

A tovabbi w1 e ritdriumitigevény ismerete sziiks é.}:GS
Emlitettiik, hogy a k{jltségfﬁggvény, ill. az optimumkritérium megy
‘ kig Sukénye ko i vmén

xnolwwm a becslés tu ‘:Oiff\'z"xg&ii,

gt

it
Gsdgot kell szem el6it tartanunk.
tegayakrabban alkalmazott kéltséefiiggvé-
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Cle,a)= > (%—a)’ (3.52)
i=1
—— abszolut hibafiiggvény
m
Cle,a)= ) ju—a; {3.53)
f==1
— egyenletes koliségliiggvény; itt kis hibdkhoz, vagyis ha
;"\
- Ve I
joy—a)<— Vire (3.54)

zérus koltséget, az ennél nagyobb hibdkh i oz pedig alland
rendeliink, ahol A tetsz8legesen kicsi po v érték.
A megfelell hibafiigevények egydimenzids eseire a

eftiggvénynél a 'L bc.]:\dL uhoz
nél a }'b'hség ésa h}ba kozbit li

lannak”, m mdu‘, mas es*tben pedi
bdz8 hibéas eseteket nem kiildnbd
A killonbdzd koliséefiiggvények 1t 6 tulajdonsagh becslékhoz vezet-

¥
s részében az optimalis becsls a
AZONOoS. A 10\/ thez8kben a )
i azott kdltsé

i

e ()

b ()

N

Z

-
-

aj D)
Tlpx}{m hibafliggvények

> abszoliit; ¢ cuvenletes

@]
~—




A minimumbhelvet mint ldttuk a feltételes dtlagos hiba minimaléasa tjan nyerhetjiik.
Képezzitk ezért a feltételes atlagos hiba szu:xm, parciélis d»n‘/al‘iat majd az ered-
m

I3

ményt zérussa téve kc.mu a H"Ull“’l’ﬂl at ”LOOS ne 0"74p €S mba i (

‘,—;{ jj (e—a)l(z—a)f,(a]2) da, _ =0, {3.56)
g J (2=

amib8l
Sars= j/ af,(al z)da (3.57)

Az optimélis Bayes-becslés tehat négyzetes koliségftigavény mellett a paraméter fel-
tételes, a posteriori varhaté ériéke.

rer

Minimdlis dtlagos abszolut hibdji: becsiés

Absz 1t hibafiiggvényt alkalmazva az atlagos hiba egydimenzids esetre a kovei-
kezbképpen alakul:
Rags= j! [ lz—alf, (a, z) dz da. {3.58)
@

Keressiik ismét a feltételes Atlagos hiba minimumat, irjuk fel ezért R g4-¢t a kivat-

kez$ alakban:

.2
- - 1‘,’."‘ 4
Roce= [ £ 111- ] ;;!Z(a;z)daédz (361)

i

n
z kifejezé s abe iso mterral mau'num xnak keresésével mim n'lh 0 L\LlQhObbﬂ

i85
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timéalis becslés az a posteriori siirfiségfiigevény maximumahoz tartozd érték, ezért
ezt a becslést maximum a posteriori (MAP) becslésnek is nevezik. A MAP becslés
tehat a lehetséges paraméierériékek koziil a legvalészinibbet vélaszija ki. Ez ter-
mészetesen varhat6 eredmény, hiszen egyenletes koltséefiiggvény mellett \;aléja’.ban
csak két eset Iehetséges: a becslést helyesnek tekintjik, ha a A sdvon beliil van, és
hibasnak minden egyéb esetben.

Megjegyzések :

1. A Bayes-becslések a };éltségfﬁggvén) megvalasztdsatol fiiggetlentil mindig az
a posteriori stirliségfiiggvény ismerctében hatdrozhatdk meg. Az 18bbiekbdl 14thaté
azonban, hogy a ki’llénboz koltségfiiggvények, hzba}\rltenumon cliérG becsléseket

e;ecmcnyeéb tnek. A 6.8. dbrdn killonbdzé Ba) es-becslések lathatok eltér a pos-
teriori sfir{iségfii

gg\ények mellett. Sok esetben az optimalis Bayes-becslés invarians
a koliségliiggvény konkrét megvélasztiasiara és a minimélis atlagos négyzetes hibajt
foiz (aiz) fazlatz)

falGus— X | 2)=fal S5+ % | 2), (3.64,
abiol x=la—4&, o tetsz8leges 2 mellett.

A nem konve X}éltségfﬁgg“yénybk mint pl. az egy yenletes kolise :)f egvény is ered-
ményezhetik a minimum variancidji becslést, a nern} ben a kdvetkezl felidtelek tel-

jesiilnek :

e
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— legyen a koltséefiiggvény szimmetrikus, nemcsskkens ;
—- az a posteriori slirfiségfiiggvény szimmetrikus, unimodalis;

— kohse,ﬁ.szgxsny és az a posteriori sfirfiségfiiggvény szorzata végtelen a mel-
lett legven zérus:

lim C{a)f,,(a ] 2)=0. (3.65)

a—tos

Ezen eredmények jelentOsége az, hogy a kbltségiiiggvény megvélaszidsa — az adotit
feltételek t Uesulese esetén — a becslést nem befolyasolia, igy az MS becsiés széles
korben az optimalis Bayes-becsiés.

2. A becslSk mindsitéséhez a megfeleld jellc’mok — e'sosorbcm torz itas es a
iriancia (L_mananmamaLm) ill. az atlagos nég
: éges Mivel eltérd hibakritériumok, kolt ségf ggwénvd\ mas és mas mcslesL eredme-

wezhetnek, az egyes Bayes-becsiok tulajdonsagai is killonbozni fognak.

A torzitést uzsoalva altaldnosségban csupan 1 annyi mondhatd el, hogy a Bayes-
beesl8k rendszerint feltételesen Lozzitmwjn mig ha a feltétel nélkiili torzitast nézzik,
megdllapithato, hogy egyes Bayes-becsldk pl. a legk sebb dtlagos négyzetes hlbam

{MS) beesl§ — torzitatlanok, masok torzitotia
Mivel Lorznaddns’ rél dlialaban nem bes

161} cita becslés aim

hatarozéasa a becs

o
:
ia

s
11ba megha

e

zetes hibajh becslés — amennyiben
z n

Imazott optimumkri Iérium d

;}>
b
! —n
ﬁE
CJ"
‘33.‘.
I
o
=
]
<
U:I
O
(I Q
t:S
=
>

ecsl6 hatdsosséganak eldéntésekor el8bb vizsg
tédsos becsld 1étezésének.

1at A
Bayes-becsléknél a mérend8 paraméter valdszinfiségl valiozd, melynek fu(a)
A s

a priori valoszinfiség-siirfiséefiiggvén 3«= ismxt A hatésossag ¢ elddniéséhez ezé ert a
(3.23), ill. t5bbdimenzids esetben az ezzel analdg (3.39) egyenlbilenséget kell vizs-
oa .,

o On

<
A

{F



ami azt jelenti, hogy az a posteriori slirfiségfliggvény

alaky, amely ‘augg-fﬁggyényt ad.

Gauss a posteriori stirfisegfiiggvény esetén viszont a feltéieles varhato érigk, a
median, és a maximumboz tartozd ér ék *noduc megegyezik, ez r az el8z8ekben
vizsgalt harom hibakritérium me Iez kapott Bay es-becslés azonos ¢ ¢s egyben mind-
hérom hatésos is.

A hatésgsség azonban Bayes-becslCknél csak specidlis esetben, Gauss a pos-

iori stirfiség f'ggvény mellett 411 fenn. Amennyiben hatdsos becslés nem létezik, az
MS becslés t abb a is a legkisebb atlagos négyzetes hibdt adja, azonban azt nem
tudjuk me g nondani, hogy €z a hiba mennyire kozeliti meg a (3.23)-ban definidlt also
korlatot. A 0 bbdz‘mnnos esetet rés _Jeo,esen nem vizsgédljuk, csupdn megemlitiiik,

e

hogy az eléz8vel analdg e:edmﬁm jutunk.
. Az MS becslés linearis abban az ‘ztelc‘: mben, hogy tetszbleges megfelels di-
menzidju determinisziikus A& matrix és ¢ vekt hogy ha

[F%)

n alkalmazzdk. Ennek oka els@sorban a

végigvitelénél jelentkezd matematikai
ethben a megfigyelések ne mlmcans mm*-
1 Gazlss-»lcwé ok v

w

<
A
O~

< 3
G 0

o

w2
&
L Yaa

V1)

i S atss 21 cro I a ki,
Gauss-closzlast zajjal modellezhetd, hatédrozzuk meg a fesziiliség MS becslését. Az
eddigi jelolést alkalimazva a megfigyelés eredmeénye :

. /2730

Z= -+, f5./2/

Az el6z8 eredmények szerint az MS becslés az a posteriori varhatd rtél

B

=

dys= / afy (alz)da. (3.73)
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Az ismert jellemzokkel kifejezve:

-

| af (@), 2| @) da

}

A Gauss-zey miatt az [ (z | @) felicteles sliriségfiigavény a kovetkez:
F R Gt
Jadzla)=———e 27: (3.75)
Y 20’
A megieleld integrélasck elvégzése utén, felhasznalva, hogy
e 5
IR 1 / ’*%L A ;2 )
o{y)= i e ¢ dx, {3.76)

[ RRESVIS
= Um/:x T
1
i
:
~Umex | *Umox

3

= i 3.9, abra. Egvenletes eloszlasu
: parameéter Bayes-becslése Gauss-

T 5 ~Umox

zaj mellett

189



tL paramﬁ ‘mmd a mnoﬁg}elés:x zaj Gauss-elosz-
varianciamatrix adott

[, 5]= Z4. (3.78)
7 a megligyelés a paraméter linedris fiiggvénye,

‘uooxenyek s”“cg Ine!
meghatarozhatjuk.
fiv F 2. 1 f gge Ie.\' Jsszefiiggéseinek felhasznaldsaval a p., a posteriori varhatd




Meg je gyzések

1. A (3.84) dsszefiigeésbdl lathatd, hogy a becslés a megfigyelések linedris fiigg-
/ n}g Az eredményt mint legkisebb atlagos négyzetes hibéjt (MS) becslést szarmaz-

(‘

tattuk, de ugyanezt az eredmen t szolcaltatja a MAP becslés, és mivel az adott fel-
ada ban az a posteriori sﬁriﬁseom gvény varhatG értéke és medtanm megegyezrik,
Taps IS

Tehat

Snis= Gagap™ Eans= Hale- (3.86)

2. A kovarianciamatrix (3.82) Osszefliggése szerint

covia, 2| z]=cov [a, a), (3.87)

gyeléseket is figyelembe vesszilk, a variancia csokken. A (3.82) Gsz-
ja a variancia alakuldsét akkor is, ha a mérendd pararnéterrél
rmaciénk. Ez ugyanis végtelen a priori variancidnak felel meg,
{) A kovarianciamétrix ( 3.85 ) alakjabol a zajmentes (£,,=0) meg-
¢ vonhats le kdvetkeztetés. Ekkor Z; 5 =40, ami nyilvanvald is, hiszen
a zajmentes me g g}eles eredményébdl a paraméter értékét pontosan meg tudjuk ha-
taroz !‘1
3. 8y (3.84) ltal megadott Osszefliggése két taghdl "H' els tag (3.} az a prio-
neretet kepuseh, nig a masodik a n‘ec%yelesb 31 szarmazé korrekciot jelenti,
a korrekeid a tényleges 1 1evﬁg>eles (z) és az a priorii s*rrereu:k alapjén vérhatd
megfigy lés (Ujt.) kilonbségével ardnyos.

4. A kapott eredmenyel linearis modell esetén és Gauss-eloszlasok mellett érvé
nyesek. A Gauss-ﬂoszksokbol fakado egyszerfisitések miatt sok esetben akkor is él-
hetﬁnk a Gauss-feltételezéssel, ha valdjaban nem Gauss-closzldsokkal van dolgunk,
ill. a szitkséges suu%Ofuggvewek helyett csak az els6 és masodik momentumok &ll-
I‘xiik d M\eZLsunkle

t\l

kinthet6. j gitiggvénye is mert, az

eliendliasériék Bayes—bccsl se meobamroui‘ato "n egﬁg}eléft végezve, valamint fel-
tételezve, hogy az dram ériéke egyséenyi, a becslést a

m=a+a, k=1,2,..,N (3.88)
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Ela}=pq; E{n}=0
var [al=03; cov [n;, =078, (3.95)
cov g, n]=0 ¥ ire.

O

- tartozo driék.

megoldasa szolgaltatia.
Alkalmazva a Bayes-szabélyt és
tasat a MAP becslés a kdvetkezd egyen

dlnfla) oln 72‘(1(2 | a)

N
[
D
3

~—

f?i a(z

a derivaltak meghatdrozhatdk:

¢ . a—u

’_(}7—@—4 In j(z(a
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amennyiben a1
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ahol a skalar X, . -re a rekurziv §sszefiiggés (3.116) szerint

pont szarmaz

eloszlas felié
Gauss—Mark ov

¢ szitkséy
smerj uk. ami gy m odul =zhetd, mint-
um\ volna.




iramétert tehdt egyre nagvobb — hatdrdimenciben végtelen —
szim" ég valtozdnak tekmmulx
Az a priori sfirfiségfiigevény varianciandvekedésének hatdsdt mutatja o 3.11. db-
ra. A 3. lla dbran Yathato ese tbunf(a) egy sziik kdrnyezetre te Jed ki, ekkor a MAP
becsles. umely fi(a) & 121,z | a) fuocvenjeh szorzatdnak maximumahoz tartozd ér-
ték. jelentGs mértékben killonbozik az . ,(z | a) 'nammuml.elwetol A 3.11b dbran
viszont f,(a) variancidja nagy, a Suruseofugmem szétterill, foy ]r(a) -nak 1ep\e<’€bnn
nincs hatdsa az a posteriori smusevfuggvcmle vagyis & MAP becslés az f, ,‘(\~ | a)
maximumahoz tartozd ériék lesz.

frig(zla)

gy

0o
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Az ML becslés a kovetkez8 aszimptotikus tulajdonsiagokkal rendelkezik
— a becslés konzisztens abban az értelemben, hogy
lim P{ldyy o — al=e}=0, (3.128)

ke om
ahol £ >0, egyébként tetszbleges érték.
— a becslés aszimptotikusan hatésos, vagyis
var [y w—al al
e {8 lnf‘la\ila J

2 i
ba? !

H

!

(3.129)

~m..,x

h

i
-
AN
— a becslés aszimptotikusan normalis eloszlast.
Megjegyezzilk, hogy mind a (3.720), mind a (3.721) &sszefiiggés egydimenzids
esetre érvényes. T obbdlm_cnzzos esetre az Osszefiiggések altaldnosithatok.
Az ML becsiSk kedvez§ aszimptotikus tLIaj donsdgai indokeljgk gyakori alkal-
mazasukat még akkor is, ha az adott esetben hatésos becslés nem létezik.
4. igazo Ha*o, pory ha Gy az 2 vektorvaliozd maximum likelibood becsiése,

akkor az a wvalamely g fiiggvénveként 164116 g(g) maximum likelihood becslése
(&), aholg zetsz’ ieges olyan fiiggvény, amely az 2 valds szém r-cst, valamely g(a)
valbs szam mi-esre képezi le, és m=

sakoriatban jél hasznalhatd tulajdonségot jelen-

00~
o

&

Ez az n. invariancia elv azt a
-

ti, hogy egy paraméter valamely fiiggvénvének ML becslése meghatérozhatd a para-
méter ML becslésénsk meglelels ﬁ;ggvényekém is.
1

mum Hkelihood becsiBke a Bayes-becslOkkel 6
ke d ezbilenebbek leszn ek. Ennek ellenére az

}-—;AO

Hatédrozzuk meg a 3.1. példa megoldasat arra az esetre, ha nem \LSSZU}\ figyelen
a mérendd fesziiliség a priori stirfiséafiiggvényét. Az ML becslés az f Tzalz 1 a) felté tc
les Sﬁrﬁségfiiggvény maximumahoz tartozo érték.

A 3.1, példdban a (3.74) Gsszefiiggés adta meg fZ z 1 a)-t, amely olyan Gauss-

a oz
z helyen va A aximum likelihood becs-

stirfiségfii ggvény amelynek maximuma a z 1
18s tehat egy megfigyelés esetén maga a megfigyel '51 értek

I3

A 3.12. dbra egyiitt dbrazolja az ML és az MS becsiéseket a megfigyel é fij(rgvénvé—
ben. Az dbrédn jol lathatd az a priori ismeret hidny4abdl adodo kiilénbsé



i :
¥Ymax
A
o
// e

S

e = Umnax.

3.12. 4bra. Az ML ¢s az MS becslések a megfigyelések figgvényében

Vizsgaljuk meg a
figyelési w\uﬂet
rlanciamatrixa a k

Eln}=0;

tehat n dimenzids me

Fe

s




:; Gauss—Markov-becsld és a Gauss esetben nyert Bayes-becsld kapcsolata jol
fathatd, ha /3. /\/) et dsszevetjiik (3. 84/ gvel.

A ua’lss—— Markov-bec lpsnvl nem ismerjiik az fy(2) a priori slirfiségfiiggvényt.

nt ekben mér lattuk ez tigy vehetS figvelembe. hogy fu(2)-t végtelen varian-

ciajt Causs su ﬁségfﬂgg» }ch tekintjik. Ilyenkor L’;j‘~£} Behelyettesitve ezt
k@zvetlenill adédik.

, hogy a Gauss—Aarkov-becsiés a maximum likelihood becslés

. amikor a megfigvelési zaj Gauss-eloszlasy, a meo:&owelesm;yen—

Gauss—Markov- becs!me tehat mi z‘ zon Luiajaonaaaoh 1gazak,

ML becslSkre teljesiilnek. A specidlis korilimények miatt azon-

'gozﬂ 18 raqd } znek.

O
<,

v
B
£
i
[aN
9

1 torzitatlen becslés,

S




Osszefiiggéssel modellezhet6k, ahol feltételezziik, hogy {n,} diszkrét Gauss fehérzaj
folyamat.

A zaj jellemz6i tehat :
E{n}=0; cov [y, n;]=0,0,; (3.144)

A becslés meghatdrozésahoz irjuk fel a likelihood fiiggvényt. A fiiggetlen meg-
figyelések miatt

1
fz[a(z i a)—’ HJ’k]a(Zkl a (7 7)?\1/7 [ } (3]45)
E=1,
amelyb6l a likelihood egyenlet
dlnf, (zla) | N[1 & }l
Rlunts 1 ¥\l B =] Sz, —a =0, 3.146
8a %a:EML G‘:: N k% k !a:EML ( )
igy
1 N
GaL=77 k; E (3.147)
vagyis a paraméter ML becslése a megfigyelések atlaga. A becslés torzitatlan, mivel
Elby | al=a. (3.148)

A Gauss-eloszlas miatt a hatdsossag feltétele is teljesiil, tehdt a kapott becslés
hatésos. A becslés variancidja ezért a Cramer—Rao-korlat meghatarozasaval is ki-
szamithato

var [(Gy—a) | a]=

. 62 lnle a(z [ a) —_l_—

2 (3.149)

=[5

Léthatd, hogy a variancia N megfigyelés esetén a megfigyelési zaj variancidjanak
N-ed része.

Irjuk fel az eredményt rekurziv alakban is. Ehhez (W—1) megfigyelés alapjan
adjuk meg az ML becslést.

7o, 17

Az elBz8ek szerint:

éf‘f~l: ,- 3 Z Z}:‘ (31'50/

Ennek felhasznédldsaval a rekurziv forma felirhatd:

. | . . 1 L S ey
a_w:jﬁ[(IV“l)aN—l’*“Z;\:]:aN-ﬁ“ﬁ(—Z\:“a.\;-z)- (3.151)

A becslés rekurziv forméja azt mutatja, ho
bél és egy korrekcids taghol &li, ahol a korreke os tu.g

o

!es }ulonbswenek fiiggvénve. nZ 1// / <7orzc1

a rckurzn ‘VIL chsles csupan az dum eredmény mas fornmbdn LOltCﬂO meguddsa
tulajdonsdgai a nemrekurziv becslés tulaidonségaival megegveznek.
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3.7. példa

Az el8z8 példaban fehér megfigyelési zajt tételeztiink fel. A mérési feladatok jelentés
része pontosabban modellezhets szines zaj feltételezésével, vagyis amikor az egymast
koévetd zajmintdk nem korreldlatlanck. Nézzitk meg ezért, hogyan alakul az eldz§
példa eredménye szines zaj mellett. Mivel tovadbbra is Gauss-eloszlasu a megfigyelési
zaj, az eredmény Gauss—IMarkov-becslésként is nyerhetd.

Megfigyeléseinkre most is linedris modellt tételeziink fel

Zp=a+n, i=k=N, (3.152)

ahol az a konstans, skalar paramétert kivanjuk becsiilni. Az n, megfigyelési zaj jel-
lemz8i:

E{m}=0;  covn,njl=0; 02 (3.153)
Az N megfigyelést és a megfigyelési zajt irjuk fel N dimenzids vektor forméjaban
[Zl i ny
z={ . |; a=| . |. (3.154)
: -
iZN ;.nN

Ezekkel a megfigyelési egyenlet a kovetkezs:

z=Ua+n, (3.155)
ahol

1

1
U:i .| egy NX1-es matrix.

L1
Ma zefiiggése szerint
Ty—ly— g1 Ty—1

(NGE\;; U’ML [gj Enn ?LT] U Zan Z. (3556)

A megfigyelési zaj kovarianciamétrixdnak elemeit (3.753) adja meg:

Zan(j, k)=cov [n;, m]= 0,02 . (3.157)

A becslés kovarianciamatrixa (3.139) alapjan

14 Pl 7 i 7Ts—1ly—1 2 730
cov [aGNI? aG;\TJ: [i‘j zxm U] . (.5.148/}

¢

Mind a bzcslés, mind a kovarianciamatrix kiériékel

¢hez matrix inverzidra van
szitkség, amely kiilondsen ha N nugy, meglehetdsen szamit
Taralosriil L

S
mitdsigényes.

dsen mita
Tételezzitk fel ezért, hogy 0; = 0(j— k). umely a fehér megfigyelési z _' nak felel
neg. A kapott beeslés ilyenkor nl ; cvezik a mintak L.tl igaval (lasd 3.6, példa).
;N
oy =l = ['t%]*‘ﬁ%:; Sz, (3.159)
N3

1
D
wn



Ha ugyanezt a becslést all
mintak korrelalisaga mia

ar

azzuk szines zaj mellett is a becslés variancidja a zaj-
sabban csGkken N noveldsével,

zathatd. E
s hibajt becs

4 {351 pont

a r }\urzn LS
lkozunk.

nint fehér zaj esetében

(3.160,

(3.761)

LU
Iok a beesléseimé




3.5.1. Nemrekurziv legkisebb négyzetes hibaji becsi6k

A legkisebb négyzetes hibajia becslés feladatat a kovetkezSképpen fogalmazhatjuk
meg: a mérendd rendszer ismeretlen a paraméterének olvan & becslését keressiik,

amely mellett a rendszerrél nyert megfigyelés (z) és a modell kimen&jelének (¥y)
négyzetes eltéréseként definialt hiba (3./3. dbra)

Cla, )= (z— vy (Z—¥s) (3.162)

minimalis lesz.

Megtigyelesi zqj

n
Merendo u + Zaios tiqueles
____w__@.__e_u | rendszer = = A T Laies megligyetes
Bemendiel I (a) &
| ro it Cle,a,a;
i 4 <)
; ey c{)
é -
Modell Yu 7 2n Mogell
() kimendjel
A négyrzetes hibafliggvény érielmezése
>1 tst o miérendd rendsarrol nyert megfigyelés felhasznalasaval valamilyen

zefumws szerm ka hdtxuk
amkl\m feliételez. LL param‘-ter al

enzids vekior.

L €5 a parameéter kc’:’-z(m

by

4' apcsolat
} pLdlU azZ

poss,

N

enle A
b\,:\L

”'ii’Oc

vénveben.
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Az LS becslés meghatdrozasdhoz derivaljuk (3.165)-6t ¢ szerint. A derivélast
komponensenkent elveoezve m egyenietet kapunk, melvek megolddsa ercdményezi
Gy g-et. Az m egyenlet, melyeket normél egyenletnek szokas hivni, a kovetkezd for-
méba irhaté:

i [z~ fd&)] Y] =0. (3.166)

i=1

A megoldas bonyoluliséga nyilvanvalban jelent8s mértékben fiigg attdl, hogy a
z=f (a) fiig gvenvkapcsolati é is vagy nemlinedris.

Nemlinedris modell esetén a normai egyenletek is nemlinedris filgevén
nek a keresett paraméternek. Megolddsuk ezért dltaldban komoly ﬁehézsé
kozik. Sok esetben a legeélra vezet8bb iterativ eljaras alkalmazasa. Méh

rativ minimumkeresS eljarassal a 3.6. szakaszban foglalkozunk.

A 1egkisebb néoyzetes hibaja becsié’k mingsfiésére statisztikai isme eeie}: l.iénx'é—
ban az &= & —a hibavektor alkalmas. Bebizonyithatd, hogy amennyiben > -

vények blzonyos — meglehetdsen gyenge — feliételeknek °§sget tesznek, a b ucs}es hi-
béjara a kovetkezd kbzelités adhatd:

i=g—ax=[B(a)] 'd(a)m, 73.167)

ahol d(2) egy olyan mx n-es méirix, melynek elemei az f, fiiggvények (I=1,2, .. ., n
a;szerinti (j=1,2, ..., m) parcialis derivaltjai

A (3.168)

B(a) pedig é(a) felhasznalasaval a kvetkez8 mX m-es matrixot jeloli:
B(a)=[d(a)ll&(=)]".

A (3.167) bsszefil iggés a hib:
elsé Lagjﬂ

(%]

& 09

o
pod
w
5
el
o
bamant

z=Ua+n, {3.170)
ahol U egy nXm-es métrix, o pedig most is a megfigyeldsi zaj

Az ophmu*xkez sés aiap"ét képezd hibatfiiggvény

C(a, a)=(z— Ua)(z— Uz {3.071)
amely a kdvetkez§ formaba is irhatd:

Cla, a)=zz+ (Ua)(Ua)— z"Ua— (Ua)z. (3.772)

A hibafiiggvény minimumahoz tartozd @ érték, tehat a legkisebb négyzetes hibdhoz
tartozé becslés, &
oC (e, a)i
oo ! s=Trg

=0



egyenlet megolddsa ﬁtién nyerhet8. Elvégezve a derivéaldst és felbasznalva, hogy
(ucz)T*caTUf kapjuk a minimum elérésének feltételé:

UTUa— U2]aes, =0, (3.173)

nlet a kdvetkezbre adoddik :

amelyb8l a normél egye

az altalanositott miniméalandé hibakritérium, ahol a g, egyiitthaiok az egyes hiba-

kumponpnsekhe ren 361‘[ stlyt Len} k t 1 mlk

Az fgy definidlt s

h1bakompone nseket az LICdO hlbuban }\Llonbom stllya

A stlyozott mwz;tus tubakufeuum alkalmﬁzasax md okolhatja pl., ha a
T s .

97
1Q
ot

(v

jav)
=
a5

o
03
5
&

N

¢s hibdja for-
az==[B(2)]~'d(2)Qn, (3.179)

ahol Q a g, elemekbll felépitett nxm-es szimmetrikus pozitiv definit stlymatrix.
L&thato (3.177 j-b8l, hogy a stivozott négyzetes hibakritérium ;,;‘5 mellett
visszaadja a kézdnséges itéri '
h,wkor =E.
2. Lineéris modell esetén az altaldnositott LS becslésbdl szérmauzd normél egyen-

7.

let a kdvetkez§



[UTQUla g=- L' Qx. (3.180)
amelyhal e UG imvertadhatd, adddik sz coyertelmd megoldas
oo QU] UQs (3081

A boeslis hibdju

3 [U/QUITIUIQn. L3082
Linedris modell esetén a (3.179) Osszefligeds o beeslést hibu pontos ertehét adja, igy
ezik (3. 62 r:.dmmxeul

ol 1athato, hogy a lc»lxmb 1 négyzetes hibiaga beesloh szdrmuadta-
ven statisztikal ismeretet nem husznaliunk fol. A Kapott credmenyek
Fliggetlentl attél, hogy az a paramdter, ill. o megfigyelést zaj mintdi valo-
ltozdk-e vagy sem. A*Wnnuhn valdsziniiséel viltozoh. us credménye-
ket nem befolydsolja, hou» milyen statisztikai jellem zkhel rendelhezneh .
4. Az 216z38bél }\out}wzu\ hogy a becslés eredmenyéhwz nem rendelhetiink sta-
ikai jellemz8ket — mint torzitds vagy variancia . u beoslés minGsitésére ezdrt
beeslési hiba 570103_. amely a x\onkrc,t megfigyelest 24 iu__n: énye.
A becslési hiba ilyen megfogalmaZ [lasd a(3.007),(3. 176) ¢ (3.179),(3.182)
Osszefliggéseket] azonban csupédn azt & vérhatb tényt mutatja, hogy ha nemt volna
megfigyelési zaj, a becslés hibatlan lenne. Konhrét becslési fel wdatol megoldésanal.
mivel a za aj megfigyelési értékel ismerctlenek, ezen dsszefliggésel u hiba meghatiro-
zasdra nem alkalmasak.

A becslés jellemzésére a megadott Gaszefliggések csuk albhor szolgdltainal
<7xdkorhub wn s kiértékelhietd eredményt, ha a mwiw\dux zajrdl van a priort isie-
retiink. Amennyiben a megfigyelési za 1jhoz statisztikai jellemzdket rendelbetiinh, le-
hetséves a becslés statisztikal mindsitdse. vagyis o szokdsos jellemzok. tulajdonsigok

mddas@ (torzitds, variancia stb.).
Tételezziik fel. hogy adott E{ ‘"';11 varhato érics és cov [m, n]=

an hovariun-

ciamatrix. Ehhor o linearis m oomll 1€t vizsgdlhva, o beeslést hibu varhatéd ériche a
(3.182) dsszefiipués felhasznal am\ml
[1a za}:{’grﬁ W”li'{gi{z . (3083
amael nolla eldst zii meHett o beeslés torzitatlun~g | ‘u nil:
idatal=90 (3.084)

Rovurianclamatrixe pediv:

'QL.OUILQU] 3186

O

poesa

coligyeldst zaj Koy waciamidtii |
ATl a AOvethesokEppen:

- (3155,



1a a kapott 8sszefiiggést 6sszevetjik a Gauss—AM arkov-hecslés (3.137) Gsszeliigedsé-

el lathato, hogy azonos becsiést kaptunk. Addig azonban. amig (3.]37)‘et olyan
maximum likelihood becslésként szarmaztattuk, amikor a megfigyelési za] Gauss-
loszlasy, sulyozott legkisebb négyzetes hibdju becslésként a zaj eloszldsanak felté-
ele zwe nélki] nye rtiik az eredmenn. A stiyozott LS becslés (3.186) és a Gauss—
Markov-becslés (.).14]) kovarianciamatrixat &sszevetve 1athatd, hogy

qe»-,-‘

v

€y

cov [Egms Eaml=cov [, Eysh, (3.189)
ahol az egyenl8ség akkor és csak aklor &1l fenn, ha

] - \

Q=" (3.190)

A kapott beeslés tehdt dhelanos emben (a megfigyelési zaj eloszlasatél figget
lenill) torzitatlan és a linedris becsiések kozdit minimdalis variancidju, amennyl be
azonban a zaj Gauss-eloszlast, maximum ukc thood becsiést nyertiink, tehat a becs-

és egyben hatdsos is.
A Gauss-eloszlas teu\’e természetesen nem a becslés variancidjét befolvasolju,
csupian a beeslés optin alitasanak karét hatarozza meg (az optimum tulajdonsde csak
a linearis becsléseket te};imv«:. vagy dltaldnosan all fenn )
"végﬁl meg kell eml§tezzi 4zt uz esetet is,
i anak inverzek én S !
laszidst elsGsorbun szamitdsi eg T ek indokolhat-
k. A legkézenfekvébb, hogy diagondhs sty matrizot vala Sztun}' k Lo is, ha g Txeg-
figyelést szines zaj terheli, v ig_v is ha X nem diagonalis (1asd 3.7, péida).
eI

s i
‘_m, ismert. Az eltéré megvs

B

Ez természetesen a beoslés variancidjdnak ndvekeddsét ercdményezi. Q dnvie-
ges cg fa]dsadsdt ezért eg} uzml a kivant pontossie, masrészrél a szan R TOHOS

séuek és a szamitas sebessége befolyvasol.

s mdrendO parameter ¢s ooy ds RO/ R ap

1 hOveihezO

r=fla) = dik g =12 SVl

Az JUOI Lo E ek
kozii! csupér Vi/se
cdlt rendsze

A’ mért

doju ;cwuxmr Ki-
‘;O]L}CL m E : idBalland¢ ¢ 1 s hibag sl¢ Liva Uk ey ha-
rarozni, el ]
A megfigyele sz}\
Alkalmazva (3

]
]66/ -0t a normal

n Y ~

Nz - fw)] sz =0. 13.192)

T oo fazagg

Vitve
P e /3.193)
(212
=0, (3.194)
:21_5
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o Z l‘ic’f”z“"if =0, (3.]95)

i

i
e
[}
23
o
»

gy 1l e: ebben az egyszerll nemlincéris csetben, skaldr paraméter
mellett sem }\onmu ormal egyenlet megolddsa.

Tobbdimenzids mér cndo parameter esetében és bon nyolultabb modell mellett a
megoldds kiilonéssn nehéz lehet, igy csaknem minden esctben iterativ eljdrast kell
alkalmazni.

3.5. péida

Mint a 2.5.6. pontban ldttuk, a jelek leirdsdnak egyik lehetGséze, hogy a jelet egy is-
mert bemenc’ﬁelld gerjesztett linedris rendszer lecnmelemk td\mguk A jel ebben
az esetben jellemezhetd a generdld rendszer jellemzGivel. Amennyiben a rendszerr6l
paraméteres moddlt &llitunk fel, a jel leirdsa ezen rendszerparaméterck meghatéro-
zasat igénvli. A rendszerparaméterek a lefrando jel mintavétell ériékeinek — mint
megﬁ_«:ye&e& értékeknek — a felhaszndldsdval hatarozhatok meg.

A megfigyelt jel és a modell kimen&jele természetesen nem egyezik meg pon-
tosan.

A modell kimenet és a megfigyelés eltérését megfiovelési zajként vehetjik figve-
lembe.

A megfigy Iési zaj oka lehet az egyes megfigyeléscknél jelentkezd mérési hiba,
vagy eredhet a modell nem megfelel8imegvalaszidsabdl is. Az alabbiakban feltételez-
ziik, hogy a ;\,let <‘enelalo rendszer MA tipusd, vagyis eey nemrekurziv digitélis szii-
réként realizalhaté.

MA paraméterek LS becsiése

Tételezziik fel, hogy cgy sztochasziikus folyamat
modellezhet, vagy

ek linedris figgvényel
(3.197)

{
.

(3.198)

€
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S
0 peGis a4 nw

SRR



A bT=1[bg. by, ..., b,] ceyiitthatovektor B becslését a f o= [UTU]~'U"z 6sz-
szefiiggés adja meg.

Figvelembe véve U értékét

. [ 2 E R O
- 7 - -
-5-7‘-~= ? XXt X1 e A’n-«pln—-l
= . . . (3.199)
L x
XX Xnep
és
X,z
N [v wEn i
Ulz= 2 |77 (3.200)
EE
{xn—-pzn
ﬁ\/ UTU matrix elemei a rendszer diszkrét bemengjelmintaibdl becsiilt autokor-
cié értékét jelentik.
R (k—p)= Z XX (3.201)
n=1
vagyis
I7=R (3.202)

XX
mig U’z a bemendjel és a megfigyelések keresztkorrelaciés mairixanak, R, -nek a
becslésér adjak

Ulz=R__ (3.203)
tehat
Bs=RI/R.. (3.204)

i 5 a korreldcids mérés-
technika alkalmazéséra vezetett. A korrelécidos méréstechnika néhdny egyéb alkal-
5 a i

A négyzetes becslések is megvaldsithatok rekurziv formaban, bmosma zze
vencidlis megfigyelések haték ony felhasznaldsat, id@varidns esetben pedig o
terek valtozasanak kovetését.

A nemrekurziv becsléseknél a z7=[z,, z,, ..., z,] megfigvelésvektor fel hasznald-
sdval adtuk meg az a’=ay, a5, ..., g,,] patamétervektor becslését. Most tételezziik
fel, hogv a mérendd rendszerrs! tovabbi megfigyelések dllnak rendelkezésiinkre, te-

hat a megfigyelések jabb vektor n-esekkel bovithetdk.

| O]
Jood
W



A rekurziv becslések szarmaztatdsat ezért 2 {2025, ..o zpn oo} 1 dimenzids
megfigyelésvektorok sorozata alapjan végezzitk. A tovabbi taroyalds el8it vezessik
be a kovetkezd jeldléseket. Jelblie &, 2-nak azt a becs] ¢ését, amelyet a

{24, 2, 5 24}

megfigyelési szekvencia felhasznélaséval nyeriink. Ugyanakkor jeidlie &(z;) a meg-
figyelési szekvencia j-edik elemének felhasznélasdval kapott owniés?.. jasonldképpen
&, annak a becslésnek a hibdjat jeloli, amelyet a {z, z, ..., z;} megfigyelés :
jan nyertiink, tehét

8 =g —a, (3.205)
mig &(z;) a j-edik megfigyelés alapjan kapott becslés hibdju, vagyis

i(zp=2a(z)—=a (3.200)

Ajeloleseh- 1e&kisebb négyzetes hibara utald LS indexet ¢ jobb ditehintheid-

éla
ség érdekében eiha
A rekurziv LS becsi

é srmaztatasat csak linedris modell e
v nemlineéris eset vizsgé
1t

T
ata meghaladja a jclen lehetGségcker,

A
<
fogl alkozé irodalomra utalhatunk

A legkisebb négyzetes hibdji becslés az aldbbi hibufiigevény minimilisan
alapult

Icr szekvencia elemeibd] alkototl (i) dimen-

ahol zj,=[z, z,.
menetén kapoit hasonld dimenzids vektor, vagyis

zids vekior, Zy .

(3.205)

A rekurziv becslés szdrmaztatdsdhoz tételezzitk fell hogy
allnak rendelkezésiinkre
Linearis modell felidtelezésével leoven a (b4 1redil Ldvetkezd
. s ey
Z.f<+1: Upri8+ 8 (3.209;

1j megfigveléstis figyelembe véve o A+ 1 megligseldsieliorra vonathozo Ossze-

fi;i_gc az alabbi forméaban is felir bato.
— 7 R 320
o= U o BT Ay (3.210]

et

.
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matrixokbol alld (k+ 1) n. m-es matrix, azaz
1
’L:, ]

Upor=| . |= , (3.212)

LU._]J l»t’,’\,,'_l-l
A legliscbb négyzetes hibdja beeslés (3.776 ) Gnzefliovdését fethasznalva nyerhetd
&tk + 1) megligyelésen alapuld beeslés

P T —iyaT
2 0= U U] Ul jas (3.213)
Vezessith be a kévethezd jelélést :
P A [ltlkwg\'?]w;] L (3.214)
Pl
’;1;;1.1 §};;‘-1%—7;5{=111;‘71~ (3.215)

poore Uy (32212 Osszcliipgdsét felhinzndlva rehurziv Mifcjeses adhato

= [Up U+ UG U 7= PR+ U U ) (3.216)

Néhiany atalakitds i‘*pés‘ utan. valamint felhasznalva a i averzids lemnidt

(2.2, flggelék) a becslésre u hovetkezd rekurziv U\SZCfU””L\x RS TH N

(3.217)

amehy o hisZaoias sZempontiabol hod . conn Noroas mint a (3.

.
i

Dol ol hogy afeghasebb neoyzeteshxb 1 becslés rekurziv alak ju,
Foodi vk urgy formakhoz. az U3 becslést a rég be ecs esbol és egy kor-
ol hepezi, amely a tényleges (k+ 1)-edik megfigyelés és az el8z8 becslés
megfigyelés kiildnbségének erfsitésszerese.

Az crdsitésmatrix Iépésenként valtozik, meghatarozasahoz minden Iépésben
ixinverziéra van szitkség, ami a numerikus megoldds szempontjabol nem kedve-
26, viszont ldthatd, hogy értéke az egyes megfigyelésekil fiiggetlen, igy ha az U, mat-
rixok ismertek, az egyes 1épésekhez tartozd erdsitésmatrixok elére meghatdrozhatdk.

215



. A rekurziv megoldés mege
figy relesek felhasznélasanak modj
egyeznek.

3. A rekurziv eljérés inditdsdhoz definidlni kell a kezdeti feltételeket, ami azt je-
lenti, hogy meg kelladni P4 és &, o ériékét. A kezdeti értékek megadéséra kiilonbozd
lehet8ségeink vannak :

— amennyiben van valamennyi elGismeretiink a-rél és P-r6l ez
kiindul6 értékeket,

— néhany megfigyelés felhaszndldsdval nemrekurziv becslést végziink, ennek
eredménye lesz a rekurziv eljaras kezdeti értéke.

A kezdeti értéket példdul [ megfigyelés {z,, z,,

zik a nemrekurziv LS becsléssel, csupén a me

gyez
a eltér8. lgy a két megoldas Lulajdonségai is meg

g-

.» %} alapjan meghatdrozva

&303&3]: EEE%H]-I@&;ZPJ (3220)
és

Po=P,=IU U1, (3.221)
ahol

ahol ¢ vfteket
4. A négyzet
malizs landé hibaii'ﬁgv

1 ’Q 1
[ON
o 22
=
i
Q,
L L
ami azt jelentl, hogy az egye meg

figgetlen mba}\omponeuskem »eh
A stlyozott LS becslés eredm
meg:




Amennyiben a megfigyelési zaj statisztikai jellemz8i ismerick, itt is megvalaszt-
hatd a stulymatrix a megfigyelési zaj kovarianciamatrixdnak inverze kér' :

Qu= Z;—,%w (3.228)
amikor is az eredmény ismét megegyczik a Gauss—Markov-becsléssel. A (3.223))
(3.226), (3.227) osszefiiggések tehat Q.. =L7l valaszias mellett @ Gauss—
Markov-becslés rekurziv alakjat adjak meg

raméterek becslése

rgyalt LS bec sleseknel feliételeztiik, hogy a
ter 2allunds. movariénsp raméterek rekurziv LS vaSl@bé é a

_m kivant paramé-
modszerek alkal-

ND“

Vo
Fa
O N

mazésa nem célszer(, hisz iszen az egyre jabb megfigvelések nem é 1 mdo paraméterrfl
hordoznak infor n*acxot valtozas kivetése érdekében régi megfigyelések hatasat
csdkkente ni kell; a régl megﬁg} leseket fokozatosan c}L ell felejteni
néter idbbell val hafasa fgy is tekint heté, hogy a pillanatnyi
i 1egﬁomiesek i
ccsiés aiem atké
, ﬁg} siéseket ga«n

& ablakfiiggvényt adja meg, amﬂx hiba-

.14, dbra. Exponencidlisan felejid
ckurziv becslés

A masik me szamu megfigyelést hasznalunk fel a bees-
s szdrmaztatds yéen,be*;ételekor a legrégebbi
hatdsat meg kell gy {mozgd) négyszOgletes abla-
kon keresztill figye oz tartozo hibakomponenseker,
(3.15. dbra).

3

Exponencidlis abla

Az exponencialisan stlyozott legkisebb négyzete
altalanos alakjabol induthatunk ki:

7

s beeslésnél a hibaflicgvény kdveikezl

[
-



Clrr (@)= 2C (D [2e01— Uy @) [z — Uy 22l (3.229)
ahol 0=2=1.

Itt C;, most is a k megfigyelés {z;, 2o, ..., %} felhasznalasaval kapott négyzetes
hiba.

boqx)

Slice Negyuszdgletes suly yfiiggven
Koliseg gyszogietes g d

J

{ XN
//// Z / /// Az ablak Iuggveng

U///%é% haladasi irdnya

/,»// iz

3.15. abra. Négyszogletes ablakftigg-
k vényt felhasznald rekurziv becslés

A fenti kifejezés azt jelenti, hogy a1 ég@bbl me
exponenczéhsap csokkend sulyt rendeliink ; ugyani

megfigyelésbSi{ j=k) szarmazd hiba sul},mkzo a

figyelések b8l szdrma "‘iib"khoz
a k-adik idopillanat

g
nis

i o (B §
Wiz g 6=DT (3.230)

ahol 7 a ,felejtés” id6allanddja.

Az idGallandd megva Ias7tasat elsGsorban a paraméter valiozasi sebessége, vala-
mint a becslés meghozataldhoz sziikséges megfigyelésszam bﬁzohasohu N 'nél L.‘;o-
e

sabbak az egyes mecrﬁsv iések, A értékét anndl kozelebb kell vélasztani az 1 ériékhez,
mivel igy 2 becslés oﬁs 16 hosszusagl megfigyeléssorozat alapjan hozhatd. M’z’ sf
51 mszom ha }Jw L wssz k piuk a staqdard leg} zsebb négy zetes hibdji be slést.

3 rekurziv Ssszefiicgése

s Py ericke a kovetkezd lesz:



D
7]

i@ke—l:}'{ gjk +(Q+ UAJ—IP[kdz+ v igk‘fd?{k . (3.236)
Ha
e (im0 3 (3.237)

a Q=E valasztassal lathatoan visszakapjuk (3.232)-t, ill. (3.233)-at.

Mecrjecrv-és- Az exponencialis ablakfiigevény alkalmazésa, vagyis az Uj megfigyelé-
sek szernpyne k kiemelése a régebbickhez képest nem csak 1d8fiiggd rendszereknél cél-
szer{i. Abban az esetben, ha a becslést pontatlan modell alapjan végezzik és a megfi-

velési zaj is kicsi a becslés rossz értékhez tarthat, mivel a K er8s és matrix kicsi lesz.

fm

Az 0 megfigyelések hatdsanak erSsitése kis ¥ ériék mellett gy is megtdriénhet, ha az
¢16z3 Iépések hatésat csdkkentjiik.

Négyszogletes ablakfiiggvény
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Az exponencidlis siilyozésh becslésnél a régi meg
kenijitk. A peovszocﬂ etes ablak algoritm
kmbm az ennd *eoebbz ket zeljese ﬁ yelmen kiv
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A kovetkezSkben ismét a 3.2, példdban mér emlitett ellendlldsmérési feladatot
vizsgaljuk.

Tételezziik fel, hogy az eliendlidsériéket most is fesziiltség- és drammérés Gija
kivanjuk me ghatarozm. Két alesetet vizsgdlunk. Az elsSben az ismeretlen ellenallds
érteke allandd, mig a masodikban valtozo.

Enﬂek megfelelfen el8bb stilyozatlan rekurziv LS becslést végziink, majd az id8-

‘.:1

varians paraméterek becsiésére alkalmas felejtd LS eljarast alkalmazzuk.
3.10. példa
A becslési feladatban a mérendd paraméter (ellendllas) és a megfigyelések (fesziiliség)
k&zott linedris kapesolat 41l fenn. Az eddigi jelsléseinknek megfele}oen
z,=Ua+#; (3.244)

ahola kepnseh az ismeretlen ellenallasériéket, U az ellenalldson atfolyd dramot, me-
Ivet az egvszerliség kedvéért egységnyinek zd\mtun}\, z; a mért fesziilts ségértékeket,
n; pedig a mérési bizonytalansagbol adodo megfigyelési zajt jeloli.

A rekurziv LS becslés kiinduld értékeiként & megfigvelés alapjan végzett nem-

rekurziv beeslést haszndlunk. A k megfigvelést vekioros alakba felirva

iiggés felhasznaldsaval nyerhetjiik &gt
Ethz hd‘é zzuk meg Py Py & Koy €riékét a (3.214), (3.219), 1l a
(3.218) bsszefliggés sek felhasznalaséval
{ RN
1 i ii i 1
?i;:{@ﬁ\@ ]\]~ zi[].l .lli ( zz,
{ il
SRS NS DD B ek N S
Pro= g% {1*‘1 Tk



mivel

o U=l
és
. 1 17t
;"5:;;{_;4:‘.— 1 }'1":’-7—] :_}_.. .
ko ki i+k
Tehat &), -re a kdvetkezd rekurziv formula adédik
. . i .
Gy =lpt iy [Zrg1—apl (3.248)

Megjegyzések :

I. A kapott eredmény nyilvdnvaloan megegyezik a nemrekurziv megoldéssal.
Ez kdzvetlentil belathatd, hiszen a (3.247) eredmény felhasznalasaval

1 k+1
s 1 =777 L% (3.249)
41
Pox o f==]
ami felirhaté
1 k 1 i’ 1 K 1
A ITT \:“ L T - -l 7 A
ay = D I I z {3.250
-+l 1\',:.‘11 Ill‘:"’r‘llll ,ﬁx} { )/
alakbun is. Ez j6l lathatdan megegvezik (3.248)-cal.
2. Ebben az egyszerd példaban a rc}\urm mwoldamak nincs ényeges ¢l6nye a

nemrekurziv me ﬁolddssd szemben, minddssze azt eredményezi, hogy a megfigvelések

tdroldsara nincs sziikség, \dluﬂ'ﬂnt hogy a megfigyelések sz ckvencialis feldo cozésa

niait Epésenként kdvethetd az eredmény és az egész eljdrds 2 megfelels ¥pés utén le-
é li hato

. Az LS becslés a meg

k.urzzx» Osszefliggését adja me

1%

)

i

eyelések dtlag g igy a (3.248) eredmény az atlagolés re-
e (I.még 5.1.2. po ﬂ)

E
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A kdvetkez8kben vizsg
vonatkoznak. Négyszd
déséta (3.238) ¢

és
Az eldz6 példéhoz

Egy tjabb, az N+ 1-edik megfigyelés utdn (3.238) szerint kaphatjuk meg az eredményt

N
W
o
i
()
~

é;n‘ﬂ. 1 =G, riﬁ':;——‘— [zx51— 85 4]
felhaszndlva, hogy
1
A=+
i
5,»««}1 1= N;—T

9]
[§9)
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Az adatablak szélességét az els
Mivel (3.240) szerint
P —

i
CINELTT NI

T

yor

negfigyelés elthagydsaval allitjuk vissza.

és (3.242) alkalmazéséaval

3jén T, all
agy 1hels
er &

]
&, =

nyez. E 1ési ata ahu;{m er»dmen jTe Ve
hatérozésa azonban bonyoluliabb esetekben, killéndse
megfelel pon ntossaggal cmk nemlinearis modell allithaid fel, |

ket jelenthet. Sok esetben a mérendd paraméterre ana
hato. Hyez kor iterativ eljarasok alkalmazhatdk, aholam oadl pdrn

milyen algoritmus szerint addig u.homnjd\. amig a kr itériumﬁag:mz

aj terheli. Ha a megfigyelési
Ikdlm zhatdk, mig zaj jelen-




Megiigyelesi zgj
| n
¥
u Rendszer LB
Bermend- a 8 :
jel + 1 —
®_f:_’_> Kriterium
7 thggveny
Modell i
o
s
4

Modelljavitd
algoritmus

ra. Altalanos mo-
dellg avith eljaras sémaja

A szélsBériék-keresd eljardsok killdnféle feltételek és el

A 1 Tit
tére vonatkozo igen széles skaldjat dolgoztdk ki. Nem lehet célunk e [éi akor u.nea
Attekintése, csupan néhéany fontosabb determiniszt ikus ( 3.6.1. pont) és sztochasztikus
{3.6.2. pont) eljarassal foglalkozunk. ’vfnd a determ tikus sztocha
sljarésokkal szemben a kovetkez8 f6bb kovetelmény

— legyen konvergens;

a konvergencia sebessége legyen minél nagyobb;

— Lg ven minél egyszeriibben megvaldsithatd;

— minél szélesebb korben lehessen alkalmazni.
3.6.1. Determinisziikus konvergens eliardsok
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Megjegyzések

1. A sztochasztikus approximaéci6s al gor
kalmazdsuk van. Ezt t6bbek kozott a kdvetie
— az algoritmusok megvalésitdsa viszon
— a feladat megoldasat rekurziv form éb
— alkalmazasukhoz kevés a Driori ismer
— mind lineéris, mind nemlineéris prob

2. A sztochasztikus approximacios
tos kérdés a konvergencia sebessége. A meg
Ionro- és a Kiefer—IV olfowiiz- algoritmu se‘ eseié
tositidk. A konvergencia sebessége nyilvanvaidan :
egyiitthatok Lemieoes 'necva!asaés é" Kilonbozé
komergencmseoesseggei a sziochaszt > i 14
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Szamos mérési
mény koziil kell ¢
kell megéllapitani, h»sw lel ges K
ket vette fel, vagy ha megfigyelések alap)
bizonyos 1e1l\ompo enst tartalmaz-
becslésekhez hasonléan a vizsgalt obje -
{paraméterérték, allapot stb.) kell mcmmé ro n‘? a
xaldmﬂ\ en alkalmasan me alasz o*‘ wm

priori ismeretek &idp}',
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Egy egyszerfl binaris, aoy kéthipotézises dontésnél kétfajta hiba lehetsé
Hov al és HI-O} jelélve a két hipotézist a kbvetkezd hibas esetek fordul hatn(.

— elfogad’uk H, hipotézist, holott H, igaz, vag

— M, hipotézist tekintjiik igaznak, annak ellenére hov} HO igaz.

¢s.

sége
el¢
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3.7.1. Bayes-déntések

Ebbena pontban alegtdbb elbismeretetigényls Bayes-dontésekkel foglalkoz
kéthipotézises esetre szdrmaziatjuk a Bayes-dontési szabalyt, majd az
kiterjesztjiik t6bb hipotézis esetére is.

zunk. EISbb
eredményeket

H (‘)

A Bayes-dbniések — a becsléselkchez hasonldoan — szekvencidlis megfigyelések
alapjan is meghozhatok. A tébbhipow,wcu dbntések&t kOvetfen a szekvencidlis

Bayes- -dontéseket emlitjitk meg.

Kéthipoiézises Bayes-dbntés
1 e & két hipotézist Hy és H,, ¢és tekintsiik adottnak a két hipozézisl-ez rendelt
rior: valoszinliségeket, meh eket Py-valill. Pi-gyel jelolitink. E
} 1z egyes hxpotezxsck az adott Valészim'is\, gel DIZOD vulnak
Feltételezziik tovabbd, ! hogy megfigy eléseinket zaj terheli
1c zé" adottak : ismerj uk a zaj slirfiségfliggvényét. Ez azt 1616,
§ ek rei‘e cles sfiriiségfiiggvényel (csmoma}\az akterisziika
siza gﬁg elt 1[.11umzo fiiggvényel. A két lehets
Sz 13\5 HO) il J,!H {z] Hy }:1011
Az optimumkritérium megfogalmazasahoz definidini kell a
koliségeket. Jelolje C; annak a dontésnek a koltségét, amikor az i-¢
eadjuk el, holott aj—\,m}\ azigaz. Vezessilk be tovabbé a P(H, 1 PJ) Jelo
218bbi eset bekdvetkezési valdszinfiségét jeldli.
A Bagyes-ddntésiszabdly az adaoos ko&liség minimumat biztositja. Szdrmaztatésé-

.

hoz irjuk fel az atlagos kéltséget, ame kéthipotézises esetben a kdvetkezd :

R=CooPoP(Hy | HO)+CroPoP(H, | H)+Co P P(H | H)+C, P P(H, | H)).

O—-4

%3

U)

f3

(D\

. I ™ Y A - ;S2 0732
+Chf /fz]Hg("‘!HO)d“TCHPI H,;)dz (3273
Zy
Felhasznalva, hogy bindris dontésnél a megfigyelési teret két diszjunkt tartominyra
oszijuk



r
R=C10P0+CMP1—‘.—j§ {PACy—Cylfymlz H)—

Zo
""fo CIO——COO}]ﬁziHo(Z l :"};—0>} 'ﬁZ. (3274)

A (3.274) Gsszefiiggés elsC két tagja a dontés dllandd koltsége, a tartomanyok megva-
a o 1. Az Gtlagos kdltség tovabbi tagjanak uzboalatakor feltételezziik,
hogy a helyes doniés koitseoe klsebb mint a hibasé, ezért Cm>C00 & C 1>C1, igy
’resehe7 mmden olya'l megfigyelésnek a C’O tartomanybankellien-
indus méasodik tagia nagyobb, mint az els8, vagyis zlecven [C%:

.
A
-

Po(€10‘500)121 oz H0)>P1(Cm—€u)fz| a(Z 1 Hy). (3.275)
Hasonléan minden olyan megfigyelés a Z, tartoményba kell tartozzon, ahol
PoCro— Coolls | mE H )<Pt(601—511)ﬂ{m(73 | Hyp). (3.276)

kovethet6 a 3.24. dbrdn. Minta (3.275) és(3.276)
Bsszefiiggések bl 1athatd a s &, iartomén} ok hatéarat gy kell megvélasziani,
ho 9.}' asul yozoit feliételes surﬁ_ség iiggvények e hatdron azonos rtékfiek legyenek. Az
4bra mutatja a Bayes-dontés atlagos kdltségét, vagyis az adott feladatban a minimalis

A déntésiszabaly miiks d 52 ]
é =
0

mas




Lathatd, hogy a déntési szabély a megfigvelések feltételes sﬁrﬁségfﬁggvényeinek
— a likelihoodfiiggvényeknek — az ardnyaként fogalmazhatod meg. A két siir{iség-
fliggvény aranyat likelithoodaranynak nevezziik és /(z)-vel _]6101_]1}:(.

/ {7) & ]ZIHJ.(Z [ Hl)

z (3.278)
f 11—10(2 l Ho)
A Bayes-dontés tehat olyan likelihoodarény teszi,
Hy
e
A@=n, (3.279)
Ho

_ PyC1o—Coo)
—pl(cm'—cll) .

A logaritmusfiiggvény monotonitdsa miatt (5.279)-tel ekvivalens tesztet kapunk, ha
mindkét oldal logantmusat képezziik :
Hy

I(z)=1n A(z)g In n=
Q

Azigy nyert log-likelihoodarany a gyakorlati dontési feladatokné
megoldast eredményez.

kBltség megvélasztdsdra dltalanos szabaly nem adhatd, a koliségériékek 4ltald-
ban az alkalmazastol fiiggenek. Egy specidlis esetet azonban meg_emliti‘mk Rendel-
jiink minden hibds dontéshez egységnyi, a helyes déniésekhez ?*edlc zérus kéliséget.
A likelihoodarény-teszt kilszobértéke ekkor:

P
- 0 ,
= (3.282)
P
A dontési szabdly (3.277) Osszefiiggését atrendezve nyerjitk a kovetkezbt:
ru‘le (z|H)ZP, for (2 | Ho)s (3.283)
vagy mas formaban:
H,
(H,| )= Py, (Ho |z (3.284)
‘{Hilz(‘; llé.’;lﬂo]z\‘ Oif")’ [ .2 *)
20
ami azt jelenti, hogy a dontést az a posteriori valdsziniiségek Osszevetése alapjén

l
hozha 3uh neg. A Bayes-ddntéseknek ezt a spec'élis esetét — hasonldéan a becsiések-
nél léto esethez — maximum a posteriori {MAP) ddntésnek nevezzilk.
SvetkezSkben olyan klasszikus jelmérési f
ési modszerek alkalmazasaval oldhatok meg.
j' 1 fedett jelek detektaldsa esetén a megﬁw elések alapian azt kell eldOnteni,
v a véart és ismert paraméterekkel rendelkez§ jel jelen van-e vagy sem.
fdrom tipikus esetet wzsoalunk Ezek a kovetkez8k :
— konstans jel detektdldsa zajban;

£
O
\] U :b—

jund

g

a
m

— valtozd, de ismert jel detektélasa zajban;

——1smert statisztikai jellemzdékkel rendelkezd sztochasztikus jel detektélésa
zajban.

Mindhédrom esetben t6bb megﬁg elést végziink, melveket egy 1épésben dolgozunk
fel. A megoldas soran a likelihoodardnyt hatarozzuk eg.
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ahol @ a konstans jel, {n,} pedig a megfigyelési zajsorozat. Feltételezziik, hogy az egyes
megfigyelések zajkomponensei fliggetlen Gauss-eloszlast valoszinliségi véltozdk nulla

varhat$ értékkel €s of
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Famlz | Hy=———¢exp | —53] (3.280)
3/ | 20?1
Vimo, L ni
1 1 f» 2
. i 1 {z—a) -
Faazl Hy=— eXp ;—7 — g . (3.287)
V2ze, L ¢ T ]
A felidteles siirfiségfiiggvénycket felhasznélva,
lembevéve az N-edik megfigyelés utdn meghozott
{
exp | — =
. . i -
Eofamlz | HY K7
A7) = Tz H\=k i/ Ty H
Az)= 17 (- VHY i =
p=1d i N Ho) 2
CXp | —

-

ikelihood arény:
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A hibavaldszinfiségek meghatdrozdsa t8bbdimenzids stirfiséefiiggvény integrala-
sat igényH, amely &ltalénos esetben meglehet8sen nehéz feladat.

A 16bbdimenzids slirfiségfiiggvény integralisa helyett dolgozhatunk az egydimen-
zids elégséges statisztika sfirliségfiiggvényével is.

tozd, amelynek variancidja

-1 &,

Az=— _ z étlagolyan Gauss-eloszlést valdszinliségivalt
RA
0_2
=7 » varhat6 értéke pedig attdl fiigg, hogy melyik hipotézis igaz.
e
EZ|Hy=0; E{Z|H;=a
it [(z)-vel jeldlve a like-

VNg,
A hibavalosziniiségek az elégséges statisztika fy | y,(1] Ho), Ll fi {T| H ), feltételes
sirliséafiicgvényeinek megfelelS tartoményra veit integraljaként hatdrozhatdk meg
Na
Bevezetve a d=-"—— jelolést
7t
i i I (—-d*7
D e 3 —
A ;! J— '3.1.p E 2 d[
J Vo= L 3
(3.294

f—
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. A dontés mbavaiomnusegeﬁ most is a skaldr elfgsépes statisztika felhasznalé-

séval célszerl meghatéroznil. A meghatér o,as meneie msgegyezﬁ( az e18z5 esettel.
- - 1
10 1+t

A jeldstektalssi feladat kopnys n kiterieszthei§ arra az esetre, ha két jel kdzottl
valasztas a feladat. A d0niést megvaiosx& ie ‘aets.:‘f T ebben az eseiben két illesztett
sziir6t tartaimaz, melyeket a két detektdlands jelhez kell illeszieni. A dBntés a két szii-

r8 kimeneiének Bsszehasonlitdsa alapjén t5 r‘mhw

7, = Yan jel

s
o
[
.0
. N
&4
o

- . tekior
Meg?xgueé L\\I/j k=t detekior e Nincs el
S
!
Eguttthatok

A dbntést eredmenyezd de

98]
|38
in
-
o
=
2

3.14, péida: Véletlen je’i detektélasa zaj

A kovetkezd jeldetektaldsi
SZLOCJdSLLIkDS folyamat, m
folyamat kozotti :ﬂegk ilénbbztetés (jel,1
informaciét hordoz, mig 2 mésik jeiﬂnleten 23

Tételezziik fel, hogy mind a Jel. mind a za] )
fehérzaj folyamat, nulla varhaté ériékkel és : ill. o2 variancidval.
A likelthoodardny meghatarozdsahoz szi .t -les

nig a
g
gy

ezért a kovetkezdk :

Aloy }u\di} 100

LR
L
Ny

Atrendezve kapjuk o donidst szabalyt:

1. "1"01 mind a zajmintdk, mind a jelmintédk pull

in seg- valtozok, a megligvelések azo n os valdszind

v értékeket, a dontésnél a megfig ‘s.dé ek eloy,lw ﬁ
6zi a

<
O~
v
W\ C‘ﬂ

=

dontési szabalyban a meof.ig Iések négyzeti
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1

Felhasznalva, hogy

z] Hi\ Lo § JEiH; !
. =0 J
= -
LE JFIG7,

A Moiop Al
PN P S 5r . c
R= / {:r: T Z (Cij-—i’]j}‘}fﬂf{j(z } H;) dz (3 303)
i=Q =0 j=={
Itt az els8 tag a dOntés dllandé koliséee, a tartomanyok megvalaszidsaidl fiiggeilen
A maésodik tagot vizsgalva minimumot akkor ériink €1, ha minden olyan z megfigyelést
2, tartomanyba sorclunk ha 2
A1 Vi—1
s hd = s D -1 E 2
Z bl]_é.‘jj} jfz} Hj(z | I—jj}< e 5&{:.5," VJ,‘)ng'z;'f‘_v’_,{ﬁl [:fj} (3 306)
j=0 i=0

teljesiil minden k=i-re.

AM-—1 A—1
-*-f CoPifyufz| H)< ZO CiPifaefzl Hy (3.307)
J=0 J=

AIATD
i

C,;=0, ismét a MAP d6ntést kapjuk, vagyis & H; hipotézist

minden ks jre, Ggy a A hipotézist tekintjiik igaznak,

Hatédrozzok meg ogy feszilliség éridkét, ha e fesziiltség I killonbozs értéket vehet fel.
Tételezziik fel, hogy 2 kimenetet most is z oo 210 za]
terhell, A helyes db
i¢s alapjdn

Az egyes hipot

Hyiz=a,+n {3.310)
ahol k=0, 1, ..., N, g, pedig a k-adik fesziiltséoériék

A megfigyelések feltételes sfirliséefiicovényel

. i { {z—a)* L

]:lH'\ :]! H,‘}: — e}épf-—\ 2(}';\ }i /5311‘)

%«/27(0' N n }



S Z ,a MA
ba adott imegﬁgyelésnei a ze’zL teles sfirfiségfiiggvények maxi imumat ke*es;u}\ r’,
szerint.

< s i s

A dbniési kiiszObértékek nvilvdnvaldan a feltételes slrfiségfiiggvények metszés-

7

pontjeinal lesznek (3.28. dbra).

3,28. abra. Dénési tartomanyok

Ha az egyes fesziliséeériékek kiildnbsége 4

slando, vagyis a,= kA, o dontési tarto-

manyok
Hy: — ez
Lo L iy
i l/»mz;.& =2 LN - 3.312)
l
Hy: 1\'-—% Az =

o -

felhusznalasaval nve
1sznaljuk ici. 4 me
xzrsdmw Te ]

¥ L

Jéarhat, ezért természetes igény, ’nﬁg} az adott pom@ssanu
figvelés fel veriik. A megfeleld Po*ﬁossé
megh iztositja a szekvenciali

wcidlis Bayes-do

]
jou]
o}

ik. Szek

e meghatarozasakor a megfigvelések koliséeét is figyel 'nb kell
gyelés v gzé se csak akkor indokolt, ha az ebbdl szarmazé t16bblet-
mint a dént s; ontossaganak névekedésébdl adddd koltségestkkends.

A szekvencialis megfigyelések Lem%zna?dzav a Bayes-dontések sorozaia hozha-
16 meg, ni den egyes i'p ésbenimeghatdrozhaté a dontés hibavaloszinfisége, ill. a
déntéshez rendelt kol tség. Ezek alapian adott iépésben vagy ledllithaté a szekvencidlis
eljaras (meghozhaLo a dontés), vagy az eljarast tovabb kell folytatni.

Megjegyzések :

1. A szekvencidlis Bayes-dontések gyakorlati alkalmazasa komoly nehézségek
titkgzik. Ennek oka elsGsorban, hogy a feladatok nagy részében a meﬂﬁou sek A Oltse-
gének meghatdrozisa nehéz. Azonban még a megfigyelds koltséoaine ben i

244



a likelihood fum@enyek kiszamitdsanal jelentkezd matematikai problémak miatt csak
specialis esetekben — pl. fiiggetlen megfigyelések mellett, vagy Gauss—Markov eset-
ben — kapuunk jo! kiértékelhetS analitikus megoldast.

2. A szekvencialis eljarasok nem javitjak a ¢éntést — nem eredményveznek kisebb
hibavalészinliséget —, csupdn a megfelels déntés meghozataldhoz szilkséges megfigye-
Iések szdmanak csokkcnt;s thez nyljtanak segitséget. Tehat alkalmazasuk altaldban
ott igazolhatd, ahol a megfigyelés kbitsége aelemtos

SUEY

A Bayes-dbntések szarmaztatasahoz az a priori valészinfiségeket ismerni kellett, hiszen
ezek a kiiszébértéket befolydsoltak. Megvéliozdsuk azt eredményezi, hogy a dontési
tartoméanyok is megvaltoznak, s igy mindig a minimalis atlagos kéltséget eredményezé
felosztast biztositjdk.

Ha a régzitett dontési szabaly mellett az a priori valoszinfiségek megvéltoznak,
a dontés hibavalészinlisége és koltsége is valiozni fog, az atlagos koltség a Bayes-
k&ltséghez képest novekszik. Hogy az igy kapott dntés tulajdonsagait dsszevethessiik
a Bayes-dontés tulajdonsagaival, hatarozzuk meg a Bayes-koltséget az a priori vald-
szinfiségek fliggvényében.

Vizsgaljuk chhez a (3.273 ) Ossze Jggést
Hasznaljuk fel a (3.291) és (3.292)-ben definialt hibavalosziniiségeket :
Pr= / Jouotz | Ho) dz, (3.313)
J
Z,
Py= / Soalzl Hy)dz (3.314)

as domas:‘:!«_ :

and
1ia

"‘u;u

= C )Py —(Cro—Copd Pl

A Eczyes -koliség tipikus alakuldsét az a priori valdszinfiségek fiiggvényében

a 3.29. dbra mutatja. P, megvaltozédsa a déntési tartomanyokat is megvaltoztatja, igy
a hzbas déniések val oszm{jséou Pp és Py, is valtoznak.

Abban az esetben azonban, ha a déntési szabdlyt adott P = P] allapoinak i

1 en rogzitjik, Pr s Py, az a priori valdszinfis egcktol fuggetlenu- 4llandé lesz. s uz

i agos koltséget P, linedris fiiggvényeként kapjuk meg. Az foy kapott ddntési szabaly

]

sak P, =P mulleLt adjaa Baws-domest minden ea}eb esetben attdleltér8 eredményt
invalo,

szolgaliat. A rdgzitett felosztashoz tartozd kdliséget R{P], P)-gvel jeldlve nyvilv
hogy

Rep';. Py Ry(Py.

vidst ey detintdlion . mintaom
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A rigzitett felosztast dbntés atlagos koliségét abrézolva, egy olyar
kapunk, amely P,= P pontban érinti RB(PI et (3.29. %‘aj

Az dbrazolt két koliség alakuldsabol jol érzékeihetd, hogy milyen hatésa van, ha
pontatlan a priori valosziniiségekbdl indulunk ki.

s}
(’u

egyvenest

YR
Rxm‘/é

Coc~
0 P L 3.29. abra. A koliség alakuldsa P figgvényében
Amennyiben nem adotiak a Py, 2, w}oymu
keket feliételezni, n ehek mellett meghatdrozott d
1ok : tehat barmilyen tényleges szituacidban meg lehessen I

L
szmus gé Olyan Pf ér teheL tételezzﬁnk fel, mely
en té ke

2 Z 1 s ; X
lyik helyes déntéshez tartozik, hanem P, flggvényé
1 um b=1sg be talalhato.

Ve
A minimax és a Baves»d tés }\apcsohta érzékeltetia 3.31. dbra.
A Brn es-déntes még egy specialis esetét meg kell emliteniink. Feltét kzx hogy
Cy=1, ha;w;vb =0, ha i=j, valamint, hogy a hipotézisek bekovetkezési aosz?
niiséger s 7on05ak a nn ximum likelithood dontust nyerjiik. A maximum likelthood don-
&st a megfeleld beceslési eljarashoz hasonldan akkor alkalmazhatjuk, ha csak a megfi-
velési zaj starisztikai tulajdonsdgait ismeriitk. A ML ddntésnél a likelihoodaréany-

—
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teszt kilszobériéke egységnyi. Addig azonban, amig a ML becslést — kedvez§ tulai-
donségai miatt — gyakran alkalmazzdk, a ML d8ntésngk nincs komoly gyakoriati
ériéke. Helyette, amennyiben csak a megfigyelések feltételes sfirfiséefiiggvényei ador-
tak, a Neyman—Pearson-ddntés alkalmazhats. '

“,.@w
o

ni

ety
e

[
iy

hoodardny-teszt alapjén minimalhat6. Ugyanis minden olyan megfigyelést, amely



(3.320)

Sirt értéket vegye fel.
Gbbdimenziés esetben nehéz.
a likelthoodardny segitségével

o~y
<
ey

aliozé, melynek valdszinfisée-

s igaz. A 3.32. dbra tipikus
uiat.

k, a hibavaloszinfiség meghatarozé-

pot
gt
o
(4]
oo
g
@]
o
&
-
s
josi}

e

olgozhatunk a

thatd, hogy Py annal kisel

Megjegyzések :

i. A Neymui—Pearson-dontést a feltételes sfirfiségfiie
3.33. dbra. Az dbrazolt esetben a megoldas trividlis. Rogzitve u
ddntési k iisz0bot 1s rgzitjik, igy Py valdidban nem miniméiha

Bonyolultabb esetekben azonban az egyik hibavaloszin{iség

meg egyértelmiien a megfigyelési tér felosztését. Erre mutat példat a 3.34. dbra, ahol
P, éridke killonbdz8 dontési tartomanyok, s igy eltér§ Py, hibavaloszinliségek mellett

é T
chett fol az el8re megszabott ériéket. Az dbra két Iehetséges felosztdst jeldl meg:
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3.33. abra. A doniesi karakterisztika {ROC)




Az eredmények gyakorlati alkalmazhatsé it intetében
kiemelked§ jelent@sége van a linedris 'neru: ]3,3. isoknak. Bar a linear vésieljara-
sok szarmaztathatdk a 3. fejezetben megismert beeslési mé

d

a témakornek létezik a hmz is terek elméletére épiild koherens n litése i
Ez a témakor tekinthetd a beesléselmélet ta’ién leggazdagabb, legismertebb cred-
ményeket mugdban foglald teriiletének, ami Gauss alapozd munkél i
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talmazza a Wiener- é Kalman-sziirok a pa entifikacié
legielentGsebb modszereit. A fejezet célje eljar ka 1CS01JLO>
alapvetd eredmények attekintése és a Li Lozd ¢ b

L1
di"lhaté a 4.3, szakaszban.

L,zerm( Abban az eset

¢
mérési ehiaras linedris.
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nek tekintheiSk. Lattuk ugyanis, hogy a becslés nem més, mint egy kdzvetlenill meg
nem fgyelhet§ mennyiségnek megfigyeihet8 adatok alkalmas transzforméacidjdval

géssel

A 2.3, szakaszban leirtak értelmében, ha a megfigyelések lineérisan fiiggetienek,
n

akkor 6sszes lehetséges linedris kombinacitjuk egy B, alteret feszit ki, aminek a (4.2
Osszefliggés értelmében & eleme: &€ M4,. Konnyen észrevehetjilk, hogy a becsiési fe

adat Ugy tekinthet6, mint az A4, altéren kiviili ,,2” pont — tehét a mérend6 mennyi
ség — M, -beli approximdcidja, azaz annak az &€ M/, pontnak a megkeresése, am
leckdzelebb van a-hoz (lasd 4.2. dbra).

a
2

4

=g Zy+9o2;

»g@m.
b
we-
e
€
Q)
P
havlo

]
D
£
b
€D
b
£
by
[
M&; -

A becslési eljarasok tervezésénél mindig a rendelkezésre 4116 a priori
lunk ki, hiszen annak jellege hatdrozza meg, hogy melyik alapmodsze
A 3.1. szakaszban targyalt Baves-becsléseknél feltételeztiik, hogy
ség valbészinfiségi valtozd és ismert a megfigyelés, valamint a
egyiittes valoszintiség-eloszlasfiiggvénye.

A legkisebb atlagos négyzetes hibadjt lined

fiségi valtozd, tovabbé a megfigyelések és a !
rtalmaz sztochasziikus komponenst. A feladat tehat a

L S
1ibat biztositd linedris becslS meghatdrozdsa.




E szakasz célja a becslS nemrekurziv dla}\jana szarmaziatasa és f6bb tulajdonsa-
sainak dsszefoglaldsa, majd erre épitve a linedris szfiréselmélet egyik fontos eredmé-
nyének, a Wiener-sziirésnek tdrgyaldsa.

I T figvelések, mind a mé
sztochasztikus jelekre fe lemv:ui }eitemt ke
3 ait kil ion-eiekeppen ért

, Stb.}, €s természete
rzqu ¢s norma definic

4z < at

szinliségl valtozdkr f Iépitett jelteret haszn nyiségeknél
az Osszefligg ’seket k mponensekre bontva i igy nyerjiik
al antést az optimaélis bec és a kapott

ven altalénosithatdk.
X a véges masodzk momentummal rendelkezd valdszinfiséel valto-
oieges x, y€ X-re a belsd szorzat és norma definicidja :

(4.3)

s Oy oo 4] vekiort alkotd Valmzmusegz v,
s+ -5 Z,1 vektor komponensel, amik ugyan
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4.4, abra. A diszkrét Wiener-szirési
probléma




lagos négyzetes hibaju linedris becslése,
yemek alkal'nazasbla Téte ¥e k fel,
A v folvamatok nulla kézépériékd 1»:, is-
C,.{k) és C_.(k) diszkrét autckovariancia és C (k) keresztkovariancia

b

.. kovariancia matriz

.wf__(fﬂ]\

abra. ¥éges memoridju diszkreét
° Z‘*~ Wiener-szQrd
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t spe -

chérzaj spekiruma: S {z)=1.
-be, a szlird karakterisziikdja :

tkezne nye, hom a (4.37)“ és (4.38)
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tviteli karak-

Yty
57
phy
jsv]
[0
1

!
pas
s
¢
poae
i
“t

terisztikajanak meg (z) racionalis
torefliggvény, tehat gsszhangban

boet £

sztett, valamilyen
iszer kimend-

ol
rax

amat S

zérusal az
a spekirun

5.42)=52(2)8

e -
h fakioriz

oly mddon, h
i korén beli
7acid credményét

' definicidia értelmében W(z)
n beliil helyezk

Miutdn meghataroztuk a transzformalt megfigyelések és a mérend§ folyamat ké-
z6tti C (k) keresztkovariancia filggvényt, ugyancsak a (4.49) Gsszefiigeés alapjan
mar kozvetleniil felirhaté a fehér spektrumi megfigyeléseket feldolgozo. kauzalis
Wiener-sziit§ stilyfiiggvénye




Ahhoz, hogy a sziir$ karakterisziikajét a diszkrét frek venciatartomanybun tudjuk
definidlni, bontsuk szét szimbolikusan ¢ (4.56) szerinti &
gsszeudre:

{z) spektrumot L&t tag

av

7 "{{SG(.(:,}]E}:CW{ZA, #) ha iz=0,
=0 ha 7-=0,
IS Ao =C i+ ha f' 0,
=4 hu iz=0. (4.57)
G {2y frekvenciakarakterisziikdja tehdt
[4.38)

ur6 a 4.7. dbra szerint az elsd €s a masodih WEpésben szir-
ja, tehét az atvitell karakterisztika:

-
Sa
Lany
)

A kovetkezSkben meghatdrozzuk a 4.2. példa szerintl eseire a kuuzalis WWiencr-

7 w’

SN g e
Tz =27
ymib6l
) 0,375z
G izn)=-—-""—=
T 7 4
T30
Behclyettesitve a /4.539) Ssszefliggésbe
A).37:>: . )
{;{2)-— h“—b“\: 8- C?)f:‘ 0,54 k=0



A kovetkez8kben meghatérozzuk a kauzalis Wiener-szfir becslési hibdjat, majd az
eredményt Osszevetjitk a nemkauzalis sz 5 hi ba:a@a?

F i}asznaiva csiey hiba és a meg ﬁ elés
: r késleltetési indexnél :
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Cody— 2 C li+rg, (4.60)
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nalisak, majd ¢

a mésodik I€pésben elhagyjuk az ortogonalitasi feltéielt, minddssze azt
kotjiik ki, hogy a megfigyelési szekvencia linedrisan fiiggetlen ve
mazzon.

-edik elemé-
dexet a t6mdrség




Ezi a modszert alkulinazva a becslés kovariancia mairixdra, a kbvethezd ered-
ményhez jutunk :
cov [25, &]=cov [, a]—cov [a, z,][cov [z,, 2;]] ! cov {z;, a]—
—cov [a, Z,][cov {z,, Z,]]7F cov [z, a]=

akadélya annak, hogy kovetkezd 1epe>z\gm mar u (4.06)
lesi vektort b6vitsiik a z; vektorral, és ismételten elvévezziik
I szérmaziatdséi. Ennek megfelelfen a kapoit eredményi

hatjuk a megfigyelési szek vencia Letszw : es k elemére, tehér az
riogonélis megfigvelésehnél:

z:m

ko B pl—cov [&(z,), B(z)]. (4.70)

i

A kapott eredmények megfelelnek az intuitiv geometria Lepnc hiszen az Hssze
telmében. ha a megligyelési teret egy Ujabb, a korabbiakru imersicges kom-

>

& v U
ponenssel bovitjitk, akhkor az 0j becslés a régi beuslés és a mérendd mennyiséanel az
uj meghgyeldsre vonuthozd vetilleiének dsszege (lasd 4.8, féi):aé
e a
2, 1
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nak négyzetes értelemben legjobb becslése az elftte beérkezs (i— 1) megfigyelés alap-

jan.igy az orto gonilis sorpzat /-edik generdli eleme a becslés hibavektora. Ennek meg-
felel8en az ortogonalizdlasi eljards a kGvetkez§ formdban irhato fel:

=7

Zy==Zy— Laiys

Z3=73— 133

L,=2,— 2,1 (4.71)

~

ol Z, jeidli a generalt orto«vonahs sorozat k-adik elemét, Z,,_, pedig a z, vektor
LMS becsleset a {2z, 250 ..., 2} meghigyelések aiap)an

Agenerahi {2, 7., ,Z;. ...} sSoTozatol innovacids sorozatnak nevezzik. A név
arra utal, hoz} asorozategy Letszolwes Z, eleme igy tekinthetd, mint a z, megfigy elas-

ben rejlé G informdcio, ami nem volt mLEJOSQIhatO a {2, ..., Z,_,} megfigyelések-
b6l Ez kdvetkezik Z ., generdldsi mddjabol, ami szerint els6 1épé ként az addig beérke-
zett (k—1) megf fiz le alapidn megjésoljuk a k-adik megfigyelést (2,1, 4, majd a
fuen oo l B o 5

eérkezd z,-bol | nomuk a meclosolh'ﬂoa tehéat az el6z86 megfigyelések 4ltal tartalma-
zott homponenst. Az innovacids sorozat az alabbi tulajdonségokkal rendelkezik
i

. Z, linearis fuwg_ énye 2 {z,/ ce z,f sorozat elemeinek, hiszen 2, _; definicié
: 1} elemeinek lineéris kombindcidja.
'tcl kovetkeztében Z, ortogondlisa {z,, ..., z,_;} vektorokra és az
liérre.
vicios sorozat kauzdlis lineéris operacidval szédrmaziathatd a
int ahogy az a (4.71) algoritmus ..La.qc.bél ’iiégosaﬁ kitfinik.
t elgallito operaaonak etezik a La z I inverze, amita (4.71)
5 emeire vald dtrendezéséy

duldsi problémiara. teh

ciébbl megfontolésok

médon felirhatd a (4

i6s sorozatra is, ennek
zatra szérmaziatott ered
nos alakja tehdt:
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tehét az a vektor €s az u, zaj linedris kombindcidja. Az LMS becslések linearitdsa
miatt [1asd (4.14) és (4.15) Gsszeftiggések] z, becslését a és n;, becslésének fenti linea-
1is kcmbméméjaként nyerjitk, tehat esetiinkben:

20— = UBja—n+ Bryge- 1y
Az {m,} sorozat ortogonalitdsa és nulla varhaté értéke miatt B ;,="0, tehét
gklsz:g;ﬁ’il(&-zy (4.76)

=z %ki(k——i): = U8e—s g}:él(kwi)+gk (4.77)
A rekurziv 8sszefiiggések *ehrésansz szitkség van még az alabbi auto- és kereszt-
kovariancia métrixck meghatérozasara :

y a kovariancia matrixéra kapott (4.72) szerinti §ssze-
fiiggésbe a behelyettesiiést, a kovariancia matrixokat generld rekurzié
e Flew T 71777 17 1. % FT1 e~
;’22(}\)"‘ HE T ey éfza(k—x_)'v‘lc[‘w an (k-1 Ui+ =nn(k)d ‘Ukiaa(;»,n
(4.81)
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akkor a {k— 1)-edik megfigyelés szempontiabol mér eriori ismeret (1
4.10. dbra) '

g k effiggés szerkezete a megfigvelési szek vencia hosszénak

valdban nincs ol'» an korlat a megfigyelések szdmdnak
ekLr”n becslésnél tapasztaliunk
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A priori ismeretek
A modell teljes definidlasdhoz szitkség van még a benne szere )lo elemeak statisztikai

jellemz8inek, tehat a szitkséges a priori is ismereteknek a rogzitésére.
1. A rendszer kezdeti aH‘lpom X, valdsziniliségi vektor valiozo, wiminek varhatd
értéke és kovariancia matrixa

b /
= (7

Oﬂ

E{%o}=1xos cov [¥g, Xo]= x2(0) 1.69)

2. Az {a,} bemeneti gerjesziés d-dimenzids, minden A-ru ismert determinisztikus
sorozat.

3. A v, g-dimenzids bemeneti gerjesztés, nulla varhatd ériék (i fehérza) sorozut is-
mert kovariancia métrixszal: '

E{v}=0; cov [V ¥el= Zgviays
ov [v,, v,]J=10 Y k=jre. (4.90)

o

1ecfigvelési zaj n-dimenzids, nulla varhatd értékd fehérzaj sorozat is-

4. Az {n ay
cla matrixszal:

mert kovau

»—’ \4.-‘,...:

cov | (4.91)
5. Az imént rdgzitett vald i v ¢« egymassal korreldlatlanok, azaz:
cov [v, n;]=0
cov [, %51=10, (4.92)

cov [ﬁkf XO] - {}:

lapvetl érielmezése van a mérési feladat szempontjabdl.
enletével adott, részben sztochasztikus gerjesziési
V

josd

A definidlt modellnek két
a) A modell, egy al

egy
diszkrét linedris rendszer ailapo valtozdinak becslésére szolgdl zajos megfigy

mazési k&

sz{ir6t ner 2 paraméter

elGz8ekben t feltételek jelentdsen tég za, :'; gar

engedése € i is tulajdonségok bevondsa irdnyéba. mxc‘x :7ek az 4ltaldnosi-
itt Sak utalunk a téma irodalom-

tésok ]6161’11 '> n meghaladjdk a jelen kereteket.
jegyzékében felso rolt igen béséges iro ‘

N

~ aoulinA I3 2y g o L~
4.3.4, Az egviépéses Kalman-prediktor szérmaztatdsa

v £ =

&

Az r 1épéses joslas és az r=0-nak megfelelS szilirés alapdsszefiiggéseihez a legeélra-
vezetGbben az r=1 I€péses josiasi pzoblﬁma megoldésén 4t juthatunk el

Az egylépéses Kalman-prediktor (masként Joslo sz{ir®) rekurzivan generalja az
R e Crtéket Sy ;b6 €s az aktudlisan érkezl z, megfigyelésbdl. A levezetés

soran tehat meg kell keresniink ezt a rekurziv sszefiiggést. majd 1gazolnunk kell,

276



hogy a kezdeti feltételek alkaimas megvalasztdsdval a szdrmaztatott formula korrekt
becslést ad k=0 esetre is.

Induljunk ki abbél, hogy % . -et akarjuk a {z,} megfigyelési szekvencia elemei-
vel rekurziven meghatdrozni. Mivel a megfigyelési szekvencia elemei korreldltak, a
rekurziv becslésnek a (4.72) Osszefliggések szerinti altaldnos alakjat kell alkalmaz
nunk. Ertelemszer(i behelyettesitéssel kapjuk, hogy

s pige— T Fer n(Z0)s
Eitk—1)- (4.93)

Muvel 2.y legjobb becslése a Z, innovécié alapjdn nem mds, mint a vetiilete az in-
novacids vektor komponensei &ltal kifeszitett altérre, a (4.12) dsszefiiggés felhasz-
naldsaval:

Rern(Zd=cov [Keyys Z0[cov [Z, 201712, (4.94)

Kovetkezd 1épésként meghatérozzuk a (4.94)-ben szerepl$ auto- és kereszt-
kovariancia métrixokat. A (4.88) szerinti kimeneti egyenlet és az LMS becslések
linearitasi tulajdonsdganak felhasznildsival:

£ =2~ C 20— = CZpa—n+ B (4.95)
Mivel n, korreldlatlan mind x;-val, mind %, _;y-gyel,

cov [Z, 2 0=C, D33 (Tl + Zangry (4.96)

Az 2l8z8 Bsszefliggésben

Z3R =00V [Zyjg—1y Zxje—pls (4.97)

&
!
-

( ) megfigyeléshez tartozd becslési hiba kovariancia matrixa

A (4.94) ésszef gceabm szgfeplo r\ereszd\omuanma matrix mevhaLarozasa a
bt ¥ 1 k>J j esetre végezziik el. Be-
*« orrelalatlansgat :

amibél:

covix, ., £, ]=4A, D% ;f(A;)CE (4.101)
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A4r—1

6 ' oS 3 Y 3
e r = P her %1 T L 4}( .+ B+ DY ] (4.110)

Felhasznalva az LMS becsl6k linearitési tulajdonsagét {Iésd (4.14) és (4.15)
Osszefiiggések], az el6zGekben szérmaziatoit %4, becsiés birtokdban %
kovetkezSképpen hatarozhatd meg:

Fogrr—1
o & = . T e ] 4777
K= Ppesn), (A»-l)“(ﬁ«l)[k"}' A Bes e pIBEA+ D] (4.111)
Tt
mivel, mint.mar korabban en ..its.tu.L. a {% } sorozat elemei korreldlatlanok a j-edik
idGpillanatig beérkezE megfigvelésekkel minden k= j-re. A becslési hiba pedig:
ktre1
T — 5 e R *« nTeT
LK (kA7) ‘y(l ) (k1) = nx(lx-— 1y “‘}(A«r) (k+ 1)+ ; @(A——r) {i+ 1 w(l) i zﬁ/. k+ra(i+1)
J=k1 ,
(4.112)
Az egylépéses prediktorra nyert Ssszefiiggéseket kiegészitve a ( di1)és (4.112)
dsszefiiggésekkel, megkapjuk az » i€péses predikior aigoritmusat

Predikcio korreldlt zajok mellett

predzmo; szarmaztatasdh
v} és {mgd zaj szewenc é
rordul azonban, hogy a {7
vezethet8k vissza, ami mia 1t
meretek a kovetkez8k szerin

cov v, n

redikeit algoriimusa ;5(107;%!1;11U? a fenti Osszefd
rmulab hal vald Regészitdadvel nyerheté




Megjegyzések :

1. AZ X4, 1. becslésre nyert rekurziv 6sszefiiggés kis dtalakitdssal a kdvetkezd-
képpen irhato fel:

% = (A g +B,u,.+G
K= (B GLCIR e T Bu + Gzpe

-~

4.116)

Lathato, hogy ez nem mas, mint az ¥, , ;. szekvenciat differencia egyenlet,
vagy mdsként, a Aalma/z-pﬁdmtolnc.k. mint lineéris, id iéi_sﬁ dinamikus rend-
szernek az édllapotvéltozds alakja. [EbbSl az alakbél kovetkezik, hogy a Kalman-
prediktor aszimptotikus tulajdonsdgainak, stabilitdsdnak vizsgdla é nalaz (4, —G,C.)
coylépéses allapotatmenet matrixnak van ak\p etd jelenifsége.]

2. A becslési hiba kovariancia métrizdra is szarmagztathaté egy

’ﬂ ﬁh
&
a:“

T~ = T e A Fa + NT = s
X 3 ( - ( {;ka) Z X% (k)(-“*k"’ A 'A‘*{:k) T Q;\' Lm;\-)@'{ e
‘:" Gk ‘”DB(A)@,{ "Dk Zm(,; /J 6 ‘“m(l} { 4'117)

z‘-.“

n

a 1 nti alak a QZamltdSl hibékra kevésbé érzékeny, ezért olyan ese-

igazolhatd, ho v
kitési hibdk jeleniGsek lehetnek, ezt a format célszerti ¢ Jlkalmazni.

tekben, ahol a

g"
g5
ker

Ha a {z,} megfigyelési szekvencia alapjén alla-
otvaltozd vektort akarjuk becsiilni, ilap-

potval kt karjuk becs I

Osszefiigeéseit kozvetlentil a korreldlt L} ogs

{8,} zajokra a (4.113) bsszefiiggés tehes 1
A rekurziv becslések Altalanos alakist

M
H
J

}

+1K§k+!%

4

20
j®
et

o
[
<
-

S

W
3

hr >znahun1\ ak
4k kovariancia

(4.119)

|
W
e
w
=
{2
>
&
x



A zaj szekvenciak korrelaltsaga miatt v, nem korrelélatlan z;-val, ezért ¥,,, nem
nulla. Meghatdrozasahoz ismét a (4.72) sszefiiggés megfeleld alakjat haszndljuk,
ami szerint

3 ~ e —1 _ ~ 5 .
V6= VT THEZD= Zagy B wolze— CuRe il (4.120)

Ezt behelvettesitve (4.119)-be kapiuk hogy
Xpe 4= (A= D Doy Zanlin Cel R 1t Bitit P Tongy Sam () e (4.121)

A kovetkezl 1épés X . 1(Z,. ;) meghatdrozasa. A (4.94) bsszefiiggés analogidjara :

Tor Err =00V [Kepp Ty qdoov [Z, Zi 07 2

Az egylépéses prediktor szarmaztatdsédnal kozélt gondolatmenet ¢s az eredmények
értelemszerii alkalmazésdval:

cov [%epp Zrn]= B33 0e110C ¢l
és
cov {Z,.,. Ek+1]:€/\-+1Z§§(k+1}k)cz+l+ Zongk+ 1y
amikkel:
e n(Fe 0= 3% g 10 T il 1 23 7 0Tl e 1 Zanga ] ™1
Az 1= Cosr R jal- (4.122)

Behelyettesitve (4. 121)-et és (4.122)-t a (4.118) szerinti kiinduld dsszefiigadsbe,
megkapjuk a sziirési egyenletet. Az egyszerfiség kedvéért a formulat csak arru oz
esetre irjuk fel, mikor Z,,=96, tehdt a zajok korreldlatlanok. A behelyettesitések
utdn az eredmeény :

‘X(n*l)‘(k*l) A%, kTBﬁA +GA—-1[Z e Y- %k]k—{:’*igkul\]
;1= DXY '-lli)ﬁix—i{g‘:}\JdZ;?—(kJ-Z oChla1t Banger ] ™l (4.123)

e —_— Tl Para bl JUNEY ;
o107 Bxo Zax0) SOl l‘m(a)\«u‘f‘ Zonn] “Hzo— Coixo)- (4.124)

rixa ‘Ldi"

BT -
=X K 1

-

1

o

i zajok korr
[L\LL’7 Vudiﬁ




Osszefoglalds

Ahogy a bevezetGben 1s emlitettiik, a jelen attekintés célja a Aalman-sziiréssel kap-
csolatos néhany alapvetd eredmeny bemutatdsa 2 modszer 1ényegének, tulajdonsiagai-
nak ismertetése ¢rdekében. Terjedehni korlatok miatt nem foglalkoztunk szamos
olyan kérdéssel, ami jelentdségében nem marad el az ismertetettekt§] (pl. a simitdsi
problémak), csak a nagyobb algebrai bonyolulisig miatt nem volt mo6d a részletes
targ)u asra. Befejezésil o»zafoolahu}\ a Kalmon-szr8k elméletének néhany tovabbi
jelentSs eredményét, amik az irodalomban részletes forméban megtaldlhatdk.

1. Kalman-sz{irG szarmaztathaté a simitdsi problémdra is, mikor az x, alla 1pot
becslését a {z;}, j>k megfigyeiési szekvenciaval akarjuk meghatdrozni. A simité szii-

rone

=

k 18bb forméja létezik. Az egyik a rigzitett gdogﬁ}iana Ta SZarmaztatoit sziird,
1 %, be cslését a nGvekvs {z;}, j>k sorozat elemeibGi 4llitja el6. A masik valtozat
gz tc késleltetésii szuro. ami az aktnalis mvgﬁgveies idSpillanatatol rivgritett

ami
)
7 lépéses késleltetésre levs dllapotvaltozd becsigsét szolgaltatia. A harmadik véltozat
a répzitett intervallum simitds, ami egy [0, ¥] intervallum czisej ére s.,armaztatja az
4

o)

allapotvélio m opmﬁms becslését, az ugyancbbe az intervallumba es€ megfigyelések

S

3 A W iener-¢s Ka r!ma -sz{r ok kozot tia
stacionérius zajok melleit értelmezhetd &
¢

csak sz«rmazﬁatésa 2 frekvencia t ztomany-
n toriénik, addig az utdbbi nemstacionérius esetben is alkalmazhaté és szérmaz-
az id8tartomanyra vonatkozik. Hzen }’ ’é-zbségek elienére a két sziirGtipus

Jé'i meghatarozott ka pcsoTaL taldlhaté. Bebizonyithaté, hogy az id8invaridns

re €s stacionirius zajokra szarmaztat ‘u Kaln , &am /iben aszimpto-

, stabil, dlanddsuli dllapotdban ckvivalens a megfeleld kauzélis Wiener-

S‘QA = o !

VR v}




hogy a kapott alak megegyezik a 3.3.2. pontban szdrmaztatott GM becslgvel. Ezzel
igazoljuk, hogy a GM becsls optimalitdsa a linedris becsl8k kdzdtt nincs korlatozva
a Gauss-statisztikara, azaz egyike a négyzetes értelemben optimélis linedris mérési
eljarésoknak.

4.4.1. A vizsgalt modell

,

Legyen a vizsgalt modell
z=1ja+n : _ (4.129)

alaky, ahol z az n-dimenzi6s megfigyelési i vektor, a az m-dimenzids mérendd vektor,
o az n-dimenzids megfigyelési zaj és U egy mXn-es, ismert elemeket tartalmazé mat-
rix. A priori ismeretnek tételezziik fel az n valdsziniiségi vektorvaltozd varhato érté-
két és kovariancia matrixat:

E{m}=0; E{mT}=Z,_. (4.130)

r

Ezen modeil egy lchetséoes i'ne*z; etéci ja, hogy n-szer megmériink egy m ismeretlen
& 1ViS a7 egyes mérések egvmassal korrelalt

T
zajjal terheltek.

A feladat a négyzetes értelemben optimélis, linedris, torzitatlan becslésének
& gy-nek meghatérozdsa:

23

=Gz, (4.131)

ahol az optimalis becslét 8 G egy nxm-es matrix. A becsl§ szdrmaztatdsdnal
kikotéstink, hogy torzitatlan legyen, azaz

E{g}=a (4.132)
teljesiilion. Behelyettesitve a fenti dsszef liggésbe (4.131) és (4.129)-¢t, a torzitatlan-
ség feltétele a kovetkezd formaba irhatd art:

L\

(4.133)

e bontva a kdvetkezd

LN
—
[
BN

i=
ahol gf a éC mairix i-edik sora.



A feladat tehat a fenti Osszefiiggést minimald G matrix megkeresése a

GU=1

feltétel betartdsa mellett.
A problémét komponensekre bontva is megfogalmazhatjuk, ami szerint az
i—edlk optimalési probléma a
T 5

€; <nnf;
minimaldsa a

glu;=06, j=1,2,...,m '4.136)

feltétel betartasa mellett, ahol u; az U matrix j-edik oszlopa és 0;; a Kronecker delta
filggvény.

A minimalasi feladat egyszeriibb alakra hozdsa érdekében hozzunk létre egy
olyan jelteret, ahol a belsd szorzat definiciéidndl egy alkalmas sulvfiiggvényt veze-
tiink be [lasd (2.143) Gsszefiiggés], nevezetesen:

(57)2p, =% Zaa¥.

Ebben az esetben a (4.139) Gsszefiiggés
L2 o s ag
E,gzéﬁﬁnn: (gﬂ gt)::xm { "“"/3/)

stlyozott norma minimalasat jelenti a

(8 Taml)sae=06,  J=1,2,..,m (4.138)

feliételek mellett. Az adott miniméalési probléméhoz egy szemléletes geometrial kép
rendelhetd.

Jeloljik M,-valaz {u;; j=1. ..., m} vektorok altal kifeszitett alteret és M, -val
ennek ortogonalis komplemeﬂset [Az M, minden eleme ortogonalis M/, valameny-
nyi elemére, lasd (2. 134).) Ha a (4.138) feitétel olyan lenne, hogy a g g; vektornak a

M. Mg =My,

Wi +

j

i

13

g‘ s

9 Higy
{;rg‘u sj=1. ..., m} vektorokkal vett va‘danmnn}f‘i kaldr s
Kor g, nyilvAn az M, tér eleme lenne. A feltéiel szerint vis

1t van m‘il 11601 eliérd elem. Az dsszes olyan vektor, amire ¢

o er»nci\ (lasd 2.14. abra) azaz egy Konstans ¢ v
at Mg-vel jeldlve ezt a teret, Aj =M, +c A c‘» 3
élieti. Az dbrabol lathatéan o (4.13

m mas, mint az M, altér minimalis nor

cieme, 1

sy ]
Ledbldt

szerintl
k kivélasz-

Toyede o -
gt i S

norma-ni
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tasa. Ez a minimalis normdjd elem viszont lathatéan eleme az A7, altérnek is, tehat
g, eldallithatd az {u;} vektorok linedris kombinacidjaként :

esitve a (4.138) Osszefiiggésbe, gre a kvetkezd eredményt kapjuk
e e
‘LUl e,

ahol e; egy olyan m-dimenzidés vektor. aminek i-edik komponense 1, a t5bbi pedic
nulla.

Osszevonva az » optiméldsi részprobléma megolddsa sordn szarmaztatott g; vek-
torokat, a &= m"inwz r8gzits Osszefiiggés :

GC={UTZIUI- U7z L (4.140)

4 becslés négyzetes hibdjat a G métrixra kapott eredménynek, o hibat definialod
(4.135) dsszefiiggésbe vald behelyetiesitésével nyerjiik :

= E{l8cy—allgyu—al)= V7L, U] (4.141)




négyzetes hibat miniméalja. A (4.143) szerinti négyzetes hiba a megfigyelési vektor és
a 7,,= Uz vektor killonbségének norma négyzete. Ha uvel jeloljikk az U matrix
oszlopvektorait, akkor a megﬁgye}em vektort kozelit8 z,; ve}\tor a kdvetkez8 forma-
ba irhatod:

Iy Zxﬁ (4.144)

Ebb6l az alakbdl mér kozvetleniil megfmalme. zhatjuk az optzmalaa feladatot
mint approximdcids problémat. Adott m linedrisan fiijggetlen vektor {u;;i=1, ..., mj},
amik kifeszitik az M, alteret. Keressiik az A4, altéren kiviili z vektor Zy; Approxima-
cidjat, ahol zy; az M, altérnek z-hez legk$zelebb es6 eleme. A vetitési tétel (2.3.2. pont)
értelmében 2., nem maés, mint z-nek az A, altérre es§ vetiilete. A vetiiletet meghaté-
rozd g= &LS vektort a normal egyenlet felirdsa & megoldésa ttjan nyerhetjiik:

P
N
R
=

’*!
P

i 1
§z~ —Tof.ﬂij 1, =0. (4.145)

amibdl
&; = [UTU] 117, (4.146)
A kapott eredmény természetesen megegyezik az LS becsiSre nyert korabbi
{3. fej.) osszeftiggéssel. Megallapithatjuk tehat, hogy a legkisebb r négyzeies hibajh
lineéris becsinek uwanc:ak megadhato a geometrial inte mretamé}a., és igv az LMS,
valamint GM becslGkkel egyiitt egységes keretben tdrgyalhatd.

Uakkal A hmyeoe» %rﬂoac S

van, ami szerint a pO'L becslési eljarasok négyze tes éz
becsiék és ilyen értel sn nem ko&iSdnek bizonyos a i
sokhoz, mint azt a statisztikai elemzésnél 1k,



5. Mérési adatok feldolgozasanak alapvet®d
édszerel

Az elBz6 fejezetek a mérési prob rasaval, az optimaélis
mérési eljarasok szdrmaztatéss ddszerek mindegyi-
ke a méréstechnikai gvakorlat mégis érdemes ki-
emelniink neh°-.3 oi}ﬂ*’ ad . amik killdndsen
elterjedtek és széles k& rbe ek, nevezetesen az
atlagolasnak, konfidenc essz z

a gyako lati hibaszan
nvire egy altalénos

3

n

I

o
=y
I~

[

uy

o

o

A fejezet célki ei'nezeu a.iapo
valé targyalésa £s igy tos rbgzités
veidbb eljdras az stlagolas. Mint ismeretes
feldolgozast ¢s & mérési eredmények meg-

ot
s
-
]
o
%

kozépér It k, spektrum s
szintiségi valtozd egy-
nem képes teljesen me

méleti varhatdért L:-};épzést ig) az eljaras ter-
vezbiénak Oondoskod kell§ hatékonysagh helyettesitésérél — olyan
adameldoloozdmol ame Sdon megvalOsithatd és igen jol kozeliti meg

az eime}eu va"bcuoert

agzxuarrok tdrvénye értelmében biztositja az
enciat. Ha tehdt {z,} 4 mér s soran elballitott,
Tt endelkezd véletlen

zléssal és p. kbzé el 1
i eredmény megkozelitésére igen alkalmas eszkoz-

“‘*CJ
NS

1 0z0 sorozm, aklx or a
1ek bizonyul ¢



b= 2 2 (5.1)

Az 4tlagolas ugyanakkor az e16z8 fejezetekben megismert becsiési eljérasok egy spe-
cijlis esetének is tekinthetd, és ennek megfelelfen értelmezhetSk rajta a becslési el-
jérasok vizsgalt tulajdonsdgal mint pl.: a konzisztencie, torzitds, variancia, hata-

7
Q
o
1]
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s & meghigyelési kOrillményekre vonatkozé a priori ismerstek r6gzitése mel-
i, hiszen, mint az 16z8ck
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intézisében egyarant meghatdrozdk.

oz

el

[ &% ax (5.3)

fe——
tq -
=)

I

2
pes

A
PR S
I

szérésnégyzete

I=h
Q
ot

‘5.

,

1. Az iménti modell a diszkrét esetet irja le, és a vizsgalatokat is erre az esetre
végezzitk el. A folytonos esetre vald kiterjesztés a:

[\
GO
D



T
u:.-.lf] (1) dt (55)
0

modell alapjan nem jelent nehézséget.
2. Bar a modell kozvetleniil a megfigyelések kozépértékének becslésére vonat-
kozik, az eredményeket egyszer{ien kiterjeszthetjilk mas esetre is. Legyen pl.:

mk:: ZZ, (5.6)

azaz képezzik az m vektort, aminek komponensei a z megfigyelési vektor komponen-
seinek n-edik hatvanya. :

Ekkor az:
m={,e+1n, (5.7)

felbontdssal a megfigyelések n-edik momentuménak becslését modellezhetjilk, ha
U, a keresett momentum €s n,, a megfigyelések n-edik hatvanyadnak az u, kdzépér-
téktd] vald eltérését leird zajvektor.

Hasonldan, ha:
=22k (5.8)

akkor ezzel a modellel a korrelaciofiiggvény becslését irhatjuk le.

3. Fontos ismételten hangstlyozni, hogy az 4tlagolast a megfigyelések (mésként
mérési adatok) vagy azok valamilyen fiiggvénye kozépériékének becslése szempontjd-
bol elemezziik. Ezt az indokolja, hogy az atlagoldst legtébbszor erre a mérési feladat-
ra hasznaljuk, de természetesen el6fordul mas alkalmazas is.

4. Az (5.4) jelmodellrdl altalaban azt szokas feltételezni, hogy a jellemz8i 1d6-
ben nem valtoznak, a jelmodell tehat staciondrius. Ezzel a feltételezéssel mi is élni
fogunk az 4tlagolds tovabbi vizsgdlatdnal. A stacionaritds jelenléte, ill. hidnya lénye-
gesen befolyasolja az atlagolas statisztikai tulajdonsagait, nevezetesen a kozépériék-
becslés torzitasat (1. 3.2, szakasz).

Ha a megfigyelés kdzépértéke idSben nem valtozik -— az atlag varhaid éricke
azonos a mérendd k&zépériékkel:

(5.9)

torzitas tehat nem 1ép fel
b=E{i}—u.=0. (5.10)

IdGben valtozd (nem stacionarius) z.= (k) kdzEpériék esetén az id8ben egymistol
tavolesd és az id6fiiggés miatt amplitaddban eltér§ p (k) éridkek megnehezitik a kép-
zett dtlag kiértékelhet8ségét, akdrmelyik idGpillanatban is szeretnénk a kdzépériéket
becsiilni, az atlag torzitott lesz:
1 "1—1
b(L)= w{L—N+1+k)—u{L)=0. (5.11)
N &
Nem staciondrius kozépériék esetében tehat az dtlagolds veszit az ulkalmuzha
4bol. Egy 4thidalé megolddské t a mozgd atlagoldst szokds alkabmaznl. A mozgd
atlagolds megtartja az atlagolds egyszer{l ulakyat & megvaldsithatosdgds, lerdvidit




azonban a meeﬁgyelési idGintervallumot, amivel a kozépérték régebbi értékeit figyel-
men kiviil hagyja és a torzitast csokkenti. Az elmondottakb6l érthetd, hogy a mozgo
atlagolast lassan véaltozo kozépérték esetében érdemes csak alkalmazni. A mozgd at-
lagolasrol az atlagolés tipusaival foglalkozoé 5.1.2. pontban lesz sz6 bSvebben,
5. Az €l6z6 megjegyzésben foglaltak természetesen érvényesek folytonos esetben
is, amikor g =const esetén :
T

b=E{i.}— #—E{ fé(t)dt} s :"‘f“ di—p,=0, (5.12)
Q

11, id8ben valtozd u,= (1) kbzépériék esetén:
T

b(z):-lf j u(1—T+7) dr—u (1) =0. (5.13)
0

Az dtlagolds statisztikai tulajdonsdgainak vizsgdlatdnal tovébbiakban feltételez-
ziik p, kozépérték konstans voitat. Ezzel olvan, a gyakorlatban széleskoriien alkal-
mazhaté esetekre szoritkozunk, amelyeknél az atlagolas egyszerti modon kiériékel-
het§ mérési eredményt szolgaltat.

A kovetkezbkben, az mlaszolas tipusainak attekintése utdn, megvizsgéliuk az
dtlagolas jelatviteli és statisztikal tulajdonségait. Az utdbbindl a priori statisztikai
feltételezésként kiemeljitk a zajvektor egy-egy igen fontos specialis esetét.

5.1.2. Az atlagolas tipusai

Az atlagolds tipusaindl az (5.1.1.) szakaszban bevezeteit 4ltaldnos egyenletes atlago-
lassal kapesolatos, il a belble szédrmaztatoit, elterjedten hasznélt atlagolédsiformmula-
kat tekintjiik 4t. Az atlagolds killonboz8 tipusaihoz olyan formuldk tartoznak, ame-
ivek bdr formdajukban eltéréek, hatdsukban minden vonatkozasban az (5.7) képlettel
azonosak (pl. rekurziv atlagolds). Mésesetet jelentenek az (5.7) formula mddositdsa-
val nyert atlagoldsitipusck, amik egy meghatdrozott mérésicél (mozgs, exporencaalﬂ
atlagolas), ill. azegyszeriibb memalosnnato & é dekében (kettes hatvényaival stlvo-
zott rekurziv atldﬂolaS) az ¢l6z8 idedlis atlagolastdl valamilyen modon eltérnek.

g
=

g
olé

Idedlis dilagolds

Az atlagolas a folytonos és o diszkrét 1d0tartoméanyhe kovetkez6 formulaval ir-
haté fel
_ T

1 ‘\% 10 : 5 74)

f.=— > z{k), d.=-— | z(t)dr. (5.14)
TN = L
0

Ezez osszd gg_é ekné az a as, oy az ¢lobbi pontban szd is voli,

AH\M—

gu unumdb&n "( }
5.1.1. pont).



Az SsszetiiggésskbOl kdzvetleniil megéliapithats, hogy :
— az 4tlagolas linedris operacid, tovabba az iménti alak
— nemrekurziv jellegts.

IMegjegyzés: A nemrekurziv je
atlagképzes elvégzéséhez ki kell v
ni az egyes r:egﬁ.o.yeiase oyidej

[N
t‘T) fa:‘

1 o
igényes adatfeldolgozasi forma és mint olyan korlétozotian aikalmazhaté a gyakor-
iatban. A probién:aak 4thidalését 2 rekurziv dtlagolds biztoskija
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™
o
Eé‘f

o mmden L’1J megfigvelés utdn elBallitja az aktualis dtlagoldsszamboz tartozé
mérési eredményt
4 ] gy meglehet8sen
1

yeks kzotti idGben
nfivelet, a k-val s SZLab elvégzésére va

I
2]
™
f
e
(7]
[
ga
W
Dy
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on-iine feldolgo
kozelitd azl gol

ISR IEN

.
/3 /)
£.(0)=0 k=1,2,...
ahol az M (k) egész értékil figgvény kielégiti a
2511(!:)_5 '7{<2M‘(A;-1
egyenlbilenséget.
A megooldas eldnve, hog zok4sos arit 1kdknal epész hatvanviaval vald
A megoldas elbnye, hogy 2 szokésos aritmetikd ndl a 2 egész hatvanyaval vald
osztas egyszer(l 1éptetéssel megvaldsithaté é€s ily médon az 4tlagolds sebessége méar

\w/

nem az atlagképzés idGigényességéiQl, hanem inkébb az adatszerzés {A[D atalakitds
sebességéidl fiigg. o itrdnya, hogy az iménti kozelit algommLs noveli
& becslés variancigjat (1. 5. ont), ami az M (k) fiiggvény modositasaval azonban

javithatd.
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Fliggetien mintavételi értékeket feltételezve és elhanyagolva a véges széhosszi-
ség miatti problémakat, kedvez§bb eredményre jutunk, ha az algoritmus az:
1

o aRflD— - St 7, -~ -
e s S AR/ S = N A {5.18)
Ssszefilggés szerinti.
Térjlink most &t az (5.1), 111, (5.14) Atlagolss olvan mé dosnasazra, melyek egy
meghatdrozott mérési cél érdekében viltoziatjak meg az 4tlagolés aiapmlagdo-‘
sdgait

(ill. annak rekurziv forméja) kiterjedt a
! gﬁg elések azonos stllyal épiilnek a k&-
idéb n {lassan} valiozo, a7 ( 5.14) &tlagolas

haszndlata, ahogy ezt el&bb lattuk, torzitott ersmeﬂyeknea vezet. A régl meOﬁcyele-
sek & kézépért' aktudlis értékére nézve informiciét nem hordoznak, mégis az j
mcgﬁg ckkel azonos stllyal szerepelnek az éﬂao képzésénél.

bivma részben) elkeriilhetl, a torzitds cskkenthet§ a régi megfigyelések
= =he)

ﬁgyeime“z kiviil hagvasdval, a megiigyelési 1d intervallum mintegy ,,levagés

A mozgd dtlagoldst definidld Ssszefiiggések tehdt:

o
&
£
It

Exponencidlis dtlagolds

1

Az exponencialis dtlagolas nem sziikiti le a me
régi menﬁvyeh.seket eg 3«re M\Lno sullya 1 ves
azok értékér).

figvelés idSintervallumét, azonban a
i figyelembe (fokozatosan ,.elfelejti”
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Az exponencidlis atlagolas képlete :

x 1 [Q—l]f 0=
plo= 3 Gwtk -, wh=10( 0 ) (5.23)
== 0 méshol,
L : ! e”F 0=q,
,u:(t)zfz(r)w(t—f) dr, w(t)=1{k - (5.24)
: 0 mashol,

ahol Q az atlagolés felejtési idGallandéja.
Az exponenciélis atlagolés felirhatd rekurziv alakban is:

. . 1 . e
(0= (k= 1)+ 45 L2k )=l 1), (5.25)
ill. - '
ﬁ;(k)-—-%i—ﬁ;(k— 1>+3§z<k). (5.26)
Az (5.16) rekurziv alakkal ellentétben a régi 4tlag régzitett, 1-nél kisebb ardny-
ban épiil bele az \j dtlagba, ily modon a régi megfigye Jések exponenciélisan csékkend

sullval szélnak bele az 4j 4tlag képzésébe.

5.1.3. Az atlagolas jelatviteli jellemzdi

Ebben a pontban az atlagolast a lineéris, dinamikus rendszerck leird fiicevényeivel
kS IleLGlfomLk Konmm belathato, hoox a felsorolt dfld- s1tipusoh rmnrk yike
linedris operécio, azonban nem rrmdej},im foghat6 fel inedris. dinumikus, 1ddinva-
rians rendszernck.
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Az 5.1. dbrdn az egyes atlagolastipusok altal képviselt és a megfigyelési interval-
lumon értelmezett ablakokat latjuk.

Mindegyik atlagoléstipus linearis ugyan a megfigyvelésekre nézve, az a) és b) eset-
ként feltiintetett kozOnséges és kozelits atlagolds azonban nem idGinvarians (mivel
szakaszosan allitja el§ a kozépérték becslését €s az egyes szakaszokhoz tartozo ablak-
fiiggvény eltér§ amplitidémenetiel rendelkezik) és igy nem irhato le sem stlyfiigg-
vénnyel, sem frekvenciakarakterisztikaval.

A mozgb és exponencialis atlagolds (5.20), (5.21), (5.23), (5.24) Gsszefiipgé-
seibdl l4tni lehet viszont, hogy ezen atlagolastipusok :

— linearis, dinamikus, id6invaridns rendszereknek tekinthetSk w(k), ill. w()
sulyfiiggvénnyel ;

— mindkét atlagolds a mérési eredményt ennek megfelelSen nem szakaszosan,
hanem folyamatosan szolgdltatja.

Mindezek alapjan a mozgd és exponencidlis Atlagolasnak meghatérozhaid a
frekvenciaatviteli karakterisztikaja.

Mozgd datlagolds — frekvenciadtviteli karakterisziika

Diszkrét esetben az atviteli fiiggvényt az (5.20) sulyfiiggvény /7 transzformaldséval
nyerjik :

~ 1 . T I PP
H(z)z;zﬁ{w(k)}:—/\?(l—l.-z A S e T /5.27}

N 1=z

amibd! a frekvenciadtviteli karakterisztika

1 sm (NexT )

/5.28}
“sin (wT/2) 2) |

V()=

H

A diszkrét idejli mozzd atlagolas frekvencindivitell hurakterisziikéiat az 3.2, diva
szemlélieti.

F )I\ tonos esetben az dilagold dvviteli figovény e vény Lapface- (ill
Fourier-) transzformi \mu :
Hisi= Liw(i)}==(1-¢" "), 529
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| sin ——
! 2
H(o)| = ———1.
2 (3.37)

i
A frekvenciadtviteli karﬂuenszhka menete az 5.3, dbrdn lathatd
A frekvenciadtviteli karakterisztikabdl a mozgd étlagolds
iuiajdonséca fedhet€ fel.

. Ha az 4tlagolasi id8, vagy az atlagoldsszam ndvekszik, az atlagolé egyre job-
ban Jnvoma a nem nulla frekvencids hO"’?pO'le"iSd\w., 7az m':ztegy kisz{iri az id8-

invarians atlagériéket.

H{w)
o
/A
i
/A
i
/‘\\
1 /ﬁ\\\/ \! N P
_ -’+_7' 7_&'_ n 41 5n
T T T T T
2k

2. Az atlagolé elnyomja az w=

el

esetben) frekvencidkat. Ez a tulaidor
zavarjelek elnyomésira, omem}nbp
id§ kapcbolataf..

£
cr,,,

His)= L{w()y=1r—

i
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5.4. &bra. Az exponencidlis atlagolés frekvenciagivitell karakterisztikaja, diszkrér eset
()= —— /5.36)
H{w)j=————— . {5.36)
Y1+ wK?

A frekvenciaatviteli karakterisztikat folytonos eset szémara az 5.5. dbra szemléltett.
Az exponencidlis atiagoias fontosabb jdatm o qdonségaﬁ a kivetkezk

G- ué} ac»ubb igy nem 1 d H\ezﬂf zgé Jaw lés 'smeztezett tulajdonsagaival.
AKLQ 1d6éH ndo 1ovek.>evez az 4tla i

1%

2. 2 T ¥
151 killonbodzs frekvencidkat, kiszfirve a jelbél az idSvarians komponensét.

t
e e s e L. . .. i . 1
atvitethez tartozd hatérfrekvencia a;:—; JMlo==—arccos |1 — === \ .
| 2

< i

z exponencialis avdazolis frekvenciaaivitel T r Fionos eset

x,1(3\oszt9 segitség xel (1 3 6 ao/a)

A kdvetkez8kben az 4tl lagolas statisztikai tulajdonségait vizsgaljuk a kdzépérik
becslésénél mint mérési feladatnal. Enn }\ soran elemerzzilk 2 becslés torzitasat, va-
riancidjat és optimalitdsat.

O

|
;%= K=RC
1

5.6. abra. A folytonos exponencialis atlagolds megvaldsitasa
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5.1.4. Az atlagolas torzitasi tulajdonsagai

Els§ 1épésként az idedlis atlagolési algoritmusok torzitdsat vizsgaljuk, amik tehdt
visszavezethet8k az (3.7)

alakra, fiiggetlentil a felirds forméjatdl (rekurziv dtlagolds, mozgd dtlagolds).
Az idedlis ditlagolds torzitdsa

Az atlagolassal létrehozott becslés a vizsgalt jelmodellnél

u Z z(k )—ﬁ 2 [ﬂz%-n(k)]. (537)
A becslés feltételes varhaté értéke a 3. fejezet alapjan:
{1 K1 B
Bl p}=E, iz 21 [utn@] | g } o (5.38)

’

mivel az 5.1.1. pont szerint 5 a megfigyelések kozépériékétdl vett eltéréseket leird

zajvektor, azaz
E,{n(ky}=0.

?\ieOéﬂapithatjuk tehét, hogy ha a kozépériék id6ben allandd (I. 5.1.1. pont)
dealis atlagoléssal végzett kizpértékbecslés feltételesen, és fgy feltéte nélkil is

fl Q

szle
— Az adago}e.s torzitatlan becslést eredményez abban az esetben is, ha a i, nem
ség, hanem egy + ,aloqzmusegz valtozo (feltéve LC-THCSZCL@SC"

.}{-é‘ Leke (reahzfmz Gja). A mcsule'zco k zm-
z aﬂaoolas hatékony ség”u nem befoly a:oha
stans, annak eredetét8! iy : edeﬂul
ébbn fiiggetlen az n zajvel
ét 51, korrelécidjatol sth.),

Megijegyzések :

1. Jegyezzitk meg ismételten, hogy a kdzépértékbecslés torzitatlansé gat elsGsor-
ban a kozépérték stacionaritdsa (idSbeli dllandosiga) biztositje, az cl8bbi megalla-
pitasok csak e feltétel mdlezt érvénvesek.

2. Az a tény, hogy az atlagolds mind feliételesen, mind feltc
becsl az a pnon ismeretektSl fliggetleniil (a zajvekior statisz s
fiiggetlenitl), igen kedvem tulajdonsig a mérési adatok ’ddc]g Asa €s az eredmény
eﬁ“mlhctoswa $Zemponij iabol.

3. Folytonos idealis atlagolas szintén torzitatlan becsld, mivel:

208
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1

T
. 11 ]
Bl | 0=E, [ [ lecrntola =i (5.39)
0
£s a feltételes, valamint feltétel nélkiili torzitas zérus.

A nem idedlis dtlagoldsok torzitdsa

Az 5.1.2. pontban térgyalt atlaoolastlpusok k&ziil nemn idedlis, tehat az (5.1) alakkal
nem rendelkezd, a kozelit6 rekurziv és az exponencidlis dtlagolés. Ha az idealist6l el-
tér§ atlagolast a kdvetkezd formuldval:

i ‘1

A= 2, wulk (5.40)
jellemezziik, akkor a torzitatlansag sziikséges feliétele 2
N1
<
2, %n=1. (541)
n={
Az idedlis s nem idedlis dtlagolds Ssszehasonlitdsa céljabodl a nem idedlis atla-
golast ugyanolyan jelmodell mellett vizsgaljuk, amikor tehdt az idedlis dtlagolés tor-
zitatlan,

Kozelitd rekurziv dtlagolds

A kozelit8 rekurziv Atlagolas (3.17) szerinti alakja mind feltételesen, mind feltétel
nélkill torzitatian.

Teljes indukciéval bebizonyithatd, hogy
tmlaﬁ atlagolﬂshoz »fe7et amehbe*l az j mey

ziv formula torzi-
ozitiv, 1-nél kisebb

il z(1 {

L

3

S
A

. IR Lo S1- -, - s B cmltactiis o /5 A7 Fatrfeals  canteral s
is atlagolds rekurziv formuldia nem teljesiti az (5.42) feliételt, mivel:



Folytonos esetben a torzitds az (5.
vézolt levezetéshez hasonldan. A torzitd

L

A diszkrét esethez hasonldan a torzitds az atlagolasi iddvel forditott ardnyban
csbkken, igy a becslés szintén aszimptotikusan torzitatlan.

Megjegyzések :

1. A torzitds oka az ideslis és a nem i as i kiilonb-
ség volt, olvan jelmodell (mérési korilmények) mellett, amely idealis esetben bizto-
sitja a becslés t tatla 4 fi 61 vald «

lehet egy jé

A variancia
set
zat (diszkrét es
jellemzd. M
(3.20), 11l ¢
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5.7. abra. Az integrélasi tartoméanyok transzformacidja

Mivel az integrandus nem fiigg 7-tdl az
alakba:

T
1 e o e .
Coa=7 | T-EDC.(+ 5 di. (5.56)
-7
rendezve megkapjuk az (35.57) diszkrét formula folytonos

Az (5.56) képletet at
idejill megfelelSjét :

I {0 1&0 .
ca(f)=— | Co(rriy i3t gs '5.57)
C'—‘-'('f)dT “’_':(l“jr'i:)’%l T ;d‘ ‘/‘}5)
""__ N &
Az idedlis folytonos 4tlagolds variancidja ennek alapjén
NS (Y SR SRR
var iy =C53{0== | C.{&5) i~ 1(1; {5.38)
z o 7 LA 2l 3 /
A ;I iy £ j
-T
Korreldlarlan megfigyelések esete
Vizsgaljuk most meg, hogyan alakul a becsiilt k6zépéridk variancidja abban a konk-
rét esetben, amikor az egymasutan végzett megfigyelések korreldlatianok. A zajvek-
tor kovariancigjarél feltételezziik tehat, hogy:
£
o, ha k=0 e ent
C(k)=1" , j1 5.59)
0 mas esetben
Korreldlatlan megfigyeléseknél a mozgd atlagolds kovarianciafiiggvénye az
(5.52) alapjan
0,2 i :i k
5 1J T AT 1
Cor(i)=1¥ {1 = W-1),...,0,...,N=1 (560)
' N 4 més esetben. '



Az idealis 4tlagolds variancidja pedig az (5.53) Osszefliggés alapjén :

!: 1o

var {,}=C 1 (op (561)

Megjegyzések :

1. Folytonos idej{i esetben a korreldlatlan (fehér) zaj egy, valdsdgban nem el-
forduld idealizalt kép. Ilyen zaj esetében a kdzépérték pontos becsléséhez szitkséges
megfigyelési idSintervallum hossza tetszdlegesen rovid lehet

1 [ .
j—}j z(t) di=p., minden T, >0-ra.

Az (5.60), (5.61) bsszefiiggésekhez hasonldé eredményre jutunk, ha a zaj ko-
varianciafiiggvényérdl feltételezzitk annak impulzusszer{i alakjat. Ilyenkor az (5.57)
ntegral aldl kiemelhetjitk a zaj kovariancidja mellett szerepl stlyfiiggvényt, amibsl
a teljesitménys{irliség-fiiggvény felhasznaldsdval {l. (2.11)]:

C;;{i):; §1~—{,f:l]f6’2:(r) drzil———;:[} "}(O} (5.62)
TUT
ill.
var {f1.}=C330)=—"7~ S’"’(O) (5.63)

2. Az (5.61), (5.63) bsszefliggésekbbllathatd, hogy fiiggetlen (ill. folytonos ideji
esetben kozel fliggetien) megfigyelések esetén az idedlis atlagolas az atlagoldsszdm-
mal, ill. az 4tlagoldsi id6vel forditott ardnyban cstkkenti a kézépértékbecslés varian-
Ciéjét a megfigyelések varianci&djahoz képest.

Az (5.61),(5.63) 6ssze?ug(zesekbo* 14thaté az is, hogy a lehet§ legjobb becs-

I&s élde}:\EDuﬂ nagy N, ill. T értékekre kell tdrekedni. A mozgé at é ’z agolasnal azonban
az atlagolds hossza nem lehet ttlségosan nagy, mert az alkalmazasok tObbségénél
és a ndvekvd 4tla-

nozgod adagolass 1 dobvn lessan valtozéd kozepe*te et becsiilit k
ol4si id@vel ardnyosan ndvekedne a becslés torzitasa.

Uf‘) st}

Korreldlt megfigyelések esete

A sokféleképpen korreldlt megfigyelésck kozil azt azi g altaldnos esetet vizsgdljuk,
amikor a zajvektor korrelacid-, ill. kovariancia gg tnye exponencidlisan lecsengd:

Cnn(k‘:gggk, O<Q<1, (5,64)

Ilyenkor a diszkrét idejl mozgé atlagolds kovarianciafiiggvénye
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A folytonos Cy 7 {7) kovariencia lev
tdmaszkodunk :

var {8.)=Cz5(0)=—

, 2 (1 )
s s e
=G, :{:’:iil—';:,}_"(l—\, ); (306/}

Megjegyzések
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iiggetlenek, a becsiés tulajdonségal tovabb fognak rom
idedlis esethez viszonyitott relativ varianci
a nemidealis atlagolas és a nemidedli
nGdon novelik az eredmény variancidjét.




A kovetkez8kben a vizsgélatot csak filggetien megfigyelések esetére végezziik el,
ogymegmutassuk a nem idealis feldoigozas tulajdonsagait az idealis esetéhez képest.

oy

Kézelit§ rekurziv dtlagolds

A kbzelitd rekurziv 4tlagolds variancidja zart alakban nehezen fejezhetd ki, viszony-
lag kénn yL azonban e variancidnak szdmitogépes analizise. Az 5.8. dbrdn lathatjuk

az (5.17 Rozeﬁm atlagolas &ltal behozott, az idedlis 4tlagolds esetére viszomyitott
sz zaiékos varianciandvekményi.

».4

~

i N
100
5.8. abra. A kozelitd rekurziv atlagolés relativ varianciandvekménye

ealistol erfsen eltérs sulyiligevénye

(N

slo az 3.8. dabrdn felttintetett rela-
. d}“ﬂ’ a kozelits rekurziv atlagolas

.

xponencidlis dtlagolds
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Diszkrét €s folytonos esetben az Atlugolds varianciajat az (5.23),
alapjdn hatdrozzuk meg:
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Folytonos esetben az 4tlag variancidja 7 dtlagolasi id§ eltelte utan:
1 E
var {#A(T)}= / R—e “-——e EC(t—7) dt dr. (5.72)

Felhasznalva az 5.7. dbrdn lathaté integraldsi tartomdny- és valtozocserét azt
kapjuk, hogy:

T o273
, 1 — . -
var {41} = 575 j f e ¥C(§) didn= (5.73)
-7 |5

C(§ds

- T

Az dllanddsult eset innen 7' == hatardtmenettel nyerhet§

U S o
var {;‘:(m)}:——gj e EC {54k (574)

Kozel korreldlatlan mérési adatok esetében, amikor a C, (&) kovarianciafiigg-
vény keskeny, megkapjuk az (5.71) dsszefligeés folytonos ideili megfelelGiét:

SI? fl{ O}
2K

(5.75)

var [fi.(==)}=s

ncm,a az atlagolds idejével nem csok-
rlanciacsdkkenés arany
Domnczahs filagolas ekviv

, 1L T: 2K idejld mozgé atlagoléssal.

ﬂ/i"ef'jr»m 2765 Az
ken, adllando szi
id8ailandbidnak v 5
variancia sz ;—nmmtia bé egy N=20—
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2. Gauss-eloszlasa fliggetlen megfigyelések ese;.ebpn az idealis atlagolds egyben
maximum likelihood, ill. Gauss—Markov-féle becsls (1. 3.4.2. pont, 3.6. és 3.7. példa).
Jcc‘yezzuk itt meg, hogy ez esetben a feltételes varhatd érték, tehdt a minimahs
variancidji és & maximum a posteriori be c<loL szintén linedris fiiggvényei a megfigye-
1éseknek, a becsid képletébe beepulnek azonban a megfigyeléseken kiviila b ccstilendd
kozépérték statisztikai pqramexeru Normélis eloszlas esetén a likelihood-egyenlet a
megfigyelésekben linearis [1. (3.146)], a megno velések fiiggetlensége és azonos szd-
résa pedig biztositja a linedris becsl8 egyenietes sulyozd e }utth toit. A 3.4.1. pont-
ban elmondotiaknak értelmében a Lkel.hood-efyenlet mugoldasclbol adodé maxi-
mum likelihood becslés hatédsos [I. (3.7126)], az idedlis atlagolds tehat a feltételesen
(és feltétel nélkill) torzitatlan, Gauss-eloszlasu megfigyeléseket feldolgozéd beeslések
korében a lehetd legjobb.

5.2. Konfidencigintervallumok

A mérési eredménya konfidenciaintervallumanak meghatarozasa a gvakorlati mé-
feladata. A kdvetkezBkben dsszefogla Ju} a L nfidenciaszami-
witatunk néhdny gyakran haszndlt szdmitdsi mbdszert.

5.2.1. A konfidencizintervallum fogalma

A 3. fejezetben foglalkoziunk az optimélis becsiések szérmaztatdsaval. A zajos kér-
nyezetbdl nyert mérési adatok feldolgozasdhoz olyan eljarast (becs 81) kellett 1étre-
hozni, amely a zajjal fedett megfigy elésck és (részizges) a prioriismeret alapjan alli-
totta €18 2 mérend8 paraméterek bizonyos szempontbsl legjobb kizelitését (becs-
i
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ban eredeti értékének 1/)/N-ére csikkent. A megfigyelések N szaménak névelésével
{1, statisztikai ingadozésa a tényleges p }\ozepeneh - koritl elvileg minden hatéron tui
c>0k1\entneto konkrét mérési koritlmények k8z6tt azonban az N mindi ig v tges €3

G.-ben mindig jelen van egy véletlen jellegii komponens. A két eloszlast N=4 esetére
az 5.9. dbra szemiélieti.

\ My szépérték
7 becsiés ~N( u,0%72)
] \ zZy Megtigueles ~N{ 4,0 2

4s eredményezie optimalis { S,
w) eliérés egyes est tf:l« ben igen nagy lehet (hiszen a nor-

jov)

A e i - £
f.=-—04 és o5, =0,25. (577)




Az {5.80) &llitdsban szereplS ky és k, véletlen mennyiségek segitségével képez-
egy véletlen helyzetll, régzitett hosszlisagi:

/5.81)

e

{iséggel lefedi a u paraméter va-

k; és k, véletlen véaltozdval

ervallum tartalmazza
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Feltéve, hogy a [, becslés valdsziniiségi eloszldsa ezt lehet6vé teszi, természetes a
P,= P, valaszt4s, mivel ilyenkor a mérési eredmény megaddsandl a negativ és pozitiv
hiba valdsziniisége azonos.

désa ) 18
vonatkozolag, hogy a valddi p k6zépérték hol helyezkedik el az intervallum bel-
sejében.

6. A konfidenciaintervallum hossza az esetek t5bbségében szamithaté ez a pricri
ismeret alapjan a mérés elvégzése elbit, tehat rbgzitett. Az intervallum helyzete azon-
ban véletlen jellegfl, filgg a mindenkori konkrét mérési eredménytSl, f,-t61
2

t
Adjuk meg ezek utdn 2 konfidenciaintervallumok pontos meghatarozasat.

Konfidenciaintervallumok

Tegyiik fel, hogy a mérés,

meghatarozédsara (becslésére) irdnyul. Az g-paraméter 8

.., zy} megfigyelés alapjan hatdrozzuk meg.
a

egy ismeretlen g-paraméisr
becslését W szamt {z,, z,,

a
o

A probléma a kdvetkezd: a kiszémitott & becslés
vidlis és a mérési eredmény megadésa szempontjabdl 1
fogalmazhatunk meg az ismeretlen a-paraméierre nézve

Ha az g-paraméternsk a mért megfigyelési sorozat
véletlen esemény eredménye — azaz az g-paraméter egy
a prion eloszlasfiliggvénye adva van —, a Bayes-téiel
a-paraméternek az & becslésben feltételes a posteriorni 5 (¢
ennek alapjén a szitkséges valészintiségi 4llitdsokat,

A gyakoriati esetek nagy részében az ¢lfbb vazolt feli
a-paraméter sokszor egy ismerstlen konstans, melyrél leh
véletlen véltozd, ill. determinisziik vEny &t ér

56 C =3y i ais
egére, ségitigevény

e £ fiségfiiggvény szarmazt
hasznos '

N (v]

o]
N

az a-pe 208
fiiggvé i
niisége

letet képe

Lonkrét

o
raméte 1 1 egy, 2 METés i koriilm i
ériéktartomanyon beliil), akkor, egy elfre rogzitett 1—e¢ valdszintiség mell
den a-hoz megadhatd olyan y, és », konstans, hogy:
vi=vila. o, y=vala; e,
!
© L (5.85)
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5.10. 4bra. A konfidenciahatarok altalanos képe

A vy, v, hatdrok ilyen r6gzitése nem egyértelmtl, mivel a siirfiségfiiggvény cson-
kitdsdval figyelmen kiviil hagyott valdszinliségek ardnya szabadon vélaszthato :

71 hed
~ -

| fraglayda=e, | f24éla)di=e, (586)

Régzitett & mellett y; és p, figgvénye az g-paraméternek, az {g, &) sikon tehét
V2 ) pontparok két gbrbét hataroznak meg (1. 5.11. dbra).
Tegy 'k fel, hogy az aO-parameter becslésénél (62}’ Zy, ..., Zy megligyveléssorozat

segitségével) egy konkrét 4, becsiést kaptunk. Tegyiik fel tovabba, hog; oy 8z ao-hoz
tartozé vizszintes &ma} 1€°1€1Jebb egy-egy helyen metszi az el6bb értelmezett {a, v,)
¢s {a, yo) gbrbéket. A k, és k, metszési ‘DOH‘{O}\ fiiggvényei természetesen az & becs-
iésnek és a rogzitett ¢ valdszinfiségnelk :




Az 5.11. ébrdra tdmaszkodva tekintsiik az alabbi harom reléciét :

(a, &) D(e). (5.88)
v4(a, b}<a’“2(a, 5.89)
(8, )= a=Fal o)
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c az, hogy & véletlen véltozd 1—e valdsz
', konstanshaidrok koze esik. Ezzel szemben az ( 5.90) azt jelenti, ho

iséggel (G, ) véletlen valtozd g-nal kisebb, k,(&, &) vé
pedig ¢-ndl nagyobb, azaz a (&, k,) intervalium 1—e¢ valésziniiséggel |
raméter ismeretlen
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feliételekhez van kotve, amelyekre, a targvalds
z

; tomorsége érdekében nem tériin
Az & becslés konkrét értdke mellett, az 4 Eterl riozé konfidencia-
intervallum nagysdga fﬁgg az alkalmazott bec sé ' -
lumok annal révidebbek, minél ke

t L ) 1
: s skenyebb az 5.71. abrdr fﬁhiin"etett D{e) teriilet
viszont szorosan fligg a becslés szérasatdl. Az a-paraméter becslésére hasznalt
ulon' 628 becsl8k tehat kilonbdzd széless ségfl konfidenciainterv "%Hum khoz vezet
gyanazon konfidenciaszint {1—5) mellett. Nyilvanvalo, hogy a torzitatlan, k&-

ls eloszlast becslések koziil, a lenkvs}wnxrcbb D(&) .erulet ¢t az Gn. mini-
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malis variancidj becslés eredményezi, ¢ becsléstipus esetében tehat a szamitott kon-
fidenciaintervallumok a t6bbi becsléstipushoz viszonyitva lehetd legrovidebbek.
Szb volt arrdl, hogy ha az g-paraméter egy véletlen valtozd, melynek a priori sii-
{iségfiiggvénye adott, az ,,a” értékére vonatkozd valdsziniiségl allitast Bayes-tétel
segit s’gevei is nyerhetjik.
Legven f(a)az a-paraméter a priori sfirfiségfiiggvénye, legyen tovabba fa1.(é | @)
az & becslés, a mérési kiriilmények alapién meghatarozott feltételes slirliséefiigavé-
nye. Bayes-tétel értelmében :

Jaialé | a)f(a)

FA N ;
JEEECIETXORE

"‘1

(a]aj= ) (5.94)

"y

fc |

-p:zra“neu?mek a posteriori stirliségfiiggvenye. Az (3.94) slirliségfiige
g vel szamithatd annak az a postvnom valGszinfisége, hogy .a” értéke a ky, k, ha-
tarok kozé esik (feltéve, hogy a mérés eredménye &):

[jegyezziik meg, hog
mloszmuseoe az Ja(
A konfidenciair

ter esetén tehdt
becsiés szamara
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A kovetkezGkben bem t t}uk neham gyako ori becslési eljarasnél a konfidenciainter-
vallum szdrmaztatasat. n elsSsorban olyan statisztikai fiiggvényt 4l-
litunk eld, amely figgv é ve a mevncveié seknek {a becslés képletén ker &ESLLUI) és a
becsiilt paraméternek egyarant. E statisztikal fiiggvény eloszldsa k&t6tt alaku lesz
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(sem a megfigyelésektdl, sem a keresett paramétert6l nem fog fiiggeni). Az eloszlasbol
szarmaz6 1 —e konfidenciaszint és a y,, v, hatarok megfeleltetése az [5.5] irodalomban
talalhat6 tablazatok segitségével végezhets el. Miutdn egy adott konfidenciaszinthez a
tablazatok segitségével megtalaltuk a megfelelS v, és y, hatdrokat, felhasznalva az
(5.89) és (5.90) tipust reldcidk ekvivalencidjit, a megkapott y,, ¥, hatdrokat atirjuk
a keresett (ky, k,) konfidenciaintervallumma.

Fiiggetlen, Gauss-eloszldsii megfigyelések dtlagdnak konfidenciaintervalluma
Legyen a {zy, 2y, . . ., Zy} megfigyeléssorozat N cleme egy N(u, o?) eloszlast valdszi-
niiségl valtozo realizdcioi.

A normaélt:

= VN (5.97)

véletlen valtozd N(O, 1) (tehat -6l fiiggetlen) normalis eloszldssal rendelkezik, ami
lehet&vé teszi a konfidenciaintervallum megszerkesztését.

Legyen a konfidenciaszint 1—e, ekkor taldthatd olyan szimmetrikusan elhelyez-
il 4y = —u,  ¢rtek, hogy:

kedd u,

.8

(5.98)

Az ¢ 85 u, , egymasnak vald megfelelietése o normdlis eloszlas tablazatdbol (lasd
[3.5]) kiolv ashato.

Osszevetve az (5.89) és (5.90) bsszefiiggéscket, redményﬁl azt kapjuk, hogy
az (5.89) Osszefiiggésben szerepld vuldszinliségi esemény ekvivalens az ugva nu”’»
1—¢ alo@zmusczsel bekovetkez§
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atkozd, 1—e¢ konfidenciasziniti konf d
rvallum szerkesziése az 5.12. dbran léthaid
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Megjegyzes: Ha a konfidenciaintervallum lefedi p-t. akkor u ¢s fi_ maximalis abszo-

1t eltérése legfeljebb a konfidenciaintervalium 1z, fz félhossza, ami azonban nul-
YN

lahoz tart, minden hatdron tal ndvekvé N megfigyelésszammal. A mérési adatoh fel-

dolgozasandl elSirhatjuk peldaLl hogy régzitett 1—¢ konfidenciaszint mellett a kon-

fidenciaintervallum félhossza 1 ‘vze‘jvbb o legyen.

Ekkor az N megfigyelésszdmra be kell tarteni a
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2
N=usy

€

cwlq

2 (5.101)

feltételt.

Fiiggetlen, Gauss-eloszlasi inegfigyelések variancidjénak konfidenciaintervalluma

Az N(u.0?) eloszlasu véletlen valtozobdl vett N fiiggetlen mintdbdl (megfigyelésbsl)
a kovetkez6 modon becsiilhetjiik az ismeretlen - variancia nagysigat :
1 N
PN} -
ARl 15 3.]02
FoT 2 & A (5.102)
Az (5.102) bsszefiiggésben szerepld z,—g, véletlen valtozOk mdar nem fiiggetle-
nek, a si.-n keresztiil kapcsoldédnak egymashoz. Probaljuk meghatérozni az s*2 ta-
pasztalati szorasnégyzet eloszlas fiiggvényét. Tudjuk (1. [5.5]), hogy N darab
fuggetlen, N(0, 1) eloszlast véletlen viltozo négyzetdsszege az tin. N szabadsigl foku
42 eloszlast koveti.

(o)

( }J.Yg)

5.12. &bra. A konfidenciaintervallum

szerkeszidse
Ahhoz, hogy meghatdrozzuk, hogy az s*? szords y° eloszlasa hany szabadsdgi

Z»Losswger«’ kell transzformélni. Ezt a célt szolgalj:

fokkal rendelkezik, az (5.102) Gsszeget fiiggetlen, N(0, 1) eloszlast va tozo}\ négy-
galj
Az 577 eloszlasfiiggvényének kiszamitdsdhoz vezessilk be

yi=c ‘.——-uwﬁ.’fﬂ (;2) (5]05)
normalis eloszlasu centralizalt véletlen valtozdk . Ezzel a szérasnégyzet:
1 X N
w2__ ot = .2 Yy W 5 104
§HI= -"/"Jz)lk N {2, (5.104)
N—-1 & N

etett y; véletlen valtozok N{0, o) eloszlasu
ekt s alkalmasan megy %1




formécioval aivihetS azonos tulajdonsdgt véletlen valtozdk x7=[x,, ..., xu] vek-
toraba:

x= Ay, (5.105)

Mivel g, csak az xq, 5%
nye, tovabba a {M. Xpy o

oszlast, véges szamu meghgy
iés fiig ugeden valdsziniiségl v 'ltozék
Az (5. /08) eredmény és a 7%, eloszlds téblazatdnak {ldsd [3.5]) felhasz-
néaldsival a variancia konfidenciaintervalluma kdvetkez&képpen szerkeszthetd
Az a (.dou 1—¢ konfiden czaszmtlzez keressitk meg 2 t4bldzatban a megfeleld
Y1 . € yk_y 1. hatdrokat gy, hogy:
2 3 (5111}

. el 2 N «
Pyt 1-c<in-1=Fn-1,=1—



Mivel az (3.108) szerint:
2 (.?Vv- 1,\]5’*2
’}’.‘ i a—

WN—1 o2 {5i12)
bbbl
{, _(N—1)s*2 3
Pl o= TR ej—l—e« (5.113)
{ U
ill, a vele ekvivalens allitds:
{ o2f A7 1 =27 AT
{sF{N—-1) , s¥(N-—1
R L | R (5.114)
t“-';":’~1,1~a Ai—1,: ;
A konfidenciaintervallum tehat:
{s¥N—-1) (N—-U}
) s {5.1153)

—1.e /\~1 1—e

Fliggetlen, Gauss-eloszldsii, ismeretlen variancidjit megfigyelések kozépérickének
konfidenciaintervalluma
A kdzépériékbecsiésnél ig
"sr::z tlen. Az {5.97) he

vakori az az eset, amikor a megfigvelések variancidja is
tekintjitk a:

érielmezett valdszindiségi S
Az 2l6bb targyalt pé dékhboz 1 350’1103‘1 irjuk felaz ’1 € i\onﬁdenciaszimhez tar-
tozd valdsziniiséei allitast

Pliy_s1 v<?;@—1<f\-1,e)=1“5 (5.119)
Aldy_y 8 Iy 1-- hatarok a ty_; Student-closzlas tablazatdbdl hatdrozhatok
meg (ldsd [3.5]). Helyettesitsik az (5.118)-at az (J 119) egyenletbe és irjuk 4t



az utobbit egy konfidenciaintervallumma. A konfidenciaintervallum szirmaztatésa-
nal hasznéljuk fel a Student-féle eloszlas szimmetridjat, miszerint :

INc 1= —In_q, e (5.120)
A konfidenciaintervallumhoz vezet8 valészinfiségi 4llitas tehat :
P
P [~ oo =B YNt E): 1—e, (5.121)
il.
) oF i %
P(.Il:“t;\’——l.e"“: <+ N-l,e }:1_’8
, VN VN
és végiil a konfidenciaintervallum:
) g% ) s
oI e 2> !‘L:+ IA\"’-l,s—_:.]' (5'122)
VN YN/

Megjegyzések :

1. Az ismeretlen szoras mellett valé kozépériékbecsiés konfidenciaintervailuma
az eddigi esetekkel ellentétben nem csak véletlen helyzeti (kdzéppontja a 2, empi-
rikus atIaO) de véletlen hosszlisagt is {(az intervallum hosszisdga fiigg a mindenkori
s* empirikus széras nagysagatol). Konnyen beldthatd azonban, hog) a nbvekvé N
megfigvelésszam mellett az azonos konfidenciaszinthez tartozé konfidenciainterval-
lumok hossza sztochasztikusan nulldhoz tart :

Iy_q, ¢ —— 0. (5.123)
}/A
2. Mivel az ismeretien g pa xa'ﬁe er két b
dﬁli\EZEbIc alie mwg gyelésekbdl az ismeretlen :
tébbdmm zidsnak tekinthets, aho1 a paramét pont

Sssze, (a meg ﬁc},dé i tér természetesen N-dimenzids). A konkrét mérési erudné

jelents (u-‘ §%2) ér é kpérhoz a paramétertérben egy egés ko*xﬁd ncmt&rtoman} tar-
tozik. Az ¢lbbb levezetett (J,/b) és (5.122) konfidenciaintervallumok e konfidencia-
ia z

rtomény l\mon w-hodz, ill. o*-hez tartozd vetiiletel.

[ 4

5.3. Statisztikai probak

k:

;:ffml

-

iy
e

2 mérési adatok statisziika

potn
((CJ

A statisztikal probik o matematikai statisziika és
értékelésének fontos eszkdzel.

Statisztikai probakhoz o mérési adatok feldolgozasindl akkor folyamodunk, ha
a mérend$ jellemzd értékére, ill. a mérési adatok természetére womukozoan bizonyos
a priori ismerettel rendelkeziink €s ezt az ismeretet ellendrizni szeretnénk a konkrét
érickek kiszamitasa nélkiil. Ilyen tipikus mérési problémak pl. a mérend$ jelek
{,wm-J cllegének tesztelése, ill. a mérési adatsorozat statisztikai momentumainak rég-

zitése,
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A statisztikal probédk elméleti szempontbdl a 3. fejezetben targyalt dontéselmélet
specialis esetének tekinthetSk, bar a kett§ kozotti kapesolat, f6leg eltérd nyelvezetiik
miatt, igen elmosddott.

5.3.1. Parametrikus prébak

Véletlen kisérleteknél igen gyakori eset, hogy az adatfeldolgozas célja a véletlen me-
chunizmust leird eloszlasfilggvény valamilyen mértékdl rogzitése. A feltételezett el-
oszlasfiiggvényt (hipotézist) Gssze kell vetni a mért megfigyeléssorozat (statisztikai
minta) statisztikai tulajdonségaival, az eltérésiiket egy mérészammal kifejezni és azt
egy kiiszobértékkel osszehasonlitani. Az Osszehasonlitds eredményétSl filggen a hi-
potézist elvetjiik, ill. elfogadjuk.

A hipotézis tehat a statisztikal minta hatterében hizodé valdsziniliségi eloszlasra
(ill. eloszldsokra) vonatkozd allitds, vagy ilyen &llitdsok Gsszessége. Attol fiigeden,
hoey a hipotetikus eloszldsra vonatkozé a priori ismeret milyen mddon épiil bele a
hipotézisbe, parametrikus és nemparametrikus probakrél beszéliink. A parametrikus
probaknal feltesszitk, hogy a kérdéses eloszlas valamelyik parametrizalt eloszlas-
csaladhoz tartozik, igy a hipotézis a paraméterek (statisztikai momentumok) konk-
rét értékeire vonatkozd allitds. Nem parametrikus probakndl az eloszlas parametrikus
megaddsa nem lehetséges, a vizsgélandd hipotézis tartalmazza a vizsgdlandd eloszlas
explicit kozelit§ alakjat (1. 42 illeszkedési proba).

A statisztikai probak szoros kapcsolatban allnak a 3. fejezetben targyalt dén-
tésekkel. A legegyszeriibb statisztikai probakndl azonban rendszerint egyetlen hipo-
tézist fogalmazunk meg és teszteliink. Mivel alternativ hipotézis (ellenhipotézis) nincs
rdezitve, a dontéseknél latott likelihood ardny nem képezhet, és igy az azzal kap-
csolatos fogalmak és tesztelési algoritmusok a statisztikai probédk targyaldsabodl ki-
maradnak. A két vagy t&bb hipotézist vizsgald dontéseknél (1. 3. fejezet) egy adott
hipotézis igazolasara torekedtiink. Az egy hipotézises statisztikai probanal els@sor-
ban a hipotézis elvetésének lehet8ségét vizsgaljuk, emiatt a dontéselméleti és statisz-
tikal fogalmi apparatusban bizonyos komplemens fogalomparok lelhet8k fel. Tegyiik
fel, hogy egy véletlen kimenetel{i kisérlet sordn a [zy, z., .. ., zy] megfigyelésekre (min-
téra) rettiink szert. A megfigyelések egylittes eloszlas-, il sfirliségfiiggvénye K szamu
ismerctlen ¢-paramétert tartalmaz

SaZ1 2o o I Gy Gy s G =15(25 ), (5.124)

flzia)dz=P,(S;2),  zESTRy, ac 2T Py, (5.125)

ahol Ry, az N-dimenzids mintatér, és S ennek részhalmaza,
P, a K-dimenzids paramétertér és  a megengedett paramétervektorok halmaza.
Az (5.124)—(5.125) closzlasra vonatkozo hipotézis olvan allitds, mely szerint
az ismeretlen a-paraméter egy feltételezett o < £ halmaz cleme, vagyis:

H,:acw, (5.126)
Ha az o halmaz egyelemi — o= {a,} — azaz a hipotetikus closzlds cgyériel-

miien meghatdrozott, a hipotézist egyszeriinek nevezziik. Ellenkezd esctben a hipo-
tézis dsszetett, az (5.124) eloszlds t6bbé-kevésbé hatdrozatlan.

(o}
o
O



5.13. 4bra. A statisziikai proba séméja

A proba elvégzéséhez meg kell hatédrozni az Ry mintatér egy kitiintetett, a vizs-
alt hipotézishez kapcsolddd S(Hy) ¢
z

00

5.13. dbra).
Az S(H,) halmazhoz, melyet a H hipotézis kritikus tarfomdnydnak nevezzilk
o3

egyértelmilen tartozik egy « nagysdgl valdszinliség, amely a téves elvetés valoszint-
sége {a hipotézist elvetjitk, bér igaz volt, Un. els6faji hiba):
-
| [z ag) dz=u (3.127)
J
S(Ho)
Az o valdsziniiség a proba Un. szignifikancia szi ! pedig azt
juk, hogy az S(H ) kritikus tartomany a H, : a= a, hipotézist « szignifikancia szinten
vizsgélja. A bevezetett fogalmakat a k&vetkezd dbra szemlélteti (5.74. dbia).
Jegyezzik meg, hogy adott Ry, Py minta- és paramétertér, tovabba
ségfiiggvény &s « szignifikancia szint mellett az S(H,) kritikus tartomény t
képpen (s6t végtelen sokf Eppen) is megvalaszthats, hiszen egy rogzitet
~ S i i et. A szaba

»
¥

N

S -

o=
0
[l

ipotezis elios

I
T

el

u

{ - i
'S (Hg) kritikus tartomany;;

H . [
| a hipctezis elvetve

.

5.14, abra. A proba szignifikancia szintje és kritikus tartoméanya
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oovény tehat az adott hipotézis elvetésének valosziniisége, a H, hipoté-
artozo krit kus tartomany felett.

Gyakori eset, amikor egy hipotézist nem 6nmagéban, hanem egy mdsik, un.
ellenhipotézissel, pl.:

o /z
H,a=a; (5.129)
szemben vizsgaljuk.

A H, hipotézisnek a H, ellenhipotézisre nézve legerdsebb probdjdrdl akkor be-
széliink, ha az ellenhipotézis elvetési valdszin{isége maximalis:

hol 1 —4 a proba un. ereje az ellenhipotézissel szemben.

')n/efe’?/()gfemsebb préba egy elvan proba, amely minden egyes me
ipotézisre nézve leger@sebb. Mivel a leger8sebb préba esetén az (5.128

i

lefinicid szerint

N

et
oo
o

(‘\»—«w—-

=s(a)=1—F=max, (5.131)
bizonyithatd, hogy az S{H,) kritikus tartomany a kdvetkezd
canz e flz e, VzZES(HY) (5.132)

adhatd meg. ahol <l(=) e

Osszehasonlitva a kéthipotézises stat

gés] ¢s u szintén kéthipotézises ddntés {(3. 4
hogy a proba erejében szerepls g
> &

[

e
o

£
es dvetus \Jé zinﬁsévévei. A kild
A
i

]
O

QLG g

clutas
25
h

Tekintsttk példan
oszlast :

z~N(u, o),  1=1,2, .., N, (5.133)
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és vizsgaljuk a kovetkezd két hipotézist :
Ho: p=uy,
Hy: u=p=u,.

Tekintsiik a préba (3.132) likelihood-a

(5.134)

'-1
m~

-/
o~
~—t

fAz; #1) My—dn? =/ <
fz(Z, o) =g A(a), (5.135)
ahol:

_ M=VN(u—pole
és
y=VN(it,— uo)lo
az emlitett probastatisztika.
Vélasszuk meg A{x)-t kiiszébértéknek :

A(r)y=e M2 b2 (5.136)

.

A A(w) ilyen megvalasztasaval az S(H,) kritikus tartomanyt definidld
figyeléseknek linedris fiiggvényeként 4llithatd el8. Pontosabban :

S(Ho={z: y=VYN(i,— uo)lo=u, = Ry, (5.137)
azaz:
.2 1o+ u,y G/VN,

feltétel 2 meg-

ahol u, , az (5.98) osszefiiggéssel definidlt érték és a helyes H, hipotézis elvetési
valdszintisége :

()= ’ (5.138)

Az (5.137) S kritikus tartoményon alapuld proba tehat a Hy hipotézist eluta-
sitja, hacsak a minta elemeib6l képzett i, becslés eleget nem tesz az (5.137) feltétel-
nek. Az 8 kritikus tartomény (5.137) szerinti megvélasztdsa biztositja ezen préba leg-
er{sebb volidt. A kritikus tartomény megvalaszidsa azonban a g, ellenhipotézisiSl
nem fiigg, igy az (5.137) préba egyben a H, hipotézis egyenletes legerGsebb probija.

= o

A nemparametrikus probdhoz akkor folyamodunk, ha a keresett eloszlds tulajdon-
sdgait paraméterekkel kifejezni nem tudjuk. Ilyen feladat tipikus példdja az Un. illesz-
kedési préba.

Azilleszkedési prébanal a véletlen kisérlet mechanizmusét leird siiri Cnfilem’énv
alakjat keressiik, ezen alakra vonatkozé feltételezéscinket ellendrizzitk. Igen gyakori
a normalis eloszlas feltételezése. A begy(ijtott megfigvelések alapjén wlaszt szeret-
nénk kapni arra vonatkozoélag, hogy a megﬁgyeléseket generald eloszlds normélis-e
vagy sem. A paraméteres teszthez nem folyamodhatunk, hiszen a centralizdlt:

z—fA)se (5.139)

v&ltozdk eloszldsa és igy a lehetséges probastatisztikdk eloszldsa ismeretlen.
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Az ismeretlen siirfiségfiiggvény alakjdra tett hipotézist a siirfiségfiiggvény gene-
rélta véletlen valtozo6 lehetséges értékeinek csoportokra vald soroléséval vizspaljuk.

Az adott csoportba tartozads valdszinfisége egyrészi a feli€telezett eloszlasbol
adott, méasrészt a kisérletbSl becsiilhet8. Igy csupan bizonyos E, események felté-
telezett p,=P(E,) valosziniiségét hasonlithatjuk &ssze a kapott mintdk alapjén sza-

r [N nk e L

mitott }zk::h(_izk)zﬁ relativ gyakorisagokkal.

Az E, esemény a véletlen véltozdnak a k-adik csoportba, ill. szémintervallumba
tartozasat jelenti, ¥ a kisérletek 6ssz-szdma, n, pedig azon kisérletek szdma, melyek-
nél a véletlen valtozd ért€ke a k-adik intervallumba esett (5.15. dbra).

74

E‘l EZ Ek Er

5.15. abra. Nem parametrikus probaknal eléfordulo valoszintségi viszonyok

Konnyen belathato, hogy az eloszlas ilyen megadésa nem més, mint az E,, inter-
vallumok nagysdgatdl fiigg6 finomsagi hisztogram.
Az elméleti és empirikus hisztogram eltérésének mériékeként vezessitk be az:

, . AU
, (h,—p)* & (n,—Np.)* _
vy S Pemp)” 5 = Np)” (5.140)

fige) D K= Npg.

i=1,2, ....r

hancia szinten elutasitjuk, ha @ konkrét minte alapjdn szdmitott

Y

Zoaagrocoritaardimsta
o.4. Hegresszioszamifas

ges célkitlizése a valtozé mennyiségek kozotti kapesolat felderitése
Egyes esetekben ez a kapesolat egyszerd és nagy pontossé
mint pl. az egyenes vonald egyenletes mozgas 0t és id§_ valiozdk
sénél.
Ez azonban a legitbb fizikai folyamatnal nem teljesiil a kdvetkezd tipikus okok

miatt:

Y

Minden jelenségben, ahol valtozdsok zajlanak le, a vizsgélatok, megfigyelések Iénve-

jas}
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A ggwénykapCSOht 1l bonyolult, ezért a vizsgdlat célia
valamilyer gyszer’ b, kozelit8 bsszefilggés szdrmaztatdsa.

2. A jeieﬂséc természetébdl, vagy a ﬁoycics modszereibsl 1dodo'm az ada-
tok zajosak, amit 1igy is megfogal azhatt.nk hogy a fliges és fliggetlen viltozdk ko~
zBttl knpcsdat & keresett determinisztikus Osszefiigeés melie{ sztochasztikus kom-
ponenst is tartalmaz.

“

N

A vazolt probléma nem més, mint az 1. fejezetben targyalt modellezési probléma,
egy ismeretlen, ill. részben ismert jelenség identifikdcidia. A felsorolt okok miatt a
feladat megoldasa t6bbnyire &sszeiett adatfeldolgozdsi eljdrasok alkalmazisat 1001\1
Ezeket ei drasokat a méréstechnikai gyskorlatban regresszidszdmitdsi mddszerek-

Snax, s regresszidanalizisnek, nagy gyakorlati jelentdséoe
n sok mddszere ismert, amik részletes at ttekintése nem l unk.
istlyt ink&bb a regresszidszamitas és a beesléselmélet kup

Mint lattuk, a regresszidszamitds célja a fiigg6 &s fiiggetien vallozdk kozdtil kizvet-
Ien determinisztikus kapcsolat meghatérozdsa. A vizsgdlt jelenség véliozémak ilven
felosztasa természetesen a vizsgélat célkit{izésétsl £ ligg, szamos esetben a kérdésfel-
tevés dénti el, hogy mit t ckmtuul\ fiige8 és mit fiiggetlen vdltozénak (pl. az emberek
nagységa €s stilya kdz8tti kapesolat vizsgélatdndl). Hogy a becsiéselméleti modellek-
kel valé kapcsolat minél kdzvetlenebbiil latsszon, jelsljiik u-val a fiiggetlen és z-vel
af

ctlunk minddssze a
rént véletlen valtozd

’

7 &5 7y, kozdul viszon} ala D}a;

- < 3
végezhetjiik el. A Keresett x( ) redhk; kapcsolat nyilvin anndl jobb, minél ki-
sebb z és z,, kozétt az eltéré azonos u valtozo érték mellett (feltessziik, hogy az u val-
toz6 értékét vagy teljesen pontosan ismerjiik, vagy véaes pontossiggal mérjik ).



7

Az r(u) meghatdrozésa tehat a z és z,; k6z6tt defimalt eltérés miniméaldséra, azaz
optimumfeladat megolddsira vezethetd vissza. A regresszidszamitasi gy yakorlat-
an oz az eltérési mérték a négyzetes hiba, a regresszioszamitds modelljét tehét az
3.10. dbia szemléltetl.

Mint az abrabdl is lathatd, a regress z'ész'f mitas modellje hasonlo a rendszeriden-
tifikacios feladatok szokasos modeH}eh z, gy természetes, hogy a megoldasck kozott
is nuzyioky a hasonloség.

A regresszidszaémitas modszerei abban killonbdznek egymastol, hogy a vazolt op-
tin.aiisi probléma megolddsdhoz milyen a priori ismeretek 4llnak rende clkezésre, és
mihenck a keresett regresszids kapesolat [x(a)] tulajdonsasm. A kov ’}\\,ZO}\bL'l

)

‘_.,_

Fp 4™
4. fejezetben targyalt becslési alapmddszerek és regressz
jttikapesola it minél vilagosabb legyen—a farm,aldst szilkséges a prio-
rinti csoportositdsban végezzik.

B észrevenni, |
alis r(w) beuslo
it cl6 adott u

Istcich “.silux Bayves- Lxc‘l-* ipz‘ob ¢ (1331 pon
teict! lovezaids Crielndben
- /2‘ /A"/'
i) Bz ou) {5.147)

Az ufivection valtozo kiulonbozd éridk
tartozih, 4z Iu.?(m] érigkparok te }

eirbe \.a.ho‘ 5 u valtozora vonathozta
i} A. regresszids probléma 4hralanosithe

o 18 b‘o umo/ & esetére is. Tegvik fel. hogy
ecy fizihal jelenségnél (s— 1) szimu fiiggetlen » ')hozm kiilénbozicthetiink meg:



Ug, Ugs Ugs ooy Ty

r

¢s keressiik azok €s egy u, fliged valtozd kdzditi kapesolatot

uy = (U Uy ooy 1), (5.148)
Az (5.146) négyzetes hibakritérium mellett és az f, ., .oy, (85, ..., 8) egyil
siiriségfiiggvény ismeretében az u; €s u,, u;, ..., 4, véltozdk kapesolatét, az egy-

7 7

dimenzi6s eset mintdjira, a feltételes varhato érték fejezi ki:
=1y Uy e B)=E{ny [y, 0 L 0 (5.149)

Az s-dimenziés térben dbrdzolva az [u,, 4y, . . ., U, ¥(uy, s, . .., u,)] pontok egy felii-
letet futnak be, amit regresszids felilletnek szokés nevezni.

Megjegyzés: A fiiggetlen és fligg8 valtozdk uy, u,, .. ., u, jeldlésével a kapott regresz-
szids felilletek nemcsak egy kitlintetett z=1y, fligg8 valtozd esetére érvényesek, hanem
az indexek alkalmas permutdcidjaval vizsgdlni tudjuk tetsz8leges valtozdk kozotti
kapcsolatot is.

5.2, példa

Legyenek u és z skalar valtozdk, egyiittes eloszlasuk pedig 2-dimenzids normalis
closzlés ;
1

fu,z(u: Z):
2720,0,Y 1— o2

<

1 (1= p,)? (u—p)z—p)  (z—p)? e
exp | — L —2p - Foe 10 (5.150)
P [ 2(1—0?%) [ a? = 0,0, ol ] ‘ ’
Az u véltozd slirliségliiggvénye szintén normdlis eloszldst:
i —_
J/fr (l/): __:. exp g’ \u 2 Il’iu} ’ '/5 '75‘1'/}
1,/2:-5@'” L g9,

Az figgdvaltozd felidteles stirliségfiggvénye (1 3.3.3. pont) ey

1es, amely dtmepy az (u, z) eloszias (i, 1) stlypontjan &s melynek irdnytun-
(5.17. dbia) A 2-dimenziés normélis egyiittes eloszidsesetén tehat afeltéte-

sf‘ugmen} Az elméleti részlet
7 tObbdimenzids esetben is igaz.
an linedris:

L1 ; <2y
Tblgu'}u““"‘rvisnﬁ (5].33/

1], a regresszi6s felillet tehédt egy sik (regresszios sik). A by,
i iséval a kovetkezd pomb’m rcml Ikozunk.
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abra. A regresszids egyenes szarmaztatasa
5.4.3. Regress ziGszamitas részben specifikalt
statisztikai jellemzéknél

gresszids gorbe (ill. felidlet) mehlmtérozéqz’mak feltétele az
ny ismerete. Sok esetben ez nem teljesiil, hanem csak az egyiit-

zlds véges szémﬁ momentumat ismerjiik. Lénvegest kazert az olyan regresszie-
Sz 1ta51 modszerek, amik részben ismert statisztikai jellemzék mellett vezetnek
eredmenyre.

A kevesebb a priori ismeret természetesen azi jelenti, hogy a szérmaztathato reg-
resszids kapesolat szetkezete egyszeriibb, ami gy jelentkezik, hogy a szarmaztathato
fggvényosztalyt sziikiteni kell. A kdvetkezSkben néhdny ilyen modszert mutatunk be.

Linedris regiesszio

A megoldds természetesen azonos az (5.152) regresszids egvencssel:

5 [ep™ e 1oc)
Iy=bot+ Dy, bo=p.— 1,0 ==, by=0—=. {5.155)

24 u

¢

var [z— 7 ((w)]=0X1—0%). 13056

1\ meg, hor y 4z |/ J 155i
/s




Tébbdimenzids esetben az (5.749) altalanos regresszids felilet }
mértékben eltér a normalis eloszlasnal jelentkezd (5.153) &knﬁlulctt(’ﬂ A
felitlet pontos meghatdrozéasa ahaiabaﬂ nehézségekbe titkozik. Ismert eg
ségfiiggvénynél tipikus eset az, hogy annak bomoh,ltsaoa miatt az (5.149
varhat6 érték nem kiértékelhetd. Részben vagy teljesen ismeretlen surﬁsé
a regresszids feliilet meg hatéfozésa eleve Ie’netetlm Ag hyakoriaTban ilyen
téshez folyamodunk, méghozzé altalaban a legegyszer{ibb lineéris kdzel

Egyszeriiség kedvéért feltessziik, how AZ Ugy Usy « - .y By fug:z,t en v
ralizélitak (zérus varhat6 értékfiek). Az v, ésu,, uy, .. ., u, valtozok kape csolatit a k-
vetkezd:

s
(I)
(¢
ox
piey
2

Ty, oo ug=ay=0,=0u by L b, (5.157)
regresszids sikkal kozelititik az (5.746)
e.=eg, =E{u;—0 ) (u,—4,)) /5.158)

minimélis négyzetes hiba érielmében

Az (5.138) optimumfeltéte] kiériékelésével a kovetkezd egyenletrendszert kup-
juk:

i 202 31]13 1 b= i=2,3 > 5, (3,159}

Ha Z,,_,‘,”[ ] az Uy, 3, . . ., u, véltozok ko*;arian amdtrixa és m = [y, 34+ ...
U, ) az (3. 1.;9) egyenlet jobb oldaldn 4116 momentumok vektora, akkor az | (5.159)
egyen Iet*endszp T mAtrixos fOl 1aban k!“vethzol\ éppen nha é fel:

tthatok Cramer-szabils

V4
o

ey

()= }’5 bu! (5.162)



alaku fliggvények (N-ed fokt polinomok) osztalydban keressiik. A legjobban koze-
1it§ polinom minimalja az:

— i@ -t w)ll= rm; (5.163)
4tlagos négyzetes hibat, A b, regresszids egyiitthatdk kiszamitasahoz meg kell oldani a
il ]70—7'?1, i b+ el 2% i:(: ,..,,;’ag, (/516“7{)
ahol
.k
gu;’.r’::ﬁ‘{u Z }

egyenletrendszert.
athaté, hogy az N-ed fokt pohno'n‘é! s kozelités megvaldsitas

mokat fyy, o8 b“ZéTOld(' kell ismerni.
A DOlmO'nl 4lis recressziot akkor JH\L.‘.HJLZL . amikor a lin

1
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24ris rege \\zié nem

szolgdltat uz adott g) :korlati proHi’* Polmf\
s regresszidnal lcm cges lépés a regr a kodze-
polinom megfeleld fokanak a ro;zi ése.

entumimatrix
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5.4.4. Regresszifszamitas ismeretlen statisztikai jellemzéknél

A gyakorlatiesetek igen Jelentos részében az egylittes stirliségliggvényt, ill. annak mo-
mentumait nem ismerjiik, vagy a rajuk 'vonatkozo a leOI‘l ismeret nem megbizhatd,
hasznalhatatlan az egzakt ( 5155 ), (5.159) szdmitdsok elvégzéséhez. llyen esetben a
megfigyelésekhez folyamodunk, azok alapjdn meghatdrozzuk a négyzetes értelemben
empirikusan legjobban illeszthetd egyenest, polinomot, sikot, ill. magasabbrend
felitletet.

Fontos megjegyezni, hogy véges szdmid megfigyelés révén a becsiilt regresszids
egylitthatok véletlen valtozdk és emiatt véletlen jellegll maga a szdrmaztatott kozelits
regresszid is.

A probléma tehdt a kovetkezd.

Az ry(u) Tegresszibfiiggvényt az ismeretlen a paramétervektor rdgziti (az a vektor
elemei a linedris, polinomidlis stb. regresszi6s dsszefiiggés paraméterei), aminek & négy-
zetes értelemben optimélis becslését az u fiiggetlen és z filggd vdltozéban végzett
(u;, z;) megfigyelések segitségével kell elvégezni.

A minimalandd négyzetes hiba

A

/J‘

e.=(Z—z2y) (Z—1zy)=

(a Zns)* (5.167)

alakjabdl és a regressziészémités 5.18. dbra szerinti modelljébdl nyilvénvald, hogy a
feladat az a paramétervektor legkisebb négyzetes hibajt (LS) becsiése egység stilyozd
maétrix mellett, aminek alapdsszefiiggését a 3.5. szakaszban szdrmaztatiuk. Mint l4t-
tuk, a paraméterekben linedris modell mellett, amikor:

z=Ua-+n ahol a~N(, I62) (5.168)

=[7U Uz {5.169)
gsszefiiggéssel nyerhetd [1 (3.175)]
Az @ becslés variancidja a (3.158) alapjan és az (5.168) modell mellett
e (FTITTI 1,2 (T T
var (2)={U"U) " '6=. (5.170)

1

ben 1o men mev'nmaguk hogy a linedris és polinomidlis regresz-
fenti Osszefiiggésben szerepld U mdtrix elemel,

____________ _ 5.18. abra. A regresszidszamitis modellje



Linedris regresszic

Tekintsiik elészor azegyvaltozds esetet. Az (i, z;) megfigyeléssorozat egy ponthalmazt
abrazol az (u, z) koordinatasikon (1. 5.19. dbra).
Az alabbi:

linedris kapcsolatot természetesen akarmilyen alaku és ethelyezkedésii ponthal-
maz esetén értelmezhetjitk, az (u,, z ) ponthalmdz képe segitséget nytjthat azonban
annak elddntésében, hogy mennyire jogos a lineéris Lapcsolat felidtelezése, Az 5.19.
gbran a megfigyelési (v, z;) ponthalmaz két példdjat latjuk, ahol az a) esetben a li-
nearis Lapc:olat Iényegesen jobban kimutathato.

Az egyvaltozds linedris (5.152) regresszidhoz tartozo aitalanos (5.168) modell a
kovetkezd :
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(5.172)

T —
™
w1
Il
by
ot

frmammmsiy
2
o
[U———
,‘_.
P
3

JUR—
=

Fn TR
-

fuoseu—

oo

~
AN

,\-J

Az (5.169 ) Ssszefiiggésben szereplS UTL és Uz részletes kiértckelésével belatha-
10, hoox azok az (5.160) egyenletben szqeplo Z,,. ¢ m mennyiségek (az u vektor
autokovariancia matrixa, u és z keresztkovariancia matrixdnak egy <olk) empirikus
becslései :
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ez esetben azonban az UTU és Uz mennyiségek az elemei:

sl
A T - 2 M
[ . } N i Zu; S ]
-t - Q W
27 Ni, 2u Zu; Zzz‘?f‘ !
P At LI‘- \'1 -
U U= e uu? )=
3
. A A1  2Af
LMT 2 2 T
- .
e’ Ni.
{ 7 ], ‘{ v ]
’11' H ‘-'Ui—’[
l w2’ ] St
11T, (38 - "JZ'I“I - .
Ulz= [z]=1 (5.191)

uM | L Zz[fsz-J

az u vektor magasabb rendl momentumainak empirikus becslései.

Aregresszios egylitthatdk 4, becsléseit a kdvetkezd, az (5.186) egvenlsirendszer-
rel formail: ag aZOnos !

bt aagbyt ot B = i=0,1,2, ..., (5.192)
ahol:
by e S iz (5.193)
i I\/—'i k:Jl Foal s .

egyenletrcndszer megoldéséval nyerji‘zk.

dro}\ué:o/

~
)

=

(2

S

et

™~ :
S

(%)

-
'\\

& B

= Hy ] Vo uy Uy Uy usi 1[%0 1 7717
2 2 .
Zy Uy, x 1wy, ty, Uy i5s s [ {412 } 7y
A
Z3 His 1 sy 13, Uy uly e 1] Gy s . ine
=Y = ? = ' + . (3.193)
. . . a"\s * l
{ ; l ; [: ' “a ||
2 M
Ty Uy 1ty Uiy Ugpy Uiy ... U Cj\;.t . izz},\.
23
S SPIN

('S
[N
on



Az (5.194) kozelitd fiiggvényben szerepld regresszids egyiitthatok szarmaztatdsa
az el@bbiekhez hasonléan az (3.192), ill. az 4altaldnos (5.169) Ssszefiiggés szerint
1orténik.

Hangstlyozzuk ismételten, hogy (az elébbi meg jeoyzésben elmondottaknak meg-
e cl8en) az altaldnos (5.169) megoldasban szerepl6 UTU és UTz matrixok nem az g

ze gyszerl valtozéknak, hanem az (5.194) modellben szereplo hatvanyainak ésszor-
t nak az empirikus auto- és keresztkovariancia métrixai.

Megjegyzés: A regresszi6 kiszamitdsahoz hasznalt megfigyelések nem szitkségképpen
azonos mértékben megbizhatdk. Az (5.145) hibavektor modellezésénél szines zaj
(1. 3.5.1. pont) esetével is foglalkoznunk kell. A szines zaj modellje itt azt az a priori
ismeretet fejezi ki, miszerint a megfigyelések eltér§ szordsuak (vannak .,pontosabb”
és ,kevésbé pontosabb” megfigyelések) és korrelaltak. Ilyenkor:

T (n): L, #Ic* (5.196)
és (1. 3.4.2. pont, sulyczott legkisebb négyzetes hibdju linedris becslés):
G=UTZ 0~ UTE e,

»ar(“)_(brvdt)_’ (5.197)

Tapaszialaii regresszicval kapcsolatos hibaszdmitds

becslés hibdjdnak
Ié zaj statisziikal
az . hiba (5.146)

Mivel & a memg yelések b8l szarmaztatott mennyiség, lényeges a
meghatarozdsa. A hibaszamitds akkor végezhet€ ¢l, ha az n meghi gye
Lulmdonsaodlt rogzityiik, mivel csak ﬂxenl\or tudjuk kiértékelnt
szerinti kifejezését.

Tételezziik fel, hogy a megfigyelési zaj normalis eloszlast [1. (3.108)]. A 3.4.2.
pont eredményei alapjan tudjuk, hogy az & vektor elemei linedris, torzitatlan, minimé-
lis variancidji becslései az egyes regresszids egyiitthatoknak. A normalis eloszldsra
vonatkozo a prioriismeret Iényegtelen volt az (5.169) becslés szarmaztatasa sz\.nlpcxu-
14bdl, ha a hibdk azonban mégis normalis dosziasuak az (5.169) becslés egvbe
maximum likelihood becslés is {1 3 4. szakasz). A . normélis eloszlas feltét i
Iénveges a Student-féle r-eloszlasra tamaszkodd, a regresszids cgyiitthatd]
nesre vonatkozd konfidenciainterviliumok el8allitdsénal.

Az 7 becslések €s az u, meglyyelési vektor ismeretében (ahol u,
k-adik sora) tekintsiik el8szdr a z,,, kozelits fliggd valtozd:

1,5 becslés variancidja :
2 T - Tymy=1,, -2

var (Zy p)=uf var (2u,=u (UT0) a0,

A ¢? szdrast, ha ismeretlen, annar tan
[vjelenti a szorasbecslés eldallitasalvz felhasz
(1. 5.2. szakasz)].

Az (5 197 ) és (5.199) variancidk ismer
az egyes &, regresszios ¢ oxmxhuob >cslések ko




(ahola [var ()];; 2 var (&) Vamanczamat ix f6atlbjan hdy ezkedd f-edik elem)
vaitozék Student-eloszlasuak (1. 5 sza'asz) — S, sz'rasz ﬁoyalm be
100(1—¢)%,-0s megbizhatosagi szmm ‘tartozé konfidenciaintervallumok a I;:’:’wct—

kez8k :

Mk

és (5.201)
&i—— [1

IHusziraliuk az elhangzotiakat egy egyszerii példaval

Tekintsiik kozelebbrél zefiiggést
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Az (5.206) variancia az u,= g, helyen minimalis, a tapasztalati regressziés egyenes a
(4, fi.) pont koriil a legpontosabb.

A jelenséget az 5.20. dbra szemlélteti, amelyen feltiintettiik a regresszids egyenes
100(1 —2)%4 megbizhatdségi szinthez tartozd konfidenciahatérait.

Az (5.206) variancia és az 5.20. dbrdn feltiintetett konfidenciahatarok (folytonos
vonal) a z fiiggd valtozo kozépértékére vonatkoznak egy adott v, megfigyelés mellett.
Az eredmény a z pillanatnyi értékére is kiterjeszthetd a kovetkezd modon. Tegyiik
fel, hogy a z értékér L-szer figyeljiltk meg az 1, helyen. Ilyenkor, tekintettel arra, hogy a
pillanatnyi z érték ¢ széréssal oszcillal l\ozvperteke koriil, a variancia

var () =52, ( 4+ ’“)” ] , (5.207)

A két konfidenciaintervallum részletesen kiirva:

-

fle P Si o l[ ! (Ll: Au)‘

MK / — = .
- N (N—1)s*2
( 5 (5.208)
P = 1/ 1 I (u— it )?
. I T .
b ,;\-_..H I H. ; [‘ (1\/"1)5‘1

A regresszids egyiitthatokra vonatkozé konfidenciaintervallumok az (5.203)
és (5.201) Osszefiiggésekbll olvashatok ki.
Ha pedig az «, egyiitthatot vizsgaljuk, akkor
2

var (&1):(ﬁj_€'li“i§7 (5.209)

és a konfidenciaintervallum:

(5.210)

U L ()

i My &

3.20. abra. A variancia és a tapaszialati regresszios egyenes
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‘akorlati méréstechnika abszolut és relativ hiba fogalma alapvet8en a skaldr,

tiggetien mennyiségek méréséhez kapesolédik, becsléselméleti hatteriiket pedig a
konfidenciaszamitas adja.

A rendszeres hiba olyan hibatényez8, amely egy adott mennyiség, azonos feltére-
lek kozottl tobbszdri mérésekor nagysigara és elGjelére nézve dllandé marad, vagy a
feltételek megvaliozésakor ismert térvényszeriiségek szerint véltozik. A rendszere
hiba fogalma kozel megegyezik a becsléselméler ,torzitas” fogalmdval, de nem tarto-
zik hozza az olyan torziids, ami elfre nem hatdrozhatd meg. Ezi a részt dsszevonjuk a
véletlen hibdkkal. A rendszeres hibaval ennek megfelelfen korrigélhatd a mérési ered-
mény, igy a rendszeres hiba elvileg eliminalhaté.

A véietlen hiba az a hibak omponens, aminek konkrét nagysagdt egy mérés elvég-
nem lehet. A véletlen hibat t6bb-

zésckor megjosolni nem tudjuk, igy azzal korrigélni
nvire mint konfidenciaintervallumot adjuk meg.

I3

N

Az id6fiiggetlen hibakat srarikus hibdnak nevezzik. A statikus hiba hasznél
az id6fiiggetlen mennyiségek mérésénél, amikor a mérSeszkdz kimenetét mdr siabil
Allapotdban nézzilk, a mérési id6 tehat a mérdeszk 6z tranziens idejénél nagyobb.

A dinamikus hibdkndl a hiba id&fiigevény. Altalaban dinamikus hibat kell figye-
lembe venni 1d8ftiged mennyiségek mérésénél és a mérSeszk8z8k tranziens viselkedé-
séneck leirdséanal

A felsorolt hiba makhoz kapesclddik még néhiny méréstechnikai alapfo-
galom, ami a mérd ¢irdsénal szabvanyositva van

s €s a modern elek ant b

hémérséklete. Haa h icsi, a

:ovabb, tonkre is mehet. nemi

ce zer i : arad, eljest

b a sz det ko 1ami
Py a1

"
pontossag
tdrgvatne
23
A lagaual
Vet }ng} ax
ér, jelek hu

P
jas]

-
o}
o]




valik, tovabb mar nem szdmithaté. A befolydsold mennyiségeknek azt a hatdrat,
ameddig a hibavaltozési dsszefiiggés megadhatd, névieges hasznélati tartomanynak
nevezik. Az elektromechanikus miiszereknél ezeket a hatarokat is részletesen megad-
jak a szabvdnyok. A névleges haszndlati tartomanyon til egyes szabvanyok még a ko-
vetkez$ tartomanyokat definidijak (Standard Process Instrumentation 1Lrnnnoiogy‘
ISA—551 - 1/1976):

Névleges miikddési tartomdiy a befolydsold mennyiséeek azon tartomé nya, mely-
ben a miiszer még tizemképes. Példaul, egy meghatdre ¢ alatt lezérhat-
nak a mifszerben levé félvezet8k, és a bemenetre nem reagél t3bbé a lxlme

A szallitdsi és tdroldsi tartomdny a bﬁol_\é olé mennyiségek azon haté
i(llépve a miiszer kikapesolt allapotban is tonkremehet. Példaul tal nagy
leten elolvadhatnak alkatrészek.

A szabvén"ok méo két tovébbi hibajcllemz()’t Vezdnek be :

et.
dra, mely
hé mérsék—

egyi’orma feltételek mellea \fegeztek:
ugyanazzal a mérémiiszerrel,
ugyanaz a személy, ugyanabban a helyiségben,
rovid 1d8 alatt, egymast kovet8en.
a befolydsold mennyiségeknek a gyakorlatnak megfelels ériéker mellett és
a rendszeres hibdk noxdn en kiviil hagyasaval.

Az ismétlé’képw ég az adott miiszerpéldany adott idGszakban mérhet§ véletlen hiba-
jara ad tdnlaﬁositast Az ismétiGképességet pl. 2 méri e 1 ményekbbi szamitott kon-
fidenciaintervallummal jellemezhetjik. Egy jol bedllitott és ép miszernél remélhetjiik,
hooy a példany hibéjat leird ismétl6képesség konfidenciaintervalluma kisebb, mint a
miiszer specifikalt konfidenciaintervalluma.

Mér6mfiszertipus reprodukdloképessége : ugyanczen mérendd mennyiségen vég-
ze“ t0bb méréssel kapott mér8szamok egymassal valé megegyezése, ha az egyes méré-
seket kiilonbozd felidtelek meliett végeziék :

ugyanazon miszertipus kiilonb6z6 darabjaival,

kilonbszs személyek, kiilonbodzé helyeken,

a mérések tartamahoz | képest elég nagy 1d8kiildnb ,

a befolyasolé mennyiségek a ﬂe\flchS hasznalati tartoményban €s

a rendszeres hibdk figyelmen kiviil hagyasdval.

1%

A reprodukaldképességet szintén az értékmutatdsokbol szamitoit konfidencia-
imgrmlhmn*'* ]vlk«lﬂbl.h\ijux\ A reprodu \alo}&pc ssée lathatdan nem csak a milszer
hib4jat, hanem az értékmutatasnak a befolvasclo m»nn}qségck hataséara létrejové
megvaltozasait is magéaban foglalja.

A mérési h1 qk tlpusamdk és a hibadkhoz kapesolédé fogalmaknak az attekintése
ritle

t ctének vizsgalatéra.

utdn attériink a gvakorlati hibaszamitas egy fontos te

o e

5.5.2. Hibaszamitasi modszerek

Mint a bevezetésben emiitettiik, a mérési hiba a méréselmélet kézponti fogalma, hiszen
a méréselméleti modszerek rendre arra irdnyulnak, hogy minél kiscbb hibaji mérési
eljarasokat tudjunk tervezni. Nem meglepG ezért, hogy a .hibaszamitdsi médszerek”
cimszo alatt, megfeleld csoportositassal fel lchetne sorakoztaini valamennyi eddig
tareyalt témakort. A lehetsézes hibamodellekre ugyanis a jel- és rendszerelmélet nyajt
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megfelelS apparadtust, a mérési eljarasck 3. és 4. fejezetekben targyalt tervezési mod-
szerei egyben magukban foglaljdk a hibdk meghatérozdsidnak modjat is,€s az 5.fejezet-
ben targyalt atlagolds, konfidenciaszdmits a hibakiériékelés legismertebb eljarésai.

A hibaszémitassal }\c.pcsolatbarz a kovetkezd Altaldnos megjegyzéseket tehetjiik.

A hibaszamitdsnal vi 111 legalabb koncepcionili-
san — a mérési hibét és a moaellezes: hxbat. A mcresdz 1é et altal nydjtott hibaszdmi-
tdsi modszerek alapvetden a mérési hiba meghatirozasat teszik lehet8vé, ami termé-
szetesen lehet eléfeltéiele a modellezési hiba becslésének is.

2. A hibaszamitas uiapwto moédszerel az analitikus és az empirikus médszerek.

Az analitikus hibaszdmitdst akkor aﬂwhu. hatjuk, mikor ismerjiik pontosan a mérési

eljarast, és igy lehet8ségiink van arra, hogy adott modell mellett kiszadmitsuk a mérési

areﬁmeny h.bageslsmzon. Az analitikus mddszerre egy pél da az 4tlagolas tulajdonsa-

gainak vizsgélata a kozépérték becsiésénél . szakasz), de ide sorolhaték a reg-
Tess mszamlt shaaamuog I'ozé témaksrdk is.

i T X
4n. Az irikus mb

A ntas; eijaras megter-
zethetd vissza, aminek
, elemi példa erre a mé-
ami a 3. fejezet egyik

s konkrétan foglaikoz-
tipusdval,az tgynevezett

7]
<
et

o
jon

vagy t6bb kézvetleniil
zzuk meg. Hatehdtya

b=

sennyiséeek, akkor

e
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e
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)
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lasiszabdlyok alap-
| kikereshet8k. Az
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(5.214) bsszefiiggés alkalmazdsanak feltétele, hogy az y(xy, x,, ..., x,) fliggvény a

vizsgélt hely kornyezetében sima legyen, tovabba a Ax, valtozdsok ne legvenek na-

eyok, mert ekkor a teljes differencia kozelitési hibdja kicsi. Ha ezek a feltérelek nem

teljesiilnek, akkor a filggvény pontos kiértékelésével, azaz a hibdval terhelt (x,. x,,
., X,) értékek behelvettesitésével kaphatjuk meg az eredményt.

Hibarterjedés véletlen hibdkndl

Ha az (x, x,, ..., X,) mennyiségek véletlen hibaval terheltek, akkor tgy tekinthet8k
mint valdszinfiségi valtozok. Ennek megfelelen az y mérendd mennyiség is valoszi-
niiséei valtozo, hiszen valdsziniiségi véltozok fiiggvényeként allitjuk eld. Mint tudjuk,
v tulajdonsdgait valdsziniiség eloszlas-, vagy slirfiségfiigevénye irja le, aminek szér-
maztatdsa akkor végezhet§ el, ha ismert az (xy, x,, ..., x,) mennviségek egyiittes el-
oszlasa.

Az esetek egy részében feltételezhetjitk, hogy (xy, x5, .. ., X,,) cevmastol figgetle-
nek. Ekkor, ha az y fliggvényt az y, hely koérnyezetében teljes differencidjaval (5.212)
kozelitjik, szérasnégyzetének meghatérozasara alkalmazhatjuk a valgszinfiségelmélet
ismert tételét. Eszerint, a filggetlen valdsziniiségi valtozdOk linedris kombindcidianak
szorasnégyzete gy hatdrozhaté meg, hogy wsszﬁk a szordsnégyzeteknek a linedris
kombindcio egyiitthatol négyzetével sph ozott Bsszegét, tehar :

(5.215)

1cn hlb 4t a szordsok konstansszorosdval szdrmaztatott konfidenciainterval-

Ha a véle
i irj

lummzl
Ay= { < P‘- Y Ax F‘ (5.216)
I = OX; e io
14

i (5217
ésc}g c cor alkalmazhatok, he az x, L X,
K . x,}kapesolat az xy. x,, .. .. X, mennyiségek

tkalmazy:
(5.218)

valva és a valtozasokat Osszegezve

Ax (5.219)

=00

alakot }sapxu‘ amd\ megeg
kal, de szén mitastechnikaila

elemszerilen az (5.216) formuldk-
ubb megoldést ud
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2. A sztochasztikus modell alapjan megadott (5.216) és (3.217) dsszefliggések fel-
tételezik az xy, Xy . . ., X, mérésieredmények fiiggetlenségét, valamint a konfidencia-
intervallum becslésénél a valdszinfiségeloszias ismeretét. Mivel ezeknek az elGfelté-
teleknek fenndllasa sok esetben nem egyértelmil, gyakran hasznaljdk a relativ hiba
becslésénél a

. ol
~ i
¥ je=1 '()Yl X=X J !

formulét, amely az egyes hibadsszetevBk abszolit értékénck Osszegezését fejezi ki.
Ennek a kifejezésnek nincs egzakt matematikai héttere, de mivel azonos koriilményvek
k0zdtt nagyobb hibat eredményez, mint az (5.217) dsszefiiggés, egyes esetekben
megnyugtatdbb” becslést ad.

(5.220)

3. A hibakifejezésekben szerepld —Li alakt salyfakior azt mutatja, hogy
fxi=xip
az cgyes paraméterek mérési hibdja milyen stillyal jelenik meg a hibdk Osszegezésében.
Ezért ez segitséget nytjthat a mérés tervezésében abbdl a szempontbdl, hogy az egyes
paraméterek kozill melyik mérési hibdja milven mértékben befolvdsolja a szamitott
mérési eredményt,

5.4, példa

a) Vizsgaljuk az

R B 7
y=x1xy
Osszefiiggésben az y relativ hibdjat, amennyiben x| és x, relativ hibdja ismert rendsze-
res hiba, tehat nagysaga és eljele is ismer:.
Az (5.214) szerint

— —1 1
Ay onxiTINT o xfmxy Ax, Axy
-—*:' :—“‘T“;—— _’}.:‘:1";—‘_"—”‘7,“"; _l&y——’? '——*""—117
; XIXT e, PO X0 X0

Egyszerfibben jutunk ugyanerre az eredményre az (5.218), ill. (5.219) Gsszefiiggések
alkalmazasdval:

Iny=ninx;+mln x,,
¢s ebbbl kbzvetleniil adodik :

Ay Axy Ax,

=7 ~+ ##
17 X 10 X 20

Amennyiben x; és x, hibdja véletlen hiba. alkalmazhaté a sztochasztikus hibamodell az
(5.217) szemm.

o (1

[

fri

Végiil ha az el6z8 Megjegrzések 2. esete forog fenn, akkor
Av 0 Axye
= e

Yoo Xt 1 X

Osszefiigeés adhat elfogadhatd, ill. az el8z8nél ,,megnyugtaidbb™ becslést.
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b) Egy Z impedancidn fellép8 teljesitményt mérjitk elektrodinamikus wattmér§-
vel, dram- és fesziiltségvaltd kdzbeiktatdsdval. A fnéfé't:ans?fomaﬁtﬂrok rendszeres
hibait (attételi- &s szoghibdjat) ismertnek tételezziik fel. Keressiik a teljesitménymérés
AP,/ P, relativ hibédjat, amelyet a mérStranszformétorok rendszeres hibéi okoznak.
A hibétlannak tekintett wattmérs

G’
kozBtti § 1(‘2153209 ‘\cr pe d‘z
abra szarmt

A 13/54'11;}?{51’5?

TFTER Y T T A

PR B WA AR Wl
az (5.220) szerint pedig

AL 1 7. al

- A LA

e SN

VA |

d) Egy d

z 5z0g Az bizonyialansdga?
a
Tg o=,
= b

., "1/ /é;;?_\zzm !'_’kb\gh
Ag=sin % COS % i——J —rg-;—-§ )
iuang Lo
i1, (5.220) szerint
[ Aa Abd
=sinacos o | —— 4 -~‘;§
ia o ]
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Osszefoglalds: Az 5. fejezetben attekintettitk a gyakorlati mérésadatfeldolgozés né-
hény alapvetd moédszerét. A vizsgalt eljarasok, az atlagolds, konfidenciaszamités,
hipotézis tesztek, regresszidszamitds és hibaszamitdas a méréstechnikai gyakorlat

161 ismert moédszerel, amik eredményesen alkalmazhaték mélvebb, méréselméleti
alapozas nélkiilis. A fejezet célkitlizése az volt, hogy megmutassa ezen modszerek
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A j6 jegyzet nagyon hatékony segitség a tanuldsban. A legjobb jegyzeteket pedig még
aktiv mérnckként is haszndlni lehet. Egyetemi tanulmdnyai alatt valdszindleg kiilonboz§
szinvonalid jegyzetekkel taldlkozott eddig, és fog taldlkozni ezutan. Kérjiik, hogy ennek a
kérddivnek a kitoltésével segitse aldbbi torekvéseinket:

— ennek a jegyzetnek a kovetkezd kiaddsdban kevesebb sajtéhiba legyen és indokolt

esetben késziiljon el az atdolgozott kiadésa,

— ajegyzeteket értékelni lehessen, amelynek eredményeként a legjobb jegyzetek szer-

z61 nivédijat kaphatnak.

Kérjiik, hogy a kikildott kérddivet a Jegyzetbolt bejdrata (V, f6ldszint) mellett elhelye-
zett gydjt6ladaba dobja be. )
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