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Előszó 

A mérés az ismeretszerzés legalapvetőbb módszere. A természet jelenségein végzett 
mérésekre épülnek a műszaki és természettudományok és általában minden olyan 
tudományterület, ami egzaktságra törekszik. Számos példát láthattunk és láthatunk 
arra, hogy megdönthetetlennek hitt elméletek omlottak össze új mérési eredmények 
hatására; a mérések pontosságának, komplexitásának növelése olyan jelenségek fel­
fedezéséhez vezetett, amelyek új tudományierületeket bontakoztattak ki. A mérés 
szerepe nemcsak a tudományban, hanem a termelésben is meghatározó. A mérés az 
alapja a mérnöki konstrukcióknak, a termelés automatizálásának, a minőség-ellen­
őrzésnek, és a mérés nélkül elképzelhetetlen a gazdaság működésének irányítása. 

A mérés tervezésének, elvégzésének és értékelésének folyamata jelentős elméleti, 
műszaki és módszertani hátteret kíván. E háttér fő elemei a következők: 

A mérése/méZet a méréssel összefüggő elméleti, általános, elvi problémákkal, 
mérési eljárások információátviteli tulajdonságaival foglalkozik. 
A mérésiecJmika azoknak a módszereknek összességét foglalja magában, ame­
lyek felhasználásával egy konkrét mérési probléma megoldható. 
A müszertecJmikánák - szoros kapcsolatban a méréseImélettel és a méréstech­
nikával- konkrét mérések elvégzéséhez szükséges eszkö7{,k, berendezések létre­
hozása a feladata. 

meiroiógia a mérések gyakorlati elvégzés éhez nélkülözhetetlen alap- és leszár­
maztatott egységek előállításával, valamint műszerek és mérési eljárások nagy 
pontosságú hitelesítésével foglalkozik. 
Könvvlli'1k e témakörök kel foglalkozik, és megkísérli rendszerezetten bemutatni 

a mérési feladatok elvégzéséhez szÜkséges legfonto'Sabb elméleti, gvakorlati és mód­
szertani ismereteket, ki~melve azokat; lehetőségeket, amelyeket ~~ méréseImékt, az 
elektronika és a digitálistechnika fejlődése nyitott meg a méréstechnib előtt. Ezekkel 
él kérdésekkel foglalkozó írásmű b6ségesen található, olyan rÍmnka azonhan, u.mely 
yalamilyen egységes koncepció alapján együttesen tekintené át a méréssel kapcsoló­
dó - sokszor igen összetett - problémákat, alig található az irodalomban. A könyv 
szerzöi eEv ih'en könyv me!!írására tesznek kísérletet. Azt. ho2.\ ez milyen mérték-
ben sikerÜlt, i,z 0lvas6 fogj,~ eldönteni. ~.. 
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A könyv anyagát öt, önállóan is feldolgozható témakör köré csoportosítottuk. 
Az első részben a méréseimélet legfontosabb fejezeteit n1Utatjuk be. Elsősorban 

azokat a módszereket ismertetjük, amelyek a mérési folyamatok leírásánál, a mérési 
eljárás megválasztásánál és a mérésadatfeldolgozásnál alapvető jelentőségűek. Rész­
let esen tárgyaljuk a modellezés egyes kérdéseit, a jel- és rendszereímélet főbb eredmé­
nyeit, a becsléseiméiet, az identifikáció és a döntéselméld alapjait, a lineáris szűrés­
eimélet alapjait, valamint a mérésadatfeldoígozás klasszikusnak tekinthető mód­
szereit. 

Az elméleti kutatás és a gyakorlati élet napról napra bonyolultabb InereSl 
feladatok me20ldását veti fel. Ezekhez a méréstechnika és a műszertechnika olda­
lá,n ö.sszet~~t 'i-endsze~e~~n~kai, problémál~a.t. i~ me~ k.ell old~n~; A ~ö~!v m.á~od!.k 
resze Ilyen osszetett mere SI Ielaoatok megoldas ara alkalmas meroeszkozok - kéSZü­

lékek és rendszerek - elemzéséhez, iH. tervezéséhez ad rendszertechnikai alapot. 
A harmadik részben a mérőkészülékek funkcionális hardver reali-

zálás} lehetőségeit, a technika jelenlegi ál1ása mellett műszaki jellemzőit és 
azok korlátait mutatjuk be. Ezekkel az ismeretekkel elsősorban a mérési eljárást, ill. 
a mérőkészülék rendszerteIvét kidolgozó számára kívánunk Segítséget nyújtaDi annak 
ll1egítélésében, hogy eg-y-egy funkcionális egység hog~yaTI, és milyen korlátokkal rea­
lizálható. 

?,.. negyedik rész a mérőrendszerek funKcionális 
rendszer-tervezés általában a készen kapható 
az egyedi eszközök specifikálásából és az egységek rendszerré integráiásából áll. 
Ehhez nvúit segitsé2et a különböző mérőrendszer-felépítéseknek és ezek éU"".JUV.L""'!,;,'ll­

nak ism-er~etés~, a legfontosabb funkcionális egységek elemzése. A 
összetett feladataik e1végzéséhez nem nélkü1özhetik a kis- vagy mikroszámitógépet. 
Á.z ehhez kapcsolódó ismeretek bővítését, ill. kiegészítését szolgálják azok a 
amelyek a számítástechnika leglényegesebb hardver és szoftVer kérdéseivel, továbbá 
a mérőrendszer elemei közötti információs kapcsolati rendszerekkel foglalkoznak. 

p..,. könyv első négy része a rnérések és műszerek áltclÍáno3, alkabnazási területtői 
f'üggetlen kérdései-vel foglalkozik. Ha az általános elveket a mérendő 
speciális osztályára alkalmazzuk, akkor egy szakterüiet 
A ... z ötödik rész a villamos TI1ennyiségek méréstechnikai 
mtásra kerülnek a villan10s mennyiségek II 

a mérési hiba becslésének legfontosabb rnódszerel, valamint az ezekhez szükséges Illé­

rőműszerek felépítésének funkcionális-eg-ység mélységű modellje;, 
Bár a mérési problémák a tuc10Il1ány és a termelés minden területén 

a legkülönbözőbb fizikai és egyéb mérésének az eseteK wmo 
nag-yobb hányadában a mérendő objektumhoz villamosjelet mérőátalakító kap-
csolódik. Ennek az a következménye, hogy a további jelfcldolgozási és mérési folya­
matok a villamos jelek szférájában játszódnak ie. A villamos jelek e kitüntetett sze­
repe indokolja e terület részletesebb bemutatását. Nyilvánvaló, hogy minden szak· 
területnek kialakult a saját méréstechnikája, amelynek specifikus része épp a mérendő 
objektum és a villamos jelet mérő, ill. feldolgozó rész közötti terüiet. E területek érdemi 
érintése túllép könyvünk célkiWzésén, mindamellett úgy gondoljuk, hogy a 
sza.kterüiettől független, általános részei éppúgy, mint a villamos jelek mérésével fog­
lalkozó speciális része hasznos segítséget fog adni a mérési problémák megoidásához, 
bármelyik szakterülethez kapcsoiódnak is azok. 
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Könyvünk egy viszonylag nagy létszámú szerzői gárda együttes munkájának 
eredményeként jött létre. Tudatában vagyunk annak, bogy ezáltal óhatatlanul egy 
stíiusában, feidolgozásl mélységében és helyenként arányaiban sem teljesen egysé­
ges anyagot nyújt~n~, ~t a~ Olvasónak, de váilalkozásunk sokrétűsége miatt csak 
ezt az utat tartottuK Jarnatonak. 

A könyv szerzői a Budapesti Műszaki Egyetem Műszer és Méréstecht'lika Tan-
székének munkatársai, akik a könyvben szereplő témakörök a tanszék 
sokéves oktatási-kutatási munkájának tapasztalatait felbasználva végezték el. 

1 .. . < k'" r 1 1'" ". . "1 "1'" . .. ~ l'~on!,:!~t ~111n(j8.Z?_~n.aL_ .8}a,TI_j?.tC, - 0a;*r;1uyen, n1u.s:z:al~1 l~r:r_e! ~1uve 01 ,;S -, 
akll~ erdekloanek 2. rnereSl eljurasok tervezesenek es krvltelezesenek korszeru esz­
közei és módszerei iránt. gondoljuk, hogy egyes fejezetek az egyetemi oktatásban 
is Í1asználhatók lesznek. 

1983. május 

SchneH László 
főszerkesztő 
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ELSŐ RÉSZ 

MÉRÉSELMÉLET 





A ;l1érés álwlánossága és a müszaki, valamint a természettudományokban betöitött 
me"hatúrozó szerepe azt eredménvezte, hOQY a le"különbözőbb területek, saiát fej­
lőd'ésükkel együtt és azzal kö1csö~hatásba;- kialakították saját méréstecl;niÚjukat 
és az adott méréstechnikába tartozó elméleti hátteret. Nyilvánvaló, hogy más mérés­
technika szükséges il villamos jelek és rendszerek területén, mint az élelmiszerek mi­
nőségcllenőrzésénél, vagy különböző, az orvosi diagnosztikában használatos mérés­
technika a rövidáru-boltokban megszokottól. Míg a méréstechnikai módszerek tekin­
tetében az egyes szakterületek fejlődése határozott divergenciához vezetett, addig a 
méréselméleti háttér vonatkozásában konvergencia figvelhető meg. Erre a konver­
genciára az elvi lehetőséget az adja, hogy az ~egyes sz'á:\;területek által használt mo­
dL'!lezési technikák egyre inkább kötődnek il jel- és rends::erelmélet univerzális appa­
rátusához, ami mim látni fogjuk biztosítja il mérési eljárások általános megfogalma­
zásának lehetőségét. Ennek eJ!cnérc természetesen nem mondhatjuk, hogya mérés­
elmékt egy lezárt, egyértelműen körvonalazható tudományterület. Az egzakt model­
lezési technikák fejlődése olyan új mérési problémákat vet fel, amik maguk után von­
ják nemcsak a méréseIméleti módszerek állandó fejlesztésének szükségességét, hanem 
c.7.~ is, hogyamérés fogalma átalakul és új, általánosabb értelmezést nyer. lvférés­
elméleten ma a kiilönbö::l! szakterületeken létrejött tudomáilJ'os dis::ciplínák együllesét 
énjük, amikeT a:: kapcsol össze, hogy mérési problémák megoldásához nyújtanak ap­
parátust. 

Ez a megfogalmazás meglehetősen szabad kezet hagy abban a tekintetben. bogy 
él méréseImélet címszó alá valójában milyen témákat soroljunk. A könyv dsö részé­
hen. ami az l-5. fejezeteket foglalja magában, azokat a teriiíetcket ismertdjük, 
amik általánossági szint jük és gyakorlati jelentőségük alapján a méréseImélet köz­
ponti témaköreinek tekinthetők. 

Az első fejezet a modellezés néhány fontos kérdését tárgyalja. Erre azért var 
szükség, 111crt a 111érés fogalma, általánossági szint je TIt?I1; érthető nlcg ~! n1érc's cs n~('­
ddlczés kapcsolatának tisztázása nélküL és e kapcsolat sajátos jcl!t:g:; 
jeJcntöségü Ll mérésclméiet teljes felépítése szempontjából. 

A második fejezet is a modellezés témakörhöz kapcsolódi:':. ö·.·.~r ., :1.\.·-

r,~s::li11élet továbbiakban tárgyalt témakörcÍr:él használt i,'(lCUk-I"::;! ~Tp,:rc'ftuS. li J(,!-
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és rendszereImélet főbb eredményeit. A jel- és rendszereImélet tehát ne.nl a méréseI­
mélet közvetlen részének, hanem a méréseImélet által használt ,.matematikai nyelv­
nek" tekinthető. 

A harmadik fejezet a mérési eljárások alapvető típusait, azok származtatási mód­
ját és tulajdonságait tekinti át. Az ismertetett témák elméleti háttere a becslése/métet 
és ide/ltifikáció, valamint a döntéselmélet. Ezek a témakörök alapvető jelentőségűek 
a mérési eljárás ok tervezésében, és így a méréseImélet közvetlen elemei. 

Ugyancsak a méréseimélet központi témaköreinek egyikével, a lineárÍs szÍÍrés­
elmélettel foglalkozik a könyv negyedik fejezete. A harmadik és negyedik fejezet té­
makörei között szoros a kapcsolat, úgy is fogalmazhatunk, hogy az optimális mérési 
eljárások származtatásának két különböző módszere kerül ismertetésre. 

A könyv ötödik fejezete bemutatja, hogy a mérési adatfeldolgozás klasszikusnak 
tekinthető módszerei milyen kapcsolatban vannak egymással és mi a becslés- és dön­
téselméleti értelmezésük . 

Mint már korábban is említettük, a méréseImélet rész tematikája nem teljes, és 
nem is lehet az. Számos olyan területről nem esik szó benne, aminek megvannak 
ugyan a méréseIméleti vonatkozásai, de mai jelentőségük nem olyan nagy, mint a 
tárgyalt területeké. A műszer és méréstechnika jövőbeni fejlődése azonban hozhat 
olyan változásokat, amik a méréseIméleten belül is átsúlyozásokra, esetleg új irányok 
kialakulására vezethetnek. 
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10 Mérés és modellezés 

Minden mérési feladatban közös vonás, hogy a mérés me[:tefVezésének, ehégzésének 
előfeltétele annak pontos rögzítése, hogy mit akarunk mérni. Bár úgy tűnhtt, hogy 
ez az állítás magától értet6dő dolgot fogalmaz meg, mégis érdemts a jdentését kissé 
részletesebben megvizsgálni. 

Egy méré"i feladat megfogalmazása valamilyen jelenség megismerésének igényé­
ből indul ki. A megismerés iránti óhaj kinyilvánítása és a mérési feladat specifikálása 
között azonban meglehetősen nagy a különbség, hiszen a specifikálás már annak 
vagy azok nak a jellemzőknek a pontos rögzítés ét jelenti, amelyek a jelenség vizsgá­
lata szempontjából lényegesck. Ezeknek a jellemzőknek a kiválasztása és valamilyen 
formalizmussal történő megadása a modellezés feladata. Látható tehát, hogya mo­
dellezés és a mérés között szoros kapcsolat van, ezért e kapcsolat jellegének elemzése 
a méréssel kapcsolatos vizsgálatok kiindulópontja kell hogy legyen. 

A fejezet első szakasza a modell és modellezés alapfogalmait tekinti át, btmu­
tatja él modellek néhány típusé.t és a mod,=l1ezés alapvető módszereit. 

A músodik szakasz él mérés és modellezés kapcsolatának természeté\el, tbbö] 
kiinduha él mérés alapfogalmaival és fő aspektusaival foglalkozik. 

A harmadik szakasz a mérési eljárások tipusait foglalja össze. 

1.10 lVlodeH és modellezés 

A modell a világ leírásának, megértésének az eszköze, a világra \ onatkozó iS!11trt­
teinknek kifejezője. A következőkben röviden jellemezzük a modellek [öbb típusait 
és alkalmazásaikat. 

A vizsgálatokat !eszükítve a valamilyen matematikai formalizmussal leírható 
modelltkrc:, bemutat juk a modellezés alapmódszereit, a dc:duklív és induktÍ\ mód­
szert, majd e módszereknek <i gyakorlati modellalkotásban elfoglalt hel}ét és a 1110-

dellalkotás folyamatát. 
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IVlindennapi cseÍekvésünk nagy része közvetlen kapcsolatba hozható a Illodeil, 1110-

dellezés fogalmakkal rögzített, általában csak tudományos vonatkozásban említett 
tevékenységgel. 

A modellezéE csupán tudományos vonatkozású értelmezése abból ered, 
kutató e módszerÍlez tudatosan folyamodik, ellentétben az akaratlan, nem 
modellezésseI, ami a köznapi életünk szoros velejárója. A modeli segítségéve! : 

- megragadjuk a valóság egy részét, kiemeljük annak bizonyos 
- a valóságos jelenség lényegét változatlanul me2hagyva, a ielenséget 

rűsítjüL amivellehetővé t;sszűk i jelenség kvantitatív~ tárgyalását : ~ 
rögzítjük és kifejezziik a valóságos jelenségekre vonatkozó ismereteinket. 

Ugyanannak a fizikai objektumnak meglehetősen sok, eltérő képet mutató mo­
dellje lehet. Attól függően, hogy milyen célból alkották meg őket, a valóság 
oldalát ragadják meg velük, más lesz az egyes modellek bonyolultsági foka, és más 
a megvalósítási módjuk. 

(Pl. a vaióságos repülő és a különböző aspektusait kifejező modelljei a követke­
zők lehetnek: játékrepülő, szélcsatornás modell, repülésszimulátor, az 
kat leíró dífferenciáíegyen1et -rendszer. ili. számítógépes 
rajzok stb.) 

A modellalkotás és annak végterméke - a modell, erősen célorientált - nagy­
mértékben magán viseli a vizsgálati célkitűzés jegyeit. 

_A. tudOITIányos illodellalkotás (elsősorban az egzakt és a I11érnőki tudoIl1ányokra 
kell itt gondolni) nagyobb mértékben objektív; támaszkodi).: a fizikai, biológiai, gaz­
dasági törvénvek ismeretére, általában matematikailag iól kezelhet6 formában adia 
meg :'1, modellt, es~k özc ~l ~iÚön bö~ő elr:1~1~tek f~!állításá~~k ~s, a i'K°!21 <:rvezc[ t Lí~!~-r­
letek es megfigyelese).: reven azok 19azoJasanak, lll. megc:íTnh'<";"-<oL 

Röviden összefoglalva: 
a moddi 
- a vizsgúlt jelenségekre von~:tkozó l'3mer::teinJ.. L ,r: ,o,,, 
a modeiIezés 
- a modelialkotás folyamata. 

A modell legfontosabb jeliemzőjc a Josa!,'<i. moclcJ1. l~oL;n1<:tkl ,; eddo éo-; 
',)depek sokfélc:ségére, nyilvánvalóan akkor jó, ha eleget töl éi modcllcz() igén}ci­

::c; o luv pl. a differenciálegyenletet megoldó számítógéppronan~ és a rcpülií sz,~o;-
:()r~{lbaI1 használt makcttje ugyanoly~n jó modelllel1ct, hi~z(;n a modell jóságát" 

!o;tiizött cél meuvalósÍtúsúnak szint je határozza meg. Tudománvos modelleknél a cél 
~i -. alóság minélélethűbb ábrúzolása, a modellt öss;evetik kíséríetek útján a forrásául 
',!(l!gúló valóságosjelenséggei és a megfigyelésekből következtetnek 3Z épített model­
L;, használhatóságára. Maga amodellalkotás egvik legfontosabb módszertani elc-
1;1: .. : d: 

.0 utatús - tervezés elemzés 

l \_~: i :11akkal kapcsolatos tevékenységeknek . Ilyenkor modellezés révén: 
. - megbízhatóbb ismerdanyagot szerzünk valamilyen íizikai jelensé.':'r[jj ; 

- vcrifikáljuk az elméleti eredményeket: 
szinktizálunk fizikai célrendszereket (pi. szabályozó): 

- megvalósítjuk különböző jdenségek eWrejelzését; 
optimúljuk a különbözl) jelenségek lefolyásúto 



1 

A következőkben áttekintést adunk a modellek különböző típusairól és jellemzőiről. 
Szó volt arról, hogy egy jelenség modellje eltérő formákba~1 valósulhat meg, azaz 
eltérő a modell megadásánál használt formalizmus, elsősorban altól függően, hogy 
milyenek a moddlező által kitűzött célok és mik az általa lényegesnek vélt, ill. mcg­
választott rendszeriellemzők. 

, Altalában ~ár~!? ff! ;no~el!csoporto~.k,ülönbözte~~l,ü: n:~g (a t~p.ikus modeilfor­
makat egy lengescslllaplto erosen egyszerüsltett modeJl]evelllll1SZual.1uk): 

koncepcionális modell : 
a vizsgált rendszer részeit 8 rendszerben betöltőtt idealizúlt funkciójuk alapján de­
finiáljuk funkcionális folyanlatábra)~ .j. 

- fizikai modell : 
Li vizsgált jelensé2:et tulajdonsá~ú fizikai obiekturnokkal irjuk le analó2iák_ 
ill, hasonÍósági tÖrvények alapján (anal6g számítógél) modellek, gumimembrán~mo­
dellek., kicsinyirett áramlási modellek. úramköri modellek), ._. ábra) ; 

- matematikai modell : 
(:~\" biZOtiVOS 111atc­

integrál cg)'en letek ~ l ogik ~ii 

Az, hogy az adott esetben milyen modellel elégszünk meg, sok szempont, lehető­
korlátozás ;;;redője* Ezek közül alapvető fontossúgú az~ hogy: 
- Dlik a konkrét Il10del1ezési cél szen1pontjábóllényeges~ és Illik az elhanyagol­

ható aspektus ok ; 

L .. 

az alkalmazható moddíezési eIjárások ; 
o. rcndelktzésrt ál1ó és 

1.1. ábra. A k:nJéscjlllpttó funkcionj.lis n1)j"i1je 
c rugóillandó; k csilbpít[!si tényezó; m tömeg 

1.2. ábra. A lengéscsillapító fizikai Jl1l'dcllj'2 
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A modell az ismeretek kifejezésének alapvető eszköze. Az ismereteket használ­
ható formában kell nyújtani, hiszen a modell általában a további döntések alapja és 
kiinduló pontja. A tudomány számára ilyen használható eszköz mindenekelőtt a ma­
tematikai modell. Más modelltípusok ritkán képezik az önálló modellezési feladat 
célját, inkább a matematikai modell létrehozását vagy megértését segítik elő. 

A továbbiakban a mérnöki gyakorlat szempontjából legfontosabb modelltípus­
sal, a jelek és rendszerek leírására kidolgozott matematikai modellekkel fogunk fog­
lalkozni. E modellek különböző típusainak részletes elemzése a 2. fejezetben talál­
ható. Most csak a modellekre vonatkozó néhány általános jellemzőről teszünk em­
lítést. 

A vizsgált jelenségre vonatkozó és a matematikai modell által képviselt ismeret­
anyagot a következő fő kategóriákba lehet sorolni: 

- törvények: 
struktúra; 

- paraméterek; 
- állapotok. 

Törl'ények 

A törvények természetesen az alapvető fjzikai törvények, melyek a matematikai mo­
dellnél meghatározzák az egyenletek általános alakját. A vizsgált jelenség körülhatá­
roJásánál, a különféle kölcsönhatások elhanyagolásánál arra törekszünk, hogya je­
lenséget lehetőleg minél szűkebb fizikai terültten tárgyaljuk. A tárgyalás alapja a 
megválasztott területhez tartozó, az anyagra és energiára vonatkozó megmaradási és 
folytonossági törvények és a belőlük levezetett alaptörvények (Kire/zhofl-, Newton-, 
Fourier-, j}1axwell-, Navier-, Stokes-féle törvények stb.) alkalmazása. Ennek során, 
az egyensúlyi egyenletek felirása és a peremfeltételck rögzítése útján jutunk el a jelen­
ség matematikai modelljéhez. 

Struktúra 

Struktúnl a jelenség belső tagozódására és r~szeinek utal. A jclel'ség 
anaIÍzisénél azt nemcsak a környezetétől kmönítjük el, haneill ha lehetséges, hasonló 
módon megpróbáljuk különválasztani az egyes elemeit és rögzíteni azok kölcsönha­
tását. Ez különösen hasznos formális és számÍtóQépes n'ódszerek liasználatánál. 

A~ részelenlek e2villással való rÖ'-2zitÍ a belül az anvai!. és 
enenúa terjedési útj;Ú, az elemek típusa DediQ az-anvaf!. enerf!.ia, a je1enséQe~ b'élül 
lezailó átalakulását. - Á - • - -' -

. A strukturális ismeret mef!.határozza a malematikai modellek ben szereplő eQven-
letek számát (kölcsönhatások) és típusát (elem'ek). . --

ParamétereK 

A matematikai modell paraméterei nem mások, mint az ef!.yes eQwnletekben sze­
replő együtthatók konkrét értékei. Az együtthatók kapcsolatban áÜ;lak az egyes ele­
mekre jellemző fizikai mennyiségekkel, a határ- és a kezdeti feltételehkel. A paraméter­
értékek meghatározása a modellalkotás legfontosabb gyakorlati, a jelenség megfigye­
léséhez kötött tevékenysége, mivel a konkrét értékek általában ismeretlenek, \iszont 
azokkal teljes a matematikai modell megadása (struktúra+paraméterek). 
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Állapot 

Az állapot olyan változó, amely a jelenséget érő külső hatásokkal együttesen írja le 
teljesen a jelenség lefolyását. Allapotváltozóként általában a jelenség elemeinek vi­
selkedésére jellemző fizikai mennyiségek pillanatértékei értelmezhetők. 

A felsorolt jellemzők, a struktúra, a paraméter és az állapot, a lengéscsillapító 
esetében a következőképpen értelmezhetők' 

Struktúra: a jelenség 1?-árom elemre osztható, azok egymástól függetlenül befolyá­
solják a jelenség lefolyását, a leíró egyenlet háromtagú, lineáris, ad­
ditív. 

Paraméterek: a modell egyes elemeire, a csillapításra, rugalmasságra, tehetetlenségre 
jellemző mennyiségek konkrét értékei. 

Állapotok: az egyes elemekre jellemző mennyiségek (elmozdulás, sebesség) pilla­
natértékei. 

1.1.3, modellezés alapfogalmai 

A mindenkori modellalkotás hátterében a törvények, struktúrák, paraméterek kö­
rülhatárolásánál alapvető szerepet játszik néhány egyetemes jellegű mode1Jalkotási 
elv. Ezek az elvek a: 

- szeparáció, 
- szelekció és 
- gazdaságosság. 

Szeparáció 

A fizikai világ egyes objektumai, jelenségei kisebb-nagyobb mértékben kölcsönhatás­
ban állnak egymással, befolyásolják egymás viselkedését. Egy modellezés i feladat 
megfogalmazása azt kívánja meg tőlünk, hogy képesek legyünk a külső viiág egy ré­
szét (ezt nevezzük a modellezendő rendszernek vagy jelenségnek) a többitől elkmö­
níteni. Az elkülönítéssel együttjáró fogalmak a rendszerhatár, amin keresztül a rend­
szer a környező világhoz kapcsolódik, és a rendszer elemei, részrendszerei, amelyek 
a rendszeren be1üll<ölcsönhatásban állnak egymássa1. 

Szelekció 

A vizsgált jelensége n belül, valamint a jelenség és annak környezete között számos 
kölcsönhatás-típus értelmezhető. Az adott vizsgálat célja azonban a jelenségnek bi­
zonyos rögzített kölcsönhatás szempontjából történő elemzése, ami együtt jár azzal. 
hogya modellezés során a megvalÓSÍtandó cél szempontjából szelektálni kell a köl­
csönhatások között. 

A szeparáció és a szelekció el,éböl kifolyólag a modell mindig egysZeríísítctt. 
tehát bizonyos értelemben hibás képe a valóságnak. A szeparáció és a szekkc:ió en­
nek ellenére eJkerülhddlen munkafeJtétej, ami nélkül bármilycll modcllalkntús 1.:1-
képzelhetetlen lenne. 
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Ga::daságosság 

A QazdasáQossá!Z ehe azt fejezi ki. hOQ\' a moddlneL a vizs,-=úlat célkitűzésének 111eg­
fel;lő lehelőség~k közül, a-lehet6 leg-~gyszerűbbnckkell le;nic. A modell eg)szerií­
ségc Li struktúra egyszerűségében és ezzel együtt II paranléterck és ál1apot"~/áltozók 
számának minim<dilúsúban jelentkezik. 

~rérjünk 1110St út ~: Il10dellezéssel kapcsolatos inforrnációk fajtáira és nlennyi­
ségére. 

A modell származlatásához szükséges információnak két forrása lehet: 
(l wiori iSiilerei: cl modellezendő ielenséQre vonatkozó. a vizs!2álat me!Zkez-

désekor r~ndelkezésre álló ismeretek összessége; - . - ~ 
-- CI posieriori ismeret: a modellezési eljárás befejezésével rendelkezésünkre álló 

ismeret, ami a jelenség során információkkal több az a priori 1S-
meretnél. 

A D10dellezési folyalllal kezdeti szakasza az il ]Jriori isrncre! ŐSSZe2:vi1jése és rend­
szerezése. Az adott je-Ienségről alkotott a priori ismeret forrása a j~íenség előzetes 
általános eleillzése, beleélt~ve a lehetséges kapcsolatokat rnás jelenségekl .. el és a fizikai 
törvénvszerűsé!2ekkei. Az a ismeret a modellezés szempontiá-
ból. IVlennyisége sajnos ko:nkrét jelenség 
leírására összpontosul, a for-
rása, továbbá magáról a 
vel annak minden 
is az általános 
';'lt'i1;;h'lP 111'!,1"1"1:7i\-
L... J;. 1,-,,-_ .. ~-~ ~ ':- .J .-~;;..\.. -; ~~ ~. ro _. ~~.,._ 

Az Li prIorl lSD1eIel: fi nlooellezesl leladat celJav31 
"éuleues típusát. a pontossá!?i a 
a ~lOdejj bonyo'lultságát, -

J-\ hiányzó iI1fornlációnak 
j .3. ábrán látható. 

;:;ZeS 

, TIltI1!1yiségek iSil1eTcte 

meghatározza a D10deH 
modellezési eljár::ís típusát, 

DliDI ahogy az az 

(eZ kib,t :', modellalkoI2s Ösz-



Az ábrán vázolt négy eset között éles a különbség. Mig az utolsó két esetben a 
modellosztály egyetlenegy modelltípusból áll (a struktúra ismert), aminek legfeljebb 
a paraméterértékei nem rögzítettek teljesen, az első két esetben maga a struktúra is 
változó, és így rögzítendő tényező. A c és d ábrák eseteiben a paraméterek értékeit kell 
meghatározni, azaz elvégezni a paraméterbecslés, paraméter identifikáció feladatát. 
Ez mint problémakör viszonylag kidolgozott és egységesített. A struktúra kiválasz­
tására hasonló szintű módszerek még nincsenek, itt jelentős szerepe van a mérnöki 
intuíciónak és a próbálgatásnak. 

I\1ielőtt felvázolnánk a modellalkotás lépéseit, röviden foglalkozunk a modellalko­
tási módszerek két extrém esetével, a kizárólag: a miori ismereteket felhasználó ún. 
deduktív módszerrel és a kizárólag' kísérleti ao'átokra építő ún. induktív módszerrel. 

Deduktív modellalkotás 

A deduk~ív mo?ellez~sn~], ~lt~lán~.s ~rv~?yű ~örvén~s~e,rűs~gekből, ki~?d!-llva ~g'y 
lSI11ert Jelenseg lelrasara tOIekszunk. A..z e ce1bül vegzetT elniele'tl anahzls 

során meghatározzuk a vizsgált rendszer határait, felbont juk azt kmönáiIó elemekre 
- részrendszerekre - eg:y-eg:y részrendszerre alkalmazzuk a megfelelő megmaradási 
és folytonossági törvény;ket~~ögzítjük a batárfeltételeket és a ré~zrendszerek közötti 
kölcsönhatásokat. ft... ún~ a priori formális alakja valan1Í1yen 
struktúra és a hozzátartozó paraméterek. Abban az esetben, ba mÍljd a fuikai törvé­
nyek, mind a strukturális és paraméterekkel kifejezett ismeretek rendelkezésre állnak, 
ill. teljes egészében specifikáltak, a kapott matematikai modell egyértelműen leirja a 

, '1" , ( 1"" , ., T' 1 1-, h b' l ' k kl' Vl~Sg('Lt Jelens::ge~ ,u .s~e~e.~clo es ,~z~:t::r~c;o ~1ia.!. ve __ ozott lZ0;1)~a a~;2go r ror~a-
tam l'vllvel a Jelenseg belso lelepltese ismert vagy hozzmerheto, a rendszer 

a TI10dellező szánlára~ igy ezt az eSetet fi ,;febér doboz" névvel illetik. 

blc/uk ifv rnodelialkorás 

_~ }~ íSr5rletek sOI~§n IllegfigYélések infcrnl8.ciót tartaln~t:znak a jelenség és aTI­
r:ak }~örnyt:zete között érvényesülő kőlcsönbatüsol:ról, aZHZ a rendszer benlcnő- és 

A kísérleti analízis során él leírására - modelljére -
lörekszünk. Die!y utánozni képes anD,J~ 

a rendszer \'0-

nalkozó, strukturális ismerettel, szemünkben él rendszer .. átláthatatlan" ún. "fekete 
doboz". A jdenség lefolyását több, különhöző struktúrájú modell képes utánozni, 
így az induktív nodelkzési módszer nem l:2;yértelmü, legalábbis elvben régtelen sok 
khetséi2es modellt eredménvezhet. 

A kísérleti adatok meg'szerzésének módja lehet: passzÍ\' és aktí\. 
Passzív kísérletnél El modellezendő jelenséget ún. normális müködésÍ körülménrek 

között figyeljük meg. A model1ező ebb;n az e~setben nem képes, vagy nem kíván' rá­
kényszeríteni El rendszerre általa specifikált bemenője1eket. Olyan megfigyeléseket 
kell elfogadnia, melyek a rendszerből és a környezetéből származnak, tőle pedig füg­
c:etlenek. 
- Akiiv kísérletnél éi model1ezendő jelenséget ún. teszt jelek segítségével befolyásol­
juk és ilyen körülmények között figyeljük meg. A modeliező tehát közvetlenül be-
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kapcsolódik a rendszer és környezete közötti kölcsönhatásba, részben vagy teljesen 
befolyásolja a rendszer bemenőjeleit, a kisérlet során meghatározott tulajdonságú ún. 
teszt jeleket alkalmaz bemenőjelekként és megfigyeli a rendszer adta kimeneti válasz­
jelek.et. 

A tiszta deduktív, ill. a tiszta induktfv módszer idealizálás, határesetei a gyakor­
latban megvalósított modellezési folyamatnak. Az alkalmazott modellek valahol a 
kettő között foglalnak helyet, azoknak különböző arányú keverékei. 

Az alkalmazott formális lehetőségek és általános érvényű összefüggések miatt a 
modell szintézisénél él deduktív módszer az e1őnyösebb, ezért a gyakorlatban, a ma­
tematikai modell származtatásánál igyekszünk ezúton minél messzebbre eljutni és a 
kísérleti adatokra akkor támaszkodúnk, amikor ez elkerülhetetlenné válik. 

1.1.5. A modeUaIkotás lépései 

A modellezés, mint a vizsgált jelenségre vonatkozó ismeretek megszerzésének és for­
mális kifejezésének folyamata összetett, láncolt folyamat. A modellek egymásra épül­
nek, egymásból merítik a létrehozásukhoz szükséges információk egy részét. Egy 
konkrét modellbe zárt ismeretanyag a priori ismeret forrásaként szolgálhat egy másik 
Illodellalkotási probléma számára. Ennek megfelelően a modellezés folyamatának 
ábrázolása csak erős egyszerűsítésekkellehetséges. Célja elsősorban néhány tipikus 
mozzanat bemutatása és semmi esetre sem egy általános modellezési metodika fel­
vázolás,l. A modell alkotás ilyen egyszerűsített sémája az 1.4. ábrán látható: 

A folyamat a modellezés céljának rögzítésével kezdődik, ami meghatározza a 
modell típusát és szempontokat nyújt a modeI1 szükséges pontosságának rögzíté­
séhez. 

A modellt>zés célja 

'--_E_I_ÖZ_t>_t_t>s....,...m_o_d_e_ll __ --'~--- -----

Megilgyeles es a szabad 
Jellemzők rbgz;tese 

Modellellenőrzes 

L_ - - - - --1- ja -

"'I Vegleges modt>il 

I A. ábra. A modell ezé, ICpései 
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A következő lépés a modell felépítéséhez használható a priori ismeretek össze­
gyűjtése, ami magában foglalja a jelenség vizsgálatánál alkalmazható törvényeket és 
kiegészítő ismereteket, továbbá a jelenségre vonatkozó strukturális és parametrikus 
információkat. A.:z a priori ismeretek birtokában végezhető el amodellalkotás deduk­
tív szakasza; aminek eredménye az előzetes modell létrehozása. Az előzetes modell, 
az a priori ismeretek mennyiségétől függően több szabadságfokkal rendelkezhet, 
amin( arróí az előző pontban már szó volt. A modellnek ezen ismeretlen jellemzői 
specifikálják a feladatot a modellezés induktív szakasza számára, ami a jelenség em­
pirikus vizsgálatára épül. 

Az előzetes modell és az a priori ismeretek felhasználásával történik meg a mo­
dellen végzett megfigyelések tervének kialakítása, a kísérlettervezés. Passzív kísérlet­
nél a kísérlettervezés a megfigyelendő jellemzők kiválasztását és a megfigyelés idő­
pontjának, időtartamának rögzítését jelenti. Aktív kísérletnél ez bővül a gerjesztési 
pontok kiválasztásával és a teszt jelek jellemzőinek rögzítésével. 

A kísérlettervezés elvégzése után következő lépés a jelenség megfigyelése és a 
nyert adatok, valamint az a priori ismeretek alapján az előzetes modell szabad jel­
lemzőinek rögzítése. 

Az így létrehozott modellt ellenőrizni kell, azaz meg kell vizsgálni a modell és a 
jelenség közötti hasonlóságot valamilyen működési jellemző és hasonlósági kritérium 
alapján. Amennyiben az ellenőrzés azt eredményezi, hogya modell megfelel a model­
lezés céljának, akkor a modellezési folyamat lezárult és meg,.lcaptuk a végleges mo­
dellt. A végleges modell, mint már említettük, általában nem egyértelmű. Durván azt 
mondhatjuk, hogy minél kevesebb az a priori ismeret, annál több a modellezés célját 
kielégítő végleges modell. 

A.:z ellenőrzés másik lehetséges kimenetele, hogya modell nem kielégítő. A kö­
rülmények kiértékelése többféle beavatkozást eredményezhet. A legegyszerűbb eset­
ben csak a kísérletet kell tovább folytatni és az újabb megfigyelések által nyújtott 
többletÍnformációval kell javítani a modell pontosságát. Ha ez nem vezet eredményre, 
akkor eggyel korábbi szinten keH beavatkozni, azaz módosítani kell a kísérlet körül­
ményeit, tehát a megfigyelési pontok elhelyezését, az esetleges teszt jeleket. Végső 
esetben az is előfordulhat, hogy az előzetes modeH specifikálásánál tett hipotézisek 
bizonyulnak helytelennek, ekkor az előzetes modellen kell strukturális 
'VEQV TI1ódosítást végrehajtani. 

modellalkotás tehát több lépésből álló, iteratív jellegű fOlyamat, aminek ered­
ményeként meg~,apjuk a vizsgált jelenség valamilyen formalizmussal kifejezett leírá­
sát, a jelenség modelljét. 

A modell és modeHezés lényegesebb fogalmainak áttekintése után áttérünk a 
I11.§rés alapfogalmainak \r1.zsgálatára. 

A méréshez kapcsoiódóan - éppen rendkívüli általánossága miatt - kialak ult egy 
meglehetősen széles fogalomkör, aminek elemei, többnyire heurisztikus jelleggel rög­
zítik a szükséges alapfogalmakat. Annak ellenére, hogya méréshez kapcsolódó fogal­
mak axiomatikus felépítésére történtek kísérletek.[l.l] és megadható a mérés abszt­
rakt, halmazelméleti apparátussal kifejezett modellj~ [1.2], célunk ezen fogalmak 
heurisztikus alapon való, minél egyszerűbb ismertetése. Ennek ára, hogy a tárgyalás 
a lehetségeshez képest kevésbé precíz, viszont így könnyebben megérthetők a mérés 
fogalmának értelmezésében bekövetkezett változások. 
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1,2,1, r es 

A mérés fogalmának értelmezés éhez mindenekelőtt a mérés és modeilezés kapcsoia­
tának elemzésére van szűkség. 

A modellalkotás lépéseit az előző szakaszban foglaltuk össze, Láttuk, hogy ~l 
teljes folyamatnak többnyire van egy empirikus szakasza, aminek feladata, hogy az 
előzetes modell szabad jellemzőit a jelenség megfigyelése segítségével rögzítse, majd 
a modellt a jelenséggel való összehasonlítás révén ellenőrizze. NyilvánVélló, hogya 
Il10dellezésnck ez fl kitüntetett szak2.szu a il1érés, anlinek fő Dlozzanatai tehát: 

- a kísérlettervezés; 
- a illegD.2:yelés és az előzetes I110dell szabad ielleDlzőinek rÖQzítésc: : 
- él modell ellenőrzése; - ~. 

az ellenőrzés eredményének az első két mozzanatra vonatkozó kiértékelés::. 

A mérés felsorolt lépéseit az 1.4. ábrán szaggatott vonallal bekeretezve jelöltük. 
p,...z ábra szerint a mérés folyamatairól a következőket mondhatjuk. 

P:i. Iriérési folyaIl1at beilleDetén az előzetes il10dell és a vizsgált jelenségre vonat­
kozó a priori ismeretek vannak. Az előzetes modell szabad jellemzői speciflkálják a 
mérési feladatot. A mérési folyamat modell meg, 
tehát a illérés rögzíti a specifikált szabad vagy egy arni Szerint a 
Inegadott elŐZeteS il10dellel a célkitűzés szerinti TIlodellezési pontosság nen1 érhető el, 
az előzétes modellt módosítani kel1. A módosítás miként ie már a modeliező feladata. 

A mérési folyamat mozzanatait az e1őzóekben mái felsorolÜLlz. Látható, hOllv 
a IT1éré,si folyan1at önn1agában is lehet ÍteratÍ\: jellegű, hiszen a Il10dell elIenőrzésén~i~ 
eredményeként módosításra kerülhet a mérési folyamat két első eléme. 

A...z eddigiek alapján megfogalmazhatjuk a mérés és modellezés kapcsolatának 
leglényegesebb vonatkozását, nevezetesen azt, hogy a mérés mindig egy modellezési 
folyamatba van beágyazva, a mérés a iilodellalkotás autonóm szakasza. Ebből a meg­
állapításból további következtetéseket vonhatunk le. 

1. A illérés fogalnlának általánossági szint je lényegében il1egegyezik a ITlodel1c­
zés fogaln1ának általánosságával, hiszen fl kivételes eSetnek lekinthető tiszta deduk­
tív il10dellézési eljárástói eltekintve, D1ÍndcD I110dellezésÍ tartaln"l2.z ·nlértsi 
s~akaszt. 

2. a modellczési folyamat egésze erősen kötődik a modenezett jelenség téI-
mészetéhez, speciális tulajdonságaihoz, addig a mérési szakasz részeinek leírási, ter­
vezési módszerei nagyrészt egységesen tárgyalhatók. Ez a lehetőség a mérésnek a mo­
dellezési folyamatban elfoglalt helyéből adódik, hiszen ebben a vonatkozásban a l1,é­
rési szakasz bemenetén és kimenetén az univerzális iel- és rendSZérelméleti nvelven 
leírható matematikai mode1i és a hozzátartozó a priori ismeret található, ami lehe­
tővé teszi az általános, a modellezett jelenség specifikumaitól független, egységes tár­
gyalást. A mérés számára egyedül a megfigyelés konkrét elvégzése tartalmaz a vizs­
gált jelenségre jellemző vonásokat, mivel ezen a ponton találkozik közvetlenül a mért 
objektum'a mérést végző eszközzel. Ennek alapján jelenthető ki, hogya mérés a mo­
d~llezési fc:lyamat autonóm szakasza, önálló általános fogalomrendszerrel és tör­
venyszerusegekkel. 

3. A mérési folyamat eredményének, a végleges modellnek a jóságát a modelle­
zési és a mérési hiba befolyásolja. A két hiba ok között nyilvánvalóan lényegés kon­
cepcionális különbség van. A moddlezési hiba a helytelen dedukció vagy pontatlan 
a priori ismeret mellett annak a következménye, hogya modell- szűkségszerűen -
mindig egyszerűsített képe a valóságnak (lásd. szeparáció és szelekció fogalma), ami 
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miatt a vizsgált jelenséget csak véges pontossággal képes leírni. A mérési hiba forrásai 
a megfigyelési bizonytalanságok és a megfigyelt adatok kiértékeléséhez kapcsolódó 
pontatlanságok. A mérés és model1ezés kapcsolatának következménye, hogya mo­
deHezési hiba jelenti az ésszerű korlátot a mérés pontosságának specifikálásánál, hi­
szen értelmetlen dolog egy durva, pontatlan modell paramétereit nagy pontossággal 
és így esetleg drágán meghatározni. 

A mérési és mooellezési hiba közötti koncepcionális különbség megértése alap­
vető fontosságú a mérési folyamatok értelmezésénél, tervezésénél. A mérése1mé1et 
kizárólag a mérési hibával foglalkozik, a modeHezési hiba értékelése a mérési ered­
ménynek az adott modellezési feladatnál történő értelmezésével együtt, a modellt 
alkotó szakterület feladata. 

A mérés és modeHezés kapcsolatának áttekintése után áttérheti.ink a n:érésse1 
- 1 ~ - ];' ,- " kapcsolatos a.apIDgaJma.~ ertem1ezesere. 

értelmezés szerint a egy fizikai vagy kémiai mennyiség nagysá-
jellemzése, a választott mértékegységben kifejezett számértékével. Ezzel össz-

ca.o~'~"" él mérési szám és egy mértékegység, melyek az egységet és az 
V:"'''-HH'-, a mérési hiba pedig a mérési tényleges és 

értékének különbsége. 
A fenti értelmezés a n~ai mérési problémák jó részénél nem alkalmazható. Igen 

egyszerű példaként szolgáijon az a mérési feladat, mikor egy digitális vezérlő belső 
állapotát kell megmérnünk. A mérés eredménye a vezérlő tárolóe1emeinek ál1apota, 
alkalmasan kódolt formában megjelenÍtve. Annak ellenére, hogy nyilvánvalóan mé­
rési feladatról van szó; a hagyományos értelmezés szerinti megfogalmazásokat több 
ponton nem tudjuk alkalmazni, hiSZen nem egy mennyiség nagyságát mérjük, az 

nem feltétlenül szám, és a mértékegység sem értelmezhető a megszokolt 
módon. Természetesen a hagyományos mérésfogalomnak ezek az ellentmondásai 

rendszerek méréstedmikájában, hanem számos más területen is 
többdimenziós identifikációs feladatok stb.), 

általánüsitásához vezéttek. 
a TIlétésnek a Il10dellezési folyanlatban be-

el. Mint a moddlezés célja a v1.2sgáít 
CL"!<''''V! <>a,S<'H!W!'- kifejezése a modeli típusa által meghatározot! 

lépésként az a ismeretek feLhasználásával 
definiáljuk az előzeteS modellt, an1i a TI1érési szakasz számára !:''-'~"''-'U''''''J''', hogy a 

milyen vaQV ,Hlapotok) feJ'e-
~- -

azaz mi a tárgya. 
Az előzetes modell, ezekkel a szabad jellemzőkkel, egy modell osztály t :rögzít, 

aminek azt az eJemét kell a méréssell:-Jválasztanunk, azonositanunk, amelyik a vizs­
gált jelenséghez egy adott kritérium szerint a leginkább hasonlít. 

A mérés feladata tehát a vizsgált tulajdonságot legjobban reprezentáló modell 
kiválasztása, azaz a tulajdonság minden lehetséges megjelenését magába foglaló mo­
dellosztály többi elem étől való megkülönböztetése. Ez a célkitűzés azt jelenti, hogy 
egyrészt a tulajdonságot kifejező modelljellemzők lehetséges kimenetelei között vala­
milyen viszonynak, relációnak kell lenni, hiszen a tulajdonságok megkülönböztetése 
éppen e reláció alapján lehetséges, másrészt a mérésnek éppen ezt a viszonyt kell ki­
fejeznie ahhoz, hogya modeHosztály egyelemét a többitől elkülönítve, azokhoz ké­
pest elhelyezze. 
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A modelljellemzők e viszonyának kifejezése a meres során úgy történik meg, 
hogya mért jellemzőkhöz a mérés; a modell jellegéhez illeszkedő szimbólumot ren­
del, másként megfogalmazva", a mért jellemzők halmazát leképezi egy szÍmbólum­
halmazra. Ennek elemei között egy ugyanolyan típusú viszony, reláció van értelmezve, 
mint a modelljellemzők lehetséges kimeneteleinek halmazán, hiszen csak így lehet 
elérni, hogya mérési eredmény a mért tulajdonságok közötti viszonyt fejezze ki. 

Összefoglalva az előzőeket, a mérés általánosított értelmezését a következőkép­
pen adhat juk meg: a mérés a mért jellemzők közötti viszony kifejezése szimbólumok 
közötti viszonnyal. Ennek megfelelően a mérés a mért jellemzőket szimbólumokra. a 
jellemzők halmazán értelme:::ett viszonyt a s:::imbólllf11ok halmazán értelmezett l'is:::ollr­
ra képezi le . 

• A.z általánosítás néhány fontos következménye a következőkben fogalmazható 
meg: 

1. A mérés lényege a mért jellemzők viszonyának kifejezése él többi lehetséges 
kimenetelhez képest és nem a mért jellemző egyszerű leképzése valamilyen szimbó­
lumra. 

2. A mérés fogalmához nem tartozik közvetlenül a számmal történő fc:prczcn­
táció, a szimbólumkészlet elemei tetszőlegesek lehetnek (színek, betűk, alakzatok, 
fogalmak stb.). 

3. A mérés nem szűkíthetó le a mért jellemzők ,.nagyságának·' kifejezésére, ez 
csak egy, a jellemzők halmazának elemei között értelmezhető viszonyok (relációk 
közül. A nagyság kifejezésére alkalmas "kisebb vagy egyenlő", vagy ,.nagyobb vagy 
egyenlő" relációk mellett igen gyakran szükség van az ekvivalencia reláció alkalma­
zására, ami a halmaz elem-.:i között azonosÍtúst és nem sorbaállítást véQcz. A beveze­
tőben -.:mlített példánál, a v-.:zérlő állapotának mérésénél is a mért jeUemzök, tehát 
az állapotok haimazán az ekvivalencia relációt értelmezzük, hiszen az állapotok kö­
zötti viszony lényege a megkülönböztetés és nem valamiféle nagyság szerinti elren­
dezés. 

A mérésfogaiom áltaiánosításával összhangban általúnosÍtani kell él többi, mé-
réshez kapcsolódó alapfogalmat is, il skála, a mérési eredmény és a mérési hiba 
fogalmát. 

111 érés hagyofnányos érrclrnezéséböl is iSrntrl - Ll 
n1érési inforrnációk ftt-z áhalánoslLolt 

a skála a következő inforrnációkat tarudrnazza : 
- él mért jellemzők lehetséges kimeneteleinek definiálása; 
- a mért jellernzők haln1azán értclnlczett relációk definiálása: 

a SZiI11bóluI110k "definiúlása; ~ 
a szinibólumok halmazán értelmezett relációk definiáiása; 
a mért jellemzők és a szimbólumok közötti leképzés definiálása; 

- a mért jellemzők halmazán értelmezett r:e1ációk és a szimbólumok halmazán 
értelmezett relációk közötti leképzés definiálása. 

A skáiainformáció tehát nem más, mint az adott méréshez kapcsolódó megállapo­
dások, konvenciók együttese. Fizikai mennyiségek mérésénél a skálainformációt n<.:m­
zetközi megállapodások, a mértékrendszerek rögzítik. és ez lehetővé teszi. hogy meg­
adása igen ~tömÖr formában, a mértékegység s;gítségével történjék meg. Ug;";ll1cs,~k 
a fizikai mennyiségek sajátos tulajdonsága, hogya definiált egységhez való viszony 
meQadásával egvértelműen iellemezheI6 a lehetséges kimenetek közötti viszony. Min­
de; olyan esetb~n azonban~ ahol ilyen iehet6ség ;incs, a skála rögzítéséhez a~ ö~szes 
felsorolt információt meg kell adni. ~. -
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A mérési eredmény az előző ek alapján már egyszerüen értelmezhető: a mereSl 
eredmény egy szimbólum és a skálainformáció együttese. Jóllátható, hogya hagyo-
mányos értelmezés szerinti megfogalmazás ennek speciális esete. ~ 

A mérési hiba a valóságos és ideális mérési eredmények közörti rá J'O lság , amit a 
szimbólllmhalmazon definiált távolságmérték rögzít. Ez az általánosítás tehát annyit 
jelent, hogy a távolság fogalma nem szűkíthető le a különbségképzésre annak meg­
felelően, hogyaszimbólumhalmaz elemei nem feltétlenül a valós számok. 

A fentiekben rövi4en áttekintettük a mérés alapfogalmainak egy általánosabb 
értelmezését. Ez az értelmezés lehetővé teszi, hogyamérés fogalmait ellentmondás 
nélkül alkalmazzuk olyan növekvő jelentőségű területeken is, mint az végesállapotú 
rendszerek méréstechnikája, alakfelismerés, rendszeridentifikáció. Ismételten hang­
súlyozzuk, hogy az elmondottaknak megadható egy formális leírása is, ennek ismer­
tetése azonban nem volt célunk. 

1 mérés alapvető aspektusai 

A mérést, az eredmény létrehozásához szükséges tevékenységek oldalairól megközelít­
ve két lényeges elemre bonthat juk, az egyik a mérendő jellemző és a szimbólum kö­
zötti leképzés megvalósítása, a másik a skálainformáció konstruálása. Ehhez a két 
mozzanathoz kapcsolódik egyben a mérés két alapvető aspektusa, a jel- és rendszer­
elméleti aspektus és a metrológiai aspektus. 

A mérés jel- és rendszerelméleti aspektusa a mérendő jellemző és ahozzárendelt 
szimbólum közötti leképzéssel foglalkozik. Ebből a szempontból a mérési folyamat 
nem más, mint a leképzést megvalósító rendszer, a mérőeszköz, ami maga is egy fizikai 
je knség, amelyre alkalmazhatók a jel- és rendszereImélet fogalmai. A vizsgálat tárgya 
tehát a 1eképzés és megvalósításának fizikai körülményei, teljesen eltekimve a mérés­
nek 11 metrológiai fogalmakkal kapcsolatos vonásaitól. 

A mérési folyamatnak jel- és rendszereJméleti aspektusból való elemzésénél há­
rom komponenst emeibetünk ki. 

A mérendií obje/\ium a mérést magában foglaló modellczési feladatnak a tárgya. 
modell rögzítését lehetővé tevő mérendő jeliemzőkre vonatkozó információt a mé­

r",ndő objektum bemenő- és kimenője1ei ho·rdozzák. 
A mériíeszköz a mérés elvégzése érdekében kölcsönhatásba kerül a mérendő ob­

jektummal, ezek a köJcsönhatás~ok energia és információ átadásával járó folyamatok. 
A mér6eszköz szelektív módon begyűjti az információt hordozó jeleket és feldolgozza 
él bennük rejlő információt. A feldolgozás egy müveletJánc, amelynek során a jeleket a 
mérés célkitűzésének megJclelő alakra hozzuk. Ezt a feldolgozást nevezzük a to\áb­
biakban mérési eljárásnak. A feldolgozással együtt a mérőesziözben is szükségszerüen 
lezajlik egy meghatározott tulajdonságú energia- és információáramlás. . 

Ritka kivételt61 eltekintve a mérendő obiektum és a mérőeszköz között mncs 
közvetlen kölcsönhatás, a mérendő objektum- megfigyelt jelei mielőtt eljutnának a 
mér6eszköz bemenetére, különböző eredetű torzító hatásoknak, zavaroknak vannak 
kitéve. Ennek a jelenségnek a reprezentálására vezetjük be a mérési folyamat harma­
dik komponensét, il jelán'iteli csatornát, aminek tulajdonságai il mérés tenczéséhez 
szükséges a priori ismeretanyagnak igen fontos részei. Ajelátviteli csatorna kimenetén 
ielenik meg tehát a mérőeszköz bemenet ére kerül6 megfigyelt jel. 
. A mérési folyamat jel- és rendszereJméleti aspektusbólleírt modelljét az 1.5. ábra 
illusztrálja. 
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1.5. ábra. A mérési folyamat jel- és rendszerelméleti modellje 

"> Mere:;;i 
/ eredmen':j 

A mérési folyamat metrológiai aspektusa a skála konstrukciójának kérdéseivel 
foglalkozik. Mint a korábbiakban már utaltunk rá, a metrológia klasszikus területe a 
fizikai mennyiségek méréstechnikájához kapcsolódik, ahol a fizika alaptörvényeire 
építve kialakultak a mértékrendszerek és a mértékrendszereket rögzítő alap- és szár­
maztatott egységek. A napjainkban világszerte elfogadott SI mértékrendszer felépí­
tésével és tuiajdonságaival a könyv méréstechnikai részének bevezetéseként a 18. feje­
zet ben foglalkozunk. Most mindössze annak az ismételt hangsúlyozásár~ szorítko­
zunk, hogy minden jelenségsorozat mérési problémáihoz hozzátartozik a megfelelő 
metrológiai rendszer kialakítása is. Ezen a téren számos nyitott kérdés található, itt 
talán érdemes utalni az alakfelismerésre épülő minőségellenőrzési mérésekre, ahol a 
nemzetközileg elfogadott referenciák kidolgozása jobbára még csak kezdeti stádium­
ban van. 

lh"anúgv. ahor!\' a mérés alapfogalmainuk értelmezését a mérésnek a modeliezésben 
betÖlIötts~erep;-oldaláról közelít~ttük él mérési eljárások alapvető jeHemzőit is a 
modellezés körülménvei határozzák mef:. következőkben él mérés ;el- és rendszer­
elméleti aspektusát ta-rtva szem előtt, összefoglaijuk a mérési eljárások fő tulajdonsá­
gait és típusait. 

Az előzőekben szó volt arról, hogy jel- és rendszcrelmé!cli aspekwsbói a mérés egy 
leképzést megvalósító rendszer, aminek bemenetén a megfigyelések, kimenetén a méré­
si eredmény található. E rendszer - a mérőeszköz által megvalósított információ­
feldolgozás a mérési eljárás. 

F~lmerüi a kérdés', hogya mérési eljárás mint rendszer - milyen speciii1.;.us 
tulajdonságokkal rendelkezik? A választ természetesen a mérési eljárás bemenete és ki­
menete közötti kapcsolat határozza meg. A bemencten levő megfigyelések a mérend6 
jellemzők re vonatkozó információt többnyire elfedve, más hatásokkal együtt hordoz­
zák. a kimenetnek viszont - minél tisztábban - csak a hasznos informúciót kell rar­
taimaznia. Ezt úgy is megfogalmazhatjuk. hogya mérési eljárásnak él mérendő jel-



Merendó objektum M!koeszköz 

R 

1.6. ábra. A Wheatstone-híddal realízált mérési eljárás 

lemzőkre vonatkozó információra szelektívnek kell lennie. A mérendő jellemzőket, 
mint tudjuk, az előzetes modell definiálja, az említett szelektivitás tehát azt jelenti, 
hogya mérési eljárásnak "ismernie kell" ezt a modellt, másként kifejezve, a mérési 
eljárásnak fizikailag vagy koncepcionálisan tartalinaznia kell a mérendő objektum elő­
zetes modelljét. 

Számos jól ismert példa hozható fel arra az esetre, mikor a mérési eljárás fizikai­
lag tartalmazza a mérendő objektum előzetes modeHjét. Vegyük pl. az egyszerű 
Wheatstone-hidat (lásd. 1.6. ábra), ahol könnyen észrevehető, hogy a kiegyenlítő ellen­
állás a mérendő objektum fizikailag is meglevő modeHjének tekinthető. 

Az előzetes modell koncepcionális beépítése a mérési eljárásba egyszerűen azt je­
lenti, hogya mérési eljárás tervezésénél felhasználtuk az előzetes modellt, a mérési el­
járást úgy specifikáltuk, mintha az előzetes modell beépült volna a mérési eljárásba. 
Erre a későbbiekben mutatunk példát. 

A tömörebb tárgyalás érdekében vezessük be a következő jelöléseket. Legyen 
M(o:) az ét szabad paraméterekkel- a mérendő jellemzőkkel- rendelkező előzetes 
modell. A.z összes lehetséges ét paraméterértékekhez tartozó modellek halmaza aikot­
ja az .JJl= modeHosztályt, aminek egy kitüntetett eleme az },I(a) tekinthető a mérendő 
objektum; ,:do~t.nlOdenosztályo? bel~li m,?,delljép;ek.. ,., ., 

Ameres ce!J3. az A( mode1losztaly azon lkf(ét)elemenek klvalasztasa, amI a me­
rendő objektum 1\1(a) mode1!jéhez a leginkább hasonló. Ez azt jelenti, hogya mérési 
djárást egy olyan folyamatnak tekintjük, amely a mérési eljárásban fizikailag vagy 
koncepcionálisan meglevő előzetes model1t. addig változtatja, anúg az M(&) 
modellhez el nem jutunk. Nvitott kérdés még, hogy miért "an szükség az }Y1(&) és 1\1(a) 
megkülönböztetésére, és mit jelent az, hogy:,legi;kább hasonU'''? ~ 

lvf(a) és M(a) megkülönböztetését az teszi szükségessé, hogy elvi és gyakorlati 
okok miatt, a mérés során általában nem tudjuk elérni, csak meg.közeHteni &z iJeális 
111(a) modell paramétereit. Ezekről az okokról a 3. és 4. fejezetben részletese n szó lesz. 

A következő probléma a hasonlóság definiálása. A hasonlóság jdlcmzésére egy 
hasonlósági kritériwnl'a ,,-an szükség, ami a hasonlóság mérésére egy mérőszúmot ge­
nerál. 

Legyen 

C=C[M(a), M(o:)] 

a hasonlósági kritérium jelölése. Ekkor azt mondhatjuk, hogy méréssel a jeknség 
olyan 111(&) modelljét keressük az jN, modellűsztályon 1r~lül, amely az előbb értelme­
zett kritérium minimumát biztosítja: 
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C[M(a), M(ei)] = min C[M(a), M(e!)]. 
MEJJZ",-

Ennek alapján már definiálhat juk az optimális mérési eljárás fogalm át : optimális 
az a mérési eljárás, amely a modellezési feladathoz fzozzárendelt .lIt modellosztálybói 
kiválasztja egy C hasonlósági kritérium minimumát biztosító 1'1.1(&) modelfr, a mérendő 
objektum megfigyelése alapján. A..z így meghatározott & paraméterértéket az a para­
métervektor optimális becslésének nevezzük. 

Az előzőekben értelmezett optimalitás a mérési eljárás ok leglényegesebb tulaj­
donsága, hiszen a mérést, legfontosabb vonatkozása, a pontossága szempontjából 
jellemzi. 

1.3.2. mérési eljárások .u"' .... ...,,"" 

A mérési eljárások megvalósÍtása, azaz a mérőeszközbe való beépítése két alapstruk­
t úra szerint képzelhető el, az egyik az explicit, a másik az implicit struktúra. 

Az explicit mérési eljárás (más, szokásos elnevezése még: nemrekurzív, nyílt hur­
k Ú, közvetlen, egylépéses) a következő megvalósítási módot jelenti. Fe1téteíezzük, hogy 
az előzetes modell parametrikus, az ideális M(a) modell paramétereire vonatkozó 
információt a z megfigyelések hordozzák adott II gerjesztés mellett és a hasonlósági 
hitérium a C(z, u, ex) függvény (Jásd 1.7. ábra). A minimális hiba elérésének szük­
séges feltétele a 

OC(z, U, ex) 
OX, 

o· , o:T==[Xl'X2, ~ .. ,J:i' ... ,7..m]; i===l, ... ,nl (1.1) 

összefüggés teljesülése a modell összes o: í paraméterére. Tegyük fel, hogy az (1.1) sze­
rinti egyenletrendszer megoldható az 'Xi paraméterekre. ezzel megkapj uk az optimális 
éii paraméterértékd;: kőzrerlen matematikai kifejezését. E kifejezés független változói 
a kísérlet során végzett megfigyelések, a függő változók pedig maguk a paraméterek. 
Az explicit mérési eliárások egy tipikus esetének blokkvázlata az 1.7. ábrán látható. 
ahol u a mérendő obiektum bémenőiele, r a kimenőiele, a ielátviteli csatorna az r 
kimenőjeIhez valamil)·en additív II zajt ke;er hozzá, és z az Így nyert zajos megfigyé­
lése a kimen6jeJnek. 

Természetesen az 1.1) összefüggés szerinti származtatási mód és az 1.7. [JJJrán 
látható blokk vázlat példának t~kinthető. Az explicit mérési eljárások lényege az. 
hogy a mérési eredményt egy explicit formula szolgáltatja, ami rögzíti a megfigyelések 
feldolgozásának módját. 

,L\:"z implicit mérési eUál'ás (más néven: modelljavító, közvetett, zárt hurkú, itera­
tív, rekurzÍv) több lépésben, iteratív önjavító algoritmussal állítja elő a mérési ered-

1.7. ábra. Az explicit méresi eljárás modellje 
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Zek) 

Model! 

(il· 

1.8. ábra. Az. implicit mérési eljárás modellje 

ményeket. Az eljárás lényege, hogy minden új megfigyelé shez származ.tat egy új mérési 
eredményt úgy, hogy a korábbi eredményt a beérkező megfigyelés valamilyen függ­
vényével korrigálja. Mivel itt is az ( 1.1) feltétel betartása a cél a minimális hiba érdeké­
ben, az algoritmust úgy kell felépíteni, hogya mérési eredmények az optinmmfeltétel 
felé konvergáljanak, tehát: 

i==1,2, ... ,nl. 

Az implicit mérési eljárások felépítése olyan (Jásd 1.8. ábra), hogy magukban 
foglalják ténylegesen az előzetes modellt a változtatható ct paraméterekkel. A mérési 
eljárás algoritmusa nem más, mint a hasonlósági kritérium szukcesszí'v megbatározása 
és a modellparaméterek változtatása a máendő objek tum és él mérési eljárásba épített 
modell egyre nagyobb hasonlósága érdekében. 

Az explicit és implicit mérési eljárások összehasonlítása éi kö\(~tkezö eredményre 
vezd: 

. !~Z explicit eljárásoknál előszőr ÖSSZe kell "Vt1 . i-l1~gl1gyelési 
adatot. ami alapján az eljárást realizáló ahoritmus véges sok léDésben mCL'harározza 
a mérési eredményt. Az implicit eljárásoknái ezzel szem~ben csak ,~z újonnan-megfigyelt 
adat és a korábbi TI1érési eredmény tárolására van szükség~ 3. I11érési credn1ények a 

azaz 3 idöszak alatt is hozzáférhetők. 
mondhatjuk, az explicit eljárások az on-line 

jelleQ.ű mérések hez illeszkednek. -
- ~2. Az explicit eljárások származtatásához ismerni kell a hibakritérium analitik us 
formáját, hiszen annak kiértékelésé'vel kapjuk az explicit formulát. /\z implicit eljárá­
soknál (mint a 3. fejezetben látni fogjuk) erre nincs szükség, elég, ha a hibakritérium 
aktuális értékét mérjük és a hibakritérium alakjáról csak korlátozott a priori ismere­
tekkel rendelkezünk. 

hogya mérési feladatot explicit vagy implicit struktúrájú mérési eljárássai 
realizáljuk. általában tervezői döntés kérdése, kivéve azokat az eseteket, mikor expli­
cit formula származtatására nincs lehetőséQ.. 

A mérési eljárások alapstruktúráínak ;izsgálata után áttérünk a mérési eljárások 
főbb típusainak összefoglalására. 
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1.3.3. A mérési eljárások típusai 

A mérési eljárások fő típusait" a mérési eljárás származtatásánál alkalmazott modell 
jeIIege, a mérési eljárás realizáláS-ának módja és a mérendő. objektum modelljének 
típusa szerint különböztetjük meg. 

Determinisztikus mérési eljárások 

A mérési eljárás származtatási módjára vonatkoztatva, a determinisztLk.us jelző nem 
jelent mást, mint azt, hogy a kritérium megfogalmazásánál és az optimumfeltétel 
meghatározásánál nem használjuk a valószínűségeimélet apparátusát. A valószÍnű­
ségelméieti apparátus alkaimazásának, ill. mellőzésének hátterét a mérendő ob jek -
tumra és a megfigvelési szituációra vonatkozó a priori ismeret jdlege kénezi. Durván 
azt mondhatjtJcJiogy amennyiben egy jelenség teljesen ismert, vagy épp~n ellenkező­
leg, semmit nem tudunk róla, akkor determinisztikus leírást használunk. Ha a ie1en­
sé~ől v~nnak~é~zleges i~m~r~,te,ink',ak~?r. azok kifejezésér~~z egyik előnyösen alkai­
mazhato lehetoseg a valoszlDusegszamltasl modellek hasznalata. 

A determinisztikus mérési eljárás tehát nem azt jelenti, hogya mérési folyamat 
hibamentes, hanem mindössze azt, hogyaszármaztatásánál kizárólag determinisz­
tikus modelleket alkalmazunk. 

Sztochasztikus mérési eljárások 

A sztochasztikus mérési eljárások jellemzője, hogyaszármaztatásuknál valószínüség­
elméleti modelleket aLkalmazunk. Az ilyen modellek aikalmazásának tipikus helyei 
a mérési folyamaton belül: il mérendő objektum bemenőjele és kimenőjele, a jelátviteli 
csatorna zaja, továbbá a mérendő jellemzőkre vonatkozó a priori kifejezése. 

Folytonos idejű mérési eljárások 

A ,f~lfi~r:oS ideJű m~r~si eljá!~so~n~l a mérési elj,~rást_ ~e~.l~zái~ r.?l1d~zer és az infor-
maclOfeldolgozas modJa anaiog elVil. eIvil realEalast elsosorban 
mérési eliárásoknál alkaln1azunk, ahol kisszánlí..i elt,;rnből '7",t,.,.t"7 

berendeiés és a megkövetelt l-"J!'''J000_~ 

Diszkrét idejű mérési eljárások 

mérési eljárás ok realizáiásának másik módja él digitális elvű A digitális 
berendezések időben diszkrét rendszerek, ezért az igy megvalósított mérési eljárásokat 
az ennek megfelelő apparátussal kell leírni. A nagyintegráItságú félvezető elemek el­
terjedésének köszönhetően a bonyolultabb mérőrendszerek többnyire digitális felépí­
tésűek, ezért a 3. és 4. fejezetben, ahol a mérési eljárás ok tervezési módszereit tár­
gyaljuk, a hangsúlyt a diszkrét idejű módszerekre helyezzük. 

Parametrikus mérési eljárások 

A mérendő objektum modelljének és ehhez kapcsolódóan a mérendő jellemzőnek -
két alapvető típusa a parametrikus és a nemparametrikus modell. Parametrikus mo­
deHnél a mérési feladat véges sok ismeretlen modellparaméter rögzítése, amit vagy 
diszkrét, vagy folytonos mérési eljárással tehetünk meg. A mérés bonyolultsága szem-
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pont jából egyértelmüen a paraméteres modellek a kedvezőbbek, származtatásukhoz 
azonban strukturális jellegü a priori ismeretekre van szükség, ami nem mindig áll ren­
den~ezésre~, 

mérési eljárások 

a mérendő ;,;gy valL\' több foh·tonos 
H".~V"-U\.V""" {r~k ve~;ciaátviteli iarak­

autokorreláció függvénye. i'Tenlpara­
rendszer1s:írásoknál jut unk, ami-

.v.~~. ,,~,~ a mérés és modellezés álta­
hangsú1vozzuk a fejezet 

fíu?rés nÚt/dig egy rrlodezlezé;i folyamat része, 
tulajdonságai és sajátos problémafelve­

megértése, interprctálása csak a modeilczéssel való 
khetsé",c::,. 
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mérendő jel vagy rendszer modellezése során olyan ítuJajdonsáuokaL 
törvényeket) valami1.ven értelemben "stabilitást" muÚ,tnak, ~és en~ 
nélfo2.va számszerű értékeik (vally függvénveik) alkalmasnak mutatkoznak az éDDen 
vizsg~1t objektum ~ ~~ sze;inti (részleges \ agy teljes) leírására. i ~lje-
sen ternlészetesnek a periodikus jeleket pl. a periódusidejükkel jel1e-
~ezz~k, a hálóz~tok Ohm és !(irc~ll!offtöI\ényeiI használjuk, a sztochasz-
tJkus Jeleket peOlg momentummvallrjuk le. 

Ez a a jellemzők nek a kiválasztásával. a . ill. a l"CIlds:erck 
ismereteket fo?l.alja. öss~e .. Ezek az. is~(:retek 

anahz1se es SZlnteZlse soran lS. 

létre. Ebből 

\'ázoLását ~i 2 .. 
áttekintő 

célszerűen TI1egalkotott ~:bsztrakt matenlFülk{lÍ 
struktúra, a jeltér fogaln1ának bevezetésével azonban lehetőség II rendelkezésre 
álló jehl10deHek tulajdonságainak áltnIánosabb szintű eíemzésérc" I11ásrészt ezen 
modellek áltaiánosítására, közös jelkmvonásainak kiemelésére. Ezekkel a 
éi 2.3. szakasz foglalkozik. 

A különféle ]elábrázolási módszerek és él jelfeldolgozás gyakoriati eljárásai szo­
ros kölcsönhatásban állnak egymássa1. Az elméletileg egyenértékűjelábrázolási mód­
szerek gyakorlati kivitelezhetősége jelentősen eltérő lehet, ugyanakkor a gyak('rlati 
kivitelezhetőség számos elméleti problémát vet fel. Néhány ilyen kérdést vázol a 2.4. 
szakasz. 

A rendszerekkel kapcsolatos alapvető leírási módszereket a 2.5. szakasz tartal-



mazza. Összefoglalja a reprezentáció lehetőségeit a bemenő- és a kimenőjel közötti 
közvetlen kapcsolat felhasználásával, majd rátér az ál1apotegyenleten alapuló leÍrási 
módokra. Tárgyalja a megfigyelhetőség, vezérelhetőség és identifikálhatóság fogal­
mait, valamint röviden a stabilitás kérdését is. 

és rendszermodellek kiválasztását soHéle, sokszor egymásnak ellentmondó 
szempont alapján kell a gyakorlati munka során elvégeznünk. Ezeknek a problémák­
nak az illusztrálására néhány, a gyakorlat szempontjából fontos témakört vázolunk a 
2.6. szakaszban. 

Ebben a szakaszban összefoglaljuk a jel- és a rendszerelméleí fontos alapfogal-
~l:át. A fo~alma~ ~árg~alá~nái elsősorban a méréselmé1eti emeljük 
1,,:.1. Ezt azert tartJuk szuksegesnek il1ivel ezek V!,,:CUlH:U, meglehetö-
sen általánosak, és ennélfogva sokféle szerint érteln1ezhetök, 

során konkrét jelenségeket vizsgál unk . Jelen a.'CQ.l'a.'JC.U 

meIy információt hordoz . 
z6an. Bárn1ilyen ternlészetű legyen is a jel, valami-

kölcsönhatása révén jön létre. 
rendszer kölcsönhatások és kölcsönös "'-,"'",,"'''''''''C által összekapcsolt objek­

vett kölcsönhatások 

cióátadásra csak energiaátadással egyidejűleg~ azáltal kisérve kerülhet SOf, 

horr\' me2:felelő mennvisérrű a priori ismeret birtokában az enerrriaátadással járó fo-
......... '- . r- ," ., ..... - • - - '- -

1vamatokhoz lDlormaclOS kapcsolatot IS rendelhetünk. 
. Az obiektumok közötti kölcsönhatások sajátossárra az is. horrv időben 

zajlanak le-, és így a kölcsönhatások megfigyelő szempontjából1~itüntetett Ö~szetevői­
"Z eseményeknek egymásutániságáróL és ennek al"pján a rendszer "fejlődéséről" 

beszélhetünk. 
A kölcsönhatások jellege és kilT!enetele objektív ,Ural Iranyí-

tott, ill. meghatározott. Ez a tény alapvető fontosságú a jelek és rendszerek jellemzői­
nek kutatásánál, ugyanis ezeknek fl törvényszerűségekne},,: éi feltárása ré"vén olyan is­
meretek birtokába iutunk, mehek későbbi vizsrrálataink során mint a miori informá-
ciók állnak rendelkezésünkre. - ~ . 



A kölcsönlwtásol,j:al kapcsolatos ismereteink meghatározott formában kerül­
nek felhasználásra. ~it~iI?tttett szerepet j~~szik a;;:: információk azo!) 
rendszer ragzIt1. rendszer aIlapotaDak a benne 
adott ic1őpontra vonatkozó visZOTIvt::it l1"leQadó infoIrnácjók 
;C\~ r~~dszeT, állapota il ~ö!csönhatá~ok jel!egétól" . . 
t~rvul sokfele lehet, n1cgls egy renOSZcI allapotanak lsn1CIete 
IT.eretét íelenti. iSl11Crni kell a rendszer 

Ez általában 
nieg. ':v1ásrészt EZ 

bit él rends:::er 
centrált pararrlétcrü 
rorolónifí'l '17 ·>l"'nl'o~' ~-' =_:l~~~,?C~~~'-~",'-'_"-, r 

az energl8.taroloKon Illut~nkozo 
·5rtékei. 



Ezeknek a törvénvszerüsérreknek fl. sokrétűsége iü:en sokféle l110dellfaíta létrejöttéhez 
vezetett mind a jeíe1:.ke1, mInd a rcndszerekkeÚ:apcsolatosan .. Mégis azt mondhatjuk, 

, '. '" e • ~ 1 'D 't i' 1 sz"1· k Ket. ~z r::PO~l Dg~e em. eye e.eve; u.el~e.·. 
111. ko1csoDbatasok Jellege, mlg amasIk 

a két szen1poDt együttes figye­
o~.jektumokat ~ell ~v~.nnll!l~~' 

te.KliJt(;n1 lll. az esemenyek Idobem es 

létrehozó kölcsönhatások ,.kjmenete­
abból adódóan, hogy akölcsön­

miatt Denl iSfacri, vagy a 
SztochasztLkus a1ka1-



Folytonos jelek 

Folytonos jelmodell alkalmazása esetén azt akarjuk biztosítani, hogya jdet létreho­
zó kölcsönhatás jellemzésére a vizsgált térrész tetszőleges pontjában egy adott időin­
tervallumon belül tetszőleges időpillanatban lehetőség nyílj on. A folytonos jelmodel­
jek leírásához hatékony matematikai apparátus áH rendelkezésre, némileg hátrányt je­
lent azonban, hogy ez nem illeszkedik közvetlenül a digitális jelfeldolgozás széles kör­
ben elterjedt eszközeihez. 

A folytonos jelmodellek kapcsán meg kell jegyezni. hogy méréseink során soha­
sem tudjuk egy időben változó jel pillanatértékét meghatározni, mivel a mérés energia­
átadással jár, és ez sohasem végtelen rövid időtartamú. Ugyanilyen oknál fogva a mé­
réssel csak a tér egy kitüntetett tartományának jeliemzésére nyílik lehetőség, 
pontban mérni nem tudunk. 

Diszkréi jdek 

Diszkrét jel modellek használata esetén a ielet létrehozó kölcsönhatás információs ol­
dala olva·n. hogy "jellemzésére" közvetlej~ül csak a vizsgált ténész kitüntetett 
ban, kitüntetett !dőI;jll~~~to~(b~n ~er.ül sor: , mo~~l!. éilkalmazását 

az, a vIzsgalt holcsonhatas lnteI1Z1tasa cs ..... k l(ltuntetett 
és/vagy kitüntetett idöpillanatokban szán10ttevő. Sokkal 

hogy bizonyos, a gyakorlat túl szigorú 
törvények) teljesüléSe esetén esettel egyenértékű leírást ad. 

kitüntetett tér- és eset én a 
leírására is iegalább olyan 

digitális jelfeldolgozás eszközeihez. 

RendszeriHotleHek 

JSz!ot:Íla.IJ:likus rendszerek 

Sztochasztikus rendsz~r[nodeHt 
a rendszer belső (STruktúráját és/vagy 
ill. a mérési feladat szempontjából egy ilyen 
nek n1utatkozlk. rendsZerrnocteH esetén 
seinek valószínűségi jellemzőiből indulunk ki, ill. ha nem 
ismereteink felhasz"Dá~lásá val feltételezéssel élünk ezekre vonatkozóan. 

DeterrninÍszrikus rend.y::erek 

Determinisztikus rendszerHlodeH használatára kerül sor. ha a I'C'ndszer belső 
gései (struktúrája és paraméterei) a megfigyelő számára egyértelműen meghatározott­
nak tűnnek, és a mérési feladat jellege is egyértelműen ennek alk~:liO~~lZ[l~;:it indokC'lja. 
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FolytO:IOS rendszerek 

Folytonos rendszermodell esetén elvileg a vizsgált térrész minden pontjában és min­
den időpontban jellemezni tudjuk a rendszer belső összefüggéseit. Ezek az össze­
függések természetesen matematikai absruakciók er~dményei. "MegmérésiL1znél" a 
folytonos jelek kapcsán már megemlített koríátokba ütközünk, melyek azonban rész­
ben az absztrakció finomításával, ill. precízebb mérési összeállítások alkalmazásával a 
feladat szempontjából feloldhatók. 

Diszkrét rendszerek 

Diszkrét rendszermodell esetén a rendszer jellemzésére közvetlenül csak a vizsgált tér­
rész kitüntetett pont jaiban és kitüntetett időpontokban nyílik lehetőség. Ilyen jellegű 
modell felállítása akkor lehet indol~o1t, ha a vizsgált objektumok a tér kitüntetett ré­
szeire koncentrálhatók, és a kölcsönhatások jellege olyan, hogy elegendő csak kitün­
tetett időpontokban jellemezni őket. Ezektől eltérő pontokban sok esetbeI1 a rendszer 
összefüggései nem értelrnezhetők (egy más rendszerrel van dolgunk). vagy a diszkrét 
jelekhez hasonló módon, bizonyos feltételek teljesülése eset én az összefüggések a 
diszkrét pontokban rendelkezésre álló információk alapján feltárhatók. 

FlOSZiOii paraméierü rendszerek 

Elosztott paraméterü rendszermodellt használunk, ha a rendSZer belső össz::függései a 
térrésZbel1 a I11Cf!fifryelő szán1ára a Ílelvkoordináták valanuh,;en fÜ~:ulvényeiként 

mutatkoznaK. és a mérd"s(nroblém21 ieHe2e oÍV21n, h02V nem lehets'é2es ol~a!' modellt 
Cllkaln~azni, mely csak makroszkopikus r~érelií, Í1om;génnek tekinth~ető t6Tészelemek 
kÖlcsönhatásait veszi figyelembe. 

Koncentrál! rendszerek 

rnattIl1atikai 

Id6rariúns refuls::erck 

ldŐ\iariáns rendsztrrnodelh ha ü rendszer 
Den változnak. és ennek figyelernbevétele a lllérési feladat szenlpontjából 

Időini'arións rends::!?!"ek 

Időinvariáns :endszermodellt alkalmazhatunk, ha vizsgábtunk szempontjait nézve a 
rendSZer összefü22ései időtől fÜ22etlenn"k tekinthetők. Ez a feltételezés. noha Vé2S6 
soron durvább a 7,;ode11, a rendelkezésre álló matematikai eszközök miatt' rnindenÜp­
pen kedvez(\ így hacsak lehet, törekszünk ilyen modellek használatára. 
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Nemlineáris rendszerek 

l'Jen11ineáris rendszermodell· válik szükséQessé, ha ú 

kölcsönhatások intenzitásviszonyaitól füf!f!~nek. tz a 
ennek megfelelően sokféle nemlineáris rendszertipus 
modellek kezelése elég nehéz, viszonylag bonyolult 

!endSZeI belső összefüggései cl 

rendki-vül sokféie leheL 
A nemlineáris renoszer­
igén~iel. 

Lineáris rendszerek 

Lineáris Ienoszernlodcll alkalnlilzása CSetéD azt 
lJontjait tekintve rnegengedhető) hogya rz:ndszer belső 
intenzitás'liszonyaitól tekinthessük . EIJ~or alkalDlazható a 
ami a Il}atelr,;;_tikai szempontjából rendkivül kedvező. 

A teljesség kedvéért II).eg kell 
és az ún. dinOiJ1ikus rendszermodellek között~ statikus rendszerek azzal 
tök, hogy bennük az energiafolyan1atokkal kapcsolatosan csak 
pasztalhatunk, a felEdat SZeTIlpontjából "L""n __ uv 

kús rendszereknél a kölcsönhatások részben 
határozottak, időbeni íefolyásukat a tárolt és a 
időbeni alakulása haTározza n1eg. !~ yulóságos 
szermoddlcl jellemezhetők, de sok mérési fdaclm 
elegendő. 

Ebben a szakaszban azok,n a D1ódszerekct foglaljuk össze, 
jedtek, rrllvel gyakorlati aLl;:o.ÍIl1azásuk többn:/iTt: nen1 ütközik 
merült problémuk jelentős részére az idők folyamán sikerült 
lálni~ Ezek ta. leirási i11Ódszr'::Iek 
Ie, a különféle jelek 
feldolgozásánál ~ 

?12 előző szakaszban röviden v~lzoltl1nk 
azt is, hogy ezek közii151dott esetben 

lil. a fd-
t{:i-

donságok figyelenlbevételével tO·'iábbi csoportosnas lehetséges, az egyes 
alosztályokra bonthatók. l\z alosztályok egyrészt :fizikai megfontolúsok ból. másrészt 
a rendelkezésre álló matematikai eszközök adottságai révé~ különülnek ei. A 
egy szokásos ,csoportosítását a 2.1~ ábra rnutatja. 

Jetek 
~ 

~ --------------Determinisztikus jelek 
~ 

//' ~" 

Sz.tochasztikus jelek 

, I 
Periodikus j:?lek Nemperiodikus jelek Staeionarius jelek Ner-r:stcc.ionGfi:Js 
/"~ ~, 

Szinuszos 
jetek 

~ /~" 

t\ltQ~anos 
p2rbdl!(us 

jelek 

, 
Kvozi peri­
odikus je:ek 

Tranziens 
jetek 

2.1. ábra. A jelek egy szokásos csoportosítása 
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Ergodikus 
jetek 

jelek 

Nerr,ergocikus 
jetek 



Ezt a felosztást követjük mi is a következőkben. Előbb a determinisztikus jelek 
ldrásával foglalkozunk, majd rátérünk a sztochasztikus jelek reprezentációira. A gya­
korlat szempontjait tekintve kitüntetett szerepet játszanak a különféle jelek időben 
diszkrét reprezentációi, ezért a folytonos reprezentációk meHett ezeket is részletesen 
tárgyaljuk, majd kiLéTünk az időben folytonos és az időben diszkrét reprezentációk 
kapcsolatára is. Az egyes módszerek és a különféle jelfeldolgozási eljárások kapcsola­
tát ebben a szakaszban csak röviden érintjük, a témakör valamivel részletesebb tár­
gyalását a 2.4. szakasz tartalmazza. A jeiek leírása nem választható el teljes mértékbcn 
a rendszerek leírásától. A jelet reprezenlálhatjuk rendszermodellel és viszont, a fordí­
tott n!egoldásra is több lehetőség mutatkozi].::. Az alábbiakban elsősorban rendszer­
modeiltői független eljárásokat vázolunk, a leírási módszerek dualitásának bemutatá­
sára a 2.5. és 2.ó. szakaszokban kerül sor. 

Determinisztikus jelek leírására természetes módon kínálkozik a jel-idő függvény, 
melyet egyszerűen lehet grafikusan ábrázolni. A további elemzés, feldolgozás szem­
pontjából azonba!] sokszor kedvezőtlen, mhei az időfüggvény önmagában végtelen 
sok adatot jelent. Altalában igyekszünk a jelet a lehető legkeyesebb adattalleírni. Ezzd 
egyidejűleg törekszünk olyan (közös) jelösszetevők feltárására, melyekből a vizsgált 
jelek egy-egy családja felépíthető, vagy legalábbis adott szempontok szerint kielég:ítően 
jellemezhető. Fogalmazhatunk úgy is, hogy a jelek leírására első lépésként valamilyen 
"struktúrát" alkotunk (ill. választunk), majd a paramétereket rögzítjük. A struktúra a 
vizsgált jelben mutatkozó tartós tulajdonságokat leíró modellösszetevő, a paraméte­
rek pedig a mennyiségi viszonyokat adják meg. 

Szinuszos jelek 

Szinuszosnak nevezzük azokm a jeleket, melye:k leírására alkaJmiis cO köwtkező jc1-
modell 

vagy egyenértékű megfdc1ője 

---:-::--,-+}.2X (t)=0, - =<t< =, J.E 

ahol a szinuszos jelek modell osztályát jelöli, 
x a modellosztály egy eleme, 
t a független (idő) változó, 
rx valós konstans, a jelamplitúdó paramétere, 

fo valós konstans, a szinuszos jel frekvenciája, 
G valós konstans, a szinuszos jel kezdőfázisa, 
R a valós számok halmaza, 
}·=2:Jrfo· 

(2.1) 

(2.2) 

A színuszos jel időfüggvényét, komplex wkwrral való ieírhatóságát a 2.2. ábra 
I11Utatja be. Látható, hogya szinuszos jelek leírására három paraméter (A, Tp, e) 
elegendő. 



Tp (=1Ifo ) 

A j9 -jll 
A cos dl = -(e .e ) . 2 

2.2. ábra. A szinuszos jel idófüggvénye és reprezentációja ellenkező irányban forgó 
komplex vektorok összegeként 

Periodikus jelek 

A periodikus jelek közös tulajdonságát kifejező modell az alábbi: 

lvfp(Tp)= {x; x(t+Tp)=x(t), - =<.t<. =}. 

ahol Mp(Tp) a Tp periódusidejű periodikus jelek osztályát jelöli. 

(2.3) 

Ezzel csaknem egyenértékű, de a gyakorlat szempontjából sokkal kedvezőbb él 

következő megadás, amely a Fourier-sorba fejthető periodikus függvénye k osztályát 
(MpF(Tp» jelöli ki: 

/vl pI,(T { , .. v( ")- A ' """ ( l cos '1'-' , , B "j 'll 11'"1-1" ,) ~",.1. l - Ol LJ .r~}: '_"'/..-JOlT n .... ) ~"(JOl. 

, n'~ l 

B [~R-",·l 
r;Joc::.""f· 

n jele!1t~se : minden n-re.) 

; I 
.-rJ 

Az eflyenértékűség uflrásokat nem tartalmazó. él TD intervailumban néQ.,'zetesen 
integíálh<~tó függvény;kr; vonatkozik, mely feltételek d gyakorlatban majd;,~m n1Ín­
dig teljesíthetők. Ez a reprezentáció lehető vé teszi, hogy cl periodikus jeleket az 
An' Bn (n= l, 2, ... ) ún. Fourier-együtthatókkal jellemezzük. Elvileg végtelen sok 
Fourier-együttható íria le az jelet. a flvakoriatban azonban ekflendő vé2.es számú 
is egy ad~tt pontosságú reprezentáciÓho~~ A Fourier-sorok fontos tulajdon;ága, hogy 
négyzetintegrálra nézve konvergensek, ezért véges számú Fourier-komponens esetén 
a jel gyors változású szakaszainál túlle~1dülés -(kiemelés) tapasztalható: a közelítés 
hibája ide koncentrálódik. 

A Fourier-soroknak több ekvivalens alakja van. ezeket. továbbá az egvütthatók 
kiszámítására szolgáló összefüggéseket a 2.1. 'tábláz~t tartaímazza. (A FO~;'ier-sorral 
történő reprezentáció csak egy lehetőség a jelek ortogonális függvényrendszer segít­
ségével történő leírására. A 2.3. szakaszban részletesen tárgyaljuk az ortogonális 
függvényrendszerekkel történő reprezentációk minőségi jellemzőit és származtatási 
módját.) 

A Fourier-soros leírásban szereplő paraméterek összességét a periodikus jel 
spektrumának nevezzük. Ezt a spektrumot a frekvencia függvényében ábrázolva ún. 
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2.1. táblázat 
A Fourier-együtthatók kiszámítására alkalmas összefüggések 

x(t)=Ao-L I: (A" cos n2:r!OI-'-B" sin n2:r!ot)=Fo+ I: Fn cos(1l2::r!ol+B,,)= I: C"ej"?':'/Oi 
n-~I n=1 n=-= 

T .. 

Ao=~ j' x(!} dl 
Tp 

[) 

T 

B" = 2 J" xCt) sin n2::Z!of dl 
Tp 

() 

An=2Re C" 

B"=-2JmC,, 

Fn =2iC,,! 

Bn=arcCn 

vonalas spektrum ot kapunk (2.3. ábra). Egyszerű, és a gyakorlatban jól használható 
kapcsolat áll fenn a Fourier-együtthatók és a periodikus jel által szállított energia 
között. 

A periodikus jel átlagteljesítménye : 

P." 

Tp 

1 r X2(t) dt=F6+ .1: 
l' J n=1 

o 

A 8n 

f Ifo I T r 
I 

1 2 3 4 5 o .. 1 2 
+ en 

n=-= 

I L 

345 

t Fn 

+IrIIr I tito LT I i 
i l I 1 2 3 4 5 6 ... 

(2.5) 

Valós 

, f I fo 
o ... 

\latos 

T . flfo 

Komplex 
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b) 

20IgVP1(f) /201g h c) 

JlnL.~2 _ fil, 
2.4. ábra. Periudikus jelek teljesítményspek· 
truma 
a kétoldalas teljesítményspektrum ; b egyoldalas teljesít­
ményspcktrum; c efíektíverték-spektrum; d etTektív~n~k­
spektrum dB~ben ábrázolva d) 

A jelteljesítrpény alakulását a frekvcncia függvényében az ún. teljesítményspek­
trum fejezi ki. Tipikus megjelenési formáit a 2.4. ábra foglalja össze. 

Kváziperiodikus jelek 

A kváziperiodikus jelek tulajdonságait kifejező matelmHi:~ai modell : 

R -1 'zI _\. , f { ~ 

J 
melynek In= nlo) 'c! n mellett fellépő speciáíís esete a F ol/rier-sorral történő reprezcn­
táció. A kváziperiodikus jeíek, ezt az eífajuló esetet kivéve, nem rendeikcznek véges 
perÍódusidővel. Spektrumuk vonalas, de a spektrumvonalak nem e~Y alaDfrekvenciLi 
egész számú több~szöröseinél helYezkednek eL Ilyen tubJ·donsáQ.ú j:~ímod~l1t haszná-

'-' .I ~ "-

lunk számos jelátviteli fchidat mc!wldása során (modulúciós de mérés,-
technikai problémáknál is fontos lehet, ahol elsősorban annak cidőntése él fciéidat, 
hogya regisztráit jelet -=gy vagy tőbb függctkn. önmagálnll periodikus jelet szolgál-
tató forrás hatása hozza létre. Az első cSetben periodikus recisztrálunk. az utób-
biban rendszerint kyáziperiodikusat.· ~, 

Tranziens jelek 

Tranziens jeleknek azokat az cgysz'~ri nemperie,Jikus LJlY:lllntokat ncvezzüL melyek 
véges energiájúak : 

{x; I .í) 
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A műszaki gyakorlatban szereplő tranziens jelek jellemzésére elsősorban mérés­
kchnikai megfontolásokat követve bevezettek néhány praktikus időtartománybdi 
paramétert (felfutási idő, beállási idő, túllövés, stb.), melyek azonban csak részleges 
leírást adnak. A teljes leírásra kedvezőbb lehetőség nyílik a frekvenciatartományban a 
Fourier-transzformáció és a Laplace-transzformáció révén. A Fourier-sorral történő 
reprezentációhoz hasonlóan itt is elmondhatjuk, hogy a Fourier-, ill. a Laplace­
transzformáció elméletileg csak egy-egy lehetőség a jelek integráltranszformációval 
történő reprezentálására. Ebben a szakaszban, jelentőségüknél fogva csak a Fourier-, 
ill. a Laplace-transzformációkkal foglalkozunk, az általánosabb szintű megközelítést a 
2.3. szakasz tartalmazza. 

Ha x(t)-re teljesül: 

aj I jx(t)j dt< cc, azaz abszolút integrálható, 

b J véges intervallumon belül csak véges számú hdyi szélsőértéke van, 
e) véges intervallumon belül csak véges számú szakadáso. van, 

akkor Fourier-transzformálható, az 

integrál létezik. Az inverz transzformáció: 

(2.8) 

(2.9) 

A Fourier-transzformáció szokásos felírási módjait a 2.2. iábiázat foglalja össze. 
A Fourier-transzformációval nvert füQ:Q:\énvek 1 szerint folytonosak, ezért ezeket 

folytonos sDektrumoknak nevezzük. A tra~l-;;iens iel által szállított energia frekveneia­
tartoE1únyb..:;1i eloszlását Li Fourier-transzforn1ációval egyszerűen SZáIllÍthatjuk, 

t 
l) dt:.:: J l"r ,; .. - fl df 2df=2 I l 

(Parseval-tétek), [ehát jX(j)i 2 az energiaspekmmwi adja" 
A Fourier-transzformált előállítható abban az esetben is, ha X(I) egy abszoiút in-

~L:grúlható és 10= l/TD alapfrekveneiával Fourit'r-sorba fejthct6 je1kompc1nens 
összegeként jön Ekkör 

c ll) 

::l!1O] X,( lJ "z abszolút ime!2rúlható rész transzformált ja : {C.1 Df edi~ a neriodikus rész 
l. ,J - "- "., r'

J 
_ __ .:.l 

kompkx Fourier-együtthatója. ({Cn} jelöli a C"' n=O, ± 1, ±2, ... Fourier-együtt­
haták halnl~lzút). 

A szemi:ontjúból fontos ,lZ az eset, amikor II tranziens jel i = O piíbil~J 
~'k;tt 
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2.2. táblázat 
A Fourier-integrál számításával kapcsolatos összefüggések 

J . A(f)-BIl 
X(f)= x(t)e-J2.,jt dr= __ ;J---=IX(fliej<1>(f! 

A (f) = 2 J xu) cos 2;z:ft dt 

m:f)=2 J x(t) sin 2:rftdt 

A(f)=2 Re X(f)=21X(f)1 cos CP(f) 

B(f)= - 2 Im X(f)= -2IX(f)1 sin CP(f) 

B(f)· 
tg ep(j)=-­

A(f) 

x(t)= r (A(f) cos 2:rft+B(f) sin 2:rft) df 
.J 
o 

x(t)lt<o= J (A(f) cos 2-:rfl+B(f) sin 2;rft) dflt<o=ü, 

o 
Ezt az összefüggést felhasználva: 

í<O. 

t~O, 

ill. 

íO 1<0, 
i = 

x(t)~ 12 [ BU) ,;" 2nf' df t~O. 

X(-j)=X(f) 

IX(-f)I=IX(f)1 

arc X( -j) = - arc X(f) 

A(-f)=A(f) 

B( - f)= - B(j) 

(2.12) 

(2.JjJ ) 

(2.14) 

Ezek szerint a komplex spektrum valós és képzetes része külön-külön meghatá­
!pzza a belépő jeI időfüggvényét. Mindebből következik, hogya valós rész kifejezhető 
ri képzetes résszel és viszont. A Fourier-transzformáció alkalmazásával 

A(f)=4 J I B(i.) sin 2-Ú.tcos2nft d). dt, (2.15) 

() o 



B(f)=4 J J A(}.) cos 2n},t sin 2nft d}. dt. (2.16) 

D D 

A komplex függvényt an eredményeinek felhasználásával ha X(s) (s= 0'+ jÚ)) analitikus 
a komplex sík jobb oldalán és annak határán, továbbá 

lim X(j2'7f) = lim A~) = állandó, 
j-= j-= 

akkor, 

l 
A(f)-A( =)=-

;r; 

B(f)=~ 
;r; 

ahol· 

,I·' ~(rj)_ dl), 
~ J-l), 

(2.17) 

(2.18) 

Ez utóbbi összefüggéseket az ln X(s)= ln IX(s)1 + j arc X(s) függvényre alkalmaz­
va (abban az esetben, ha az a jobbfélsíkon analitikus) ln IXCf)1 és <p(f) kapcsolatát kap­
juk meg. (Ezek az eredmények a hálózatelméletben Eode tételei néven ismertek.) 

A műszaki gyakorlatban elterjedt egységimpulzus és egységugrás jelek hatásának 
Fourier-transzformációs módszerrel történő nyomonkövetése során konvergencia­
problémák merülnek fel. Ennek kiküszöbölésére a Fourier-transzformációt ecv 

e-at (ahol 0'>0) faktorral módosítják a konvergencia érdekében: 

f' 

)((5)= L{x(t)}= J x(t)e- st d!, s=a+jw. (2.19) 

o 
Ily módon il majdnem mindenütt egyértékű x(í) jelek transzformálhatók, ha léte-

zik egy c szárn, nlelyre 

T 

;~~ I Ix(t)le-
ct 

dt< co. (2.20) 

o 

Ezt a transzformációt belépő jelekre értelmezzük, és egyoldalas Laplace-transz­
JOfiilóciónak nevezzük. 

Az inverz transzformáció: 
c+j= 

X(l)=L-1X(S)=?~; J' j."(s)cs1ds. 
__ lj 

(2.21) 

c-j«> 
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A Laplace-transzformáció alkalmazásakor általában nem a (2.19), ill. a (2.21) 
összefüggéseket használjuk, hanem a transzformáltakat táblázatból vesszük. A Lap­
lace-transzformáció legfontosabb tulajdonságait és néhány egyszerű függvény transz­
formáltját a 2.3. táblázat mutatja be. (Ha a reprezentálandó jel nem belépő, tehát nem 
azonosan nulla t<O esetén, akkor az ún. kétoldalas Laplace-transzformációt használ­
~uk, ar;.~ly ismét ~~ak a (~.~9) szer~"1t sz~mítható azzal az eltéréssel, hogy ilyenkor az 
lDtegralast - =-to1 + =-lg kell elvegezm.) 

A Laplace-transzformációvai kapcsolatos össz<=függések 

Tulajdonság 

Linearitás 

I)criválás 

Integrálás 

Komplex deriválás 

Eltolás 

Csillapítás 

Konvolúció 

Kezdeti érték 

Végér ték 

Időtartomány x(1) 

ln I)' 

in 
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A Laplace-transzformáció néhány tétele: 

aX1(t}-'- bx2(t) 

dX(1) 

dl 

t J x(r) dr 

o 

/"x(t) 

e(t - r)x(/- r) 

x(/)c-~t 

lim x(t) 
f-->Ü 

tinl x(!) 
;-

xC t) 

sXíS)-x( -OJ 

X(5) 

s 

d"X(s) 
(-1)"--­

ds" 

e-ST)((s) 

X(s-CX) 

lim .lX(S) 

lim s){l.l) 
,~O 

Laplace-transzformált párok: 

s-tartomány X(s) 

1/.1 

a--jh cl jb 

2.3. táblá::at 

X(5) 



2.2.2. Időben leírása 

Az idób.::n cliszkr0tjdmodellek időtartománybelijellemzésér.:: az {_\,}, n=O, == 1, ::;:2, 
. _. \ ,t!ó~ (\<1=)" komplex) számsorozat ot használjuk. {xn} az ún. diszkrét jel, n pedig 
cl disz~ iÚ idl~\últozó. A gyakorlat szempontjából általában annak a speciális esetnek 
van ':':"-:l1t6S(\~l'. amil-; or a diszkrét értékek időbeni távolsá.l!H Ts (az ún. mintav0tdezési 
iek') úllandó. lla ,l !éprezentáció egy időben folytonos x(r) jel leírására vállalkozik. 
akkor formálisan azt írhat juk. hogy xn=x(nTs) '",n-re. A mintavételezésl1ék ez II maté­
l!1dlikai intérprdúciója teljes mérték ben kieíégítő mind elméleti, mind gyakorlati SZéI11-
pOiJlhól, mégi~ nagycn sok helyen él mintavételezés fizikai kivitelez0sc kapcsán etHíl 
élteT(' . "edogaltJ":az~b~,d találkozunk. Ezek ~zt:rjnt a mint<lvétclezés flzikai foh'amatát 
et': i III pulzu;sprowttai történő I11odu!úcióva] model!ezzüJ.. a k~)\ cl h ali mó'don : 

X"'(i) T 2: x(i)'O(t-ilTJ, 

ahol\\t) a minta"éteiczcsre kerülő folytonos jel. .\"e'(t) li mintav":relezést mcg\ ,t1ó~í:C) 
egys0!,' kimenlijdc, tehát a mintavétekzettjd. 

A mintavételezés Ts periódusiJejének jelenlét ét egyrészt dimenzionális okok in­
doknijjk" n1ásrl'~zt az az ii2énv, hot:y X*(l) ei1cfrriáját tekintve is öSSzcvethctt) lCL:ycn 
<l2\([) jeÍlel. Integrálva ugya~is (in) jobb oldaÜt ClL idli ~zerinr azt J.."pjuk. l;~)gy 

(2.]3) 

Az időben diszkrét jelmodellek időtartománybeli reprezentálása - elslísorb,ln CI 

~zabályozástechnikai irodalomban - a (2.22) alakú összefüggésre épül. Elterjedl~..:",é­
nd fogva a következőkben az ezzel a reprezentációval kapcsolatos főbh megúlLtpítú­
sokat is (alkalmas formában) vázolni fogjuk. 

reprezemáció 

három !-

tésben inutatjuk bt:. 
Fre/-.. renciutartománybeli reprezentáció a periodikus jdek tulajdonságai ({ILI/J/,ÚI: 
Az i cl li be n diszkrét je id:. ldrásánál fontos szerep hez j utnak a frel vencia tart (l: 11 ,Il! _I -

h,m periodik us jelek. (A frekvenciatartományban a periodicitást az idlítartomÚIl\ i'c i, 
Tp periódusidéivei . analógiában egy "periódus [rek \cílciával" jdki1i'-'ULi, . J 

Ddil1iúliuk ugyanis az _'\."(0::: MpF(B p) Fourier-sorát a kön:l kcztJkL'!,pen : 

.lU) 
n=-::>::> 

"hol ía 2.1. táblázat segíts(';' d. és C __ n=D ;elöléssel): 

B .. 

l r 1'1 ~j 
D,,= B; j ,Yíf)é Bp dj. 

Q 

Ezek :;zer;nt ClZ Xi/ljcl kírh,ltó "'gy {f),,] di'/~rét soroza, " .i'<:-:\cl. d c.:r-
~'.:1!11t.zht:tül1~ <: I. ~·h· IlL'lltl'!! i")~ !lh:.~!,l·Ji~' ll:::y .. h()~y :1/ ... ,", ,1Ii!1i~·.1 .. dL " i:}.J~ 
le)1 '~'!-lL'_' "r :)1 ~Ú\·í.)i,"! ;1 .. 1. / ,\.(:l):\.n .... ·~ .. t.:killLÜ!l~'\.. r\ gonJoLtt ._'n\.. -l jj,L'~' 



fordítva egy {xn} diszkrét sorozat frekvenciatartománybeli megfelelője egy olyan 
periodikus függvény lesz, melynek "periódus frekvenciája" B p= l/Ts• 

Ha {xn} frekvenciatartománybeli reprezentációja X(f), akkor csak az marad hát­
ra, hogy Xn és Dt) kapcsolatát megadjuk. A (2.24-2.25) összefüggéseket elemezve 
látható, hogy ezt a kapcsolatot egy konstans szorzó erejéig "elvben tetszőlegesen rög­
zíthetjük. A következőkben elsősorban a fizikai mintavételezéshezkötődőszempontok 
miatt [lásd (2.38)] az 

(2.26) 

megfeleltetést használjuk. (Egy másik szokásos megfeleltetés x,,=Dn)· 

Mindezek alapján az időben diszkrét "tranziens" jel frekvenciatartománybeli le­
írásával kapcsolatos összefüggések: 

1 
X(f)=]3 

p n=-= 

Bn l/T~ 

xne-jn2:lYd, 
1l=-CiO 

X n= J X(f)t ~;j df= J X(f)ejnz.-;y,j df· 

o G 

(2.27) 

(2.28) 

A..z eddigiekben vázolt gondolatmenet alapján látható, hogy az idő-, ill. frekven­
ciatartománybeli reprezentációk nagyfokú szimmetriát mutatnak. Erre a szimmetriára 
alapozva néhány további érdekes következtetésre juthatunk: 

a frekvenciatartományban diszkrét és periodikus jelnek az időtartománybejj 
megfelelője is diszkrét és periodikus; 

- felhasznáiva a (2.8) és (2.9) összefüggések szimmetriáját: a frekvenciatarto­
mányban nem periodilms, "tranziens" jelek az időtartományban folytonosak ; 

- a frekvenciatartományban kváziperiodikus jelek az időtartományban nem 
egyenletes mintavételi idejű diszkrét jeleknek felelnek meg. 

A legelső megállapítás aiapvető a digitális jelfeldolgozás szempontjából, ezért ez­
zel az esettel a továbbiakban részletesebben is foglalkozunk. 

ki abból, az időben disz...1aét jél is. Mim látni fogjuk, a 
jelek véges (véges regisztrátumhossz) következtében ez az eset ki-
tüntetett szerephez jut, mivel a véges időtartamú jelet felfoghatjuk egy periodikus jel 
egyetlen periódusaként. A periodikus jelek feIírhatók Fourier-sor alakban. Tételezzük 
fel, hogy egy diszkrét jel periódus N mintából áll, p=NTs). N legyen páros. (Páratlan 

esetére az összefüggések hasonló módon származtathatók.) Mivel lY adatból 
komplex Fourier-együttható számítható, csak olyan jelek egyértelmű reprezentálására 
nyílik lehetőség ezzel a modenel, melyek 

l\l í 
2 

(2.29) 

érték nél kisebb frekvenciájú komponensekből állnak. (i'v1intavételi tétel, lásd 2.2.3. 
pom.) Csak ilyen esetekre szorítkozva a 2.1. iáblázatban szereplő összefüggések ana­
lógiájára a diszkrét Fourier-sor: 

k O. l, ... ,lV-l, (2.30 ) 

58 



ahol 

c= n 

Legyen 

N 
Oo§Jlo§2- 1, 

N 
no§N-1. 

Ezzel (2.30), ill. (2.31): 

1 N-l _j 27tnk 
V_ 'Y~e N 

J'l n - N L..J. "~k 

k=O 

(2.31) 

(2.32) 

(2.33) 

(2.34) 

alakban írható. Ezt a diszkrét trigonometrikus polinompárt nevezzük diszkrét Fourier­
transzformációnak (DFT), mely központi jelentőségű a digitális jelfeldolgozás ban. 
A..z eddigiekben vázolt reprezentációk főbb jellegzetességeit a 2.5. ábra foglalja össze. 

(Megjegyezzük, hogy sokszor a (2.33-2.34) transzformációt úgy definiálják, 
hogy az 1/ N tényező az {xd-t megadó inverz transzformáció összefüggésében szerepel. 
Ez annak az esetnek felel meg, melynél (2.2ó) helyett xn=Dn választással élünk.) 

Frekvenciatartománybeli reprezentáció a moduláló impulzussorozat tulajdonságai 
alapján. A frekvenciatartománybeli reprezentáció származtatható a (2.22) összefüg­
gésből kiindulva is. A mintavételezés t modellező (modulálatlan) impulzus s~lozat 

periodikus függvény 

;,,, ~. l .::..=. L: ü(í-nl s )=;::;::;- L., 
1;-=_0.~ 1 5 . 11 =-....0 

(V il) F ourier-együtthatókkal: 

Ezek szerint a mintavételezett jel [lásd (2.22)] : 

x*(t)=x(t) L: 
n=-= 

.2,;; 
lynt 

e s , 

melynek Fourier-transzformált ja : 
= 

(2.35) 

(2.3Ó) 

X*(f)=,l{x*(t)}=I [X(t),,1::= d~nl]e-j2::jldt=n~= x(1-;.). (2.37) 

A modulált impulzus sorozat Fouriel'-transzformáltja tehát periodikus .függvénJi, 
és előállítható a folytonos x(t) jel X(f) Fouriel'-transzformáltjából. Ugyanakkor 
X* (f) Fourier-sorba fejthető [vö. a (2.27) összefüggéssel] : 

= 
}(",,(f) = Ts 2: x(nTs)e-jn2::T,f. (2.38) 

n=-= 



, 
i. ~~ -'RIER-1NTEG::),L;._ 

00 

),I:f':. Jx(t)'C'~ dt 

x(i)= J X(f)e J= .:t dt 

-CO 

Vegtelen es lolyto;1os Idő - es 
t f0kvenciatOítOman td 

n2n.t 

',r,. ~ v ej " L A n 
r.::::- cc 

, " 
?erl?dlkus es fot~tonos idotor-
'-'-"'I""~' --I "'e~ ~rekvEnciGtGf-

, 
~A!r·:TL'j~TELEZ[TT JELEK 

. ' 

JLTS ' _ . 
Xn = J X(t)e Jn2"Ts l df 

-yZTs 

J,sz~ret Jdö~ortoman!d, pericdikus 
~ ~ ek '/2:,( 'ctcrtcmony 

4. FOURIE R - TRANSZ-

e 

''- _ -, e:::, ~;ekvencio-

.,' :Cr-t í pusú reprezentációk 

---- ------ ", 

i 

-~ 
i 

___ .-:::/::.. !~",'''':'O"OmáC' 

Bs 

1-: '" ,-,i iüL n1r.:~ a gondcdatn1cncttt a fn_l \('n~ .. :j~~l~;ítoITjÚrlyr,-: i h:ír~~')rd vl)n~l.lkoz­
Wl\" \ LJ, d :'rck \,:!!ciatartományban a szomszédl'5 mimáL tÚ\oJc i'a): 

( 239) 



A frekvenciatartománybeli X(f) jel X*(f) mintavételezett megfelelője : 

.2;r '" -J-nj 
.1"*(/)= X(f) :z:; e Bs 

Á..z inverz FoUrier-transzformáció alkalmazásával: 

X;.;.U) 

(2.40) 

(2.41) 

A frek venciatartománybeli "modulált impulzussorozat" inverz Fourier-transzfor­
mált ja tehát periodikus függvény, és előállítható a folytonos xCt) időfüggvényből. 
Ugyanakkor x*(t) Fourier-sorba fejthető: 

(2.42) 

Az x(t), x*(t),x* (t), vab,nint ;1/ .. YUl. .Y*(f). X,; (f)jelck kapcsolatát '-, 2.6. ábra 
mutatja be. Látható, hogya mintavél<,:lol';'::'l'j SZ:lfIll<lZlatott x*(1) és J:*U )füf2~vények 
átlapolódás következtében eltérnek az x(í). ill. az X(j)jekktől. Ha azonban 

iJI. 

lii. 

és 

TU) U 

X(I)=X,:,(í) 

.\ F 
! 

27. 

(t o v;:lós úilandó), 

Eí,~k szerint a (J.43-·] fejtétcjek bClartúsH cSetén lchet6:.é~ 
sen di\!krét idő- és frekvenciatartománybeii [cl'fcl.cntáción:. melyet a 
l~sSZefüu0:éss('1 definiált diszkrét I:Du;"ier-tran\!Í, 'fllláci6 Y~dósít D1eQ . . ~ ~ 

.1 

F'2;-:08:JSldö " periodus f:e~veílCjO 

'o = ~ B: 
8 s Ts 

::.6. ÚbLl. Az :d! '. ,,*(1) és x*ÍI " l. ciLunint az .\'( (), X*(f) és .1'*(/) jelek kapcsl,jclLl 

! J.43; 

( 2.44) 

(2.-15 j 

(2.46 ) 

éi kölcsönö­
(2.33-2.34) 



Megjegyzés: 

l. Ha x(t)=O t<O és x(O),=O, az ugrás miatt 

X*(f)='.f{x*(t)}=Ts x~O) + ~ X(f-~) 
n=-= Ts 

(2.47) 

alakú, mivel a transzformáció az ugráshelyeken a jobb, ill. a baloldali határértékek 
számtani közepét helyettesíti be. Ez esetünkben egy 

Ts x~O) aCt) 

nagyságú komponens, melynek spektruma 

T 
x(O) 

s 2 . 

2. A Fourier-transzformációra épülő matematikai jelmodell értelmében a sávkor­
látozott frekvencia-spektrumú jelek időben végtelen hosszúságúak, az időben véges 
hosszúságú jelek pedig nem sávkorlátozott frekvenciaspektrumúak. Ezek szerint a 
véges idő, ill. a véges frekvenciasáv alapján történő kölcsönös megfele1tetés csak perio­
dikus időfüggvény, ill. spektrum feltételezése mellett képzelhető el. Ugyanakkor nem 
szabad figyelmen kívül hagyni, hogya valóságban nem tudjuk kimutatni, hogy pl. 
egy véges időtartamú jeIhez végtelen sávszélességű spektrum tartozik, ill. megfordítva, 
hogy véges sávszélesség végtelen időtartamotjelent. Ez a tény pontosan az alkalmazott 
matematikai modell érvényességi határára utal, amit sosem szabad figyelmen kívül 
hagyni. A Fourier-transzformációra épülő modell azonban a fenti korlát ellenére a 
gyakorlat szempontjából kielégítő pontosságúnak mutatkozik. 

Frekvenciatartománybeli reprezentáció a Laplace-transzformáció feihasználásával. 
A modulált impulzus sorozat jellernzésére a Laplace-transzformációs módszert is 
basználhatjuk. A (2.37) összefüggéshez basonlóan Írható, hogy: 

= ( lJ' 
v (s)- (}fv*(,)l_ V 'ls 'J' '7 'll .'1* -~I.h' '.1- /~ T fl' 

n=-= ) 

A Laplace-transzformációt egyoldalas esetre definiáltuk, ezért itt is 

X(s)=J2{x(r)}; ahol x(t) = O l;§ O esetén. 

Ha x(O)?" 0, akkor a (2.47) összefüggéssel analóg módon: 

v (' ~ x(O) .:;.,> v ( ,2:r) 
A*S)=ls2+n=~= A S+Jr: n , 

Ugyanakkor a (2.38) összefüggés megfelelője : 
,~ 

v ') () { .'.' ') 1 T y ,( ~) - ns T, A*(S=,_x"'\fJ= sL..;xnlse . 
n=O 

esTS= z helycttesítéssel az egyoldalas z transzformáció kifejezéséhez jutunk: 

X*(z)=Ts L: x(nTs)z-n. 
n=Ü 
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(2.51) 



Szokás ezt a transzformációt a Laplace-transzformációtól függetlenül is definiál­
ni. (Az alábbiakban a * indexet elhagyjuk.) Az {xn} n= 0, 1, ... diszkrét sorozat z 
transzformált ja : 

Y(7)= " X 7-
n= ú1{x } .(l~ L.J ll~ - n' (2.52) 

n=O 

minden olyan z-re, melyre ez a kifejezés konvergens. X(z) akonvergenciatartományban 
(Izl::§ 1) analitikus, tehát pólusai, ill. szingularitásai a komplex z sík egységsugarú kö­
rén belül helyezkednek el. 

A (2.51) és (2.52) összefüggések eltérnek a Ts tényezőben. Ezt azzal szokták át­
hidalni, hogy az időegységet Ts= 1 formában rögzítik. Mi a továbbiakban kizárólag 
az eddigi összefüggésekkel való összhang érdekében a Ts tényezőt megtartjuk, tehát a 

X(7)=T" 'y X z-n .- sL.J n 
n~O 

definíciót használjuk. A z= ej2
:r!T, helyettesítéssel élve 

Y'(I)=T 'y x e-j2::!nT, .óJ -s..LJ"'n , 
n=O 

(2.53) 

(2.54) 

azaz X(f)periodikus l/Ts "periódusfrekvenciával", és Fourier-együtthatói a T~xl1 érté­
kek. Ezek szerint 

1fT, 

X,,= J X(f)e j2:r!nT, dj, 

o 

ill. z= ej2
::
fT

, és dz= j2:njTsz dj felhasználásával 
1 ;' 

X r =-;:;--:;:;:;- <Dll .Y(z)z"-l dz, 
.. l.,:T}l s < 

c 

(2.55) 

(2.56) 

ahol C az egységsugarú kör. (2.56) összefüggés az inverz z-transzformáció komp­
leX kifejezése, me ly a reziduuilltétel felhasználásával értékelhető ki.A z-transzfornláció 
néhány fontos tulajdonságát és néhány egyszerű függvény transzformált ját a 2.4. táb­
lázat mutatja be. 

Megjegyezzük, hogy a kétoldalas Laplace-transzformációhoz hasonlóan definiál­
ható a kétoldalas z-transzformáció is, Ennek definíciós összefüggése ugyancsak a 

összefüggés szerinti, de a szummázást - =-től keD elvégezni. 

és a 

lv: időben diszkrét jelek frekvenciatartománybeli reprezentációjának összefüggéseit 
elemezve felmerül a kérdés, hogy milyen feltételek mellett lehet egy időben folytonos 
jelet időben diszkrét jellel reprezentálni. A következőkben az erre a kérdésre adható 
választ ismertetjük. 

Üraz a következő állítás: 
h'á x(t) nem tartalmaz BJ2-nél nagyobb frekvenciájú komponenst, akkor egyér­

telműen leírható 1/ Bp intervallumonkénti mintái felhasználásával. Az állítás helyessé-
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A z-transzformáció néhány tétele 

Tulajdonság 

Eltolás J r 
\ " 

·v 
\ 1;,,'\·2(:; -~,) 

lil:l '-fl 

l," 'U 

li':1 "" 

-_ .. _----------------

_-I 

{n} 
(: .. i ,: 

ge CgySLt.: f üt.' n belátható, ugyanis ft:lirlutó 

QUSÚ periodikus függ\'ény I:-o:irier-soraként~ D1el): a -

n.=-= 

alaku \ vö. 2.24), ahol 

i ' 
Dnc~ ÍJ-

p 

Mivel JzoIll,an 

j
B';/2 ,2.-.1, 

X(f)r!~- df· 

Hp /2 

le~ Ez F' ourier-sor 

X(::) 

.\ (.:) 

a l uuricr-l D! bLfu Ji Ilúció ~rtelrnébe!1 D" a kövctkezőképpen Írható: 

l (Il J' 1),,= lJ
p 

x ,B; , 

frekvenciaperió-

in tervallum ba TI 

(2.57) 

(2.58) 

(2.59 J 

(2.60) 



amiből következik, hogy xCt) teljes pontossággal reprezentálható a belőle származta­
tott 

í f n )1 iX 
\ Bp J 

~dk5l?.en diS2krét jelle1. .\ f\)l~ tt'IlOS és difizkrét jel Ltpl'solata (257), (2.59) és (2.60) 
összefüggések felhasznáhisá val 

"', (il) sinnBp (t-i) 
x(t)= 2: x IB (ll)' (2.61) 

n=-= \ p nB t--, 
p Bp} 

meIy egy interpoIációs összefüggésnek tekinthető. 
A gondolatmenetet a frekvenciatartományban megismétehe: ha x(t) egy Tp 

intervailumon kívül mindenütt nulla, akkor X(f)Fourier-transzformáltja egyértelműen 
leírható 1/Tp intervallumonkénti mintával. Ennek értelmében 

. ~ (, n') 
'" ( . 'I sm nl p J- I 

X(f)= y xl~-I / , (2,62) 
. LJ TJ {" 

n=-= p ",T If- I. 
,-- P ~ 

Ezc:kd az állítások at mintavéieli tételeknek nevezzük, A mintavéteii tételek bizo­
nyos, általában nem túl szigorú feltétel betartása mellett sokféle jelosztályra általáno­
SÍthatÓk. Így il mintavéteii értékekkel történő reprezentációra lehetőség nyílik pl.: 
a sztochasztikus folyamatoknál is (lásd 2.2.4. pont), de lehetséges a Fourier-től eltérő 
integráltranszformációk esetén is definiálni őket, ill. mintavételezhetünk többváltozós, 
valamint sáváteresztő spektrumú (Bo, Bü+ 6,B) jeleket egyaránt. Mintavételezhetünk 
úgy is, hogya mintavételi értékek elhelyezkedése (pl. az időtengely mentén) nem 
e2.Yt:nldes. 

_. Ha zi mérési, ill. jelfeldolgozási feladatunk megoldása során mintavételezést 
mazunk, akkor legtöbbször törekszünk az egyértelmű megfeleltetés biztosítására, azaz 
a mintavételi tételek bdartására, A mintavételi tételek a 2\'akorlat számára átfo~wlma-
zon alakjait mintavételi szabályoknak nevezzük. --. ±B sávszétessé2ű 
Fourier-spektrumú időfüggvény egvenletes időközű Dl. tel jesül r~ie 
keil cl következő egyeDlőtiénségne~}~ : - -

1s>2B, (2.63) 
aholis a mintavételezés frekvenciájátjelöli. (2.63) tekinthető a gyakorlat szempont jú­
ból legfontosabb InÍntavételi szabálynak, minta'vételes il1érési eljárások terv\?­
zésénél, ha azt a mérési feladat jellege meg..\;.öveteli, be kell tartanunk. A mintavételezés 
gyakorlati megvalósítása többféle, elméleti szempontból is érdekes kérdést vet fel. 
Ezekkel azonban ebben az alfejezetben nem foglalkozunk, néhány problémakör vázo­
lására a jelanalízis kapcsán a 24. fejezetben kerül sor. 

A..z eddigiek során láttuk, hogy az időben folytonos és az időben diszkrét jelrep­
rezentációk szoros kapcsolatban állnak egymással, és a mintavételi szabályok betaná­
sa esetén egymásba át is alakíthatók. Ezt a kapcsolatot kihasználva az alábbiakban a 
két esetet nem választj uk szét, csak akkor, ha elengedhetetlenül szükséges. A vizsgált 
x jelet úgy tekintjük, mint 

x= {x(t); lET}, (2.64) 
ahol időben diszkrét esetben T a diszkrét időpontok egy megszámlálható baJmazát 
jelöli, míg időben folytonos esetben T Ll valós tengely egy intervallumát jelöli. 
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2.2.4. Sztochasztikus folyam.atok leírása 

A sztochasztikus jdmodellek (sztochasztikus folyamatok) a kölcsönhatások véletlen 
jellegét leíró valószínűségi esemény tér nunden eleméhez egy-egy időfüggvényt rendel­
nek hozzá. Ez a modellosztály tehát tömören 

(2.65) 

formában Írható, ahol Q az esemény teret jelöli. Másképpen fogalmazva a sztochaszti­
kus folyamat felfogható időfüggvények egy olyan sokaságaként, melynek elemeit az 
esemény tér elemei generálják. Ezt illusztrálja a 2.7. ábra. 

Ugyanakkor rögzítve egy t1c.T időpontot egy valószínűségi változó val állunk 
szemben. A valÓSZÍnűségi változót pl. sŰfűségfüggvényéveljellemezve a sztochasztikus 
folyamat úgy is tekinthető, mint időpontról időpontra változó sŰfűségfüggvényű való­
színűségi váitozó (2.8. ábra). 

1'\ ' A j-edik klserlethez 
- .~.-,-- \J ~ tartoz:: )Cöfüggve~ld 

'1 
T 

.} 
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A (2.65) feIírásmódból kiindulva alapvetően négyféle interpretáció lehetséges: 

- ha t é~ ~ r~gz!te!t, .. a~or x(!,~) egy szám;. ,,~.. , 
- ha t valtozlk es?; rogznett, akkor x(t,;) egy ldowggveny; 
- ha t rögzített és ; változik, ar.,l(or ;) egy valósz1nűségi változó; 
- ha t és ~ is független változók, akkor x(t, ;) egy sztochasztikus 

A ' '1" i' 'b'b se" s~t ch ~ .', r f 'l t' l' 1" , 'h t" .. ,lega la.anosa. ~' , L) a : ,0 _a,~zl1Y:u".o yama. teljeS effasa megleile osen OS2-

szetett feladat. A teljes lelras sa]atossaga, bogy t j, 
véQes halmazára képes meQadnÍ az I::.,x;, 
függv'ényt 5 ahol x(t i , Xi; egyszeIűsíi~tt-
lyezett Xii az aktuális valószínűségi míg az argumf.:nt fl sűrűség­

A~ eg}rlittes 
tS2:ölcEes számú 

fÜQQvénv ehhez a valószÍnűséú változóhoz rendelt füQgetlen 
el~szlás 'füQQvénvek :ismeretéb~11 ~~ 
momentun;át. Valamennyi momentum ismerete 
tikus folyan1attal kapcsolatosan feltett kérdések 

jelent ezeknek az együtt':;s 
probléma áthidalására kétféle utat 

nálata~ melyek 'a 
hogy valamilyen struktúrát is 
leges leírásá'val: szárnú J110DléTJtU111 

TIlásodik D10TIlentunl felhasználására kerül sor. 
kus folyanlatoK jel1ernzőit~ il1. a 
tománybeli módszereit tárgyaljuk. EZl követően 2. 

sabb sztochasztikus modeileket vázoljuk ' Ez 

a sztochasz-

hOE\' ezvrészt képesek valósázos DOmoSS;}r:.u 

rés'Z~ a~~11odell paraméterek ;1eghatározása az alkalm~is;}D rög~ített slruktmális in­
formáció következtében lényegesen egyszerííbb, mint az általános eset összefüggésci­
nck felh<:szmílásávaL 

A s~lochus~/jkus 

r 
.' : l .. : •. 11' ): t:' (2.67) 

egyi/1tes karakleris::!ikus függvén)" iSI11erete. Ezek szerint a sztochnsztikus folyan1at 
statisztikai jellemzőit me12 t lldillk adni. ba az összes lehetséíles I halmazra nézve ismer­
jük a (2,66-2,68) függ~ények valamclyikéL Nagyon s;k esetben a (2,66-2.68) 
függ"ényeknek csak az első és másodrendű alakjait használjuk, mivel ezck meghatú­
rozása még reális célkitíízés. ilL azért, men gyakran alkalmazhatunk Gauss-folyamaz 
vagy lvJarko,>,-folyamar modellt, melyek nél (mint látni fogjuk) az első és másodrendíí 
függ\ényck ismerete tcljes leírást tesz lehető\é. Ezek szerint tehát pL az 
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(2.69 ) 

sűrűségfüggvényeket használjuk a jellemző paraméterek kiszámításához. lA (2.66-
2.68) függvények első és másodrendű alakjaiból kiszámítható fontos sztochasztik us 
folyamat paraméterek a következők: 

A folyamaí rár}zaió énék-idő függvénye: 

(2.70 ) 

ami azt fejezi ki, hogy Ll folyamat átlagos "szinrje" hogyan alakul a i paraméter függ­
vényében. 

A rohama! née:vzeles középérték-időfiJe-2vénve: )t "W. ............... " 

(2.71) 

arni a folyarnat átlagos reljesÍII11ényével 

A folyamat mrianciája: 

arl1i a folyan1'-it átlagos ,~váltakozóáramú" teljesítnlényével arúnyos. /\nnak alk~iln1fis 
mérőszáma, hogyapillanatértékek eltérése az átiagtól milyen mértékű. 

Afoiyamat autokol"i"e!áció fiiggvénye: 

... \! 1)': x: r l ::2 : 1 ~ OX" 
(") 

arán;/os .. azaz CQV általánosított 
tekint~e a~ időbe~:~ltolt I11intavételi trrékck st~ltisz!ikal 

Intiya VarLl.nCla általúnosÍLúsu eltolt tl1intLivétcli ért~kck :.,;sctén.:. 

Kél kcres:rkorrelúciú 

( 2.7 

két sztochasztikus folyamat különböző idöpontokban fdvett \~rtékei közötti 
Glb:os. kölcsönös tdiesítménnve! aránvos. ill. statisztikai éndmaés szerint eg.y 
rnér0szám. me!y két sztochasztikus fol;·amat időben eltolt minw\étdi értékek statlsz­
tikai függését f:jezi ki. 



Két folyamat keresz/kovariancia függrénye : 

C,y(t J, t2)=E[(X11 -E{XI 1 })(YI2 -E{yt,})J= R;;y(íJ' 12)- ,11",(tl)[J.y(t2)' (2.76) 

melya variancia fogalom általánosítása két sztochasztikus folyamatra és eltolt minta­
vételi értékek esetére. 

Megjegyzés: 

Két sztochasztikus fo1)ar:nat együttes sűrűségfüggvényét az eddigiekkel összhangban az 

valószínűségi vektorváltozó együttes sűrűségfüggvényeként definiáljuk. 
A sztochasztikus folyamatokat két csoportra osztjuk attól függően, hogy statisz­

tikai jellemzőik hogyan függenek a t paramétertől. 
Az x(t, ~) sztochasztikus folyamatot nemstacionáriusnak nevezzük, ha a rögzitett t 

paraméter esetén értelmezett x(;) valószínűségi változó statisztikaijellemzői függenek 
a l paraméter rögzített értékétől, azaz ezek a statisztikai jeUemzők függvényei az 
,.abszolút" időnek. Ellenkező esetben a folyamatot stacionárius folyamatnak nevez­
zük. stacionárius folyamattal kapcsolatban a következő definíciók használatosak: 

- A.z x(t,!;) sztochasztikus folyamatot erősen stacionárius vagy egyszerííen sta­
cionárius folyamatnak nevezzük, ha a hozzárendelt statisztikai jellemzők mindegyike 
invariáns a t paraméter (azaz az időtengely) eltolására nézve. Ezek szerint pL a (2.66-
2.68) függvények közül a síírűségfüggvényt kiragadva, stacionárius folyamat esetén 
letszőleges 111 pozitív egész és 1= {riET; i= l, 2, .. . ,m} halmaz meliett 

(2.77) 

ahol T az eiLolás mértéke. Ebből a tulajdonságból viszont következik, hogy a folyamat 
sratisztikaijellemzői nem függenek az "abszolút" időtő], legfeljebb valamilyen idők ü­
lönbségtől. 

stacionáriusnak ha tetszőleges 
Jn 

csel~n 

II r :-"1 ,\, 1 -: --:-' ... ~ .'. 

a 

,:: folyanIatoL ha az első és másod-
~endu SL!fUSe2illE!Q\én\'cl az eltolására nézve invariánsak. Ennek 
!z"íen az .y(!,;) s';;cha~')ztik us folyamat minden olyan statisztikai jellemzője, 
ebb. ill. a másodrendű sűrűségfüggvény felhasználásával állítható elő, az abszolút 
időtől független. p.~ gyenge sracionaritcts fogalnla II gyakorlat szeIl1pontjából igen 

mivel a (2.77) fehétel teljesülését az összes lehetséges (együttes) sűrűségfügg­
vény h,.':lyctt csak az első és másodrendű esetre keil ellenőrizni, valamint azért, men na-
2von sok esetben használunk olyan rész1c2cs leírást. mch az els[) és másodrendű mo-
71;cntumok me2adására szorítk ;zik. Ek k o~ értdemszcrű~n a stacionaritást elí:;endő 

leírás~Jak mel:felelő mérték hen nJél:k övetcini. 
l'vakorlatban előforduló sztochasztik-u~ rcprczentálására elképzelt folya-

nlatrl1od~llek pararnétereinek rneghatározásához nagy~n gyakran neD1 án rendelke­
zésrc annyi kísérleti eredmény. hogy él statisztikuíjcl1cmzőkct sokaság szerinti várható 



értékek segítségével származtassuk. llyen csetben célszerű rr.egvizsgálni, hogy nem le­
hetséges-e a vizsgált jelet ergodikus foiyamatmodel1 felhasználásával reprezentálni, 
ilyenkor ui2yanis a sokaság szerinti várható érték képzések helvett az időátlalwk szá-
n;ítása e1eger:dő, azaz elegendő egyetlen realizáció regisztrá]ás~. ~ 

j1,z x(t,~) stacionárius folyamat ergodikus, ha tetszőleges g( ) függvényre 
T 

_, ' . 1 r,.. \ l 

l:tg(;\r)}=~J;: 2T jg("r;CJI, (2.79) 

-T 

azaz a sokaság szerinti állag a teljes időtmományra vonatkozó átlaggal egyezik, En·· 
nek a tulajdonságnak a felfedése konkrét f12ika1 jelenségeknél általában nehéz feladat. 
Az erős stacionaritás szükséges, de nem eléQséges tu]ajdonsáQ, Olvan stacionárius fo­
lyamatoknál, ahol a sokaság szerinti állaglrtik bizto;an t~ljesül, hogy (2.79) 
jobb oldala stabilitást mutat, azaz majdnem minden mintafüggvényre egy közös határ-
értékhez tart, de egyáltalán nem biztos, ez a határérték megegyezik a (2.79) 
fejezés bal oldalán sze~epl? érté~(kel; . 

Az TO'vabbl korlatozaso}~ ezekkel azonban nern 
kozunk. 

Megjegyzés: 

1 .. A korreJációs együttható általánositá ~ ak éLt st~:Clcr 21":125 
definiálják a normalizáít korreláciés 

::§ 1, (2,80) 

l':- indexeket. 
4. Ha a sztochasztikus folyamat a t paraméternek csak diszkrét értékeitől füg~, 

,: f:or "időben" (i paraméterben) djsz..\rét sztochasztikus folyamatról vagy sztochasz­
lii:us sorozatról beszélünk. Az imént vázolt összefüggéseket a diszkrét esetre érte1em­
~Z\;rikn használhat juk. A teljesség kedvéért a 2.5. táblázatban szereplő kifejezésd;et éiZ 

.. idűben" diszkrét esetre a 2.7. táblázatban újból feltüntettük. 

2.1. p(lda 

A Lii\ct~,czi5kben bemutatunk egy olyan sztochasztikus folyamatot, mel) 
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"_1 

:\ sltochas.dilws f()ly amat()k néhány fontos statisztikai .iellclllz/íjc 

Név 

V,ülial() érI ék 

idti rii!C!L;\l:n)' 

l"';egyJ~kS közép~ 

erték idö 

fligL~\ t'IlY 

\',11 i.lIH j,1 

\ I Hl )k\ I/T!..'lúciÚ 

rltL~r\ Cll)' 

Jclúlés 

JI)I) 

'/I;(t) 

var (.\J 

Rx.\(t t· (2) 

'\IIt<,k,,\ari;lIll:ia I C,.\(tt_ (2) 

függ\ ény 

1< t:rc\/tk\ HTelúL'j\') 

riil~g\élly 

Kell' ,/11.\)\;11 i,I!I­

\:i<l fil:~I:!\ (~ny 

R" (It. I:~) 

('." (l'. I.~l 

Ddillkit') 

Ily) q.ll) 

'1 ';(1) F{x;'} 

L{ (I, -t·{ .\,) J2} 

R,JII' (2) .F{xll ", } 
} 

L {{.II I q.\'" ))( 
>«." L{xl ,)} 1. • 

R" (II' Icl F{ .t; I ,1'" ) 

NClll~liIL'ioll;'lriUS 
f(Jlyamal 

I .\i/~,C" l d.l, 

I .\;j~,(X) Lix, 

o ~ 

= 'Il~(t) -11.:(1) 

I J' X't'\i, A 

>:/"t-',,(·\il.l,) d.\'1 t dxl ) 

--------.~----

~C RX,\(tt. (2 )" ,1l)l j )fl.JI2) 

I I X't
Y
" 

J.~ I' (XI" y,Ji/·'/l ch ·,., 
ll- t l •. -

'\ l(t \, 1.(\, lj ·R,,(il' (2) ,II 

Ul' 'l} l," ( .~ I 

J,U,.(12) 

------, 

Stacionárius 
folyamat 

IIX(I) , '11,,",úllandó 

'P.~(t)" 11';- állandó 

\'ar(x/ } \'ar{x},,(J~~ 

c. ll'.~ - fl.~ "~C állandó 

R.nU j, (2) 'c R"" (Tl; 

T = t j '2 

ex.Jtl' (2)=C"x(T) 

Rx/T)-p~ 

Rx/II> '2)'" Rx./l) 

C".\! I' (2) C,y( T) 

c, Rxy(r)-- ,U,/Iy 

2.5. táblá;;at 

Ergodikus 
folyamat 

T 

l' o., I im .~- J' x(t) dt 
., T-'m T 

() 

T 

~ 1 J' 2 fj!.~'~ lim -- x (t) dt 
'1'-'''' T. 

o 

2 2 
var {x}= lJ'.;-lt., 

T 

Ru('):-" lim };.j'.\(t! T)X 
1' .... '" l • 

o 
X .1(1) dt 

('XX<T)C~ R.",(T)--It: 

R\y(T) 

T 

lilll-;l-; /'.\'(1+ T»< 
J'-'W 1 

'o 

><y(t) dt 

(>,,( T )_c Rx/ T) - fI.\/J1' 



2.ó. táblázat 

Korrelációfüggvények tulajdonságai 

Autokorreláció-függvény 

1. R:;"Jr)= R;;xC - ,) páros 

2. Rx"'<o) = tp; 
3. Rxx(o)",IRxxC,)1 

Keresztkorreláció-függveny 

l. R,,),) = RyxC -T) 

2. IRxyC,)1 2 = RxxCo)Ry)o) 
és ebből 

! 

4. lim Rxx') = p-; ha nincs periodikus összetevője 
I R,),) I ~2 [R.u(o) + P';-yCo)] 

3. lim Rx/r)=P-Xp-y 
5. Ha a folyamat periodikus O;') : 

Rx;;(,)=Rxx(,+Il~) n=O, ± I, 
T-;'= 

ha nincs periodikus összetevője 

ahol e(~) valószínűségi változó, melynek valószÍnűség-sürüségfüggvénye: 

ha o::.;e~ 

egyébként 

A folyamat autokorreláció függvénye a sűrüségfüggvény fdhasználásával : 

2 

-. . (2!: II 
91 A Sin! t+e)IJl 

) \ p 

. (2, . 
Siíl I T- (i+ T)+ 

\ - p 

sin 
LL 

-\ 
Lc} Sin 

. (2!: el'e A2 b: 
sm 1-- + - I ct - = cos T. 

\ Tp ) 

:b 
dt 

2!: 
t cos T 

T_ p 
" 

tehát a folyamat (legalábbis gyengén) stacionárius és ergodikus. 

( 2.82) 

(2.83) 

sok gyakorlati probléma megoldásánál kedvező, ha jeilemczni tudjuk 
a sztochasztiKus folyamatot a frekvenciatartományban is. Erre a célra az ún. leijesíi­
ménysűrüség-fúggvényr használjuk, me ly közvetlenüi arra ad választ, hogy az (f,f+ df) 
frekvenciasávba mekkora jelteljesítmény jut. A determinisztikus jelekre vonatkozó 
ismereteinkbő! tudjuk, hogy a gyors változású jelek nagyobb sávszélességűek, tehát 
nagyobb frekvencián is számottevő teljesítményt szállítanak, míg ugyanez a iassú 
vá!tozásúje!ekről nem mondható el. A teljesitménysűrűség-függvény fizikai jelentése 
ennek a tulajdonságnak az általánosítása sztochasztikus folyamatokra. Mive! a frek­
venciatartománybeli reprezentáció nemstacionáLius esetben függvénye marad a t (idő) 
para méternek, és ebből fakadóan matematikai nehézségek lépnek fei, a frekvencia­
tartománybeli leírást többnyire csak stacionárius folyamatok esetére definiálják: 

- A teljesítménysűrűség-függvény az xC t, ;) folyamat RxjT) autokorreláció függ­
vényének Fourier-transzformált ja : 
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"~l 
w 

Az idi5bcn dis'lJn'{~l sztocha<1JJi!ul.S folynmatot{ nóhúnj' fonios shdiszt.\kai jcHl'mzöje 

Nev 

Vúrhaló érték 

idei I'lig,',v';11Y 

Nl:gyzélcs köz,:'p-

11'-,1 11 1 

érték- idő I ''-;Lill 

függvl'ny 

Vmjancia 

ALJtokUl'l'clúció 

függvény 

var (Sli} 

Autokuvariancia I C:,X<lll' lll) 
fUggvl:ny 

KereSZlkurrcl:tció I R\/1I1.112) 

függvl'ny 

lkliJIh.i\) 

ll .... (fl) 

l'lcfll.<;taci ()lIIi ri 1I~ 
f\dyitmat 

2::: .\"tl/~'II(.\·II) 
\'ll 

"-, 
.L",/ ~\tlYIl2 X 

VlIl VlJl 

>~ .(":1J1 Y1l2(Xll 1 ,J'lJ]) 

,I' '(111 

... ·d." II·!,.lIlll::' 

I, i:,,"il.d 

1'-, úll,lndú 

úllandó 

var'{x,,} var {x}.(J.~. 
VJ~--,U~ illlandú 

Rx:Jn,. R,.,(II); 

Il=~ Ilj '-112 

C:\X(ilJI II2)""C",(Il) 

.~ R,jn)·- fl; 

Ill) " [(,,.(11) 

.',7, túb/ó;:al 

I ,lN 
Ilxc-' Illn .-' v 

N ·~\I, 
N' I. tl 

'1 
11\' I 

'I'.~ . I i III '\' 2 
N'-' ,\' LJ .\,: 

, I, tl 

var (,\) 
o 

It" , ., 

l N 1 

.U,,(II) jim )~ .1'/'-1 ,.\/ 
. . N-' '" lY h.O ' I , 

Cu(n) R\,,(II)--I':~ 

1 N-I 

R 'I.(n) li III 2:: xI. .,. "YI, 
. ,\'-"" N I,. ,ll ' 

Kercszlkovar.lan- I (:,/111. 112) 
cia függvény 

.. ~R."yClll' 1l2)-px(nJ)I'y(1l2) I C:,;/IIIIII2) 1I,}'(I1)'-I',,!', I (~,,(II) /1.,,(11) -I'."H" 



s (f)= J R (r)e-j2
:r[< cl-t xx xx . , (2.85) 

ill. az inverz transzformált 

(2.86) 

A (2.85-2.86) az ún. Wiener-Hincsin összefüggés, melynek értelmében Rx.,(r) és 
Sxij) Fourier-transzformált párok. 

- Az x(t,~) és y(t,~) sztochasztikus folyamatok frekvenciatartománybeli együt­
tes leírására elsősorban a keresztteljesítménysűrűség-függvény szolgál: 

(2.87) 

A keresztteljesítménysŰfűség-függvény két folyamat szorzata által az (jJ+ df) 
frekvenciasávban hordozott jelteljesítményt adja meg. Az inverz transzformált a 
keresztkorreláció-függvény meghatározásának egyik lehetősége: 

(2.88) 

A teljesítménysűrLíség-függvények fontos tulajdonságait a 2.8. táblázat foglalja 
össze. 

Megjegyzés: 

1. A keresztte]jesítn~énysűrűség-függ\éDY r:orn-3lt \Últcz,da a 1cn'pJcx 1chc­
rencia-függvény: 

i.- (f) 

2.8. táólázat 

A teljesítménysürüség-függ,ények fontos íuiajdonságai 

T djcsltménysúrúség-függvény 

3. I Ru(T) 

4. S,.,(f) mindig \~Iós. mert Ru( - r)= Rxx(r), 
tehát fázisinformációt nem hordoz. 
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Kereszt teljöítr:l~nysúr i.iség-ft;s.g \ en) 

3. Sx)!J=CqCfl-jQxy(f) 

általában komplex értékü 
C ,)fl az ún. koincidencia-spektrum, 
Qxy(f) az ún. kvadratúra-spektrum. 



mely abszolút értékének négyzete 

1 (J) 1 
" IS-y(J)12 

)' xy - S xins nU) (2.90) 

sokféle jel- és rendszertulajdonság leírás ánál hasznosítható. (Lásd 2.5. szakasz.) 
2. Su(!) páros volta miatt szokás definiálni az ún. egyoldalas teljesítménysűrűség­

függvényt is : 

Ji?=O. (2.91) 

3. Az Sxi!) keresztteljesítménysűrűség-függvény fontos szerephez jut lineáris 
rendszerek átviteli sajátosságainak elemzésekor. 

4. Az S.u(!)' S xi!), ill. y Xy(f) elvben definiálható nemstacionárius folyamatokra 
(idővariáns spektrumok) is, de ennek gyakorlati jelentősége elsősorban csak az időben 
lassan változó autokorreláció függvényű, ún. kvázistacionárius folyamatok eseté­
ben van. 

5. Az "időben" diszkrét sztochasztikus folyamatok teljesítménysűrűség-függvé­
nyét egy olyan Fourier-sor alakjában definiáljuk, melynek együtthatói az illető folyamat 
diszkrét autokorreláció-függvényének megfelelő értékei. A komplex frekvencia" 
tartománybeli teljesítménysűrűség-függvény pedig a diszkrét autokorreláció-függvény 
(kétoldalas) z transzformált ja. Az "időben" diszkrét sztochasztikus folyamatok frek­
venciatartománybeli leírásával kapcsolatos legfontosabb ÖSSZefüggéseket és azok tu­
!ajdonságait a 2.9. táblázat foglalja össze. 

Sztochasztikus folyamatmodellek 

A követkcz?kben rövid,en ~tt~l~in~j,ü~ azokat a sz~ochas~tikus folyamatmodelleket, 
melvekct szamos konkret mereSI eharasban hasznosltunL es a továb-
bi Riezetei többször hivatkoznak.- . 

Gaussjolyamat. Az X{í,;) sztochasztikus folyamatot nevez-
zük, ha minden 1= {t i':: T; i = l, 2 .... , il} halmazra és minden c i konstansra a 

0.92) 

valószínűségi változó Gauss-eloszlású. A Gauss-folyamat sürűségfüggvénYt: : 

x ) ___ 1 __ . exp (-~(x-u )T}"-l("_'j)1 .•. , ~ r n - ~~.,., ,. (;:; """"';::,;. ~\. ."."=: J ' 
n 1 ~ 

(?"-)"" ' -, --.~ I? 9:» x...... ! _ • .J 

ahol 

X=[Xr!,X ro ' ... ,xrJ
T

: f-Lx=,u,JI)=E{x} : 

=E{(x- f-Lx)(X- f-LJT}. 

A (2.93) összefüggésbőllátható, hogya Gauss-folyamatot egyérttlműcn jellemzi 
fl.JI) és Z.nU), azaz ennek a két jcllcmzi.inck az ismerek elegendő a teljes lcíráshoz. 
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telj2sítnlénysürűség-függvények időben diszkrét jeiek eSBtén 

/-.J íJll(;cn diszkr0t f!Jl:-'anl~H te:ljesítménysúrüség­
függvcnyc: 

:\7. jdőbcn di:-lkr<21 fl)lj::ulir:n autokorreláció­
fllgg\cnye: 

.~ (ketoldalas') .: trallSzlOrn13.ció feihasznáiásával: 

Két időben diszkrét folyamat keresztteljesít-

*~ (kétoldalas) :; transzformáció felh2sználásával: 

Ket időben diszkrét folY3.íTl.&: kcrcszlkorreláció­
függyénye: 

lJ= __ .0 

R 

T::;l je:;:, itm':::1;:-:: :'J; ~;:-:~;;-:"C;;;;.~ O,,· 1.:: ereszt:. --::1 je::. i tm':.-J y:- ür C:.:, 0::: -f Ü;;6\ ,--'n Y 
----- .-----------------------------

DeIn hordoz. 

Ez a tulajdonság II 111ásodrendíi előáliitható 
az n-cd f;;ndű sŰTűsérrfü2:fZVény .. azaz eleQend6 az els6 a sürűséu:füL:u-

ismerete. A Ma;·ko;·:foly;1~1atot definiáló (2.94) összefüggés másképpen fogai-
rn~:zYa a.zt . i~ a folyan1at egy adott Tr; idöpi1i~tnatb~·li lSil1crctc clcgcndö a 



ín iJ-:írillanatbdi viSZOnYOK szánlluztutúsúnúJ. él múltbeli (i("" in-l) viszonyok ismerete 
nem szükséges. 

H~l él ín 1 időpillanatbeii 0rt~hek mellett további időpontokra (1,,_2' tn _ 3, ... ) 
is ~pit a .modell. akkor a .r:.g~·~lembe vett koráb,bi időp~ntok s~.ámá\·al ö~szhangb~n 
masod-. i1armad- stb. fenOu Markol'-folvamatta! van dole.unk. liyen mee.íogalmazas-
b~1fl él (:: összefüggés az ún. elsőrendű Mai'kor-folya~1atot definiálja~ ~ 

A Markov foiyamatmodd! központi jelemőségű a jel reprezentációk sorában, 
mi'vei nlÍnden olyan jei? mely előállítható egy differenciálegyenlet (vagy diszkrét eset­
ben egy differenciaegyenlet) megoldásakém, rendelkezik a 1~1ai'kov-folyamat tulajdon­
ságaival. igaz értelemszerűen nünden is, megadható álla­
potváltozós modeli (lásd. 2.5.2. pont) segítségével. Ezeknél ugyanis egy adott állapot­
ból a következő áíiapotba jutást a megelőző állapotok nem befolyásolják, a folyamat 
következő időpilianatbeli viszonyainak jellemzéséhez a jelen időpiilanatbeli viszo­
D~ol~,o~ kíVŰ,l, c,~a~ feltételes,sűrű,ség- ~:agy,elo~zlás-) az ún. átmenetvaló­
sZlDusegek suruseg- (vagy closzlas-) fuggvenye! 

Független növekményűfolyamat. Az xCt,;) sztochasztikus 
nevezzük, ha az 

\ 
,I 

Ez azt ki, hogy a sztochasztikus folyamat 
átlapolódó időintervallumon függetÍenek egymástól, 
li'- valószínűségi változók függetlenek, tehál 

(i'j és ).2 tetszőleges valós.) 

független növek-

(2.95) 

két neni 

~bJ.. folyan1atok közül leggyakrabban Ll JVienel' 
Brown-mozgás), ill. a Poisson folyamatmodeileket használjuk. 

skalár sztochasztik us JVici2cr-
ha: 

.J. 

IS a Gauss-eloszlásü és l t­
'varianciája pedig 

a rnotckulák rendszerteden ~nozgását, az ún. 
hőcJmékt Ennek kísérleti 

áfwiánosí iásai. Az 

1. rnindcíl E rcaiizációhoz 
U. (2.9. 

'.1 S 

ÖZŰ h~pc::;Dsfügg-

7í 



l x (t j 
7 -
6 -
5 -
4 -
3 -
2 -

2.9. ábra. A PJiS5011·fülyamlt egy re::llizációja 

2. annak valószínűsége, hogy az ugrások száma k, t és s között : 

Ult-sl)" P{x(t)-x(s)=k}= kl e-J·II-sl, }.>O. (2.97) 

3. x(!) független növekménvű. 
4. A dis~kontinui[ások ú~. elsőfajú diszkontinuitások, azaz x(t-O)r='x(t)= 

=x(t+O). 

Ha f. függ az időtől, akkor ún. nemhomogén Poisson-folyamattal van dolgunk. 
Az úllalánosÍtott Poisson-folyamat definiálás ához induljunk ki egy x(t,;) egyszerű 
Poisson-folyamatból, melynél 

P{x(t)-x(s)=k}- (/'It,~sll e-j·ll-si . . '- . 
Ekkor az 

v(t)=)' asít-r) 
- .L..J:\ : (2.98) 

i=1 

folyamatot, ahol ai x(t)-től független/alaJ sűrűségfüggvényű valószínűségi változó, 
az egységugrás-függvény, r i pedig az egyszerű Poisson-folyamat i-edik ugráshelyé­

nek időkoordinútája, általánosított (vagy másodrendű) Poisson-folyamatnak nevez­
zük (2.ID.ábra). Az yU,;) folyamat is független növekményű, és eZek szerint egyben 
Mai'kov-folyam~t i.5. A.z á~taláD:?s~tot~ Poisson-folyama! gya~(Qrla~.sze~1pon~j~b~1 ~?~-
l(t:' al eSete az, ahol az {ail egyurthatok egylorn1an nulla varIlato erteku cS 
e; v:irúmciájú, normális eloszlású változói:. 

Fchér:::aj-folyamat. A fehérzaj-folyamat alapvető fontosságú modell mind folyamatok 
\'alamilyen rendSZer segítségével történő generálásúnál, mind rendszermodelkk anaH­
zisénél. A fehérzaj-folyamat a Hfiener- (vagy Brown-mozgás) folyamat formális deri­
vúlásá'.al származtatható. Az g) H1iener-folyamatból kiindulva tekintsük il kor­
relúció függvényt: E{x(t)x(s)} = min (t, s). Ezek után tekintsük az x(t) folyamat formá­
lis derid.1tjút : dx(t)/dt. Képezve a derivált folyamat kovariancia függvényét 

1:, --- --- ---- _, t x s -o l-S ~Jdx(t) dX(S)}_ 82 E{~() ()}_~(" ) 
l dr ds ot os (2.99) 

':l(t) 

I I I:l l 

Valosz;n:Jseg 1 

2.10. ábra. Egy által:ínos Poisson·folyamat 
egy rea1izációj~t 



-" 
t 

adódik, ami definiálja a fc:hérzaj-folyamatot. Ez az eredmény matematikai megalapo­
zottsággal a disztribúcióelmélet eszközeivel származtatható, itt csak egvszerű ilbszt-
r3.ciót Yözlünk (2.11. ábra). ~. 

Megjegy::.és : 

1. A fehérzaj-folyamatot ismertnek tételezve fel, pl. az időben diszkrét esetre a 
Wiener-folyamat a következő formában is definiálható: ha w(t,~) fehérzaj-folyamélt, 
továbbá Gauss-eloszlású nulla várható értékkel és egységnyi szórássaj, akkor az 
X(1,;) fjET sztochasztikus folyamatot, melyre 

X! n + 1 == X t n + }V t n (2.100 ) 

IV iei/cr-folyamatnak nevezzük. (A..z x/o kezdeti értéknek ugyancsak Galiss-eloszJúsúnak 
kell lennie adott átlag és szórásparaméter mellett.) 

2. Az általánosított Poisson-folvamatból kiindulva annak formális deriváltia 
ugyancsak a 'fehérzaj-folyamatot adj~. . 

A független növekményű folyamatokkal kapcsolatos két fontos állítús a követ­
kező: 

a) Ha x(t,;) folytonos majdnem minden ;-re, akkor az x(1)=.-;,;(t x(tJ 
valószÍnűséQi változó Gauss-eloszlású. 

b) Ha ;;(t, ;) csak megszámlálhatóan sok egész értéket vesz fel (azaz kpcsős függ­
vény), akkor az x(1)= II esemény valószínűsége: 

f 
,(L:')n_ A P lx(I)=lIj=--, _e-A

-, 

II. 

azaz "U) Poisson eloszlú~ú. 

(2·JOn 

Ezek a tulajdonságok jól hasznúlhatók függc:t!en növd,ményü folyamatokkal 
gerjesztett renclszerd: analízi~c sorúll. 
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.. d llliillarételi tétel sztoclzas::!ikus foiyali2{Jlok ese/{!/l 

SZTochasztikus folyanlatok csetén az időben ÍolytoIios és idóbcn diszkrét rcpr('Zl.'IlIÚ­

ciók közötti kapcsolat megteremtése éppoly fontos, mint determinisLtiL liS jek ~ cseté" . 
Ennek a kapcsolatnak központi eleme a mintavételi tétel, luely ki.)ydclil1~'ll)! állít ,l 
sztochasztikus folyamat frekvenciatartománybc1i l ulajdl)iI~ágaira VOil,ilk,'!\',,' ll. 

Ezek szerint ha 

-f {R ft)}-S ([')-0 ,- '-;::X\'" - XX\.)}- , Ifl>B fl.IIC) 

akkor az 
( ,,) 

,,' 'l-.. P l t h l 
f . ".)l!1.:..LD l -::"fJ I 

x í\' ;iJ J -::::T~'ll-:) ) 
.:.lill- i 

\ í 

sorfcjtésf'2 (vö. 2.61. most 2B) telj-.:süL hc~y 

E{lxU)- x(t)1 2 }= 0, ( -'. 

tehát II sávkorlátozott átlagos négyzet('~ ,:rtc!ernbCIl rtpfl'z"'-'Iltúlhd 

1 
T =~- időDillanatonkénti mintáinak se!;!Ítséf2ével. 

s 2B ~ ~ ~ 

lre:pI'ez:erltaCl1Jk számos közös vonást Ilmtatnak. Ezek nek <l 

ori<:n1ál a Iér egyes pontjai, azaz az egyeS 
fClPI,::Zt:;nta(;16 nlatcn;atikai~hátt~re a 

és az analízis eredménveinek elél' oivan rendszéreúse, 
~ ~yú~~ SZá!;1?S matem~ltik~i pr~blén~a egY,sé,g~s sz~m!éktű 
mnkclOnalanallzls eredmenyemek alkalmazasat elsosorban 

SZernlt§lctforD1áló a konkrét I11eQoldúsi rnódszerck 
hagvományos. algebrai eliárásokon alapulnak. A~ szemléktformálást azon han 
vet6en fontosnak~ kell tek1ntenünk, mivel ezúltal a jelreprezentáció és az (zi,1 SZ(Ji'i,l~ 
kapcsolatban úlló jelfeldolgozás egy viszonylag egyszerű, egys':ges, ,=-1:,-1-
metriai képhe helyezhető. Ez nem csupán· a külonféle prob1':múk 
nyújt segítséget. hanem az égyes eljárások összehasonlításúnál is. 

~ Ébbeh II szakasz~xll1 á~te~~intji.~k ~z .e!terjed~en h~lSZ,i~Ú]5 jJten::: 
Jegrontosabb fozalma}:at. es osszewQlalruk a dlsz].:rcl cs Ic>hto;ws 
fő~bb jellemzőit. ~ . ~ . . 

/\Z Ílt isrnert(;t~sre került) fOQalrnakat és n1ódszcrL~~ct ~t Lé~t)bbil.:kb:..'n~ ;:b' '~!,)r;'~~:: 
él 4. fejezetben ,.alkdmazús '.lizbe~n" fo~ iuk viszomlútni. Az Ol: .:.1') 
értésé"hcz LlL: alábbiak Ísrncrc=e rnir:(l":~-~hL'rpcn SZÜk:-'l: c;;. ,,-<nhL'ni. 
nagyon ~lbsztraktnak tünö fogalmakat leírt'] jc:lleggd. f l~;c:sz~üi bc;.mlatni. 
a I11alcn1u.tikai Yn;;a:koz3SI_);·~at b~ 11\..1~\ ~_1t ük. 
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2.3.1. tulajdonságai 

Ebben a pontban a jelterek néhány, a jelreprezentáció szempontjából alapvető tulaj­
donságát mutatjuk be leíró jelleggel. A matematikai vonatkozásokat az F2.3. függeléL -
ben fo!?:laltuk össze. 

Ajelterek speciális követelményeknek eleget tevő jelhalmazok. A követelmények 
jellegétől függően, bizonyos jelterekben a jelek közötti tájékozódást egy speciális le­
képzés (ún. funkcionál) támogatja, mégpedig úgy, hogy a tér minden elempárjához 
hozzárendel egy valós számértéket. Ez a hozzárendelés, ill. számérték felfogható e2Y 
általánosítoTt távolságnak. Ha a hozzárendelésnél biztosít juk, hogy az általánosít O-cl 

távoíság nemnegatív, független a kiválasztott elempár e1emeinek sorrendjétől, to\áb­
bá teljesül a háromszög egyenlőtlenség, akkor metrikus térrel van dolgunk. A tá\ol­
ságfogalom bevezetésén túlmenően a különféle jeJreprezentációk .. kal kapcsol2.tb<iI1 
rendszerint további igények is felmerülnek. Ezek egy része kielégíthető oly módon, 
hogy algebrai müveieteket értelmezünk a jelterekben. Kitüntetett szerephez jutnak éé 

iineáris terek, melyekben az algebrai műveleteket a linearitás mint feltétel figyelernbe­
véte1ével rögzítik. A metrikus tereket definiáló távolságfogalom és a lineáris terek ben 
értelmezett algebrai fogalmak összekapcsolása oly módon valósítható meg, ho~y u 
lineáris térben minden elemre definiáljuk annak , az ún. normájót. Ez r;cm 
D1ás, nunt él térbeli elen1 (nIint vektor) ,~hossza~'~ értehnezése a norma aktuú-
lis definícióján ak ismeretében történhet meg. A jelterek felépítése lényegében azzal a 
lépésseí zárul, hogyajeltér minden elempárjához hozzárendeljük az ún. belső vagy 
skalárszorzatot, meIy az elempár elemeinek egymáshoz viszonyított e1heiyezkedésér(' 
yonatkozóan ad alkaln1as n1érőszáI110t. Egy térbeli elen1 önlnagára vonatkoztatott 
~,,::lső szorzata célszerűen annak norma négyzetével egyenlő. P,2 ilyen tereket bels6 
szorzat tereknek nevezzük. Ezek tehát olyan speciális lineáris terek .. melveknél a bcJső 
szorzat fogalomhoz kapcsolódik a norma, majd ezt követően az ut6bbihoz a metrikus 
térbeni távolság. belső szorzat s'~gitségével definiáljuk a lineáris tér vektorainak 
ortogonalitását. J.DJ.. lineáris vektorterek ortoQ:onalitási f02:alrna áltaJánosításaként aZi 

rnondjuk, az és _1:'- térbeli ::lernek"""' akkor és cS~lk ak.kor ortogonáJisak, ha 
skalárszorzatuk ;.1:.;.z ortogonalitás jelentőségű, gyakran fogjuk 

használni fi továbbiakban-
illusztrálására a kövc::kezőkben 

Ebben a ITlutatunk be. }1:,. sztrn lZ-t:::,ek 

r;~Ildezett sorozata (.l~n) esetében az x= a2 , .•• , an) és y=(b j , b::., ... , bn) térhli 
élt:mek távolságát többféleképpen is megadhatjuk. Az 

aj (2.W5) 

(2.10Ó) 

(2.WI) 

távolság definÍciók mindegyike megfeld a követelményeknek. [A (2.JOÓ J d<.ófinkió 
:lZ ún. euklides::;i tál'oiságfogalom.] Hasonló távolságfogalmaL cltfir:iálhatók függvé-
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nyekre is. Például a T= {t; a?f t =2. b } intervallum fdett értelmezett valós, vagy komplex 
időfüggvények tere esetén (x, yEX) többek között a 

a) dl(X, y)= J Ix(t)-y(t)1 dt (2.108) 

T 

b) d2(x, y)= [1 IX(t)-y(t)12dtJ~ (2.109) 

T 

e) dix, sup {lx(t)-y(t)1 ; tET} (2.110) 

távolságfogalmak mindegyike rögzítheti a mdrikus teret. 
A jelek reprezentálás ával kapcsolatosan ezek a definÍciók többnyire úgy jdcnt­

keznek mint alkalmas hibakritéríumok, melyek a reprezentáció "jóságának" alkalmas 
mérőszámai. A különféle jelreprezentálási feladatokban a minősítés alapjául szolgáló 
hibakritérium más és más lehet, de lényegében mindig valamilyen távolságfogalom 
alkalmazásáról van szó. 

2.3. példa 

A jdek jdtérbeni ábrázolása során fontos szerephez jutnak a lineárisan független 
elem- (ill. vektor) rendszerek. Központijelentőségű a bázis fogalma, mely olyan lineá­
risan független rendszer, mely "kifeszíti" a teret, ennélfogva elemeinek alkalmas li­
neáris kombinációjával a tér minden eleme leírható. A valós vagy komplex szám 
n-esek Rn, ill. Cn halmaza n-dimenziós lineáris teret alkot, melynek minden eleme ki­
fejezhető 

r: 

x== .L 'Xje i 
j=1 

(2.111) 

alakban, ahol {ej, i= 1,2, ... , il} li lineári~an független elem, pl. a következők szerint: 

C j ={1,Q, ... , 
C2 = {O, l, 

A..2 {::Ci; i= l, 2, ... , iZ} együttható-készk:tet az x vektor {e j} búzisra (koordináta­
rendszerre) vonatkozó (Rn_, ili. Cn-beli) reprezentációjúnak nevezzük. 

2.4. példa 

Ajeltér valamdy deménd:. normújaként előszerctettd definiálunk olyan mennyiséget 
mely kapcsolatban van a jel valamilyen fizikai jellegzetességével. Leggyakrabban a 
jel energiájá val, ill. teljesítményével szoros kapcsolat han levő mennyiségeket haszná­
lunk. A szúm n-esek körében sok esetben megfelelő norma a következő: 

j 

"r x =[± 
,~l 

( 2.113) 
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ami megfelel a (2.106) szerinti euklideszi távolságfogalomnak. A T intervallum felett 
definiált valós vagy komplex függvényekhez pl. hozzárendelhetjük az 

lx = [1 Ix(t)1 2 dtl~ (2.114) 

T 

normát. ami megfelel a (2.109) szerinti távolságfogalomnak, ill. melynek négyzete a 
jel energiájaként interpretálható. 

2.5. példa 

A normált lineáris terek l:.özött kitüntetett szerephez jutnak az ún. If', ill. D' terek. 
Az Ip tér (l~p::§ =) azokból a skalár sorozatokból áll, melyekre 

L I::t.il p <=, 
i=l 

ill. a normájuk 

(2.115) 

( 2.116) 

] ól látható, hogy ez a definíció a (2.113) definíció általánosítása ]J 7'"é 2, és végtdeu 
dimenziós esetre. A (2.115) feltétel ezek szerint azt fejezi ki, hogy a végteL:~n dimen­
ziós tér {Xi; i= 1. 2, ... } sorozattal reprezentált eleme vé~es energiájú, ahol az ener­
giát egy általánosított formában, p-edik hatvány szerint értelmezzük . Az U(T) tér 
(l::§ p::§ =) azokból a valós értékű x függvényekből épül fel, melyeket a T intervallum­
ban értelmezünk, és melyekre Ix(t)IP Lebesgue értelemben integrálható. (A gyakorlat 
legtöbb esetére a Riernann integrálhatóság is teljesü1.) A norma definíciója 

(2.117) 

Itt is jól látható. hogya norma a (2.Í j 4) definíció álwlánosításap;=:, 2 esetre. Az ái­
talúnosÍwtt éne lemben vett véges el1ergiatarulÍom tulajdonság Ix(t)JP integrálhatóságá­
val ekvivalens. Érdemö megjegyezni, hogy egyrészt a fizikai energiafogalommal való 
szoro:; kapcsolat miaE. músrészt él kedwző számÍtástech:1ikai kezelhetőség miatt leg­
:2yakrabban a TJ==2 t:sctct~ azaz az ill. lcrekt"l11nsznáJjuk. későbbi~kben lát­
~1 fogjuk, bogy cl (2.116-2.117) norma fogaimaL, mint alkalmas hibakritériuIl~ok 
fontos szerephez .imnak. p=2 csetén ~: minimális ];ib~: fcltételéneJ.. 
deri\áL,.; !;ővetó"l1 lineári:-: összefliggés LiértékcJését i,::é11)li, ami' 
k~'g)sz("rlísí[i il szúmitúst. 

2.6. példa 

Ebben a példábz:n ,i ['első sorozat (~l. ,ihírsZl'íz:\ l) 

mé\c! iÚl mmat iul:. b". 
'A szám I;-CSC), C, «:iébt'J1 il bcbö ,Z(lTZ;,:ot ;iZ 

(x. y)= 12.ll8) 
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összefüggés sel definiálhat juk. Ajeltérben geometriai fogalmakkal tájékozódva a belső 
szorzatot olyan mennyiségként foghatjuk fel, mint ami a jeltér x és y eleme mint 
vektor által bezárt szög függvénye. 1vlivel mindig fennáil az I(x, y)I:=§I!xli liyi egyenlőt­
lenség (Schwarz-egyenlőtlenség), a vektorok által bezárt szöget definiálhat juk 

cos e Re (x, y) 

!Ixllliyll ' 
(2.119) 

formában, amiből látszik, hogy ortogonális vektorok esetén, amikoris (x,y)= O, a vek­
torok által bezárt szög 90°, tehát merőlegesek egymásra. [A (2.119) összefüggés pár­
huzamba hozható minden olyan konkrét energia, ill. teljesítményszámítással, ahol az 
x, iil. y vektorok nem egyirányúak.] 

Az f2 térben a belső szorzatot az 

(x, y)= L: x/y; x, yE [2 (2.120) 
1=-= 

összefüggéssel definiálhat juk . Itt az i indexet a későbbi időtartománybeli vonatkozása!, 
nuatt - =-től futtat juk . 

At VeT) térben a belső szorzatot az előbbiek analógiájára 

(x, J x(t)y(t) dt x,yEU (2.121) 

T 

formában rögzícjük. 

2.7. példa 

A idanaIízis vizsgálatainak egyik fontos iránya annak elemzése, hogy a jelek bizonyos 
jdÍemzői hogyan változnak az idő függvényében. A jelterd: ben történő reprezentáció 
kapcsán l"'c:lmerüi annak lehetősége, hogy az idő függvényében lezajló változásokat 
10rbeli távolságokkal reprezemáljuk. Szorítkozzunk azL2(- =, téne, és vizsgáljuk 
benne az x= x(t) és az x~= 7') elemek távolságát: 

(2.122) 

Az előző p0idúval összhangban a belső szorzat egy alkalmas ckfiníciója : 

(x, = IXU)X(t+ dt. (2.123) 

Definiáljuk továbbá az r,,{ r) függvényt: 

r --
r,Jr) = Re (x, X r )= Re I x(t)x(t+ r) dt. 

J 
(2.124) 

Mivel a jel; 2 energiatartalma nem függ a -:: dtolástól. I"x( r) felhasználásával 

= 2[/",.(0) - I"x( r lj (2.125) 



írható. A belső szorzat és a távolság kifejezését elemezve megállapíthatjuk, hogy ha a 
jel időben gyors változású, akkor d(x, x .. ) nagyobb értéket ad, mint lassú változás ese­
tén. Konstans jelre a távolság null ának adódik. Ha x(t) és x(t+ -r) ortogonálisak, tehát 
r (-r) = 0, akkor d(x, x .. )= Y2llx!i. Ezt az esetet illusztrálja a 2.12. ábra. 

x (() l"~, 
I ,l/2l1xll 

IIxll I "" 
\ ~ 

O' x(t.,) 

IIx,1I =Uxll 2.12. ábra. Illusztráció x(t) és x(t+ r) ortogonalitásához 

Megjegyzés: 

1. Az. f2 tér esetén az {x,,}, n=O, ± 1, ±2, . " időben diszkrét időfüggvényt 
vizsgáljuk. A (2.123) belső-szorzat definíció megfelelője ilyenkor {x .. }= {Xn+k} jelö­
léssel: 

x.)= (2.126) 
n=-co 

A..z. r,l-r) megfelelője pedig: 

r,,(k) = Re (2.127) 
n=-co 

2. p."z Ll, ill. f2 terekben az időeltolás hatása vizsgálható az x és y. elemek között 
is. Az. összefüggéseinkben x .. helyére y.-t Írva megkapjuk az ehhez szükséges összefüg­
!?:éseket. 
~ 3. Az. r,;;( -r) = Re(x, x .. ) függvény a sztochasztikus folyamatok reprezentálására 
használt autokorrelációs függvénnyel, az l'Xy(") = Re(x, Y .. ) függvény pedig a kereszt­
korrdációs függvén nyel rokon. Mint azt a sztochasztikus folyamatok jelterekben tör­
ténő reprezentációja kapcsán látni fogjuk, a korrelálatlanság (azaz akorrelációs függ­
'Vény nu}la volta) ortogonalitásnak felel meg, (vö. 2.12. ábra). 

4. Erdemes megfigyelni, hogya (2.123) és a (2.126) összefüggések x .. = y helyet­
tesítéssei ugyanazt adják, mint a (2.120-2.121) definíciók. 

A jelterekkel kapcsolatos legfontosabb alapfogalmak áttekintése után rátérünk a 
, jelek jeltérbeni reorezentációjának néhány konkrét vonatkozására. Bemutat juk, 
-a belső szorzat b;vezetésével mennyire h~tékony eszközhöz jutottunk. 

Induljunk ki abból, hogy M egy tetszőleges II dimenziós lineáris tér, melyet az 
{Uj; i= 1, 2, ... , n} bázis feszít ki. Ekkor xEM esetén ' 

" x= 2: IX;'.}.j' 
i=l 

Az egyenlet mindkét oldalán belső szorzatokat számolva: 

" 
(x, Uj )= 2: (Uj' Üj)C1: j=1,2, ... ,n, 

i=1 

(2.128) 

(2.129) 

mdyből kiszámítható a=(IX j , 0:2' ... , O:n)' mely az x jelnek az {uJ bázisra vonatkozta­
tott repreztntációja. Hasonlóan kedvező eredményt kapunk az ún. reciprok bázis be-
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vezetésével. Az M tér {Ui} bázisához hozzárendelünk egy {v i} bázist úgy, hon demei 
páronként ortogonálisak: 

i,j= 1,2, ... ,11, 

ahol o ij= 1 ha i= j, egyébként o ij= O. 

A (2.128) összefüggésben mindkét oldalon "szorozva" vFvel: 

n 

(x, v)= 1: x,(u" Vj ) =- Xj = (x, Vj ) 

i=1 
j=1,2, ... ,11. 

Ezek szerint az {Ui} bázis és a {Vi} reciprok bázis felhasználásával: 

n n 

x= 1: (x, v,)U i = 1: (x, uJv, 
i=1 .=1 

(2.130) 

(2.131) 

(2.132) 

minden xEM esetén. Az {Ui} és {vJ az M lineáris tér tetszőleges reciprok bázis párja. 
Az M tér bázisai között kitüntetett szerephez jutnak azok az {Ui; i= 1,2, .. . ,]J} 

bázisok, melyekre fennáll : 

(2.133) 

tehát kölcsönösen ortogonálisak, és normájuk egységnyi. Ezeket a bázisokat orIencr­
múlt bázisoknak nevezzük. Segítségükkel minden xEM vektor 

n 

X 1: (x, uJu, (2.134) 
1=1 

::lIakban írható. 

Az ortonormált bázis további kedvező tulajdonsága, hogy nemcsak az lvi iá 
vektoraihoz rendel egv-efl.V értelmű en szám n-eseket. bmem 'megőrzi él belső szcrz~:t 
énékét is. Ugyanis -- _. , 

x, lvi esetén 

( n "--) n 'x ")-l"" N'- "", ouJ-\. ,J - .L.J 'J-iU ,' .L.J ej j -
i=1 j=l 

n 

Az ortonormált bázisok fentiekben vázolt kedvező tulaidonságai miatt fclwlődik_ 
lwgy hogyan konstruálható egy ilyen bázisrendszer. A pro-bléma ~.1egoldúsára számí­
tástechnikailag igen kedvező a Gram-Schmiclí ortonormá!ási e{járás (lásd F2.3. 
függelék). 

A gyakorlat szempontjából nagyon fontos az 3Z eset, amikor x nem eleme az 
JI térnek, és mégis szeretnénk előállítani egy közeIít6 M -beli reprezentúcióját. Ek­
kor azt keressük, hogyan kell meghatározni az {x;, i= 1, 2, ... , n} egyűlthatókal ah­
hoz, hogya (2.128) alakú kifejezés a lehető legjobb közelítést adj,i, Ezzel a kérdésseL 
ilL ennek általánosításaival foglalkozunk a következ6 két szakaszban. 

Ajclterek felépítése, ill. tulajdonságai kapcsán feltétlenül emHtést kell tennünk a 
(lineáris) fllnkcionálokróJ, melyek a komplex (lineáris) tér speciá lis kképzé~ei a k cmp­
lex számok C halm3zára. IlyenIeképzés maga a távolság, ilL a belső szerzat fOf:aJcm 



is, de számos egyéb gyakorlati probléma megoldása is kapcsolódik a funkcionálokhoz. 
Alapvető feladata az adatredukció, azaz összetett jelenségek reprezentálása valamilyen 
szárnadattal. Nagyon sok mérési feladat is (legalábbis részben) modellezhető velük. 
Legfontosabb tulajdonságaikat az F2.3. függelékben összefoglaltuk, itt csak azt a 
lényeges tulajdonságot emeljük ki, hogy az egy lineáris tér felett értelmezett lin:áris 
funkcionálok ugyancsak lineáris teret alkotnak,ahol a lineáris funkcionál (pontos V<lgy 
közelítő) reprezentálása teljesen hasonló módon történhet, mint a jelek jc1térbeni 
ábrázolása. 

2,3,2, Jelek diszkrét reprezentációja jelterekben 

Jelreprezentációk kutatásakor alapvetően az a célunk, hogya vizsi;áltjekt véi;esszámú 
numerikus érték segítségével adjuk meg. Ajelterekre megismert fogalmak felhasználá­
sával a feladatot átfogalmazhatjuk . A vizsgált jeleket véges energiájú, T = {t; Qö§ {:fi b} 
fdett értelmezett x valós vagy komplex időfüggvényeknek tekintjük, [azaz xEV(T)] 
és keresünk egy olyan leképezést, rudy az L 2(t) teret a Cn térre vetíti, ahol il megválasz­
tásán:íl pontossági és gazdaságossági megfontolásokat alkalmazunk. Ez a wtítés 
adatredllkciót jelent, és pontosan azt a célt szolgálja, amit magunk elé tűztünk . A jel­
terek kel kapcsolatosan olyan eszközök is rendelkezésünkre állnak, melyek az adat­
redukció hatásáról, a közelítő reprezentáció pontosságáról képet tudnak adni. 

A feladat megoldásának első lépések ént válasszuk ki az V(T) tér egy il dimenziós 
M n alterét, melyet a {<Pi' i= 1, 2, ... , ll} lineárisan független L2(T)-beli függvénye k fc­
szítenek ki. ?v1inden xE M n függvény (jel) kifejezhető {<p;} lineáris kombinációjával: 

., 
~(t)= Lrxj<Plt), 

;=1 

tET, (2.13Ó) 

ahol az a= {rx l , (Y.2' .•• , 7on} szám n-es pontosan a kívánt Cn-beli rtprezentúciót adja. 
A bclső szorzat fogalmának felhasználásával: 

(<p".<p;)1f7. 11 f(x,<PI)l 
(<P,,·<P2) 17. 2 <P2)' 

i~ •. ~) l~ (,.~,I 
( ::J3?) 

i i l. 

fO 
\ -

ahol 

( ::./39) 

A G mútrixot Gralll-lI1áirL,nak nevezik, a (2.137) egyenlet pedig az ún. normál 
egyenlel, mely, mint látni fog.juk, alapvető szerepet kap a közelítő rcprczentúcih~ú) i:;. 
A {<fl i} búzi st is wktorként fcl írva <pT = [<p 1,<P2' ... ,<p,,] ( 2.136) a kÖ\Cikez() fC'i!1'úbm 
írható: 

(2.140) 
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Megjegyzés: 

Az {é:I:;} paraméterek kifejezhetők a {0 J reciprok bázis segítséfével is: 

i= 1,2, ... , ll. (2.141) 

Ebben az esetben a mátrix invertálást a reciprok bázis létrehozásához keH elvé­
geznünk. 

A (2.ná) összefüggés olyan x elem reprezentációját adja, mely eleme az L2(T) 
tér kiragadott II dimenziós Mr; alterének. Továbbra is nyitott kérdés azonban, hogy 
hogyan reprezentáljuk azokat az x elemeket (jeleket), melyek nem elemei az Af" altér­
nek. A probléma természetes megközelítése, hogy x reprezentálására kiválasztjuk 
az lVi" altér azon elemér, amelyik legközelebb van x-hez. 

Az ún. vetítési tétel értelmében ez az elem egyértelműen megadható az jVill altér­
ben a következő formában: 

-T cp~ (2.142) 

Az x- si: elem ortogonális minden ltfn-beli elemre, továbbá IIX- <[ x-
x E lvfn, X ~ x es-etén. P;2 ortogonalitás teljesülését először cll~nőrizzük a <fl vekte)!" clc­
I11eire. lvlivcl 

(x-x, 

II 

i= 1,2, ... , n. (2.143) 

Ebből azonban következik. hogy x- x j1,1" valamennyi elemére orto'-!onáiis. 
Az x ii minimális' voltának igazo'lásához tekintsük az tdszőleges :'_ ele-

mének az x elem távolságát: 

x- X, 

tehát 

amiből nyilvánvalóan adódik xli minimális volta. 
ortogonális vetítésének (vetületének) a közelítés 
norn1áiávai ileli 2==1Ix1l 2-!\xP2-vel adjuk n1e2. A..z ortogonális 
ban a 2.13. dbra illusztnÜj~. ~ ~ 

O 
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2.13. ábra. A vetítési tétel ii I usztrációja 

(2.145) 

történő 



Megjegyzés: 

Érdemes megjegyezni, hogy x M/oeli ó( reprezentációja a (2.137) normál egyenlet 
megoldásával nyerhető, ugyanúgy, mint xEMn esetén. 

A jelreprezentációval kapcsolatban fontos fogalom az lvIn altér orlOgonális komp­
lemensénekfogalma. Az JI!" altér lk! ortogonális komplemens e egy olyan lineáris altér, 
melynek minden eleme ortogonális az lvIn valamennyi elemére : 

M= {x; (x, o '..J;-'M} Y)("C- ll' ( 2.146) 

Fontos tulajdonság, hogya V(T) tér minden eleme kifejezhető egy Mll-beli és 
egy M-beli vektor összegeként, mégpedig hogy ezek ortogonális ak: 

x==x+z; 

(Emiatt a tulajdonság miatt az V(T) teret az 
"ghatjuk : V(T)=/vl" EB 

2:::: X-I< 

O. (2.147) 

és Jv[ terek direkt összegekéJ!f is fc!-

2.14. ábra. Iilusztíáció az ortogonális komplemens ~dlá 
fogaln1ához 

i== l, 2, 

. f-\z ÖSSZeS 

111egjt::gyezni, hogy az lvJ és 
L2(T) feltételezése mellett M 

ortonol"lllálí rendszerek 

alakú reprezentáció hibája. Kéidimcnzi\.\· 
2.14. ábra illusztrálja. Az ábra alapján jól 

re·Dr'~z,;ntw~lO hibáját kapjuk 
külön bségét, ITlely~;< 

(2.148; 

affin 31térben található . 
közös elcn1e a elen1, tová,b-

Bizonvítható, hogy az ortogonális vetítésre alapozott approximáció tetszőleges 
- eien1fe n;inden batá~on túl javítható II alkalmas megválasztásával (ez ~az 

teljes és szeparábilis voltának következménye). Ennek formája: 
ti 

x-v xn= 2: 
i=1 

ahol megszámiálhatóan végtelen elt:mű ortonormált halmaz. 

(2.N9) 

89 



Mivel X n ortogonális x- xn-re [vö. (2.143)]: 
n 

ilx- 2_ L: l(x,<p)j2, (2.150 ) 
i=1 

amiből leolvasható, hogy 
n 

~ <PJ I 2=:§ 
2 ( 2.151) 

i=1 

tetszőleges n-re. 

A (2.151) összefüggés az ún. Bessel egyenlőtlenség. Ezek szerint a sorfejtésben 
szereplő (x,<p;) együtthatók négyzetesen összegezhetők minden xE.D(T) eselén. 
Ugyancsak a Bessel egyenlőtlenség felhasználásával látható be, hogy {xn} Callchy­
sorozat, mivel tetszőleges é>O és elcgcndőcn nagy no mellett 

n 

x,,- . 2= 2: l(x,<pJI2<é2 
n>jn>i10~ (2.152) 

!=m+l 

továbbá az L2(T) tér teljes is, tehát a 
= 1,2, ... } teljes ortonormált rendszer, akkor ez él az x-hez 
o:ál. E2:Y ortonormált rendszert akkor nevezünk teliesneL ha nem lehetséL'cs további 
'Dem zé~us, ortogonális elemmel bővíteni. (Ez a tclje-sség nem azo!~os a r;;etri­
kus térben értelmezett teljesség fogalommal.) A.z D(T) tér szeparábilis volw bizLOsÍ'ja. 
h02:v a teljes ortonormált rendszer mei:;számiálható Í1alm:iz. A ortonormált rend-
sze'f- tulajdonságaiból következik, ~ 

Mindezek alapján belátható. hogy 

;\.z ortonOID.lált 
történő vetítése nem igényli 

történő vetítés csak az 

Jelek reprezentálására szoh,áló 
igény, hogya közelítés ~ 
tés ére definiálható V(T)-ben egy 
szorzat: 

. Azt mondjuk, hogya [<pd ortonormúlt rendszer ;} 
(<Pj,<p)q= öi;' 

.153) 

fc1rncrül(~ 

(2.j55) 

hu 

: I·Ia ortonornlillt Tt:ncJ~zcr a q(z) néz\"c, akkor ft 

{tVi; YqU)<p i(i); i= J, 2, ... } rendszer ortonormált a szo!"ásos értelmezés szc-
rint. 



Példák teljes ortonormált rendszerekre 

A következőkben néhány, elterjedten használt teljes ortonormált rendszert mutatunk 
be. Ezeknek az ortonormált rendszereknek a jelentősége méréstechnikai szempontból 
abból fakad, hogy számos gyakorlati mérési feladat megoldásá11ál hatékony segédesz­
köznek bizonyulnak. Olyan jelreprezentációt valósítanak meg ugyanis, mely támogat­
ja az adatredukciót és sok esetben egyszerűsíti a feldolgozást. Ilyen ortonormált rend­
szerek alkalmazása esetén az adatredukciót úgy tudjuk megvalósítani, hogy az vala­
milyen (általunk választott) kritérium szerint optimálisnak tekinthető. A jól megvá­
lasztott adatredukciós eljárás ugyanakkor jelentősen csökkentheti a mérési eljárás, ill. 
a későbbi feldolgozás bonyolultságát, és ezen belül az adattárolási és feldolgozásiidő­
igényeket. 

l. A komplex expollenciálisok rendszere 

T=J-l, + l} és q(t)= l esetén az {ei::!U; n= O, ± l, =2, l ... J 

függvények rendszere ortogonális, csak alkalmas normálás szükséges. 

X X(f)~ (2.156) 

ahol 

, -- r ,.(t)~-j·,!:t dt Xk- '", c; ., (2.157) 

-; 

a jól ismert Fourier-sorfejtés a 
függ\"ényckre. 

1, lj imervailumw korlútozott. vagy a 2 periódusú 

: T 

2. A il!. 

T=[O, e-t eSetén 2. 

LJ, , 

polinomok onogonális rendszert alkotnak. 

cl" 
L,,(t)=e l 

-

eZ csal:. léptékezés h~rdtst? 

rel1ds::erc/: 

) az ún. Laguerre-poiinoll1 

(2.159) 

Az LJí} polinom kielégíti ci kö\e!Lezlí rekurziós formulát: 

L,ltJ=(2n-l-

lv[egjegy::és: valós ortonormúlt 

(:JIM) 

abkú rckurziós formulát. 



T= [O, =) és q(t)= l csetén a 

(2.162j 

ún. Laguerre-függvények ortonormált rendszert alkotnak. Ez a rendszer fizikail".':' vi­
.'>zonylag egyszerűe n realizálható, ugyanis 

(2.163; 

(p:>-ü valós konstans). A Laguerre-függvények rendszerét megvalósító hálózat tö;nb­
vúzlata a 2.15. ábrán látható. Egy ilyen berendezés, il1. algoritmus sok esetber; kedv(­
zőnek bizonyul kiegyenlítési eljárást tartalmazó mérési összeú1lításokban, adaptív 
rendszerekben. 

rh(t) 
iS:;;-I 

[ffJ:' s-~ 
I s.p '(2 t) Yí P 

f----'-'---'--O--{ ai }-----j 

~cguerre függvenld 
generales 

E91d lehetseges 
zentacio 

f) 

f(t)= z: 0l(4)J 2pt) 
k=o . r.. 

2. J 5. ábra. Függvény generálás Laguerre függvények lineáris kon1binációjá\"{:~j 

ill. 

T = (- 0:0, (0) és q(t)= e-t' csetén a 

n=O, 1,2, ... 

ortonormált rendszert alkot. Hll(t) az ún. Hermite-polinom: 

dn 

HnCt)= (_1)fle
t2 

dt" (e-
t2

) 

A HAt) polinom kielégíti a következő rekurziós fGrn~uldt : 

H"(t)=2tH,, _1(t)-2(n-1)Hn _ z(t)· 

(2.164; 

(2.165 : 

( 2. 



T=(- =, =) és q(t)= 1 esetén a 

1 
-;:=== e-THn(t) 

2nnlyn 
(2.167) 

ún. Hermite-függvények ugyancsak ortonormált rendszert alkotnak. Alkalmazásuk­
ra elsősorban a sztochasztikus folyamatok reprezentációja kapcsán kerül sor. 

4. A FVaish-függvények . 

T = [0,1] és q(t)= l eset én a wal(n, t) ún. Walsh-függvények; ortonormált rendszert a1-
i~olnak. A wal(n, t) függvények kifejezhetők a következő formulával: 

wal (2m+ p, t)=(_1)lmI21+ p {wal (m, 2 (t+~))+ 
, { {1\'1 

+ (_l)m-;-p wal lm, 2lt-4) JJ ' (2.168) 

ahol o vagy 1, m=O, 1,2, [m/2] a legnagyobb egészet jelöli (m12 vagy 
(lil-

o 1 
woi(O,t) 

! 
1 
O 
l 

! O 
wct(i,t) 

! 

','.<:: (2,t) . 1 

2.16. ~bra. ,4z clsö nye.},: ~Va!sh-függscn:\-· 

lValsh-függyények rendszere egyszt.:rűen reaiizálható digitális c~zkö::ö:,kd. 
A 2.ló. ábrái! az ds[í b \Valsh füg&yényt mutatjuk be. 

i\z eddj!..'i~kbc-n vázolt ortonormált rcndszere~( nlelL_~t több OlYLll1 rcndsz-..T léL~­
zik. kj.::lédti az ortonornültság feltételét. Gvakran említésre kerülnek a J Gcobi­
polinomok. m~l:ek sokoldalúan h~sználhatók, továbba Haai' és a Rad:?i1iaciwf":féie 
rends:::erek. md;(-k inkább a W alsh-r,.:ndszérrel hozh~'tók hpcsolatba. 

93 



Funkcionálok diszkrét reprezentációja jdtcrekben 

Az előző szakaszban megállapítottuk, hogy a lineáris funkcionálok nagyon fontos sze­
repet töltenek be a jelreprezentációkkal kapcsolatban. Ismeretes az is, hogy egy j" 

Hilbert-tér felett definiált lineáris funkcionálok kifejezhetők belső-szorzat formában: 

f,?(x) = (x, <p) (2.169) 

Felidézve a belső szorzat példaként említett lehetséges definícióit,jóllátható, hogy 
a lineáris funkcionál a tér ep elemére vonatkoztatva jellemzi annak egy x elemét, még­
pedig úgy, hogy egy valós vagy komplex számértéket rendel hozzá. Egy ilyen hozzá­
rendelést megvalósító berendezés bloJ.rJ<;:vázlata látható a 2.17. ábrán. 

A <p Ct) jel felfogható egy általánosított kapuzó jelnek. Ha pL a ep(t) jel o(t - to)-val, 
vagy annak fizikailag realizálható közelítésével egyezik, akkor jól látható módon a 
2.17. ábra a mintavételező funkcionált valósítja meg. Ha több ilyen funkcionált reali­
zá,ló berendezést közös bemenőjellel párhuzamosan működtetünk, továbbá rendre a 
{0 i} reciprok bázis elemeit vezetjük a kapuzó bemenetekre, akkor egy olyan esz­
közhöz jutunk, mely a kimenetein az x(t) jel {ep i} bázisra vonatkozó reprezentáció­
ját. az {7.J együtthatókészletet adja. (Vö. (2.141) összefüggés.) A berendezés blokk­
\ázlaw a 2.18. ábrán látható. Funkciója alapján általánosított hulJámforma-analizá­
tornak nevezhetjük. 

Ismeretes (lásd F2.3. függelék), hogya (2.169j összefüggéssei definiált lineáris 
funkcionálok maguk is lineáris teret alkotnak, mégpedig az X Hilbert-tér konjugált 
terét. Ebben a belső szorzat 

(f"" 

ahol w. <!lEX. Tudiuk wvábbá azt 
b·ú~i~a l\?sz az .,fYkonjugált t0rn~k, 

(2.170) 

ha {ep rJ. az )t l~il.bcrt -tér bázisa, akkor 
t} a rcclprol~ rX1ZlS a bázis ra vonat-

n c9Jd t esetet': 

:.17. ábra . . -\z ?) iinciris funkcionál egy lehetséges nlcgvalósítási fonnája 

2.1d. ábra .. ';z :lltalán0siL.)tI huHÚ!llfL)nl1~l analiz<.itor 



kozóan (C l?1' 0 j) = 8 íj) .' Mindezek felhasználás á val egy tetszőleg fu E X lineáris funkcio­
nál kifejezhető lineáris kombináció formájában: 

(2.171) 

Felidézve a jelek közelítő reprezentációjának az előzőekben tárgyalt módszereit, 
természetes módon vetődik fel az a kérdés, hogy hogyan épül fel egy hasonló közelítő 
reprezentáció a lineáris funkcionálok esetében. Ehhez kiindulásként tökéletesen megfe" 
lel a 2.18. ábrán látható általánosított hullámforma analizátor, mely az fe., (i= 1, 
2, ... , n) funkcíonálok egy sorozatát valósítja meg. A megoldás az lesz, hogy' az eddi­
giekkel összhangban egy Nr; altér {<Pi' i= 1,2, ... , n} bázisa által generált {fe;; i= 
= 1,2, ... , n} X-beli bázisra fogunk vetíteni, a vetítési tétel szabályainak megfelélően. 
Ezek szerint fu~Nn Nn-beli közelítő reprezentációja 

TI • 

)' C 
..C:......J akJei' 
1=1 

ahol al; = (f", f?J= (<?I;' 

p.,z li jel Nn-beli reprezentációja: 

(2.172) 

(2.n3) 

A korábbiakból ismert, hogy az II jel approximációjának hibája illi. Mivel az 
X Hilbert-térről áttérve az X konjugált térre a belső szorzat nem változik, az/u lineáris 
funkcionál közelítés ének hibája: 

(2.175) 

A (2.172) összefüggést realizáló berendezés blokkvázlata a 2.19. ábrán látható. 
Elképzelhető, hogy az X Hilbert-tér egy 1í111 II dimenziós alterének x elemét egy 

olyan általánosított hullámforma analizátor felhasználásával kívánju..1( reprezentálni, 
me ly m:§ fl komponens kiszámítására alkalmas. Ilyenkor az x jelet először az általáno­
sított hullámforma-analizátorrallevetítjük az Nm altérre, majd a vetítés révén létrejött 
ln kOlnponenst az altérre. Ez utóbbi egy nX méretű IT1átrixszal történő 
szorzással 'iulósítható Illeg. 

. M~gjeg~zés: A~ idŐ,b~? ~iszkr~t j~~ek eseté\;Jen a ~e~lizáció a ~.1~. és 2.18. áb~'á~­
hoz teljesen nasonloan cpul lel, mmdossze az mtegralast szummazasra keH cserelm. 

AltalanoSltott 
huUomforma 
analizator 

}--=----j L 

koniuQolt terbenl 
~.... , l 

approximQcio 2.19. ábra. Lineáris funkcionál közelítő 
reprezentációja 



A jelek folytonos reprezentációja különféle integrál transzformációk felhaszná­
lásával történik. Az integrál transzformációk általános tárgyalásához induljunk ki a 
(2.136) összefüggésből, mely egy x(t) jelet lineáris kombináció formában állít elő. Az 
összefüggés i diszkrét változóját cseréljük ki sE S-re, ahol S a valós tengely egy megha­
tározott intervalluma. A szummázást S feletti integráIra cserélve 

x(t)= J u(s)ep(t, s) ds, tET, (2.n6) 

s 

ahol uCs) az xU) jel folytonos reprezentációja (hasonló a (2.136) kifejezésben szereplő 
{CCi} disz..1aét reprezentációhoz). Az urs) függvényt felfoghatjuk sŰ!űséQfügg';ény-
ké~t, mely azt fejezi ki, hogy x(t) hogya~ épülfel ep(t, s)-b61. ~ -~ -

A <pet, s) függvényt a transzformáció magfiiggvényének nevezzük. 
(2.17ó) inverzét felírva 

u. (s) = x(r)0(s, t) dt 

aho10(s, r) a reciprok I11agfüggvény, ~A (2.1 
írans:::fonnáció párnak nevezzük. 

Pl. következőkben példaként két 
foglaljuk össze. 

LL ourier- tranSZfOi'iiláció 

T=( és S= cSetén 

transzformáció 
Parseval-tétel: 

írható fe1. 1\:liv'el a H1ugfüggvények 

Hilbert-transzformáció 

T.S=(-

0(s-
::Lis-t) 

) 

(2.1 

( 2.1(2) 



magfüggvények az ún. Hilbert-transzformációt jelölik ki: 

aho! 

1 r ~I ) 
( 

\ _ A\S ~ 
x tJ=- 1 -- ds, 

Ji j s-t 

1 r x(t) "" 
x(s)=~ i --. d! 

:re J S-l 

S-8 

" (r 
!lm 'I' I + 
s-+ o \. J 

s-r; 

l 
J 

8>0. 

(2J83) 

A transzformáció gyakorlatban gyakran hasznáít tulajdonsága, hogy az xC t) 
és az x(s) transzformált Fourier-transzformáitjai között a következő kapcsolat áll 
fenn: 

- j (sgnf)X(j), 

x (j) = j (sgnf)X(j} (2.184) 

Ennek al~pjá~ létrehoz~atu~k :gy ol.>:an z(t).~ x(~)+ j;::;' (9 komplex jelet,. ;nelynek 
eQ.voldalas a i'ouner-transzIormahp. Az Ilyen fm:Q.\"envek wntos szerepet ptszanak 
á~~iteltechnikai rendszerekben. ~- -

Az előző két pont legfontosabb eredményeit a 2.10. táblázat foglalja össze. 
A diszk:,ét reprezemáció sok esetben interpretáiható imegráltranszformáció spe-

ciális eseteként. Ha a 

1 ? 

, 
, .. f 

.. ~ d.iszkrét és folytonos jei ábrázolás összehasonlítása 

Diszk:ét 

X(I)= 2: C(iq:>;Ct); lET 
l 

i= I, 2, ... 

(<Pi~0)= 

Folytonos 

X(I)= r u(s)q:>(t, s) ds 1 E T 
J 

S 

u(s)= f x(t)0(s, I) dt 
T 

{f ' ( ! <p\I,S) 

J S 

T) ds= 0(1- T) 

l " l j 0(s, t)q:>(t, a) dt=o(s-a) 
\ T 

2.10. táblázat 
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bázis által kifeszített altérbenJekszik, azaz ha 

x(t)= 

t) dt= (2.185) 

Ezek szerint az XCi) reprezentálására szolgáló sűrűségfüggvény teljes mértékben 
az s=siPontokban koncentrálódik. Vannak olyan jelek, ~ely~kre ez a bizonyos SŰfŰ­
ségf~~gg:,~ny normál fü~gvén~ek és 1?ir~c-o-függvények keverékéből áll. Ilyenkor cél-
szeru a Jelet es "folytonos" reszre bontam. 

Elsősorban a jelfeldolgozás szempontjából, módszereiből kiindulva a diszkrét és 
folytonos jelábrázolás kérdését más megv:ilágításban is elemezni szoktuk. 

Elsősorban az érdekel minket, hogy az analóg (az időben folytonos) és a digitális 
(időben diszkrét) kapcsolatban áll egymássaL Az eddigiek alap-
ján tudjuk, az "analóg" jeleket az V(T) térhez tartozónak, a "digitális" jeleket 

az f2 tartozónak tekinthetjük. Az VeT) tér szeparábilis voita biztosítja, 
tér és ci f2 tér között fennáll egy speciális izomOl/ia, amiből levezethető, 

és a jelfeldolgozás ekvivalens. Ezen belül azonban a foly to-
rnegrelel~etése t~bbfé~~képpen törté~~le.t;. i1. legk.özisme;t~b~ 

jelek imota veteles reprezemaCIOja, mellyel a 2.L . .:;. 
részletese n foglalkoztunk. következőkben egy másik meg.lcözelítést muta­

t:n~( b,e. Abb,ól. ~nd~úm~k hogy .?lY~r: megfeleltet~s használata célszerű, n;ell,meg­
orZi a K.01l1'O[UClOf . .egy Ilyen megkozehtesnek az ad eneimet, hogy nagyon SOK Jel rep-
rezentálásához, ilL feldol.g~~ásáhc:z ~(ö~ődik vala~i11:n lir:eári~, id~:inv~riá?~ rend­
~~e~ . , melye~ ldoben, d:sz~re~!epre~e~taclO eseten celszeruen lmeans elto­
iaS-lIr\/arians rendSZer alkalrr1azasaval ":ialtunk kl. 

Az 

a folytonos rendszer bemenőjeiét x(t), kimenőjelét YU), súlyfüggvényét pe­
a skalár esetet tárgyaljuk). Ugyanezeket időben diszkrét esetben 

SZeretnénk rnegfeleltetni továbbá az 
történht.;t : 

( 

(2.188) 
g=--= 

diszl~rét időfüggvénnyel reprezentáít folytonos 

x(t)= (2.189) 
;';=-= 



4. (2.189) Laplace-transzformált ját, továbbá y(t), il1. het) hasonló alakját helyette­
sítsük a (2.186) kifejezés Laplace-transzformált jába. 

X(s)~ j:~ X"<i\(S)] 

Y(s)= l: YnG)n(s)} => Y(s) = H(s)X(s) (2.190) 
n=-= I 

F!f,,)= "';' il (lj (s) 1 _ ... \.... .t:d. n- n\ JI 
n=-= 

YnG)n(S)= 2: 2: Xkhn_kG),,_k(S)fPk(s), (2.191) 
n=-co i't<=>-eo k=-c:o 

5. Az előző egyenlet bal oldalába behelyettesítve il (2.187) összefüggést az 

fl""""-CO k=-= n=-= k=-= 

alakhoz jutunk, melyből1eolvasható egy 

(Dn(S) = tJJn_k(S)<Pk(s), 

vonatkozó feltételi 

1 b N, {""" ,} ",' • k '1]' - k' .. h - . rr me y Ol a .'1?n\s) mggvenye' a ta anos ala 'ja megllataTOZLato, A \2. 
k= l-re megoldva: 

[fP j (s))". 

egyenletet 

Ez az a feltétel, amit be kell tartani ahhoz, a folytonos konvolúciót diszkrét 
konvolúcióba képezzük le. 

Ezen gondolatmenet alapján lehetőségünk van arra 
nos iel Lapiace-transzformáltjának, és a hozzárendelt 
kapcsolatát is. Mivel 

X"Z-

továbbá 

;;= 

Ezek szerint: 

A sávkorlátozott jelek mintavételes re1PTí;z(;nl 
ciális eseteként interpretálható. Ebben az esetben 

a vázoltak egy spe-

(2.198) 

Az időben diszkrét reprezentációnak ez a fajtája nagyon kedvező abból a szem--
pontból, hogya sorfejtésben szereplő együtthatók egyszerűe n Kife-
jezetten korlátozó tényező azonban, hogy az x(t) jelnek sávkorlátozottnak leDDie. 



Ha nem követeljük meg, hogy a folytonos, ill. diszkrét reprezentációkhoz kapcsolódó 
frekvenciaskálák kapcsolata lineáris legyen, akkor lehet olyan z= M(s) leképzést defi­
niálni, melynek alkalmazhatóságához a sávkorlátozottságot nem kell kikötni. Jelleg-
zetes példája az ilyen leképzéseknek a bilineáris leképzés,-melyre -

a-'-s 
z=/,1(s)=--' - ; 

a-s 

r -n 

G\(s) = i 
l 

(2.199) 

Ez egy konform leképzés, mely az s komplex sík bal félsíkját a z sík egységsugarú 
körébe viszi át. ElterjedteD használt eszköz digitális sZŰfők tervezésekor, továbbá min­
tavételes szabályozások stabilitás vizsgálatakor. Gyakorlatilag egyetlen hátránya, 

a frekvenciaskálák kapcsolata DemÍÍneáris : 
, 

Z-l ...... s= a , :=;. L:JTf; - a tg --=::-:::......=­

ZI 

ahol!f a folytonos,fá 

A 2.2.4. pontb3.n láttuk, 

x; 

(2.200) 

re Pl:e;~e.ntác:lÖ frekvenciaváltozója. 

osztályát 

(2.201) 

formában ;ellerr>.ezhetiük, t J esetén egy valószínűségi vá1-
tozóval állunk szembén. Ezekre a változókra, a valószínűségi váitozók-
bói ánó vektorokra, továbbá a valószínűségi változók függvényeire felépíthetünk az 
eddigiekke! te~e~en ana!ó~ elt~r~s~ ~~~k két PO:ltO,D ~;l?a?zt~.lhat;.lilk : 

1. A tavolsag, a belSO szorzat a norma aerrmalasa a valoszlD.usegl valtozok 
sztochasztikus jel) alkalmas momentumairrak felhasználásával történi.1(. Ez valamilyen 
fOI"Inában várható érték Ennek Inegfelelően a teret olyan valószínűségi 

alkotja; ITiegfelelő TIl0mentUITlaÍ 
voltát ki-vánjuJ,: Dieg. 

(pl. 
nen1 tárrlogatja. 

2. ft~ determinisztikus eSettől eltérően a belső szorzat; iH. norma nzikai tartalma 
nem je1energia, hanem ilL átlagteljesítmény. 
Ez egyrészt összhangban van hogy sztochasztikus jeleknél általában nem tudjuk 
biztosítani a jel energia )véges értékét, másrészt azzal, hogy a belső szorzatot és a nor­
máit alkalmas rnomentumként definiáltuk nem az idő paraméter függvényében 
énelmezzük). Mindez azonban nem változtatja meg a jeltérben történő tájékozódás 
eddigiekben tárgyait módozatait. 

~;\ jeltér egy-~doit pontja determinisztikus esetben tipikusan a következő lehető­
eg)~l1~enek felel meg: 

- számérték 



Sztochasztikus esetben a jeltér egy pont ja tipikusan a következő lehetőségek egyi-
kének felel meg: 

- val~sz~n~s~g~ változó ;Cm ;, " 
- valoszmusegl vektorvaltozo xC;); 
- valószínűségi változó (ill. vektorváitozó) egyparaméteres sokasága 

(xCt,m; 
- valószínűségi változó függvényének egyparaméteres sokasága (sztochasztikus 

folyamat függvénye). 

A..z analógia nyilvánvaló, és látszik az is, ho gy az aLkalmas momentumok ki számí­
tását követően a sztochasztikus jelek jelterekben történő reprezentációja ekvivalens 
a determinisztikus reprezentációval, legfeljebb annyi eltérés tapasztalható, hogya rep­
rezentálásra szolgáló belső szorzat, ill. norma értékek az idő paraméter függvényei 
lesznek. 

A jeltérben tehát pl. egy x sztochasztikus folyamatot reprezentáló pontot az E{X2} 
momentumával, ill. annak négyzetgyökével, mint norm ával jeHemezhetürllc. 

A belső szorzat denníciója : 

(2.202) 

a.hol ~ i}l. Y az előbb vázolt lehetőségek valamelyikét jelöli, tehát pl.egy-egysztochasz­
tlkus roiyamat. 

Felhasználva a 2.7. példa kapcsán elmondottakat, y helyére írhatunk 

(2.203) 

Ezzel belső szorzat formában megadtuk él korrelációfüggvények dennícióját is. 
lemszerűen a szükséges feltételek teljesítése esetén a sokaság szerinti átlagképzés idő 

. ".' k" 'lh ." 'll ' .,- ,. " ~ "d' '~ l' "1 t k ~zermtl allag,·ep~esre.csere.~e:o. L usztraclOkem a ':".1. pel a Kapcsan .e Irt keple e.' 
es azok n1agyarazatul szolgalJanak~ 

lis sorD.:ojtésre is, tehát az x sztochasztikus 
(2.13ó) összefüggés Sel formában~ EhheZ elő 
nális majd az 
tóÍI. p~ konkrét rnegoldások 
tetnünk. _A:z. valószínűségi sztochasztikus vektorok 
esetén adi a meg a sorfejtési eljárást, míg a másik esetben sztochasztikus folyamat vala-

,... .. ~ ,.. '";;: - .. 1"1'''' .d .c~11-, -. mdy IUggvenyenek apprOXlma asara keru.!. sor l\;1.Ú;;l:>Z-

nálásávaL P.a első módszer a matematikai SIaI.I.S,~nK'iiJan 
analízis, ill. főkomponens analízis. A jelelmé1etbe1i elnevezése; 
r ,.' ('/T~) '1' T7 } '7' .r, • , jOrmaClo lv.A. ,1"1. hal' zunen-LOeve sorjejtes. 

A Karhunen-Loéve transzformáció 

A ielterekben történő reorezentációnak egyetlen kritikus pontja van, mégpedig a 
megfelelő C ortogonális, ill: ortonormált) báiisrendszer létrehozása. A KL transzformá­
ció származtatás ának módja elvezet egy ilyen ortogonális rendszerhez. 
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Olyan ortogonális rendszert keresünk ugyanis, mely átlagos négyzetes értelemben 
optimális jelreprezentációt ad. Képzeljük el ezt a transzformációt úgy mint egy mátrix 
szorzást, tehát egy alkalmas transzformáló mátrixot kell előállítanunk : 

y= (2.204) 

ahol ;;T = [x l' Xl' ... , xn], yT = [y l' h, ... , Yn], továbbá 
(epl,<P2' ... ,<Pn]' (2.205) 

ahol 

ep l<p j= (j u' 

Mivel T ortogonális, I, tehát 

x= (2.206 ) 

Vizsgáljuk meg, hogy közelíthetjük az x vektort, ha csak Jn<ll számú Yi mintát 
akarunk felhasználni: 

m n 

x== ~ Yi<9j+ 
j=1 

2: bj(Pi' 
i=m+l 

A közelí tés hibája: 

n m n 

6.x=x-X= 2: NPj- ~ NPj- . ~ bl<fJj= 
i=l 1=1 l=mTl 

Az átlagos négyzetes hiba: 

n 

(yj-bj)<p,. 
l 

Ezek után keressük meg a minimális hibát P,.,or"cnF·71,,'p7n 

összefüggés deriválásával kapjuk, hogy az 

Mivel Yj= <pT x 

Ezt \,-isszaÍrva a 

E= 

n 
y 
L..J 

i=m+l 

ahol az x kovariancia mátrixa. 

71 

Y 
.Li 

i=m+l 

(2.207) 

.208) 

(2.209) 

A (2.209) 

Ezek után keressük meg azt a <Pi bázist, mely minimálja az c hibát a bázisra nézve 
is. Ivlivel a <pT ep j= 1 feltételt be keH tartanunk, feltételes szélsőértéket még-
pedig a Lagrange multiplikátoros módszerre1. Ezek szerint 

n n 

é==é- (2.212) 

ahol Pi U=m+ 1, ... , fl) a Lagrange-multiplikátor. 



Mivel' 

o T oep, ['Pi CxxepJ= 2CxX<?i' (2.213) 

a 

8=0 (2.214) 

feltétel ből 

(2.215) 

adódik. Ez viszont nem jelent mást, mint hoev a ro i vektor az x valószínűséei változó 
kovariancia mátrixának saját vektora, a ,Bi té;-yez5 pedig az ahhoz tartozó s~ajátérték. 
Ezt az eredményt visszahelyettesítve a (2.211) egyenlet be azt kapjuk, hogy az átlagos 
négyzetes értelemben minimális hiba: 

n 

Cmin= L: PI' 
i=m+l 

(2.216) 

Ezek szerint az x vektor valószínűségi változó kovariancia mátrixának sajátvek­
torai egy bázist alkotnak, melyek átlagos négyzetes értelemben minimális köze­
lítési hibát eredményeznek. Fentiekből nyilvánvaló, hogy a tetszőleges m< li altérben 
történő reprezentációhoz célszerű kiválasztani az tn legnagyobb sajátértékhez tartozó 
sajátvektorokat. (Ezek a közelítő reprezentációhoz szükséges főkomponensek.) 

Megjegyzések 

1 
L 

azy 
épül fel. C yy diagonál 

korrelálatlanok. 

(l.Jn) 

ebböi kövelkezik, hogy 

Sok Qyakorlati DIoblén1a TIlegoldására Úgy hasznájják a -~'ázolt 111ÓdSzefT .. 
az il elemű ,:ektorokat ~alamilyen id6függYénYb61 vett il mlntáyal töltik fei, és aZI kere­
sik, hogy mi.lyen időfüggvény-komponensek járulnak hozzá elsősorcan a vizsgált jel 
felépÍtéséhez~ 

tapasztalatok szerint a I(L transzforn1áció adatredukciós eszköznek 
bizonyul EKG jelek, továbbá kiváitott potenciálok reprezcntálásánál, ill. anaiízisér;éL 
Mindkét jeltípus esetében tipikus feladat az osztályozás, tehát a különféle jeJcsoportok 
szétválasztása. vázolt módszer alkalmas arra, hoey az eQves jeJcsoportokat rep-
rezentálja, hogy az osztályozási feladat leegys~erű~ödjön~' -

Az adatok begyűjtését mindkét esetben hasonlóan végzik. EKG jelek esetén a re­
gisztrátumokat az EKG jel QRS komplexum ához szinkronizálják, míg kiváltott vála­
szok esetén értelemszerűen a külső trigger-jelhez. Minden egyedi regisztrátumCól lY 
n1Íntát vesznek, majd ezt követően felépítik a jelcsoport NxN-eskov3riancia mátrixát. 
A KL transzformáció eredményét felhasználva a vizsgált jelcsoport jeilemzésére meg­
felelő számú főkomponenst használunk. Az osztályozást a főkomponensek alapján 
véeezzük, ami a jelentős mértékű adatredukció következtében lényegesen eQyszerűbb 
feiádat, mint a regisztrátumok közvetlen összevetésén alapuló osztályozás~' 
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Sztochasztikus folyamatok fuggvényeinek approximáció ja 

A sztochasztikus jelekre kiépített jelterekben lehetőség nyílik ortogonális sorfejtésre is, 
tehát pl. egy f(xJ sztochasztikus jel (mely az x t sztochasztikus folyamat egy függvénye) 
közelítő reprezentációját előállíthatjuk a (2.136) összefüggéssel analóg módon. Ke­
ressük tehát az f(x;) közelítő reprezentációját 

n 

f(x t)= 2: (f(xJ, cplX/))<f'i(Xt) (2.218) 
i=1 

alakban. Ezek sZerint elő kell állítani egy alkalmas ortonormált rendszert, és ezt köve­
tően az ezzel képzett belső szorzatok megadják a sorfejtés együtthatóit. A.z ortonor­
mált rendszer elemei ugyancsak az XI sztochasztikus folyamat függvényei, tipikusan 
polinomjai. Az XI folyamat viszont valamilyen eloszlással, és ennek megfelelően vala­
milyen sűrűségfüggvénnyeljellemezhető. Ezért az ortonormált rendszert erreasűrűség­
függvényre mint súlyfüggvényre néZVe állít juk fel. Ez a stratégia pontosan egybeesik 
a belső szorzat képzési szabályával, mivel a különféle momentumok számításakor 
pontosan a sűrűségfüggvényre vonatkoztatva végezzük el a szii."kséges műveletekeI. 
A sztochasztikus jelek reprezentálására alkalmas ortonormált rendszerek lényegében 
uQ.yanolvanok. mint a d:;terminisztikus esetben megismert ortogonális Dolinomok. ilL 
fJ.:<:gvénYek. p.~ eltérés egyedül az. hogv jelen esetb:;~ az a súivfUQ:gvénv; amelyre nézve 
az-;rtorwnalitást biztoiítjuk, a folv;~atot generáló valós~ínffs';b ~áltozó-sŰfűséQ:-
füQ.Q.véri'ye. • ~ ~ ~ 

Ha az X! sztochasztikus folyamat Gauss-eloszlású, azaz sűrííségfüggvénye 

e (2.219) 

akkor az ortonormáir rendszer az ún Flei'iizzte-polinomokkal építhető fd: 

I-Ll az X t szto::::haszLikus egycnietes az ortonorn1éÜt rend-
szer az ún. Legendre-poíínomokkal építhető fd: 

ly. ("2.221) 

Ha az x, sztoclnsztikus folyamat eloszlása a [- 1, 1] intevallumban 

(2.222) 

egyébként nulla, akkor az ortonormált rendszer az ún. Csebzsel'-Dolinomokkal építhe-
tő fel: • 

(2.223 ) 



a 

A külöp..féle mérési feladataink fontos összetevője a jelfeldolgozás, ami azonban jelen­
tős mértékben függvénye a jelábrázolásnak. A jelfeldolgozás által a jelábrázolással 
szemben támasztott követelmények alapvetően a következők: 

1. A jel~brázolás ~atékony lel5y~n/.lehető~~g ~djon 
amely az adott problema megoldasalloz szukseges. 
tegye. 

minden olyan információt, 
lehetőleg egyszerűe n 

2. A jelábrázolás módja olyan legyen, hogy támogassa a gyors [esetleg azonos 
idejű (real-time)] kiértékelhetőséget, biztosítson gyors konvergenciát. 

3. A jelábrázolás tegye lehető vé a jelfeldolgozó eljárás gazdaságos reali-
zálhatóságát. 

Ezeknek a követelményeknek szem előtt tartásával törekedni kell olyanjdábrázo­
lási módok alkalmazására, 

1. Hatékony adattö:n.örÍtést vaiósítanak~ illeg. 
2. Megfelelő struktúrájúak, tehát a kellőképpen gyors, eSetleg azonos 

idej Li (real-~~~e ~Jel~?lgo.zás~.. . , , 
3 . . /1;.. kulonrele nÜ)3.Iorrasokra r~e""ieSSe ilL ft különf~l;;; hatá-

sok figyclcmb;;vételét va.lamilyen módon lehetövé teszik~ 

Az adattömörítés hatékonyságát ailnak alapján ítéljük meg, hogy adott hibakrité-
rium mdlett milyen mennyiségű adat a reprezentációhoz. A 2.3. szakaszban 
áttekintettük a négyzetes ért~lemb.;n illesztési _Á I<"L transzfor-
máció kap::sán láttuk, az az ortogonális bázisrendszer, 

a reprezentációt megadjuk. Az pOIltosság mellett figyelembe veendő 
adatok n1:::nnyisége alapv~tően befolyásolja a jelf.;ldolgozó eljárás kOil1plexitását és 
ezen keresztül a fentiekben felsorolt követelmények teljesithetőségét. 

.~ adattömörítés hatékonysága mellett fontos az is, hogy a reprezentáció i11e5Z­
a jelfeldolgozási fdadathoz, tehát a keresett információ a reprezentációból mi-

m:::ghatározható legyen. Ez természetesnek tűnik pl. a har-
""V"'.""~U-' analízis problén1'lkörénél, de nem triviális a megoldása a különi~le 
összelett 
táció fajtája a különféle 
ciájának seb=ssége szorosan 
nális rendSZerek irt is kitüntetett 07é>rpr,hi07 

fontos lehet a repreZ~n­
ahOl az eljárás konvergen­

móddal. Az ortogo-

különféle jelreprez~n-
tációk h:.erdese a különféle, jel-, ilL Nyilvánvaló 
okai vannak, hogya frekvenciamodulációra alapozott reprezentáció több szempont­
ból clőnyösebb, mint például az amplitúdómoduláció, vagy pl. annak, hogy a korszerű 
adatátviteli rendszerekben előszeretettel alkalmazzák a pulzus-kód modulációt. Ezek a 
jel-, ilL adatátviteli rendsZerek beintegrálódnak a mérőiendszerekbe, ezért a mérési el­
járások tervezésénél az eZekkel kapcsolatos problémák, reprezentálási kérdéSek meg­
oldása is döntő jelentőségű. 

Az eddigiek alapján is látható, hogya jeíreprezentáció, a jelfeldolgozás elméleti 
és gyakorlati kérdéSei bonyolult köicsönhatásban állnak egymással. Ebben a szakasz­
ban nem célunk ezeknek a problémaköröknek a részletes tárgyalása, csak az összefüg­
gésekre kívántuk feíhívni a figyelmet. Számos idevonatkozó részletkérdést elemeznek 
a könyv első részének további fejezetei, a gyakoriati vonatkozásokat pedig a 24. fejezet 
tárgyalja. 
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Ebben a szakaszban rÖviden áttekintjük a rendszerek reprezentálás ára létrehozott 
alapvető modelleket és leÍrási módokat. Lényegében a klasszikusnak tekinthető rend­
szerelméleti eljárások vázolására kerül sor, mégpedig úgy, hogyaméréselméleti vonat­
kozásokat kiemeljük. rövid bevezető után (melyben a differenciál- és differencia­
egyenletek modellezésben betöltött szerepéről szólunk), először azokat a módSZereket 
tárgyaljuk, melyek a rendszert a bemenő- és a kimenőjelek közötti közvetlen kapcsolat 
megadásával írják ie, majd pedig a belső állapotok felhasználásával történő leírás e1-
járásaira térünk ki. Ezt követően a kétfajta megközelítés összehasonlítására kerül sor, 
majd végül néhány fontos rendSZermodell tulajdonságot vázolunk. 

Dinamikus rendszerek leírása dtiferenciál-, ill. d(lferenciaegyenlelte! 

A 2.1.1. pontban röviden yázoltuk, hogy a dinamikus rendszereknél a kölcsönhatások 
részben az energiatárolási jelenségek által meghatározottak, időbeni lefolyásukat a tá­
rolL és a továbbítandó időbeni alakulása határozza meg. Ebből 
adódik, hogy a dinamikus rendszerekben fellép ő jelek pilJanatértékei csak ~bban az 
esetben adhatók llleg, ha iS111erjük a kölcsönhatások teljes folyarriatát, a rendszer 
teljeS előtletét. sajátosság, ba egyszer sikerült Ineghatározni egy adott 
időpillanathoz tartozó pillanatértékeket, akkor ezek felhasználhatók a későbbi idő­

értékek kiszámításához, és nem kell újból a teljes előéletet figyelembe venni.) 
dőéletet álralában valamilyen időfüggvénnyel írhat juk le. Egy pillanatérték meg­

adása nenI 1111Dt hogy az előéletet leíró Íüggvényhez cgy szánlértéket rcn­
del ünk. Ennek a hozzárendelésnek legtiDikusabb formája v-alamilyen integrálkifeiezés 
(fun1;ciona'j',. ~ " • - ~ 
\- ~~~ - - ) . 

írható (2.225) 
szereiméletben. 

... , i) 

1= 
/ i dt= 

t-re ~ .224) 

fontos rendszer-nlodelIck . " rcszeoen 

.226) 

és (2.226) kifejezések közponli a rend-

egy elektróda Vinan10s tÖltésének időbeni alaku-

i dt. (2.227) 



Ebből deriválással : 

. dq 
z=dT' 

Időbeni diszkrét modeilek esetén (2.225) megfelelője 
n 

\jJ(x, ... , kT) 

alakban Írható, míg a difteorenciálegyenlet helyébe difterenciaegyenlet lép: 

(2.228) 

(2.229) 

x(nT)-x[(n-l)T]= ... , nT). (2.230) 

A (2.229) és (2.230) alakú kifejezésekhez eljuthatunk, ha valamilyen időben 
folytonos rendszert digitálisan kell szimulálnunk, vagy ha egy digitális formában meg­
vaÍósÍtott dinamikus rendszer \~szonyait elemezzük. Ez utóbbira nagvon egyszerű 
példa lehet (a kondenzátor töltéséhez hasonlóan) egy digitális számlálÓ: mely~~k ak­
tuális tartalma a bemenetére vezetett impulzusok összességétől függ. A differencia­
egyenlet arra vonatkozóan ad felvilágosítást, hogy az 1)-T és nT~időpontok között 
hogyan változik a számláló pillanatnyi tartalma. 

Az időben diszkrét modell gyakorlati jelentősége nagyobb, mint az 
időben folytonos modellé. Ezt jelentős részben a digitális széles körű elterje-
dése indokolja, de hozzájárul az is, hogy az időben diszkrét modellek kiértékelése jóval 
k<.:vesebb matematikai nehézséget okoz, mint Ráadásul a méré-
si adatok, a regisztrált jelek feldolgozása egyre kevésbé el digitális szamÍ-
táslechnikai eszköz nélkül, melyhez értelemszerűen jobban az időben diszk-
rét modell. 

l\lásodlagos kérdés az, hozza 
azaz a feladat szenlpontjából neni súlyponti kérdés a rendszer belső szerkezeté-

cj~;ejcOén fennálló kölcsönhatásoknak 1Sil1eretC. ::~sctckben rnodel-
lekel hozunk létre, ilJ. mch.:k elsősorban ezck<.:t az átvi-
teE jd!emzőket adják meg, a rendszer \onatkozóan csak részben és csak bi-
zonyos vonatkozásokban adnak I110dellek alkalnlClzása eset én az 

l' ,,°1 
K1IllcDOJel 

(2.231) 

alakú funkcionállal adható meg. A í időpillanatban a fendszerrőJ nIÍnden szükségeset 
tudunk, az F funkcionál a t- io eseményeit foglalja össz<.:. dinamikus 
rendszer esetén a kinlenőjel és a bClnenőjcl kapcsolatát funkcionál n:prcztn­
tálható 

, ... , ... , t)=O 



Időben diszkrét esetben (2.232) megfelelője : 

g[y(kT), y«k-l)T), ... , y(k-n)T); u(kT), u«k-l)T), ... , n «(k-m)T); kT]=O 
(2.233) 

A2 f és g függvények tulajdonságai alapján e rendszer-modelleket különféle osz­
tályokba soroljuk . .Az alábbiakban ezeknek az osztályoknak főbb jellemzőit tekint­
jük át. 

KOllcentráit paraméterű, lineáris és idő-invariáns rendszermodellek 

modellezés során a feladat szempontjait kielégitő, lehető legegyszerűbb modell fel­
állítása a célunk. Ilyen, viszonylag egyszerű modellhez jutunk, ba a rendszert alkotó 
objektumok, ill. kölcsönhatásai.k koncentrált paraméterííeknek, lineárisaknak és idő­
invariánsaknak tekinthetők. A2 ilyen tulajdonságú modeHeket azért is nevezhetjük 
egyszerűeknek, mert leírásukra számos hatékony módszer áll rendelkezésünkre. Na­
gyon sok tervezési feladatnál is ezekre a modellekre támaszkodunk. nyen tipusú mo­
dellt alkalmazva a (2.232) összefüggés megfe1elője egy bemenet és egy kimenet esetén: 

{1m_ (2.234) 

alakra hozható, ahol az {aj; ... , mj es a {b",; k=O, együttbatók 
valós konstansok. A (2.232) szerinti/függvény ilyenkor tehát az u, ill. az y, valamint 
derivált jaik egy lineáris kombinációjára szab feltételt. alakú differenciálegyen-
letek megoldására szoh,áló módszerek a elméletéből ió! ismer~ 
tek. A teljes megoldás ~ megoldása és az inbomogén eg)'enlet egy 
partikuláris megoldása A homogén egyenlet megoldása a "magá-
ra hagyott" rendszer időbeli leírását adja. egyenletet a 
2.234) jobb Oldala azonosan Du11a feltételből 

pontból ennek az a jelentősége, 
fÜQRVény ún. tranziens 
a r2.234) ill. a rendszermodel1lintáris voltának 

tr;§kek szenlpontjábóL 
.Az állandó együtthatós, 

eszköze a Lapiace-transzformáció. 
biztosít, másrészt az 
ságok hatékony leírását teszi 
Laplace-transzformálása után közvetlenül kifejezbető u(t), ill. y(t) Laplace-tr21nszfor­
mált jainak viszonya a komplex s változó racionális törtfüggvényeként : 

(2.235) 

H (s) ismeretében tetszőleges U(s) bemenőjeIhez megadbat juk az Y (s) kimenőjelet . 
A rendszer időtartománybeli jellemzésére speciális vizsgálójelekre adott válasz­

függvényeket is használunk. Ezek kiszámítás át végezhetjük a H(s) átviteli függvény 
segítségével. 

~ H; a rendszer bemenetére u(t)= o(t) egységimpulzusje! kerül, akkor akimeneten 
a rendszer h(t) súlyfüggvényét kapjuk meg. Mive1.J2{o(t)}= 1, Y(s) = H(s) adódik, ami-
ből y(r)= lH(s)=h(t). 



Ha a rends~er bemenetére u(t)= c(t) egységugrás jelet kapcsolunk, akkor nuve1 

.,Qc(t) = ~,Y(s)=; H(s), ill. y(t)=.,Q-l ~ H(s) = v(t) adódik. Av(t)válaszjelet a rendszer 

átmeneti függvényének nevezik. A het) és v(t) függvények mint rendszerjellemző függ­
vény ek segítségével közvetlenül az időtartományban is számíthatjuk a rendszer u(t) 
bemenőjelre adott válaszát az ún. konvoiúciós (vagy Duhamel) integrállal : 

t r 
~ r 

y(t)= I u(-r)h(t--r)dT=J' u(t--r)h(-r)d-r 
J 
o o , 

y(t)=u(o)v(t)+ J U(T)U(t--r} dT=U(t)U(o)+ U(T)U'(t-T) d-r. 

o 

(2.236) 

(2.237) 

Ez a két egyenlet a (2.231) összefüggéssel kijelölt közvetlen kapcsolat egyik leg­
tömörebb realizációja, igy ezeket a feHrási módokat tekinthetjük a bemenő és a kime­
nőjelek közvetlen kapcsolatát megadó legjellegzetesebb formáknak. Ezeknél az össze­
függéseknél fe1tételeztii.1.;:, hogy u(t)= O t< O esetén, valamint a rendszer kauzális, tehát 
a kimenőjel időben nem előzheti meg a Ezek szerint h(t)= O, és r(t)= 0, 
ha «O~ 

A konvolúciós a 2.20. ábra Hasonló illusztráció készíthető a 
(2.237) összefüggéshez 

A ~ h·l-·;·",F s":a'tossa' nAk J'el1e-17e' ·t-p tová:b'bi mo' dszel-ek 1:S ni asználatosak-. r~ ,. ~ :'iJ.i.. .. ~z.i . '-'-J '.~' ·c~v_\.. J' ,_.J., lL~ ~v.iv _.- -~~-

atVlteH szamlaloJanaK es leolvasbató zérusok 
egy konstans erejéig TI1eghatározzák az A SZáü1síkon 

öket ugyancsak használható reprezentációhoz jutunk. 
A..z átviteli függvénnyel reprezentált rendszer frekvenciatartornánybeli viselkedé­

séről s= j2TJhelyettesítéssel kapunk felvilágosítást. Az így nyert frekvenciatartomány­
beli függvény a tranziensek lejátszódása utáni stacionárius állapot átviteli sajá-
tosságait adja IvEvel a stacionárius viselkedés ismerete sok esetben ele-
gendő, a széles körben H_'~~U~.'j 
analízis célszerűnek il1utalkozik 
ábrázolása 

, f_: 
w;>.; 

U(-:)h(t-T) 

! 

A~ if;:'~~ _______ ~ 
t 1: 

2.20. ábra. Segédábra a konvolúciós integrál bernutatásához 

történő az ún~ 



u(t)= s (t) 

y{t):-dt) v--

A dinamikus rendszerre 
vonatkozo ismeretek 

Dl FFERENCIÁlEGYENlET 

bnylnJ+ .. +boy=am u1mJ ..... aou Nyquist­
diagram 

si( 

j u(t)= 6 (t) 

l 

I t - I "'2-" ~1t;1,lJ.,I~l.) 
1 ctvJtefl 

T-l Ifüggveny 

JmH(j2;;:f) 

--í:-'i---,-.- ReH (j2rrf) 

s=j2nf / ::lB 8ode~dioqram 
IHI -v < /' 

d..--' / // 

'-'-----'---;, . // H (s) ? j2rrf=s 
atvit~,i , 
függven~1 

Jms 
xi 

x Res 

! "(' ) ~ T,lOg, 

i', 
f t-.~" - f (icg) 

",-

2.21. ábra . . ~ l<:.ui1centr~it pararnétcrü. lineáris in\,iriáns f-:nuszerck lcírási inódszercinek 
kapcsolata 

meg. 
b~n1enct és egy kimenet CSetéD : 

A'l 1 . ",~ . 'k .. ,. k 
?iZ l yt:~n .~_a~u dlI:c~t:n~:?egyenlct:;: rnegolciasana:.r ~', 

transzformaclO dlszkret ldeJu megfeleloje, a z transzformaclO. 
hat juk az átviteli íüggvényt : 

t;szközc 
felhasználva f.;}jr-

?..2 időben folytonos esethez hasonlóan definiáljuk a és az átmeneti 
íüggvényt. A konvol.úciós integrál megfelelő je a kOllVO!úciós szwnma . 

( 
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ur. ! 

Az idoben diszkret dinamikus 
rendszerre vonatkozo ismeretek 

V 
DIFFERENCIAEGYENLET 

I f 1 n=O 
U n = tO n~O 

DFT H(ej2nfís) 
I 
QtviteH 
•.. I 
Tuggveny 

log) 

2.22. úbía. A koncentrált paraI!léterü, lineáris és invariáns, időben diszkrét rendszerek 
l;.;Írás! IT1ódszereinek kapcsolat2. 

Az indexhatárok megoldásánál az eddigiekkel összhangban k= O-ban belépő függ­
,érneket és kauzális rendszermodellt tételeztünk fel. 

. H(z) átviteli függvény ugyancsak komplex változós komplex függvény. Ábrá-
zolására a folytonos esettel teljes analógiában a pólus-zérus kép felhasználható a 
komplex z változó síkján. A frekvenciatartománybeli átviteli sajátosságokat a Hez) át-
vitt:1i z== ej2::fT szárlnaztatott H( ej2-::fT) átviteli függvény 

nieg. Ennt:k ábrázolására a eScínél isnlertetctt használatosak. 
Pi.Z egyes rnódszcfCk közötti 2.22. ábra be. 

Példaként az átlagolási 

( 
II 
l. 

be. 

}'k-l ; k==O, 1, ... 

E-bből z transzforn1ációval származtatható az átviteli függvény: 

1, 

átlagoló 

(2.243) 



Végül a frekvenciatartománybeli átviteli függvény: 
l 

(2.244) 

Koncentrált paraméteriJ., lineáris és idfJ-variáns rendszermodellek 

i'.<l;}'-,>Vicaa ennél a modellosztálynál is lineáris 
eltérést a (2.234), iH. (2.238) 

e~:vlitttt8ol;ÓK időfügg­
elmel'et,eCIO! ismert, hogy el­

vi.Jeg azonos módon oldható meg az. állandó együttha.tós és fi változó együahatós 
differenciál-J ilL differenciaegyenlet, az különbség, hogy az utóbbiaknál a 
homogén Inegoldásaina}~ általános TI1ódszer nincsen. Ezért 
néhány tekinthető esettől elre!Kl:mve csak illLmerikus n1ódszerekkeI jutunk 
célhoz. konvolú-

-r:) dT'. 

Az eddigiek hez _ eltérő ~8oját<?ss~g, _ 
és sokszor Dlncs lS ertelme~ elég 

... 4:2 időben diszkrét eset benlutatására a rek urzív 
fel példaként: 

ii!. 

í 
Yk= ,,v)'.:-l + ic 

l f - l 
}.!;= U;;+\l- k Yk-l> 

k=ü, 1,2, 

a frckvenciatartoDiányoeli 
transzformációs 

iSDlert algoritnTusát hozzuk 

Yo=O, .246) 

Látható, hogyadifferenciaegyenlet változó együtthatós, és az is, hogya 2.8. pél­
dában szereplő exponenciá1is szűrő ennek egy speciá1is változata, ahol a változó (idő-
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függő) együUhatókat konstansokra cseréltük. Ha gondolatban az eXDonenciális átla­
golÓ lY paraméterét folyamatosan növeIni kezdjük; akkor nyomon kÖvethetjük, hogy 
hogyan alakul a (2.244) átviteli függvény, és ezen belül az amplitúdó- és aJáziska­
rakterisztika az idő függvényében, azaz el tudjuk képzelni, hogya variáns rekurzív 
átlagoló algoritmusunk variáns frekvenciatartománybeli viselkedése milyen lesz. 
Ezek szerint a rekurzív átlagoló a frekvenciatartományban egy olyan aluláteresztő 
szűrő n ek felel meg, mely lépésrőllépésre csökkenti az áteresztő sáv szélességét, és nö­
vekvő iépésszámmal egyre inkább csak a zérus frekvenciáhozköze1ebb álló komponen­
seket engedi át, (2.23. ábra). Meg keH jegyezni, hogy hasonló szemléletes kép nem 
adható meg minden variáns rendszer eSetében. 

fT 
2.23. ~bra. rekurzív átlagoló rnint vnriáns szúró 
tlrllplitúdókarakterisztlkája 

KOllccnli"álz ilfJJIlilIeúris rejids~erjn()dellek-

nt:l1lincárÍs rcndszef!.~k bcI11tnŐ- és kinlcnőjtleinek k2.pcsolatát Ll (2.232), ill. a 
(2.233) szerinti diíTerenci{;l-, ill. differenciaegyenlet megoldásával kaphat juk meg. 
EZt:knek az tgyenlereknek a rncgoldására unalitikus D1Ódszef csak néhány speciális 
esetben létezik .. általában valan1ilven nUD1crikus D100SZeT alkalrnazása szükséues. 
Hasonlóképpe~ eiég sok . vet fel a jellemzés. Alap-
,'etően cl szuperpozíció Iniatt a lineáris esetben jól bevált Laplace-
és FouriEr-transzformáció általában nincs A fentiekben fel-
sorolt nchézsé,=ck részbeni áthidalása érdekében a ncn1lineáris TI10dellek osztályát a 
nCín1ÍneLtritús .'- sZerint és ezen belül a lcQiobban ille;zkc-
dő makmatikai apparátust igyekszünk Ebben a fejezetbe';' nem célunk az 
egyes módszerek ré5zletes ismertetése. csak néhány rá­
r~~tatni* Ezek után bcn1utatunk két o~lyan 

lcÍrási D1ÓdsZCf(:k 

lineáris rendszermodellek előnyös tulajdonságai közé tm toziL ho!!.\' a kin~enő­
(SS a bemen6jel exulicit kapcsolatát adiák meg. Ennek egyik jeBe2Zete's fO;;'1ája a kon­
'iolúciós integrál: ill. a konvolúciós ·szumr;a. A nemlineáris r~ndszerek egy széles 
osztálvára alkalmazható euy olyan meuközelÍtés, melv a súlvfüggvénv (konvolúciós 
integr~l) módszer áltaián"Osítása. Az ~ eljárás alkal~azásá~ak ~~rediJlénye az ún. 
Voitcrra-soros leírás. A lineáris rendszermodell ennek eg\" speciális alesete. Induljunk 
ki a rendszer (2.231) ajak ú leíró függvényéből. EZek szc-;int-egyváltozós esetben :' 

y(t)=F[iI(T); í o= T:O§ í] (2.247) 

ahol l' cgy funkcionál. Ezt a funkcionált funkcionálok sorozatával közelítjük. A soro­
zat cl~rnei a következők: 

3 



Fj=ho(t)+ r hjU, T1)u(rj)drj, 
J 

iO 

I 

F2=ho(t)+ I hICI, T1)U(TI) dT\+ J J hit, TI' T2)U(Tj)U(T2) dT2 dT l 

la to to 

r r 
J J 

[o 10 10 

Ezek felhasználásával: 

F[U(T), T~ lim Fk 

és ebből il Voiterra-sor: 

I 
10 10 

Lineáris rendszermodeli esetén 

10 

(2.248) 

(2.249) 

( 2.250) 

(2.251 ) 

A VoÜerra-sor funkcionál-hatványsor. Ha a rendszernek nincsen dinamikus ele­
me., azaz a rendszer eQV statikus ncnllinearitást valósít nIcS! .. akkor a v'ázolr rnódSZef 
kö~önséges hatványs~~a vezet, mert ilyenkor co~ h 

.. . és ezzel c l' C 2' ... alkalnlas 

(2 

Az időben diszkrét eset analóg módon származtatható. az általánosított konvo!ú-
elós lntéQ:rál az általánosított konvolúciós SZUDlma kerül. 

E;eáris rendszerek épülő másik módszer 
kat a rendszer változói 
nálhatóság: ismét Az alkalrnazott transzformáció inverzét 
megkapjuk a nemlineáris rendszerünk kimenőjeiét. Az eljárás blokkvázlata a 2.24. 

2.24. abra. A h0I11Uí110rf rcndsz~rck egy lehetsége.') (tipikus) rcprc7.cntációja 
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ábrán látható. Az ilyen reprezentációval jellemezhető rendszereket homomOifrendsze­
reknek nevezik. Egyszerű példaként említhető szorzat-kapcsolatok esetén a logaritmus 
képzés, mint a bemeneten elhelyezett transzformáció, és az ennek megfelelő exponen­
ciális karakterisztika használata a kimeneten. A módszer tipikus méréstechnikai alkal­
mazása lehet a multiplikatív zajok kiszűrésére alkalmas eljárás vagy berendezés lét­
rehozása. 

Elosztott paraméterií rendszej'lIJodellek 

Több olyan, a gyakorlat szempontjából fontos probléma van, melynél a koncemrált 
paraméterü modellek nem kielégítőek, nem tudunk olyan térrészeket kijelölni, ahol a 
kölcsönhatások a belső helykoordinátáktól függetlenül jellemezhetők. Ilyenkor ún. 
elosztott paraméterű modelleket alkalmazunk, melyek ezt a belső helyfüggést is figye­
lembe veszik. Leírásukra, és igya kimenő- és a bemenőjel kapcsolatának megadás ára 
parciális differenciál-, ill. parciális differenciaegyenlet szolgá1. Speciális esetektől el­
tekintve a parciális differenciálegyenletek megoldását numerikus módszerrel kell vé­
ganünk. Attól függően, hogy egy, kettő, vagy három helykoordinátától függenek a 
kölcsön},1atúsok, egy-, ke.ttő-, j~l; háro~,djmenzj?s pr.oblémávaJ v~~ dolgunk:. A leg~ 
egyszerubb eset az egydlmenzlOs problema, meiy tlplkusan valam1lyen vezetek menll 
\iszonyoka~ modellez. A kétdimenziós problémák síkban helyfüggő paraméterekhez 
kötödnek. Altalános esetnek a háromdimenziós probléma tekinthető. 

2.10. péida 

Az elosztott paraméter ű hálózatok lcírúsáni szolgáló módszerek iílusztrálására röviden 
áttekintjük az impulzustechnikai tánczcl,:-kekkel kapcsolatos jellegzetes összefüggése­
ket. Az összefüggések alapjául sZ(l]gáló nwdeil ci ].25. ábrán látható. 

au c A 

ax 

/\z ábra alapján a kÖ\"etKeZŐ parciális 

()u(x, t) 
Rlix, í 

()J(x. t) . 
L -'-0:----

2.25. ábra. dx hosszúságú táV\'Ci'~lék 
elen1 Til0dclljc 

ÍrbatÓ fel: 

() t) 
GU(x, t He ---0:---

2.253) 

Ez az egvenletrendszer iineáris. alkalmazható a Laplace-transzformáció j(x. 0)= 
= 0, ;:S U(x,~~)= O f:ltételezéssel a kö-.,;etkező ajakhoz juthatunk: 

d2 [,(x. s) _ _ .. _ . 
\ = (R+sL)(G+sC)U(x. S)= ;:'[,(.1', ::.254) 

Ennek általános megoldása: 

( l.255) 
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alakú, ahol U+(s) U-Cs) a Zo hullámimpedancia, az i' reflexiós együttható és a ger­
jesztés segítségével kifejezhető. 

R+sL 
G+sC' 

ahol Z2 a lezáró impedancia. 

A rendszermodeilek leírása sztochaszti/ws kimenő-o iii. bemenőjel kapcsolatának 
megadásával 

Az eddigiekben vázolt modeilek természetesen érvémesek sztochasziÍ;,us bemenője­
!ekre is.~A sztochasztikus jelekkel kapcsolatos kérdé;felvetéseink általában olyanok, 
hogv nem aLimenőjelek piÜanatértékeire, hanem azok statisztikaijeilemzőire v(:~gvunk 
kív~áncsiak. Elsősorban a várható érték, variancia, korreláció, teljesítménysű~tiség­
spektrum jellemzőket keressük. Ennek megfelelően a rendszer átviteli tulajdonságait 
is ezekre a jellemzőkre vonatkoztatva énelmezzük, ill. használjuk. 

Koncentrált paraméterű, lineáris és invariúns rendszer modellre szorítkozva pl. 
az kimenőjel átlagár a (2.236) összefüggés alapján a következ6képpen kapjuk: 

E{y(t h(C9)E 

Ha 1I(t) stacionárius sztochasztikus 

fly==,U u dG. 

E{u(i- h( [- r)u(í-

Stacionárius bemenőjel esetén: 

r 
j 

f 'I r.:. 

(2 

A ben1enőiel R .. (T) ,-,utokorreláció fÜíZ~;vén\/c, és az l?..,,(r) kirncnet és bemenet 
közöt~i keresztkor;-cTáció -tehát úgy kap;s;16dr;,;k egymásh~z, mint 
jelek esetén maguk a bcmenő- és a kimenőjdek. További korrelációfüggvények sta-
. " .. , ClonarIUS eStlocn : 



R,jr)=h(- (2.261) 

h(- (2.262) 

EZen iménti, stacionárius esetben értelmezett korrelációfü22v~Dv összdüü2ések a 
~éto~dalas Lapla1;e-transzformáció felhasználásával a kompk~:-frek~enciatart~mány­
can IS megadhatok : 

5 

ahoi 

S",(S)= 

s 

függések]. 

dr, 

dr, 

rendszerek átviteli 
: közvetlen kapcsolatba hozhatók a rendszer 

2.263) 

f2.264) 

(2.265) 

( 2.266) 

i2 

körü. 
lS 

EH 

J1egjegFzés. "4:2 imént csak a folytonos esetet tárgvaltuk. Időben diszkrét szto­
cÍlasztik us j~!ek esetén a (2.257-2.269) összefüggések diszkrét megfele Wil használjuk, 
tehát a konvolúciós integrál helyén a konvolúciós szummát, a !·:étoldabs Laplace­
tr:mszformált helyén pedig a kétoldalas z transzformáitat. 

2. 

súlyfüggvényt mérésedeterminisztikus fdhasználásávalsokszorproblemarikus, 
mert a o(t) függvényt jól közelítő, impu]zusszerű bemenőjel alkalmazását igényli. En­
nek előállítása nehézségekbe ütközhet, sőt a rendszeren belül az impulzus jel következ-



w(t) 

Ruw (c):O 

Rww (c)=6')6(,); Gw =1 

R 'd'N (,l = E { 'd(t.c)w(il} = E [h(t+c l>lU(l.cJ] w(t). [h(t+c l*w(d] w(t); = 
~ -

= E -[h(l+c)<4w(l+tJ]w(t J )=E f J w(t)w(v J h(t.T -vJdv " = h(,) 
"_= J 

2.26. ábra. A súlyfügg\ény meghatározása korreláció s módszerrel 

tében ugyancsak problémáink lehetnek. Ezenkívül az is dőforduihat, hogya mérést 
úgy kell elvégezni, hogy a rendszer közben üzemel, pl. valamilyen folyamatos üzem­
ben, ill. szabályozási körben, melyet félbeszakítani költséges és fáradságos khél. 
Ilyen esetekben jól használható a korrelációs méréstechnika. A mérési elrendezés 
tömbvázlata .a 2.26. ábrán látható. Ezek szerint ha a het) súlyfüggvényű rendszer bem'~­
nőjeiéhez hozzáaciunk egy azzal korrelálatlannak tekinthető szélcssávú zajt, akkor a 
rendszerk.ímenet és a zaj keresztkorrdáció a keresett súlyfüggvényt 

2.12. példa 

A 2.2.4. pontban említettük, hogyakoherenciafüggvény (2.89) abszolút eneK 
négYZete sokféle és rcndszer tulajdonság leírásával hasznosÍtható. Ebben a 
ban ezt kívániuk ben1ütatni. Ehhez tekintsük a 2.27. ábrát. Tételezzük fe1~ 
/-1 és ]lJ;) k-: on·,·i a' l-'-ll-:' II ,r:1f'iona'ri l'jS <;7!O'~1'1'1'zt-j'17us • ...::\.~ __ '"'_ L _ _ ,..~_, _ .. ~"-'-'''- ~ .. ~ '-'~t. '"' ~U ..... ~.;<'\.. 

i i Yi 

1+ 
I n: (t) 

2.27. ilbra. A kohercnciafligg\"ény tulujdl1Dságait bCi1nHalÓ modell 

l í 8 



A 2.27. ábra, és a (2.270) összefüggés vizsgálata alapján a következő megállapí· 
tások tehetők: 

1. A koherenciafüggvény abszolút érték négyzete nulla és egy közötti szám. 
2 . .N1ivelIYym(f)j2 független a HIC!) és H 2Cf) átviteli függvényektől, a két jelko­

herenciája nem váitozik ezen jeleken végrehajtott konvolúció (lineáris művelet) hatá­
sára. 

3. Ha ilI(t)=nit)=O, akkor IYmo(!)1 2= 1, tehát ha ugyanabból az uet) jeIből 
lineáris műveletekkel hozunk létre két különböző (uIU) és U2(t)) jelet, akkor a koheren­
cia (abszolút érték négyzete) egységnyi. 

4. Ha S,"" ,(f) = Sll2nz(J) = SnnC!) és IH"U)I2= 1, IHbUW= L akkor 

I ( r)1 o S~,,(f) () )-1) 
i':,Y1 J -= [S,wC!)+SnnU)F' _.-/ 

és a jel-zaj viszony 

S,w(f) IYm)!) I 
Snn(f) l-lyYl)Z(f)I' 

0.272) 

5. Ha il it) = O és IH,,(f)l2= 1, akkor 

2= S~uU) 
[Suu(f)+ S'lII(f)]Sllu(f) , 

(2.273 ) 

és II jel-zaj viszony 
S,j!) !YmoU)j" 
("'I • r' 1--'--( f)1 ' . 
JnnU) l-li\,yo J 1-

A koherenciafüggvény használható anm:k eldönté"ére, hogy egy rendszer \alójá­
ban lineáris vagy nemlineáris, sőt a lineáristól való eltérés mértékére egy mérőszámot 
is ad. A 4. és 5. megáilapítások a jel-zaj viszony mérés egy-egy lehetséges altern:ltÍ'iá­
ját niutatják bt. 

összefüggések láttuk, hogy fl dinaIl1ikus rendszer vala-
változójának időfüggvényét ismerVe egy teljes ménékű leírásra leÍ1t:rő-

Ezeknek a változóknak egy adott piIíanatbeE értéke a rendszert egy adott idópii-
. azaz a rendszer állapotát adja meg. Szokás ezért ezeket li változókat 

eZeknek il teljes leíráshoz szükséges lc2kisebb állapot\'álto-
'-"~"CH,"h. nevezni. Az állapotváltozók többnyire a ~ends'Zer belsejével kapcsolatos infor­
mácipkat hordoznak. Ahhoz, hogy a rendszert teljesen leírjuk, ismerni kell még a 
rendszer bemen6iekinek hatását az állapotváltozókra. továbbá az álíaDotváltozók 
megfigvelésének (~l1érésének) módját. a kimenőjelek me~adásának összefü~géseit. 

- E~t a ieírási ~lódot akkor használjuk, ha a vizsgáltrendszer belső műk6désérlíl is 
informálódni nem csupán az átviteli sajátosságokról, vagy ha a rendszer 
olyan jellegű, hogy az átviteli sajátosságok megadás ához a belső működés bizonyos 
részÍeteinek ismerete is szükséges. Ez utóbbi szemponthoz kapcsolódik még ~E 
hogy a differenciálegyenletek numerikus megoldása viszonylag kedvezé! 
melíett történhet. ha ~~ differenciálegvenletek ;lsőrendű diffe~en~iáiegvenlet-rendsLen 
alkotnak. Az ismertetésre kerülő álíapot,áltozós leírás valamilyen fó'rmában pomo­
san iiyen elsőrendű differenciálegyeniet-renclszert eredményez. 



Az áilapotváltozók, a bemenőjelek és a kimenőjelek közötti függvénykapcsolatok 
jellee:étől füe:e:ően különféle modellosztáivokat különböztetünk me!!. Ezek közü! né-
"hánynak a l~gfontosabb jellemzőit rövid;n összefoglaljuk. ~ 

Koncentrált paraméterű, iineáris, állapolViiliozós modellek 

Lineáris rendszer modell csetén az x állapotváltozók, az 
kapcsolatát a következő egyenletrendszerrd adhat juk meg: 

eS az 

( 2.275) 

ahol CiZ első az ún. áilapotegyenlet, a második pedig a megfigyelési (kimeneti, méresi) 
egyenlet. Az x, u, y vektorok rendre n, m, p dimenziósak, ennek megfelelően 
nxn, B(i) mXn, nXp, D(i) pedig mXp dimenziós mátrÍ..xok. A leíró egyenletek 
alapján megadható rendszer-blokháziat a 2.28. ábrán látható. Ezek szerint az állapot­
változós fcDfezentáció e~v iál D1eEhatározott struktúrát rendel Ll rendszer eddüúekben 
vizsgált be;l1enete és ki;{enete k6zé. I\yilvánvaló, hogya kimenő-, ilL beme~1őjelek 
kapcsolatára ebből a modell ből kiindulva is ugyanazt az . 
korábbiakban, D1Cf1 hiszen, legalábbis a kirnenet és a beillene! 
ugyanauól a rendszerről van szó. Elképzelhető azonban, 
belsej~ben lezajló kölcsönhatások kimenetéről is tájékozódnunk 
nem feltétlenül látszik a kimenőjelekből, hogy valamely belső \áltozó 
peti a száI11ára rnegcngedett értéktartornányból, és ebből adódóan il felhasznált lineá­
ris összefüggést;k már nem ér\énycsek. A konkrét fizikai rendszerek ben az állapot\álto­
zók II dinamikus elemekkel, és ezen bdiii az energiatárolással álló meny­
nyiség~k. Például kondenzátorok töllése~ "\;agy feszüitsége, 
árarna~ avagy ternükus rendszerekben a h6rnérséklet Inind alkuln1as 

közel állnak 3. frrikai folyan1athoz" és 

{lzonban legritkább esetben illeszthető a valósigos, fizikai rendSZer Ennt:k 
:.:gyszcrűen az az oka .. hogy ugyanazt az átviteli tulajdonságoT. sokféle 
mellett is biztosítani lehet (vö. 2.5.3. pont). 

A 0.275) és (2.276) egyenletekből álló egyenletrendszer megoldását a zérus 
bemenőjelű (ún. homogén) rendszer viselkedését leíró ún. állanotátmenet mátrix segít­
ségéve! adhat juk meg. A...z állapotátmenet mátrix előállítása v&riáns rendszerben több­
nyire meglehetősen nehéz, megnyug~ató származlatási eljárás csak az időinvariáns 
rendszerek esetén áll rendelkezésre. Altalános esetben első lépésként az x= ho· 



ITlátrix 

ahol 

U"-"-VcA"" megoldását keressük. Ismeretes, hogy nem elfajuló esetek­
U"-"-"iCiv.H megoldás. Ezekből a megoldásokból felépít jük a független meg­

mátrixát: 

(2 

ülátrix 

( 2.278) 

/ ~ 
(.:: 

az áHapotátIllenet 

( 2.280) 

r, cl T. (2.281i 

sZerinti behelyctte-

0.282) 

ha az 

(l.284) 

Ezek felhasználásával 

dr. 



Mint már az előzőekben említettük, az állapotátmenet mátrix meghatározása 
nem mindig egyszerű feladat. Ha azonban az A mátri..x konstans nXn-es mátrix, ak­
kor behelyettesítés útján belátható, hogy az állapotátmenet mátrix 

(2.287 ) 

alakú, 'lilol 

í2.288) 

Ha a teljes rendszer idő-invariáns, tehát a E, C, D mátrixok is konstans ok , ak­
kor a (2.275-2.276) egyenletrendszer megoldására a Laplace-transzformáció is hasz­
nálható: 

Ebből kezdetiérték feltételezésévd : 

az inhomogén egyenlet 
let ák megoldásá- partikuláris megoldásából 

ból 

(2.289) 

ahd .J2{y(t)}. A (2.290) összefüggés ből leolvas-

iTlátrix Lap/ace-transzforrnáltja : 

/iZ időben diszkrét rendszerek eSetében is alk~11rnazhaló 
lras. az időirplariáns eSetekre szoritkoz'v"a az ictöbtrl 

Cllkahnns: 

)::.:: 

itI is az ún. állapotegyenic:t: fl lrlásodik 
A leíró 

ábra. j\Z időben diszkrét állapotváltozós rendszer blokk\ázlata 

'Ir ", 

(2 

rendszer-lömb-



Kiindulva az x(o) állapotból a (2.292) összefüggés felhasználásával írható: 

x(1)= Ax(o) + Bu(o) 
x(2)= Ax(1)+ Bu(l):::: A2X(O)+ ABu(o)+ Bu(l) 

k-l 

x(k)= Akx(o)+ 2: Ak-l-iBu(i). 
~ ;=0 

a homo- -=::.~~ 
az inhomogén 

gén 
egyenlet 
általános 

megoldása 

egyenlet egy 
partik'Uláris 
megoldása 

(2.294) 

Ebből leolvashatjuk, hogy időben diszkrét rendszereknél is az állapótátmenet 
mátrix az A. mátrix függvénye, és az állapotátmenet mátrix időinvariáns esetben az 
A mátrix alkalmas hatványával egyenlő: 

1, (2.295) 

A kimenőjel pedig a (2.294) összefüggés feihasználásával: 

k-l 
v(")- rAk~(o)' y J'\--,-,_A TL, 

;=0 
l-

iBu(i)+Du(k). 2.296) 

A (2.292-2.293) egyenletrendszer megoldására a z-transzformáció is használ­
ható: 

ahol X(z)== 
téteíezésével : 

Ahomogén egyen­
let ált. Inegoldá­

sábál 

Mindezekbőí 

$(z)= 1= [I-z-l 

KOllcentl'áit paraméleríi, nemlineáris, 

az 

(2.297) 

Ebből kezdeti érték fel-

(2.298) 

nu'ttrix z-transzforn1áltja: 

(2.299) 

modellek 

A nemlineáris rendszerek közös jeHemzőjeként azt tekintjük, a 
szuperpozíció, tehát a rendszer beisejében bekövetkezet~ és/vagy a be-
menőjel hatásai szintfüggőek. Sok esetben il nemlineáris rendszereket következe 
egyenletrendszerre1 tudjuk jellemezni: 



(2.300) 
(2.30 j) 

ahol az első egyenlet itt is az II második ti rneSZ:TIQvelési vaQ)/ 
mérési egyenlet. f és g tulajdonságai nemlineáris rendszerm;d~lÍeken !o:;"Üil 
sokféle TIlodeHosztály hozható létIe~ a nenl1inearitás jellege, TI1ásrészt 
rendszeregyenlet .. ,n ,. .el eg):I~1ástóL Az ál12:i?~_tegyenlet 

csak. kOzehto TI10CiSZereJ.:.::et hasznalhatunk, az anahtHcus meg­
közelítő illódszerek egy csoportja fl lineáris 

renclS;2:ereKIlel alkalmazott 111.ódszerek felhasználásával Dle$! a nloblén1át. Enn~k 
a következőkben isrüertetésre kerülő n1óds~er,.I- nIely főleg 

egyértékű. A (2.300) 
majd abból csak az első 
kező alak hoz jutunk. 

j== ... ll. 

a leírásra használható függvénykapcsolaT 
V'-'W'V'._"' Taylor-sorba fejt've~ 

figyelen1be 'véve a kÖVcl-

(2 

áttekintht.:tőség kedvéért vezessük bc a kÖ~v'ctkező 

(2.303) 

kel 

2.3(5) 

esetekről 
eSetre~ de ezek 

bemutatott 

2.13. 

koncentráli.DurarnéteíiL lintáris és ür\/ariéiDs rendszerek reprczt'11-
tációiának il!~sztrá]ására lekintsük a 2.30. ábrát. Három dinamikus elemünk van. 
és !111vd ezek lineárisak. az ilC]' UC 2 és iE. mennyiségeket választhat juk állapotYálto­
zóknak . A ... húlóz~itra f('lirll,:tó cgy~nlctck a kö;;etkez6 alakra rendezhetők: 



(2.306) 

L 

x=Ax+Bu 

[O O (2.30í) 

2.30. ábra. ~OV'·7,O,·" 
:; tozós le irás 

A példa kapcsán is jóllátható, hogy az áliapotváltozók iSil1eretében sokkaí kö­
zt;Iebb kerüiünk a vizsg~~t rendszer beiső energiaviszonyaihoz, mint a kimeneti, ill. 
ben1eneti jel1en1zők alapJan. 

szinkron sorrendi hálózatok leírására 
szert használunk. Ezek időben diszkrét, 

'" ,., g DeIT1UnearlS 

fal 

. , 
n-:OQ-

kö\"etkező összefüggések nek 

ál1apottáblázattal 

A munkaponti linearizálás, ill. a szakaszonkémi linearizáLís széles körben elterjedt 
módszer, elsősorban azért, mert sok gyakorlati esetben a nemlinearitások jellege 
oh'an, hogy akár hosszabb szakaszon is lineárisnak tekinthető a nemlineáris karak­
te;iszÚka.~Ennek illusztrálására szolgál a 2.31. ábra, ahol a nagvon gvakori telítődő 
karakterisztikát tüntett ük fel. Ilyen ~esetben II (2.302) alakú ;;.{egold"ás kiértékelése 
lényegesen egyszerűbbé válhat. 

125 



Cl < X 

i 
2.31. ábra. Szakaszonkénti linearizálás 

A rendszermodell típusok tárgyalása során megemlítettük, hogy általában 
megfontolások vezethetnek ennek a kétfajta megközelítésnek valamelyikére. A kö­
vetkezőkben több szempontból is összehasonlít juk a kétféle eljárást. 

Kapcs.Qlat a súlyfoggvény módszer alapján 

A (2.245) összefüggés fl változós esetben a következő alakban írható: 

o t<O. (2310) 

fcltételezésév"el 

[qt)<P(t, o(t- dT 

i 2.3W) és (2.311) összevetésével : 
T)B(,t) + o(t- í:;;§ t, 

1:>-t. 

innen nagyon jól látszik a súlyfüggvény mátrix és az áJíapotátmenet mátrix szo-
~ kapcsolata, nevezetesen mindkettő a T időpillanatbeli gerjesztés (állapot) t idő­

~)Jmbeli kihatását írja le. A bet, -r) mátrix magában hordozza a bemenet és a kimenet 
<özötti átvitel valamennyi összetevőjét, míg a <p(t, -r) mátrix csak a dinamikus rész 
atviHi sajátosságaihoz járul hozzá. A bemenőjel és a dinamikus rész közötti 
L "'0': ubá a dinamikus rész és a kimenet közötti átvitelt, valamint a bemenet és a ki .. 

_ .. e: közötti közvetlen átvitelt rendre a B( -r), q r) és DC r) mátrixok mint alkalmas 
clnszformációk valósítják meg, 

, egyszerűbb a helyzet, ha időÍnvariáns rendszermodellt alkalmazunk o 

T)= 



továbbá alkalmazható a Laplace-transzformáció. Ennek megfelelően het) Laplace­
transzformált ja : 

H(s)= J b(r)e- n dt", (2.314) 

o 

vaiamint (2.312) alapján továbbra is xo=O feltételezéssel: 

H(s)=C<P(s)B+D; <íP(s) = (sI-A)-l. (2.315) 

Érdekes sajátság, hogy az állapotváltozás rendszer átviteli tulajdonsagai nem 
változnak, ha az (A, B, C, D) mátrLxok helyébe a (TAT-l, TB, D) mátn.Yokat 
Írjuk, ahoi T egy nemszit'1guláris transzformációs mátrix. (Ezt a transzformációt szo­
kás hasonlósági transzformációnak nevezni.) Ezek szerint a (2.312), ill. (2.315) ösz­
szcfüggések nem jelentenek megkötést a rendszer tényleges belső viszonyaira, csak 
az átviteli sajátosságokat rögzítik. A..z A'= B'=TB, C'= D'=D jelö­
léseket alkalmazva ugyanis (2.315) felírható 

H(s) = (2.316) 

formában, amit T ekvivalenciának is szoktak nevezni. Ebből viszont arra következ 
Lethetünk, hogy a súlyfüggvényből, ill. súlyfüggvény mátrixból az állapotváltozó 
modell nem hozható létre egyértelműen, továbbá megfordítva: több állapotváltozós 
modell azonos átviteli sajátosságokkal rendelkező rendszermodellre vezethet. WJind­
ezek alapján még azt is mondhatjuk, hogy az áHapotegyenleten alapuló leírási mód 
több információt, mégpedig strukturális információt hordoz a rendszer belső szer­
kezetéről, segítségével a belső átviteli sajátosságokról többet tudhatunk meg. 

A fenti gondolatmenetet az időben diszkrét esetre megismételve (2.298) alapján 

o esetben, melynél ugyancsak fennáll a kapcsolat nem 
2.316) összefüggéssel teljes fennáll: 

l. lviindezek 

síthatÓ. 
3 . . Fontos 

mális fcaIízációja, akkor 
transzfoflnácÍós mátrix. 

(2.317) 

való 

27 



4. l~. T ekvivalencia következtében előálló 
ún. kanonikus alakok rögzítésével segítjük elő. Ez 
vény mátrixból kiindulva szigorúan 
nak lépéscic és ezáltal rÖQzítiük cl konkrét 

J.- A kanonikus alak -nel~1 feltétlenül jelent 

2.16. 

Ebben a példában 
lehetséges módját 

átviteli függvény. ~4z lnodcll rnátrixainak cgy 

. .4 .. D1ásik 

u 
o 

28 

o o 
II O CI,,_1 

fcl1rható ahik : 
I 

-On 

B== 

13== CT=: ==0 . 

G,;_ , 

D== .321 ) 



giggondolni, hogy időÍnvariáns eSetben a (2.286) összefüggés is az ei4 alakú tagok 
lineáris kombinációját adja. Mivel a kétféle rendszermodell tetszőleges bemenője1 
esetén azonos kLrnenőjelet ad, a kétféleképpen nyert lineáris kombináció azonos kell 
lc.oyen 
"'"'c B~nyolultabb modellek esetén az állapotváltozós modelleket része-
sítjük előnyben sokszor kizárólag mert a rend-szermodell leíró egyenletének 

megoldása ebben az esetben egyszerűbb, ft~ állapotváltozós modellek 
esetében ugyanis, erre már a fentiekben utaltunk, több strukturális információ 
áll rendelkezésünkre, és ezáltal az alkalmazásra kerülő nun1erikus eljárás paraméte­
reinek megfelelő beálHtására kedvezőbbek a lehetőségeink. 

Az állapotváltozás megközelítés további kedvező sajátossága, hogy egységes 
szemléletmódot diktál a különféle rendelkeZŐ rendszermodellek tár-
gyalásához. Ez lehetővé teszi a lényeges kiemelését modelltípustól füg-
getlenül, továbbá megkönnyíti az alkalmazandó numerikus eljárások kiválasztását. 

","'''-'""1'''"" állapot\áÍIozós rend­
rendszer bemenő, és az 

• kapcsolódik, és arra hogy milyen feltételek mellett 
lehet alkalmas bemenőjellel egy egy meghatározott állapotba 

a rendSzert, ínégpedig véges rnegfigyelhelőség fogalma a rend-
szer állapot- és a kimenő változóihoz kapcsolódik, és arra ad választ, hogy mikor 
lehetséges a rendszer korábbi állapotát akimeneten lefolytatott véges idejü mérés 
eredmé~veiből . fogalma azt rögzíti, hogy 
n,ji·'r • ~ ;do" ",ia"t) a~z '~l·l'ipo~: l_l~.r,JJ_ ..:. __ t..~./ ct (. L-

{nU) : lo:§ t:§ l J bemenőjel 
áilapotba juttatja (2.32. 

kor azt mondjuk, hogy a rendszer 
Időinvariáns esetben viszonylag 

lenőrzésére. Áz állapotegyenlet ilyenkor 

:':.(1)= Bu(t) 

ahol 
ha az 

ún. vezérelheiőségi mátrix rangja n. 

a fogalmak egyrészt érde­
útmutatást adnak a külön-

a fentiek ben 

:,,"~(io)-tól füg;ő 
tI időpol1tIa az 
és to eSetén, ak-

kritérium adható c. vezérelhetőség el-

(2.322) 

rendszer élkkor és csak akkor yezérelhető, 

(2.323) 
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Időben diszkrét rendszerek esetén a vezérelhetőséget nagyon egyszerűen tudjuk 
vizsgálni. Tételezzük fel ugyanis, hogy a rendszert az x(o) állapotból az x(n) állapot­
ba kell juttatnunk. Ehhez keresünk egy alkalmas bemenőjelet. Az időben diszkrét 
állapotegyenlet alapján: 

Ax(o)+ Bu(o) 

x(2)= Eu(l)= Ah:(o)+ ABu(o)+ Eu(l) 

x(n)= Anx(o)+ An-1Bu(o)+ ... + Eu(n l) 

(2.324) utolsó sorának átrendezésével : 

x(n)-A"x(o)~ [An- • An_~::B ..... EJ_I"U(O) l 
Ismert vezérelhetőségi mátrix : j . 

l 
l· 

lu(n-l) 

keresett 
bemenőjel 

(2.324) 

(2.325) 

2.32. ábra. Illusztráció a vezérelhetőség fogalniához 

akkor és csak akkor van megoldása, 
Ha ez nen1 

abemenetteL 
hogy rögzítjük az 

oldalát tekintjük.] Azok 

változó nen; fill 

D1egfigyelhető. 



Lineáris és időinvariáns rendszermodeU eset én a megfigyelhetőség egyszerűen 
vizsgálható. Nulla bemenőjel mellett az állapotegyenlet és a megfigyelési egyenlet: 

i(t)=Ax(t) 
y(t)= Cx(t) 

(2.326) 
(2.327) 

alakjából kiindulva azt mondhatjuk, hogya rendszer akkor és csak akkor teljesen 
megfigyelhető, ha az 

(2.328) 

ún. megfigyelhetőségi mátrix rangja n. (Az A mátrix nXn mérctű.) 
Időben diszkrét rendszerek eset én a megfigyelhetőség kritériuma is egyszerűen 

származtatható. Az egyszerűség kedvéért tételezzük fel, hogy az vektor értékeiből 
az x( o) értéket kívánjuk meghatározni. Az időben diszkrét állapotegyenlet, és a meg­
figyelési egyenlet alapján: 

y(o)=Cx(o), 
y(l)= Cx(l)= 

(2.329) 

A (2.329) egyenletrendszer utolsó sorának veve es rendezve: 

(A"-lfe"} (2.330) 
'---,-' ~---..;,--,----=-=-" 

Ismert kere- megfigyelhetőségi 
seH mátrix 

A (2330) egyenletrendszernek akkor és csak akkor van egyértelmű megoldása, 
h:1 :1 c1cgfigyelhetőségi fZ. Ba ez neni akkor II rendszer-
.., "') "j 1 

Den ltg,HUOO egy 
zÍLctt y( o), 

js TartozhaL 

ldeiííljikáihaióság 

VLV""" ninCSen J\.<lUe."\Jla.ia rög­
sok) 

lineáris féndsztfl az álla-
potváltozók megbatározható az Az mátrix a rendszer dina-
mikus részének valamennyi belső összefüggését magában foglalja. lu idcntifikáJható~ 
ság tehát azt jelemi, hogy az állapotváltozók énékeíböl a dinamikus rész valamennYI 
hcÍső összefüC'!:.ését fd tudiuk tárni. 

Csak az -idŐben diszkrét esetre szorítkozva az identifikálhatósúg fdtétdét az 
alábbi"kban fogalmazzuL meg. Induljunk ki az ~,,(o) áliapotból. nXIi-cs mátrix). 

x( l Ax(oi 
x!:?)= :\.cx(o) 

:';(11)= An",( o l 

l.331) 



Rendezve: 

fx(l):x(2)[ .. . [x(n)]= A[x(oYAx(o): ... l N-1x(o)] 
, -..,... ~ ~.... ....-.---

(2.332) 

Ismert ke- MI: az identifikálható-
re- ság mátrixa 
sett 

A (2.332) egyenletből az A mátrixra akkor és csak akkor kapunk egyértelmű 
megoldást, ha az identifikálhatóság mátrixának rangja ll. Ha ez nem teljesül, akkor 
az állapotváltozók számbavett értékeiből az A mátrix nem határozható meg. Triviális 
esetként előfordulhat, hogy xC 0)= O, de nem identifikálható a rendszer akkor sem, 
ha x( o) a rendszermodell valamelyik sajátvektorával arányos. 

2.17. példa 

Tekintsük azt az időben diszkrét rendszert, melyre: 

R_I~l 0l. 
~- ° ° ' !.. j 

(2.333) 

Ellenőrizzük a vezérelhetőséget abban az esetben, ha a I2=a22=0. A rendszer 
vezérelhető, ha az 

:B]=ral! O 1 0] 
: la2! O O ° (2.334) 

mátri x rangja 2. Ennekfeltétele, hogy a21~O, (lásd 2.33. ábra). 
A megfigyelhetőséget a21=a22=0 esetre nézzük. A 

[CT j ATC1)= fl O all ol 
; 1.0 O a12 0" 

(2.335) 

mátrix rangja 2, ha aJ2~O, (lásd 2.33. ábra). 

Az identiíL~álhatóság feltétele, a 

fXl(O) a l1x j (o)+a12x2(0)1 
lX2(O) Cí2!Xl(O)+Cí22X 2(O)j 

(2.33ó) 

2.33. ábra. Illusztráció a 2.17. példához 



~~trix rangja 2. Ez akkor nem teljesül, ha a vizsgált mátrix oszlopai lineárisan füg­
goek: 

[A-}.!] fX1(0)1=o. (2.337) 
t x 2( o) J 

Ekkor vagy x(o)=O, vagy x(o) az A mátrix valamelyik sajátvektorával arányos. 

2.18. példa 

A.z identifikálhatóság fogalmának bevezetésekor láttuk, hogy speciális kezdeti érték 
esetén a rendszert csak részben tudjuk feltérképezni. Ezt illusztrálja ez a példa, ahol 
visszatértünk ugyan a differenciálegyenlet alakhoz, de mindez a lényeget nem befolyá­
solja. Vizsgáljuk a következő másodfokú rendszert: 

y+aly+azY=u (2.338) 

és legyen adott y( o), és .p( o). A Laplace-transzformációt alkalmazva 

Y(s)= 1 s+al v(o)+ 1 ··(o)..!- 1 U(s) 
s-+a js+a2' s2+ajs+a2 y 's2+als+a2 

kimenőjeIhez jutunk. Ha pl. U(s)= l, al = 7, a2= 10, akkor 

, ,y(o), 1 
( ~) (' '() 1 s,7,-( )'-( ) yes) s+lyO)+yo+ yo yo 

(8+2)(s+5) y(o) (s+2)(s+5) 

Ha y(o)+1=-5y(o), vagy y(o)+1=-2y(o), akkor 

y(o) 

/
""'Í <'..!-? 

Y(s) = ~ I ~ 
~y(o) 

s+5 
úgy tűnik, mintha elsőfokú rendSzer lenne, pedig nem az . 

.2 

(2.339) 

(2.340) 

(2.341) 

A siabi/itás a rendszereimélet központi fogalma. A gyakorlat szempontjából ugyanis 
ált~l::ban csak a stabil fendszereknck van jelentősége, vagy legalábbis olyanoknak, 
melyeknek van stabil állapotuk. Lineáris rendSZerek esetén a stabilitást csak a rend­
szer belső tulajdonságai, struktúrája és paraméterei határozzák meg. Nemlineáris 
eSeiben a stabilitás függhet a rendSZeren belüli intenzitásviszonyoktól, és ennek meg­
felelően a bemenőjel, ill. kezdeti érték adatoktól. A lineáris és nemlineáris rendszerek 
ezen dtérő tulajdonságai miatt a stabilitáskritériumok, ill. a stabilitás vizsgálat mód­
szerei is eltérnek. Ebb~en a szakaszban nem célunk a stabilitás-elméletről egy átfogó 
összdoglalást adni, mindössze néhány jelkgzetességre hívjuk fcl a figyelmet. 

Lineáris rendszerek stabiliiása 

Stabilisnak neVezünk egy lineáris rendszert, ha egyensúlyi állapotából kitérve ,isz­
szarér oda. Matematikai formában a stabilitás feltételének egy lehetséges megfogal­
mazása 



r IIl(t)j dt<M, 
J 
o 

(2342) 

ahol M egy véges korlát. Ez a kifejezés éppen azt fejezi ki, hogy impulzus gerjesztésre 
a rendszer visszatér eredeti állapotába. Ez a feltétel időben folytonos esetben ekviva­
lens a követkeZŐ megfogalmazásokkal : 

- a rendszert leíró n-edrendű differenciálegyenlet karakterisztikus egyenletének 
:zvökei negatív valós részűek, tehát a differenciálegyenlet megoldása e-jRe}.,:t burko­
lÓiú időfü'ggvénvek lineáris kombináció1a. O'i' i= L 2 ..... fl a~karakterisztikus egven-"" '-........ ,,) \, . ..' ~" " '-"" 
let gyöke); 

- áHapotváltozós leiIás esetén az mátrix ;'j sajátértékei negatív valós ré-
szűek; 

- a rendszer 
t:snek. 

átviteli függvényének pólusai az s komplex sík bal fél síkjára 

Időben diszkrét esetben ezek a Dlegfogahnazások értelen1szerűen felhasznál­
hatók. 

A stabilitás sokféle módszert dolgoztak ki, ezek egy része 
ezen belül a körök ,",~ccW"'t~,".H 

A mérési eljárások tervezésekor a stabiiitással kapcsolatos közvetlen feJ.-
használásnl kerülnek, miVel egyrészt biztosítan( akarjuk, hogya mérendő rendszer 
stabWs maradjon, továbbá azt, hogya eljárás is minél gyorsabban stabilis 
végeredményt szolgáltasson. 

Nemlineáris rendszerek-stabi!irása 

stabilitás neTI11ineáris rendszerek es~tén sokkal összetettebb problérna~ 
111111t lineúris rendSZerekben. l'Jemlincáris rendszerekben kétfél;.: TI1ódoll szokták 
sta Dl1l LaSI 

A gyakorlatban általában az utóbbi utat választják~ A stabilitás használt 
mai bizonyos általánosabbak, mim lineáris esetben. Például azt mond-

; . 



egyenletesen stabil), ha minden to időpontban tetszőleges 8>0 számhoz található 
olyan 0(8»0 szám, hogy ha 

=20(8); (2.343) 

akkor 

minden ( 2.344) 

ahol <P(tk' x(to), to) a to-ban x(to)-ból induló rendszer állapotát adja meg a tk időpont­
ban. Ezt a stabilitás fogalmat a 2.34. ábra illusztrálja. Ebben a felfogásban stabilis 
egy "jól műk.ödő" oszcillátor áramkör is, hiszen a bekapcsolást követŐen a rezgési 
amplitúdó korIátos marad. -

Ha egy kezdeti értékre "kilendített" rendszer abba az egyensúlyi állapotba tér 
vissza, amelyből kilendítettiU;:, akkor aszimptotikus (vagy egyenletesen aszimpto­
tikus) stabilitásról beszélünk. Egy rendszer akkor aszimptotikusan stabilis, ha 

1. (egyenletesen) stabilis, 
2. minden to időpontban tetszőleges ,U>8 számhoz található olyan T(p.) szám, 

hogy 

(2345) 

valahányszor 

(2.346) 
és 

1'>0. (2.347) 

Fontos sajátosság, hogy r nem függ xo-tól és iL-tŐl. Ezt a stabilitús fogalniat a 
2.35. ábra illusztrálja. 

-----~~ 

HJl) to .T{Jl) 
2 .. ::;. ~bra. Illusztráció az ~lszin:ptt,tikus slabilli3.s 
lugalrnához 

az átnleneti függ\'ény 
rendSZer súlyfügg\én: é-



nek vagy átmeneti függvényének, vagy valamilyen ismert jelre adott válaszfüggvé­
nyének, tehát a jelet le tudjuk írni a rendszer paramétereivel. 

Ez a kapcsolat jellemző a jel- és rendszermodeilezés valamennyi területére. 
hogy egy adott jelenséget, kölcsönhatást vagy kölcsönhatások összességét jel- vagy 
rendszermodeiiel Írunk ie, sok minden befolyásolja. Van azonban néhány olyan gya­
korlati szempont, mely a választást döntő módon befolyásolja. Mind a jel-, mind a 
rendszerreprezentációval többek között célunk, hogy 

- megfelelő mértékű adatredukciót érjünk el; 
- a további feldolgozás okhoz, elemzésekhez kedvező formát hozzunk létre. 

Sztochasztikus jelek esetén éppen ezeket a célokat 
resszív modellek (lásd 2.19. példa), vagy akár csak a 
változós jel- (ill. folyamat) modellek, melyekről a 4. fejezetben 
lesz. 

eH;sebben is szó 

A jel- és a rendszermodelleknek ez a dualitása természetes következménye an­
nak, hogy jeleket mindig objektumok valamilyen kölcsönhatásának tulajdonít juk, a 
rendszereket pedig kölcsönhatásban ("je1kapcsolatban") levő objektumokként de-
11niáljuk. 

2.19. 

A jcl- és rendszermodellek dualitásának iliusztrálása céljából ebben a példában az 
ún. alitor,~~~'e~s,~il',rr,lOdeil~k lléh~ny .típusát mut~t}~k ,be. , ~ 

A kulomele Jel modellek, lll. .le1reprezemaclOk 1,apcsan IOntos 
jelek ezen modellek ben rögzített jellemző i hogyan módosulnak akkor, 
ha!ad egy rer;.ds~eren .. l\~oSt o~'y~n };endszer-mod~lleket ismertetünk, melyeket 
zaj bemenet re1Ietelezeseve] kulomele sztochasztikus generálására hasz-
nálunk . 

.. 4:: . ..1 1< iiJode!! 

l' -.:... 
J!J j 

-H, 
fl -}..:-" r:. 

rnoc1::11 

aLú: Ú differeDcia egyenlciLcl 

: k=l, , .. , 
csak pólusokat tdrLtlrnazó 

H(:::) = ---;-0---

1+ 

átviteli függvénvt rögzÍt. A {bK' l egvütthatókészlet meghatározása az ...... --- .. '-- J ........ / '-

!::?y a.utokorrelációs függvényének ismeretében lehetséges, él 

ruggest 
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jelölésekkel 

y;b=wr. 

alakban írhat juk, majd balról szorozva és várható értéket képezve 

melyből 

b= 

T [a~, O, ... , O], 

Gyakran használják (2.349) állapotváltozás felírás át : 

f -~1 
I ~ 

A=j 

l O 

Az ,';fA mode!! 

-b"_1 
o 
o 

o 

-b,·l í j l 
o" j 1°1 o I 

.\ ; I: 13= rT_ 
'l. ........ _ 

l . I 
I 

l Ó J O j 

r -b 1] 

I -lJ:;. I 
I; 

. I 
t - iJ" J 

(2.350) 

(2.351) 

(2.352) 

D=I. (2.353 ) 

A..z ún. mozgó átlag (mol'ing average) folyamatmoddl időben diszkrét esetben: 

Af 

(2.354) 

~da~~ú diiIerencicLcgyenktteí jdlemezhető. Ebben a mode1!ben a sztochasztikus folya­
mat jellemzésére az {ak; k= 1, ... , együtthatókészlet alkalmas, egyébként 
cgy~ csak zérusokat tartaln1azó 

(2.355) 

átviteli E::1üek állapotváltozás 

ro o 
i o ° 

A=i: 
I. 
I 

lo o o 

Ol fOl ol 0i 
. 'Ii., K=II. ;1" 

• ~ ;;..J • ~ 

; i I . j 
b j II 

f a,,[ l 
1

1

, a,if-ll 

, I 
- . 

! . , ,. 
laj 

(2.356 ) 

Az ARMA madd! 

Az i\R és az ;vlA modellek .. egvesítésével" jön létre az AR\;IA moddl. mcly a kö­
vetkező dilf.::renciaegyenlcttcl jelíemczhető : 

.V /,\1 

Yr.+ .2: bf.J'n-k== .2: ak}vn_k, (2.357) 
k=l k=O 



ill. az ennek megfelelő átviteli függvény: 

Ai 

N 
(2.358) 

1+ 

ami teljesen azonos felépítésű, mint a (2.239) összefüggés szerinti. AlIapotváltozós 
megfelelőjét pl. a 2.16. példában bemutatott módon származtathatju..1z. Az ARMA 
modell blokkvázlatát a 2.36. ábrán láthatju..1c. 

A jelreprezentáció fentiekben vázolt módja sokféleképpen általánosítható. Az 
alkalmazások szempontjából az általánosítás fontos iránya az adaptív modellek lét­
rehozása. Ezek a fentiekben vázoltakhoz hasonlóak, de paramétereik variánsak. 

AR resz 

2.36. ábra. Az AR;,\!A modell 

röviden kitértünk arra, és a jelfeldolgozás 5Z0-

kölcsönhatásban és 
dualitásáról szóltunk~ Ezek szerint a jelek és a rendszerek an~:1ízise a gyakorlatban 

mértékb;.:n összefonódik, a különféle reprezentációk kerül-
nek felhaszI1álásra~ a Dlegvalósftás konkrét 
mcs elméieti kérdést vetnek fel. A kő-vetkezőkben II problémakör közül két 
területet szeretnénk és nagyon röviden vázolni. Ezek a témakörök il kö­
\'ctKezők: 

ll:: rendszerek diszkrét 

2.2,3. 
irnató 

ha l~']-



(2.359) 

alakban. Az x*(t)= {x(nTsJ} modulált impulzussorozat Fourier-transzformált ja 
X *(1) a (2.37) összefüggéssel adható meg, mely közvetlen kapcsolatban áll az x(t) 
jd Fourier-transzformált jával (lásd 2.37. ábra): 

ver V (j\ (r) ."' .I )=-'-* )PB J , 
.ahol 

/ r) í l 
PBU =10 Ifl~B,J2 

egyébként. 

x(t) 
x (f) 

2.37. ábra. A folytonos és a mintavételezett jelek kapcsolata 

(2.360) 

(2.361) 

Ezeket az összefüggéseket felhasználjuk arra, hogya konvolúciós integrált kon­
volúciós szumma alakban írhassuk le, és ezáltal a súlyfüggvényével reprezentált ana­
lóg rendszert időben diszkrét rendszerrel szimuláljuk. Jelöije H(j) az analóg rend­
szer átviteli függvényét, het) pedig súlyfüggvényét. Ekkor a rendszer kimenőjele 

y(t)= x(T)h(t-T} dr= 

.alakban írhat.ó, ahol 

Bp!2 r H(f)e/2"!! df, 
J 

Jl=-""'" 

melynek FOlli'ier-Lranszforn1~lltja 

ff s(f)= Ps(f)H(f)· 

-nT (2.3ó2) 

(2.363) 

(2.364) 

Bevezetve ez.:;];: Után X,,= x(nTJ, h,,= hrinTs) és Yn= y(nTs) j:ö löléseket él /2.362) 
összefüggésből 

anli a vé~(!redn1énYünk. EZek szerint az anaióg rendszer átvitelét teljes 
m.:;g tudj~k valósítani időben diszkrét [':;Ddszcr felhasználásával, ugyanis az 
<diszkrét sorozatból a (2359) összefüggés felhasználásával Ai) dőállítható. 

(2.365) 
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Az amplitúdókvantálás hatása 

Digitális eszközzel történő reprezentációnál elkerülhetetlen, hogy az analóg jelet 
:lmplitúdóban is diszkrét értékek segítségével írjuk le. 1vEvel az időtartománybeli 
diszkrét reprezentációval a mintavételi értékek helyére előírást adtunk, nem tudjuk 
biztosítani, hogy a jelet pont ott mintav~te1ezzük, ahol értéke éppen a digitális szám­
ábrázolás véges szóhosszávalleírható. Eppen ezért a digitális jelfeldolgozó bemene­
tén elhelyezett AID átalakító a jel egy nemlineáris transzformációját valósítja meg. 
Ez a nemlineáris transzformáció a kvantálás, me1y nagyon sok gyakorlati esetben a 
238. ábrán látható karakterisztikával jellemezhető. A kvantálás erősen nemlineáris 
volta sok problémát okoz a digitális jelfeldolgozásban. Determinisztikus eszközökkel 
való leírása meglehetősen bonyolult ahhoz, hogy beépüljön egy mérési eJjárásba, ill. 

2.38. ábra. A q 16péskörű egyenletes kvantáló karakterisz­
tikája kerekítési algoritmus esetén 

e!2v ielfe1dol!2oZÓ ahoritmusba. Valamivel kedvezőbb a helvzet statisztikai módsze­
r;k esetén. Ilyenkor az e=x-x" hiba statisztikai jellemzőit keressük. Igazak a kö-
vetkező állítások: . 

1. Abban az esetben, ha az x folytonos valószínűségi változó, melynek sűrííség­
függvénye f:Cc) sávkorlátozott <P)s) kamkterisztikus függvén nye] rendelkezik, még­
pedig úgy, hogy 

( ].366) 

akkor a hiba egyenietes eloszlású valószínűségi yúltozó, tehát 

(23ó7) 
egyébként 

azaz a bantáliisi hiba független a jeltől. Ez az ún. elsőrel1(lü kralliúlúsi téie1. 
2. Abban az esetben, ha az Xl és x 2 folytonos valószíniíségi yáhozók, melyek 

együttes sűrűségfüggvénye fXl.XO(X p "2) sávkorlútozott <p.c,x:(Sj' S2) együttes karak­
terisztikus függvénnycl rendelkeznek, mégpedig úgy, hogy 

. 2~ 2~ 
O !11ll1den Is.l~-- vag\! Is,I::=-. q -.l _ q 

esetén, akkor az ej = X j - X jq és e2 =X2-X2(! hibák egyenletes eg.yüttes eloszlású való­
színűségi változók, tehút 



-~'-e-<~' 2- l=2 ' 

egyébként. 

Ez az ún. másodrendíí hal1iú/úsi téie/. 

Bizonyítható, hogy az első esetben cle2=-endő azt megkhánni, hogya 

) (2:rn J= O (L . .' q . nó=O 

(2.368) 

(2.369) 

legyen, míg a második eSetben ugyanez a feltétel (minden 1;=0, és k 7'-0 mel lett) 

- (2:rl 2:rk J' 
1\1.;:: l-q-' -q- O (2.310) 

alakban írható. 

A kvantálási hiba statisztikai jellemzői a fenti feltételek teljesülése esetén a 
(2.366) és a (2.361) összefüggések segítségéve] számítható, így pl. az első két mo­
mentum : 

E{e}=O: (2.371) 

A karakterisztikus függvény femi értelemben vett sávkorlátozottsága a gyakor­
latban a legritkább esetben teljesül. Ha azonban a kvantáló x bemenőjeIéhez hozzá­
adunk egy olyan zajt, melynek karakterisztikus függvénye kielégíti pl. a (2.366) vagy 
a (2.369) feltételt, akkor a hantáló ered ö bemenőjelére már teljesüinek a kvantálási 
tételek, tehát a kvantálás okozta hiba statisztikai jellenlZőit meg tudjuk határozni, 
(2.39. ábra). 

A gyakorlat szempontjából kitüntetett jelentőségűek a Gauss-fo/yu/Jlaíok. Gall55-
folyamatok esetén 

ill. 

IPx·(s) =<P x (s) 'Í'n (s) 

í q L q 
q--Z<n- T 
O eg'd~bkent 

O ha s= 2nn 
q 

2.39. ábra. A kvantálási tétel kielégítése zaj hozzáke\eréssel 

(2.372) 

(2.373) 



A (2.373) összefüggés alapján látható, hogyasávkorlátozottság elvben semmi­
lyen s mellett sem teljesül. Bizonyítható, hogy ilyenkor 

j i [< ,.., ~ (2-me) r . _ - l + -'- L..;. cos -- e 
JJe)- q k=1 q 

lU egyébként 
(2.374) 

i Ii. : 

(2.375) 

A (2.374) összefüggésbőllátható, hogya viszonytól függ az, mennyire köze .. 
q 

líti afe(e) eloszlásfüggvény az egyenletes eloszlást. Ezt illusztrálja a 2.40. ábra. 

~=O,3 
q 

..:-----------~~ e ábra. A_ k: .. :antálási hiba eloszlásfüggvénye 
CL 

a -'" paraméter függvényében 
LJ -

;~\. (,2 .. /:7~4/ 2:~ (2:37.~) öss~e~függéseke~ (ele:il~Z\: l~~th;rt.ó~ .1~~g::,:2 :v~~n.~~~ó.~~ nl~~~t 
ncmllncafls Ké:wktenszuka hatasa csak ekgge OSSL.etClt UfCJCLCSt-fc s"ghSct''' v..1 ko.r 

a paran1étereÍtől 
kvantálásának 

a>O, b<2 

teljesül, az 

I. == (J 

lX1f,lméter szerinti deriváltiai számíthatók a függvény albímas 
ható értékei alapján az alábbiak szerint: 

d" E{a(v v )1.-E f D2l:g(x j
, X 2) 1 n= L. 2, , .. 

d i,;; b" l' A 2 J - l (1X7(1·\,~ f 
A (].377J összefüggésből 

~, '1. r -f [P'g(Xh X2) l} 
L{g~Xl' 'Y2)J= I Lj ()xl;axl~ ) 

" ~ --
l) 

..z'" I r 
u/~-~, 

ahol C azi l1legrúlúsi úlbndó, 
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Ha 
g(x j , Xl) = X 1q'C2q= Ql(Xl)Q2(X2), (2.379) 

:.1kkor a 2.38. ábrán látható kvantál ó karakterisztikát feltételezve: 

()2[Q!(xl)Qix~] l 'y 'y" l' (~~' 1) q\j " ( (~. , q'\1 'i~ () q LJ..LJö X 1- 1.tT _/;;:; o X2- LJTl);;:; . 
0/"1 Xl i j -J -; 

(2.380) 

Ezt behelyettesítve a (2.378) összefüggésbe: 

Á 

prn(v)O(Vl}- 2 ["V'y" {{2" 1)q (?, l)Q)d' ,r> ~t~l '''1 ~l .~2J - q I L.,..LJ] '<lX" l, IT J. ;;:;, -JT 2- I'T'-' , 
J I j \ -
o 

(2.381) 

ahol C=E{Qj(xj)}E{Qix2)}' 

Megjegyzés: A (2.380) alakú kifejezés tetszőleges Q!(x j ), Q2(X2) kvantáló karakte­
risztika esetére is származtatható. 

gyakorlatban elterjedten használják az ún. polaritás koincidencia-korrelátort. 
Ennél 

Ebt>en az esetben q=2, és 

i7 2 [Q I(X I)Qix ,)] 
OX! t1x'2, 

Vagyis 

40 (x l)O(X~. 

4 

J. k6IdimeDZiós eloszlás 
A (2.384) összefüggés szerint a ,",VLU'",<4W l~'J'-J.l'-'iU"H\_·,la 

Inas a korreláCiÓS index becslésére 

r =: sin 

rnásik, használt eszköz az ún. 

Ebben az esetben q=2 (de csak az kvantáióra), és 

(2.382) 

(2.383) 

(2.384) 

akorrelációs 

(2.385) 

Ennél 

(2.386) 

( 
\ 
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Ezek szerint a gyűrűmodulátoros korrelátor alkalmas a korrelációs index becs­
lés ére 

(2.389) 

A kvantálási tételek nagy érdeme, hogy a feltételek teljesülése eSetén a kVD-ntálási 
biba statisztikai tulajdonságait abemenőjel paramétereitől függetlenül (dőre) kiszá­
míthatjuk. Ugyanakkor a digitális jelfeldolgozó berendezések gazdaságos realizál­
hatósága felveti a viszonylag durva (néhány bites) kvantálás alkalmazását, melynél 
az iménti tételek gyakorlati alkalmazását irreálisnak kell tekintenünk. Ezekkel az 
esetekkel itt nem foglalkozunk, csak arra utalunk, hogya becsléseimélet és az 
mális mérési eljárásokkal kapcsolatos eredmények megfelelő alkalmazásával több 
amplitúdókvantálással kapcsolatos kérdést meg lehet válaszolni. 

A következőkben röviden 
és tételeit elsősorban azzal 
döntés-, bccsíés- és szűréstlrnéleti térnakörök feldolgozását elősegítsük. 

A valószínüségelmélet 
leR vé::.telen sokféle 
(a'i ún~ demi 

kisérlelek kirnenetelével foglalkozik, 

kor olyan 

í. P(A)~O. 
2, PU?)= 1. 

3.Hau 

kölcsönÖSen diszjunktnak nevezzük.) 

A lehetséges 

az üres 

l\z események Inegszán11álhatóan sok elenlet tartalnlazó 
axiómák az alábbi fontos következményekkel járnak: 

P(A)2§ 1, P(O)=o, P(A)=l-P(A) és 

A az A esemény komplemensét jelöli. 

eleil1ére 
halmazt 

i} halrnazára a fenti 

Az A és B esemény együttes bekövetkezésének valószínűsége P(ArJB). [Szokásos je­
lölés még P(AB).] 
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l' J'" rr, 
el'fel[elleS va.OSZ!iluseg 

Legyen A és B két esemény. Ha olyan kísérletet végzünk, mcly B eseményre vezet, 
érdekes iehet annak valószínűsége, hogy az A esemény ugyancsak bekövetkezett. Ezt 
a valószínűséget az A esemény adott B mellettÍ feltételes valószínűségének nevezzük: 

P( 'B' P(4IR-~ • "- ~)- P(B) feitéve P(B)r=O . 

(P(A I E) rögzített B mellett eleget tesz a yalószínűségi axiómáknak. A P(B)= O eset 
elemzésének nincs gyakorlati jelentősége.) 

Az Al' A;-" ... , An eseményeket teljesen függetlenek nek neYezzük, ha 

P(AI 

minden olyan páronként különböző i l' ... , ik' Je rnelyeket az első n egész 
szúm közül választottuk ki. Nem elegendő a páronkénti függetlenség, tehát pl. az 
A. B és C eseményekkel kapcsolatosan F(A-B) = F(A)F(B) , P(BC)=F(B)F(C) és 
P(CA)=P(C)F(A) teljesülése esetén elképzelhető, hogy F(ABC)r=F(A)F(B)F(C). 

Az A és B események egy adott C eseményre vonatkoztatva feltételesen függet­
lenek, ha 

P(AB I C)=F(A I C)F(B I C). 

Ha az i= 1,2. ... ~ II páronként diszjunktak és V akkor tetsző-
leges B-re: 

, 

Ha o 

HaA,i=L2. diszjunkü:.k és lj [2 (ilyenkor ÜD. teljes ese-
akkor 

E2Y kísérlet kimenetcléYel kancsolatos mennvisé2ek mérésére valószÍníbé2i \úitozó­
k,~t használunk. Pontosabban" e2Y x valószíniísé;i változó e2V ohan fÜ!2!2~él1\'. me1v 
a fl eseményhez valós számolZat rendel. Ha ,; kísérlet kil~;cnctde ~. ~lkkol: a 110{-
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zárendelt számot xm jelöli. Az x diszkrét valósZÍtlűségi változó, ha diszkiét értéke­
ket vesz fel, folytonos valószínűségi változó, ha értéke egy folytonos értékhalmazból 
származik. 

Szokásosan P(x=a) jelöli a P(g I x(~)=a}) valószínűséget. Hasonlóképpen 
P(x> a) jelöli P( g I x(~»a}) valószínűséget stb. 

F-,z x valószínűségi változótól megkívánt tulajdonságok: 
1. P(x->-- =)=P(x~~ =)=0. 
2. Minden valós a esetén {~I Xmi§a} esemény, tehát Pg I x(~)i§a}=P(x=:§a) 

definiált. 

1.7. 

Az x(E) valószínűségi változó F. doszlásfüf!f!vénye a valószínűséf!Í változó valós ér-
tékké;zletét <:. [O, l] intervallum;a képezi le ~~ ~ 

F/u)=F(x?2l1) 

It az eloszlásfüggvény változója. (Nagyon gyakran ezt is x-szel jelölik, a továbbiak­
ban in is ezt tesszük, ha nem értelernzavaró.) Az PJx) eloszlásfüggvény monoton 
növekvő és minden x pontban balról folytonos. 

lim Fx(x)= l, lim F,(x)=O. 
x--= 

.8. 

Gyakori eset, hogy f~(x) mindenütt differenciálható. _Á2 x valószínűségi változó való­
színűség sűrűségfüggvényét 

alakban 

jJ,,:.2 X és y valószínűségi vúltozók együttes 

_F t·\- D{{· ... <: j-J. ,..\.== 

el::;őrcndbcl1 P(u< X:§ u+ 
diszkrét ~rtéksorozat 

Ha létezik a derivált, az együttes sürű,égfüggvény : 

Adott F~:. 

" 
x J 

---F ox oy -
y j csctén F 

dyo 

F 

írhat-



F2,1.10. Feltételes eloszlás- és sfirűségftiggvény 

Ha x és y diszkrét valószínűségi változók: 

r ( I ) P( I ) f_"('o,;;.)j) J.::: l y Xi Yj = X=X i Y=Yj = ·'I.Y'[~).\ 
yVJ} 

Ha x folytonos valószínűségi változó és B pedig egy tetszőleges esemény, akkor 

F ()=P( '<-J I B)=P{(x:§u)nB} 
-xIBY x "I" P(B) . 

Ha létezik a derivált, a feltéteies sűrű~égfügg\ ény: 

r (v I B)- dFxIB(x) 
Jxv', - dx . 

Jelölje B az y folytonos valószínűségi változóvai tapcsoiatos következő eseményt: 

B= {v< Y:§ V+ LlV}. 

Ha létezik!x.)x,}') ésfv(Y)~O, akkor .0.1:-0 eSelén 

f (v I '1_ I",/x, y) 
-<1.1 -" I };- fJy) , 

az ún. feltételes valószÍnüség-sűrüségfügg"éliY. Fontos eredmény még f,(x) alábbi 
alakja: 

fix)= I Ixl .l(x I y)I/y) d)'. 

,(;,2 x lm, x2(~)' 
\'alószin űségi 

li (ill. x) az eloszlás, ili. sürüségfügg"ény \{ilwzója. Az együttes sűrűségfüEg-,ény fel­
használúsával tetszőleges x i i = 1, 2, ... , 1/ valószínüségi váitozó (vagy yáltozó-kom­
binúció) (együttes) sűrüségfüggvénye e]öállíthaió. Például az elsö k valószínűségi vál­
tozó együttes sfuüségfüggvénye : 

. (\·l~.\:. :. ,.y:,(Xj~ ·\·2~· .. , I r I,,(x) d'''ki-l' . . dx" . 

" 
Feltételes sűrűségfügg\ 0nyck is SZárnl2.ztathatók : 
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F2.1.l2. Valószínűségi változók függetlensége 

fo.:z x és y valószínűségi változók függetlenek, ha {x~ u} és {y~ v} események függet­
lenek minden u és vesetén. Ekkor 

F",jx, y)=Fix)Fy(Y), 

f",jx, y)= fJx)f/y) , 
f"jx r y)= f",(x). 

SZilllliS€:QI változó függvénye 

Ha x egy folytonos valószínűségi változó és gC ) monoton növekvő vagy monoton 
csökkenő, de mindíg differenciálható függvény, akkor y=g(x) valószínűségi változó, 
mely a kísérlet ~ kimenetele esetén y=g(x(~)) értéket vesz fel. Eloszlásfüggvénye : 

f'y(v)=P(y~v)=P(xE {x I g(x)~v}). 

Sűrűségfüggvénye: 

I do-lCJ') I 
.t' '-,) _.(' (G- 1/ "I) i ö . ]YU -Jx ö \fh i dy !. 

Ha x és y folytonos valószínűségi változó és gC, ) egy skalár függvény, akkor 
z= g(x, y) valószínűségi változó, és 

F:(H')=P(z~ w)=P(x, YED:(w))= J J fx,y\x, y) dx dy, 

D/wJ 

y) I g(x, y)~ lY}. 

Ha z== x+ y, továbbá x és y függetl~nck. érvé!1y~s a konvolúciós 

dy= x) dx, 

Ha x és y független valószínűségi változók, a:~kor g(x) és he)') is független ksz, 

Fl 
fo.:z x valószínűségi változó E{x} várható értékén (vagy átlagénékén) a 

Px= I xfJx) dx 



számot értjük. (Itt az integráltól megköveteljük az abszolút konvergenciát, ellenkező 
esetben a várható értéket nem definiálju.1z.) 

A variancia (a;) kifejezése: 

A Csebisev egyenlőtlenség: 

a2 

P{lx-E{x}l>k}§ k~ . 

Sokszor jól használható összefüggés: a;=E{x2}-(E{x}f. A várható érték értel­
mezése valószínűségi vektorváltozóknál elemenként történik. A variancia helyébe a 
kovariancia mátrix lép: 

L',..x =E{(x-E{x })(x-E{x })T}, 

ahol x valószÍnúségi vektorváltozótjclöl. A variancia mindig nemnegatív, a kovarian­
cia mátrLx pedig nemnegatív definit, szimmetrikus mátrix. 

Ha y= gCx), akkor y várható értéke: 

E{g(x)}= l g(x)f,,(x) dx. 

,17. várható érték operátor tulajdonságai 

A várható érték képzése lineáris operáció. Ha Xi teljesen független valószínűségi vál­
tozókat jelöl, akkor 

E{xj X} .. , x,,}=E{xj}E{x}} . . . E{x,,}, 

IOvábbú nulla átlagérték eSetén 

Az x valószínűségi változó k-adil momeI1luma ifl!;=E{xJ:}, k-adi k centrális momen­
tuma pedig: 

Az X és v valószÍnűségj változók együttes momentumai az E {xkyi} számok. 
E{xy} x és y korrelációja. A~ együttes centiális momentumok hasonlóan képahetők, 
E{(x-E{x})(y-E{y})} x és y kovarianciája. . 

Ha E{xy}=E{x}E{y}, akkor a~ xés y 'való~zínűségi változókat k~rr~lá.~a~l~no:,­
nak neVezzük, E{xy}= O esetén pedIg ortogonáhsnak. A független valosZlI1UsegI val­
tozók nnndig korrelálatlanok. 
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Áz x valószínűségi változó karakterisztikus függvénye 

qy ,:Cs)= E{dSX
}, 

ahol j= 5 komplex változó qy.J ) az IX< ) sfuűségfüggvény Fourier-transzfor-
mal(ia . 

Ha Xj, X2, • .• , X n n valószínűségi változó, akkor az együttes karakterisztikus 
függvény: 

q)",(o) = 1, továbbá 1@",(51,52, ••• ,sil)l~l minden valós s;esetén. G\(s) ismeretében 
fxCx) inverz Fourier-transzformációval származtatható. A momentumok : 

összefüggésből számíthatók. 
x és y együttes eloszlása esetén qy,. is!, O). Ha függetlenek: 

= ([;x(Sl)<J\'(s2)' Ha az Xi i= 1,2, ... , il valószínűségi változ6lc 
z==):l+Xl+ ... +xn5 akkor 

.:y valószínűségi változó A bekövetkezésére vonatkozó feltételes várható 

4) == 

ill. 

AJ== A) ox. 

Legwn l' folYtonos valószínűségi változó. Bár az {~i y(!;)= r} nulia 
ese~1ény', f.~)x i .l) dcnníciójúho'Z hasonló módon: 

"ml r-től függő számérték. Definiálhatunk egy E{x I y} valószínűségi váhozól, 
meIy I )'(~)= r} értéket vesz fel, ha a kísérlet kimenetele ~ és ennek megfelelően 
Y(~)=L Ezek szerint E{x I y} az y valószínűségi változó : E{x! y= 
Mivel ez is valószínűségi változó, iétezik a várható értéke: 

{E {Ex i y}}=E{x}. 
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A feltételes várható érték képzése lineáris operáció. Ha x és Ji z-re vonatkoztatva 
feltételesen független, ak."kor 

Ha x és y függetlenek, akkor E{x I y}=E{x}, ill. E{g(x) l y}=E{g(x)} tetszőle­
ges g( ) esetén. 

?,.z E {g(x, y) l x= u} kifejezés kiértékelhető 

1in1 E{g(x, y) i u<x~u+.6.u} 
,6,w-+c 

formában, azaz 

E{g(x,y) I x=u}=E{g(u,y) I x= g(u,y)fYI;',(y i 11) dyo 

Az E{g(x,y) I x} valószínűségi változó az x vaJószínüségi változó függvénye. 
Ha g(x, y)=gj(X)g2(Y)' akkor 

y) I x}=gl(x)E{g2(Y) I x}. 

y)j vaíószinűségi változó várható énéke : 

F(Ff(T\(-~ y') I x'I=P{a(x ,,)} ......... i. .......... to r
\., "'JJ ....... tbV' . .l • 

Ha az Xi valószínűségi változók függetlenek, akkor eiéggé általános feltéteíek mel­
lett az 

yáltozó 

oszlásnoz tart, miközben n->- co, 

Xn il== 1, 2, ... valószínűségi \láltozók egy sorozata. A".zt 
ha xr.m-,.x(~) minden ;E {J mellett. Ez a UC'lilHI.ClV 

túl szigorú. Helyette általában az alábbi denníciók valamelyik ét használjuk: 
Dl: 1 valószÍnűséRgeL ha majdnem minden ~E Q 

minden {J mellett, ahofP(A)= 1. 
D2: x .. -?x átlagos négyzetes értelemben, ha E{llx~­
D3: <->-x szto~hasztrkusan, ha minden 6>-0 es~tén 

Dl Dlagában foglalju 
D2 magában foglalja D3-at, 

15 



ej D3 teljesülése eSetén van az {.\J sorozatnak olyan részsorozata, mely kielé­
gíti D l-el. 

d) D3 tdjcsülése, továbbá -<: C il li" és majdnem minden ~ esetén magáb:m 
foglalja D2-t. 

Bizonyos esetekben hasznos a konvergencia következő denníciója: 
D4: x

il 
-x i:-adik hatvány sz;:;rint, ha E( :xr. - x, 

Az .\: valószínűségi változó normális vagy Gauss-dosz!ású, ha valószínűség-sűrűség­
függvénye: 

(X-ji X )' 

Szokásos jclöl~s : az x y-alószínüségi \:áitozó 
Ha .C (J~) és w\ábbá 

Azx valószín űségi változó karakterisztik 1..15 

Ha x GaUSS-eloszlású Jkkor 

"--J,.<:-{-
l r; 

akkor x-i- J 

::;zü~:6..)o.) . 
0:on:láli~ clo~;z:ljsú 

il1á1i:')~~k . 
~s l~ltét(:lcs slC/sz]ásai is nor-

I-I~~ X iV~(llx? :::xx) akkor az Y==!l.x+b 
valószÍnüs0gi változó h, ). 

Ha x és y korrelálatlan normúlis doszlúsú 
lenek 
k<.:zik. 

L~.:Sy~n Xl cg~y iil, X2 egy il dúncnzÍós Gauss-clo,::,zlású 
lyek nem feltétlenül fü2>.!etlen<.:k. E>.!vünö visclkedésük<.:t 

Az eiső két mome~;tum : ~-



var {x}=var [X1-f.lX1 

r 1 i exp l 2 

'vetületi \"'alószinűség-sűrüségfüggvény 

Az első feLtételeS 1110Dlenturn: 

var 

felhasználásával ill. eloszlásfügg-

a teltételes várható érték Gauss-eloszlású vcktorválto-
zók CSeteD 

az 

Sokszor fclhusznált az 

'v'ektorv'{dtozó ."\;.1 ~,;S X: Gauss-eloszlása eSetén 
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összefoglaló 

A következőkben röviden áttekintjük a mátrixelmélet néhány alapvető fogalmát és 
tételét, elsősorban azokat, melyekre a méréselméleti témakörök feldolgozásánál szűk­
ség van. 

? 

lVlarrllWK es 

Mátrixnak az {au; i= 1, 2, ... , m ;j= 1, 2, ... , n} elemek alábbi elrendezését ne­
vezzük: 

l am l am2 •.• amn 

Vektornak egy olyan mátrixot nevezünk, melynek nl sora és egy oszlopa van: 

l
XI 1 

X 2 

x= . 
I. 

lxmJ 

szorzás a 

Ha az és B mátrixok mérete azonos mXn, akkor tetszőleges kl és k 2 skalár mellett 
értelmezzük a 

műveletet, mégpedig tagonként, tehát 

c ij== k laij+ k2b íj 7' i, f. 

Az összeadás kommutatív. 

Ha az A mátri.\: mérete mXp, a B mátrixé pedig: pXn, akkor A és B összeszorozható. 
A C= AB szorzatmátrix mX II méretű. - ~-

u 
II t:j . 

A mátrixszorzás asszocicl.tív, tehát: 

D= ABC= (AB)C= AfRC). 
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A szorzás azonban nem kommutatív, általában 

AB~BA. 

Az I egységmátrix kvadratikus mátrix (pXp), a főátlóban egyesek vannak, a fő­
átló n kívüli pedig nullákból áll. 

.AI = A, IA=A . 

AJ. (n>~n) méretű A kvadratikus mátrix determinánsát lAl jdöli. Az A mátrix 
első sora szerint kifejtve: 

I a2 ! 

I a3 ! 

+a!3 i: 

a 22 

!1 32 

a 2n 

I 
ann l 

a 24 

a34 

a 2! 

a 3 ! 

-a!2 

an! 

a2n : 

Q3n I 

I· 
i 
! an1 an2 an4 ann 

Teljesül a 

11BI= 
egyenlőség. 

a 23 a 24 aln 

a 33 a34 

an3 an4 

p,z (mXn) méretű A mátrix transzponált ja AT, egy nXm méretű mátrix: 

B=/iJ' 
~- , 'i i,j. 

Fontos tulajdonságok: 

Az. (nXn) méretű mátrix szinguláris, ha =0. nem szinguláris. 

Az (mXn) méretű A mátrix q rangját annak a nemszinguláris kvadratikus mátrLlmak 
a (qxq) mérete határozza meg, melyet az mátrixból alkalmas (nJ-q) sor és (n-q) 
oszlop törlésével kapunk úgy, hogya (q+ l)X(q+ 1) méretű részmátrixok mind sZÍn­
gu1árisak. Például az 



rI 
4-l ~~- 1 

-'-

2 3 Ol 
2 3 OJ 

mátrix valamennyi 2x2-es részmátr.uca szinguláris, ezért rangja 1. A mátrix rangja 
megeflvezik a lineárisan független sorok maxii:ná1is számával és a lineárisan függet-
len ~os~lopok maximális szá~ával. ~-

Fontos tulajdonságok: 
- AB rangja ö§min [A rangja, B rangia]. 
- Egy n-edrendíí (nXn-es)~kvadratik~us mátrL;c akkor és csak akkor nem szin-

guláris, ha rangja n. 

Legyen A kvadratikus mátrix. Ha A nemszinguláris, akkor és csak akkor létezik egy 
egyértelmű B mátrLx úgy, hogy 

BA=AB=I. 

A B= -1 mátrixot az A mátrix (mulriplikatív) inverzének nevezzük. 

Fontos tulajdonságok: 
l)T=(A1)-l. 

- Ha 1 és n-edrendűnemszinguláris mátrixok, akkor 

A.:z kvadratikus mátrix m-edik 
szorzattal definiáljuk . 

Negatív nl esetén, 

A.:z mátrix polinomja 

konstans. 
továbbá 

(m>O egész) az 

i alakú kifejezés, ahol 

Az kvadratikus mátrixhoz rendeljük hozzá az 

o , 

3 ! 
., 

-1 -1 

alakú rn tényezős 

i=O,l, . . "ll 

sorozatot. Ez konvergálni fog elemenként, mégpedig az exponenciális értékhez. 
~A mátrLxsorozat határértékét ennek megfelelően eA-val jelöljük. A rendszerelmélet­
ben gyakran előfordul az 



mátrix. Ennek fontos tulajdonsága, bogy p(A)eA1 = eAtp(A), és e-At= [é'J-I. 

1ffegjegyzés: A...z A kvadratikus mátrix egyéb függvényeit az exponenciális függ­
vény hez hasonlóan definiáijuk. 

Ha az A mátri x függvénye a t skalár változónak abban az értelemben, hogy éi mátrix 
minden eleme függvénye a t-nek, akkor 

dA = (da:ll 
dt dt ) 

A definíció következménye, bogy 
dA dB " --dt n. dt . 

p....z eAt definíciójából következik, hogy idő-invariáns mátrix esetén 

d (eAr)= AeAt=eAtA. 

Az integrálás hasonlóan, elemenként értelmezett: 

r ([' ) J Adt=L aijdt . 

'cD 
Ha ([J egy x vektor skalár függvénye, akkor ~~; egy olyan vektort jelöl, melynek 

i-edik c1ern.e 

Ha rp egy 

80 

--1m 
TIlátrix skaiár függvénye~ akkor u - egy 

indexű ele111e 

D1átrixot jelöl, 

Ha egy x vektor függvénye, akkor egy olyan mátrixot jeíöi, 

. " éh', 
mdexu eleme r:-:.-:- . 

o"'j 

és 

A...z kvadratikus mátrix Is1- karakterisztikus po1inomjának í' j gyökei az A mát­
rix sajátértékei. Ha l. j sajátérték, akkor létezik legalább egy olyan x vektor, melyre 
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Az ilyen tulajdonságú vektor a mátrL" ún. sajátvektora. Ha a sajátértékek egy­
szeres gyökök, akkor hozzájuk rendre egy sajátvektor-készlet tartozik, melyek ele­
mei csak egy állandó (nullától különböző) szorzóban különböznek egymástól. Több­
szörös gyökök esetén több sajátvektor is tartozhat egy sajátértékhez, melyek azon­
'">an nem egy állandó szorzóban különböznek egymástól. 

Ha a i-i sajátérték valós, akkor a hozzátartozó sajátvektor is valós, ha viszont 
j_j komplex, akkor a hozzátartozó sajátvektor is komplex lesz. 

Ha JZ A mátrix minden aij eleme nulla minden icF j esetben, akkor az A mát­
t :,,:ot 2: .. Q.vnál mátrixnak nevezzük. 

A diagonál mátrix főátIójában szereplő elemek az A mátrÍx sajátértékeivel 
egyeznek. 

Egy tetszőleges A mátrix determinánsa és sajátértékei között 
n 

IAI=_77 J' i 1=1 

osszdüggés áll fenn. Ha az A mátrL" szinguláris, akkor legalább egy sajátértéke nulla . 
. '\z A mátri;" r(A) racionális függvényének sajátértékei az r(}_j) számok, ahol J_j az 
~\. mátrix sajátértékeit jelöli. Az eAt sajátérték ei é/lesznek. 

ah:)l i_ i az A mátrix sajátértékeit jelöli. További tulajdonságok: 

tr p .. +B]=tr [B+ =tr [A]+tf 
tr tr [B'A7] = tr tr [ATE'], 

r. 

tr 

Ha a7. A kvadratikus mátrix olyan, hogy AA'=I és ennek megfelelően A'A=I, ak­
kor Ori ogonálisnak nevezzük. Ilyenkor a sajátértékek abszolút értéke egy. 

Ha A= A', akkor szimmetrikusnak nevezzük. A szimmetrikus mátrix jellem­
zője, hogy sajátértékei valósak, továbbá ha Xl a i.l-hez tartozó, X:;! pedig a 1.2-höz 
tartozó sajátvektor, akkor i. j cF)'2 esetén O. Ebben az esetben az Xl és x2 vek-
torok at orto!Ionálisoknak nevezzük. Ha akkor ferdén szimmetrikusnak 
nevezzük. Il)::nkor az A mátrix sajátértékei tisztán képzetesek. 

Az A kvadratikus mátrix karakterisztikus polinomja: 
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Ezt kielégíti az A mátrix, tehát 

Ebből következik, hogy Am tetszőleges m> íZ esetén kifejezhető az I, 
mátrixok lineáris kombinációjával. 

F2.2 015 o Kvadratikus m.átrix ID..imIll1al polinomja 

... , An-l 

Az A kvadratikus mátrix minimái polinomja egy olyan minimális fokszámú m( ) po­
linom, melyre m(A) = O. p,z m( ) polinom osztója minden olyan p( ) polinomnak, 
melyre p(A)=O. Ily módon osztója a karakterisztikus polinomnak is. 

Mátrix diagol'izálás, m:m:'IXOK hasonlósága 

Legyen A és B két n-edrendű kvadratikus mátrL-x. p,z A és B mátrixot hasonlónak 
mondjuk, ha létezik egy olyan T nemszinguláris n-edrendű kvadratikus mátrix, hogv 

B=T-IAT. 

A hasonlóság ekvivalencia reláció, tehát 
l. A.z A mátrix hasonló önmagához. 
2. Ha az A mátrix hasonló B-hez, akkor B hasonló A-hoz. 
3. Ha A hasonló B-hez és B hasonló C-hez, akkor A hasonló C-hez. 

A T hasonlósá,ü transzformáció hatására a saiátértékek -,,'áltozatlanok marad-
nak, ugyanis - , -

es 
= 

Ha egy adott mátrixhoz raiálható olyan ,hogy 

diagonál mátrix, akkor az mátrixot diagonizálhatónak nevezzük, a A főátlójában 
leVŐ elemek az mátrix sajátértékei a T mátri;;: oszlopai pedig az mátrix saját­
vektorai. és T egyaránt lehet komplex. 

Nem diagoniiálható valamenny~i kvadratikus mátrl.;-\:. Ha a mátrixnak nincsen 
többszörös sajátértéke, akkor diagonizálható. EUenkező esetben akkor és csak akkor 
diagoíiizálható, ha a :minimái polinomnak nincsen többszörös gyöke. A...kkor is dia­
gonizálható a mátrix, ha ortogonális, vagy ha szimmetrikus, ilL ferdén szimmetrikus. 

Az A n-edrendű szimmetrikus mátrixot pozitív definit nek nevezzük, ha nlinden nul­
lától különböző x esetén az xTAx mennyiség pozitív. Ha az xTAx mennyiség minden 
nullától különböző x-re nem negatív, akkor az A mátrixot pozitív szemidefinit neh 
nevezzük. Az xT Ax kifejezést kvadratikus formának nevezzük, mivel felírható 
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i,j=l 

szimmetrikus mátrix akkor és csak akkor pozitív ha 
pozitívak . A pozitív szemidefinit mátrixok eset én asajátértékek nemnegath"ak lesznek. 

H,: D egy nXn-eS 111átrix, akkor az ... ~::::::DDT pozitív szel11idefinit, és é:kkor és 
csak akkor lesz pozitív definit, ha a D 
is az V=DTX ielölés felhasználásával az xTAx= 
ség: akkor és ~sak akkor áll fenn. ha 0, ami nem nulla x eserén csak akkor 
képzelhetö el, ba D rangja kisebb A mátrixot 

Ha és B pozitív szemidefinit mátrixok, akkor A+ TI szemI-
definit. Ha legalább az egyik pozitív akkor A+ defírli, 

lu x vektor hosszúságát (méretét) az l10rmával jeiiemezzük. normál löbbféle-
dCTIniálhatjuk, de rninden esetben be kell tartani kÖY;;lkczé) fcltételck~.::1. : 

1. x; ~O n1il1dcI1 x-re~ és 'll~l:.or és csak akkor, x== 
2. tetszőleg oc és Illindcn x cSt::lén. 
3. x+ I 1111nden x és :f I11ellelt. 

x =I
r 

~ 
t.i~ 

1 
1--:" 
I-

I, 
J 

f\ ScIzH'ar.z-f5Jc 

Az il-(,;S rnúrrix 

akkor HZ 'l 

I11aX Xi 

ji:.. fenti háro IT! norn!~i csetén HZ il1átrix 

rnax 

/:1. iTlátri."\ norrnák fontos tulajdonságai: 

szokásos 3lternativ" deTIníciói : 

;; 

rnax 

és. 

.. .L\z .. 4. kOIl1plex rnátrix unitér, ha _.\_~*== .::/\:::::: I. * kOfnplex k.onjugáít trdDSZpo-
náltat jelent.) Az kompl;;x mátrix hermitikus, ha , és ferdén hermitikus, ha 
A= - "~'o Azok a mátrL'i:ok, melyek ezen rulajdonságok ':alamelyiké',"el rendelkez­
nek, unitér mátrix felhasználásával diagonizálhatók. A hermitikus mátrixok ',"a1a­
mennyi sajútértéke valós. 
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A rendszerelméletben gyakran előforduló differenciálegyenlet : 

ahol egy nXn-es 
oldás 

x pedig egy it vektor. Ha A konstans, akkor a meg-

x(t)= 

Ha ~4... nenl konstans, akkor a Illegoldás a 

difierenciálegyenlet megoldása révén nyerhető. Ez a megoldás általában analitikusan 
I1c-rn szB.rn1c:ztatható. ISD1eretes azonban, a TI1egoldás 

alak Ú:o J.hol 

dx 
dl 

hogy 
i o) az ún. (áliapot) átmeneti mátrix. Ennek a mátrixnak fomos tulaj-

fontos eset eUn diflerenciálegyenle[ inhomogén változata: 

t) ; 

előfordul a 

~ilakú difTerenciálegyenlet. I(onstans és esetén a rnegoldás 

Az függvéliyének kiszámításánál kedvező lehet a következő azonos~ág : 
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ugyanis, ha A diagonizálható, akkor T választható úgy, hogy T-lAT diagonális. 
j(T-IAT) kiszámítása ilyen esetben nagyon egyszerű, és a keresett j(A) ezek után 
rj(T-IAT)T-l összefüggéssel adott. 

F2,2,22, lVlátrix inverziós Av.." .. .!...,.a 

felépítése 

A következőkben a 2.3. szakasz kiegészítéseként áttekintjük a jdterek felépítésével 
kapcsolatos matematikai vonatkozásokat. 

F2.3.1. lVletrikus terek 

Az Xteret metrikus térnek nevezzük, h" az x, yEX dempárhoz Ílozzárendelt d(x, y)­
-R leképezés (általánosított távolság) a következő tulajdonságokkal rendelkezik: 

1. d(x,y)~O; d(x,y)=O akkor és csak akkor, ha X=J'. 
2. d(x, y)= d(y, x) (szimmetria). 
3. d(x, ::;);§ d(x, y)+ d(y, z) (háromszög-egyenlőtlenség) x, y, zE X. 

Ugyanabban az X térben különböző távolságfogalmak definiálhatók. Mindegyik 
távolságfogalom meghatároz egy (a többitől különböző) metrikus teret. 

Az általánosított távolság:fogalom felhasználásával fog:almazhatjuk meg: a kon-
vergencia metrikus térbeni fogalmát. ~ ~ 

Az {x,,; xn E X, n= 1, 2, ... } sorozatot konvergensnek ne,'ezzük, ha létezik olyan 
xE X·, amelyhez tetszőleges E>-O mellett megadható egy lio pozitív egész szám úgy, hogy 

n~ilo=d(x", X)<E. 

Gyakori jelölés: 

hm x,,=x. 
n-+ oc' 

konvergencidwbjdonságok vizsgálatakor fontos jutnak az un. 
Cauchy-sorozatok. A Cauchy-sorozatok azzal jellemezhetők, hogy tetszőleges E>-O 
mellett van olyan flo pozitív egész szám, hogy d(xm, Xn)<C valahányszor iil. il~1I0' 
A háromszög-egyenlőtlenség felhasználásávul belátható, hogy minden h.onvergens 
sorozat egyben Cauchy-sorozat is. A Cauchy-sorozatok azonban nem feltétlenül kon­
vergensek minden metrikus térben, egyszerűen azért, mert elképzelhető, hogy az az 
elem, élmiha tartanak, kívül esik az X halmazon. Azokat a metrikus tereket, melyek­
ben minden Cauchy-sorozat konvergens, teljes metrikus tereknek nev;:;zzük. 

A konvergencia mellett fontos további fogalom u jolywiZosság. Metrikus terek­
ben a folytonosság egy, a szokásosnál általánosabb fogalmát használjuk, ugyanis itt 
a folytonosság szempontjából vizsgált f függvény rendszerint egy (X, dl) metrikus 
teret egy másik, pl. (X, d2 ) metrikus térbe képez le. Azt mondjuk, hogy azjfüggvény 
folytonos az Xo pontban, ha l'.~tszőlcg.:s .:>0 esetén található olyan 0>-0, hogy 
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dl(x, x O)<ö=d2(y, )'0}<8 

ahol y= f(x), Yo= f(xo)' 

xEX, yEY, 

Ha a függvény az értelmezési tartományának minden pontjában folytonos::lak 
bizonyul, akkor azffüggvény folytonos leképezésl valósít meg. 

A metrikus terek felépítésénél fontos tulajdonság még a szeparábilitás. Az (X, d) 
metrikus teret szeparábilisnek nevezzük, ha tetszőleges 8>0 mellett tudunk olyan 
(megszámlálhatóan sok elemet tartalmazó) sorozatot találni X= {Xj, X2' •.• J-ben, 
me1yre d(x, X;)<8 néhány i és minden xEX esetén. Ez azt jelenti, hogy ebben a meg­
számlálhatóan sok elemet tartalmazó sorozatban a (szeparábilis) metrikus tér min­
den cleméhez találunk tetszőlegesen közel eső, sorozatbeli elemet, azaz a teret le tud­
juk írni megszámlálhatóan sok elem (koordináta) segítségével. 

F2.3,2, Lineáris tere k 

Lineáris térnek nevezzük azokat a (jel-) halmazokat, melynek elemei a következő 
tulajdonságokkal rendelkeznek: 

Aj A halmaz tetszőleges x, y elempárjához hozzárendelhető egy x+ y elem, meIy 
ugy,mcsak eleme a halmaznak, továbbá: 

J. x+ y= y+ x (kommutativitás) 
2. x+(y+z)=(x+y)+z (asszociativitás) 
3. létezik O elem, mégnedig Úgv. hog\, minden x elemre: x+ 0= x 
4. l'vlinden x elemhe;~end'élh~tő egy' -x elem, mellyel x+(-x)=O 

B j Értelmezett a skalárral való szorzás, úgy, hogy minden éJ. skalárhoz és x elem-
hez létezik egy o:x elem, meIy ugyancsak eleme a térnek. 

A skalárrai történő szorzás tulajdonságai: 
1. 7. (j:ix) = o:px (asszociativitás) 
2. lx= x és Ox= O minden x elemre 
3. )')=7.x+7.)' (disztributivitás) 
4. [3)x== :t..X + fLy (disztributiyit8S) 

Attól függően, hogya skalárok valósak vagy komplexek, valós vagy komplex 
lineúris térrel van dolgunk. A lineáris lér II elemének súlyozott összegét az il elem 
ifneáds kombinációjának nevezzük: 

n 

Bdátható. hOQ\ a fenti II elem ÖSSZC~ lehelSéQes lineáris kombinációía ugyancsak 
lincúris teret alkot~-Ha k i vesszük az il ckmbőlll;ö- II elemet és ezek összes lehetséges 
lineáris kombinációíát tekintiük. aUor cl lineáris tér eQ\ ún. lineáris allerh írjuk le. 
Kitüntetett szen:pcr jútszdnük iJzok ~:Z {.y,: i= i, 2, .~-.. Il} halmazok, melyekre a 

egyenlőség csak akkor teliesül, ha valamennYÍ éJ.. nulla. Ilvenkor a lineáris tér ezen 
ef~meit h;zeárisan fúggeíÚneknek nevezzük. -A lineárisan -független eIe;Ylek hCil álló 
halmazok egyetlen elem<:.' sem fejezhető ki a többi halmazelem lineáris k;:.mbinúciója-
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ként. Jelölje M az lZ lineárisan független ; i= l, 2, ... , ll} elem (vektor) által ki­
feszített teret. Mivel az M tér valamennyi elemét egyértelműen kifejezhetjük az {x i} 
vektorok lineáris kombinációjával, az M teret n-dimenziós lineáris térnek nevezzük . 
.Az Xi halmazt 1'1.[ bázisának és azt mondjuk, ez a bázis az 
M teret. .Az 10,1 tér bázisaként valamennyi II lineárisan független elemet tartalmazó 
M-beli halmaz megfelelő. 

fo~ X lineáris tér egy lvI alterének eltolásával az ún. aJ:fin alteret kapjuk: 

A sík esetében az .iil altér egy origón átmenő egyenes, míg a V affin altér egy 
ezzel párhuzamos "általános egy~nes". ~Ezek szerint a~ M altér felfogható az OI:.igÓ~ 
átmenő egyenes, a V affin altér pedig az általános egyenes általánosításaként. Erde­
mes megjegyezni, hogy V csak elfajuló esetben tartalmazza az origóÍ. 

A met"rikus tereket definiáló távolságfogalom és a lineáris terek ben értelmezett al­
gebrai fogahnak összekapcsolása oly módon valósítható meg, hogy definiáljuk a 
lineáris térben valamennyi elemre annak "méretét", az ún. normájúI. Az x vektor 

normája a következő tulajdonságok kal rendelkezik: 

1. ~O és akkor, ha x=O, 
2. =2ilxll 
3. ==1v:ll!X!l. 
Ezeket a tulajdonságokat összevetve a metrikus térné i rögzített tulaidonsú~ok 

Ld belátható, hogya 

dr.:llníció·vai I11etrikus térheZ jutunk. P~ltalában erre a 
ha a normáit lineáris teret metrikus térként vizsgáljuk. 

A normált lineáris terek egy fontos osztálya a BanGch-tér, 
tér teljes, azaz minden Cauchy-sorozat konvergens benne. 

Az x lineáris tér x, y elempárjához (vektorpárjához) rendelt ,y) 
belső szorzatnak (vagy skalárszorzatnak) nevezzük:, ha eleget tesz 
tételeknek: 

1. (x, y)= 
2. (<xx + tiy, z)= <x(x, z)+ ti(y, z), 
3. (x, x)~O és (x, x)=O akkor és csak akkor, ha x=O, 

1111I1t rn::lrik1JS 

SZáI110t 

a kőv:;tkező fd-

Az 1. és 2. tulajdonság következménye (<xx,y)=:z(x, és (x, xrJ=x(x,y). 
A belső szorzat definíciójának fontos következménye, hogy az 

,X;;=(.\",X)2 



választás megfelelő normát eredményez. Ez a norma tulajdonságaiból kiindulva iga-
zolható, egy;dül a háromszög-egyenlőtlenség kíván külön magy~rázatot. ~ 

belsőszorzat-terekkel kapcsolatosan gyakran használj1LK a Schwarz-féle egyen-
lőtlenséget: ' 

I(x, y)i2:;§ (x, x)(y, y). 

/>,2 egyenlőtlenség igaz volta könnyen belátható, mert a 

O:§ 'l..y, x+'l..y)=(x, x)+o:(y, x)+Ci(x, y)+ IcsI 2(y, y) 

'n' • b (x, y) 'h 1 .... , 1 ( ) l(x,y)1
2 

O 'b"j 'll" egyenlotlenseg en 0:= - -( --) ...J.e yelLesnesse_ X, x - ( .) >- , amI o az a _ltas 
\y,y y,y 

köveLKezik. 

Visszatérve a háromszög-egyenlőtlenségre: 

(XTY, x+y)=(x, x)+(x,y)+(y, (y, 

=C +1!yji)2· 

Tehit 

+ 
azaz 3. háromszög-egyenlőtienség is teljesül. 

Azokat él belsőszorzat-tereket, melyek teljesek is, tehát rendelkeznek azzal a tulaj­
donsiggal, hogy bennük minden Cauchy-sorozat konvergens, Hilberl-teré~;nek ne­
vezzük. 

Az c1júrás egy számítústechnikailag igen kedvező módszert ad ononormúlt búzis­
rendszer létrehozásához. 

ki az ill tér 12 lineárisan független {L' i; i==- 1'j 2, 
;} ortonormált bázist a következő összefüggésekbői 

li']:::.::Vl' 

H' 2=V:-(v:, uau ], 
}t'3==V 3-(U 3, U2)U2-(V 3, u!)u 1, 

i-i 

11'j==V}-::Z (uj,U;.JUk· 
k~ l 

i= 1,2, ... , li. 
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Az eljárás lényege a szám n-esekből felépített lineáris vektorterekre gondolva 
egyszerűen illusztrálható, hiszen ebben az esetben a belső szorzat a lineáris ~ktortér­
ben él;telmezett skalárszorzat, ami merőleges vetítést jelent. .I>::z F2.3.1. ábra az eljárás 
két dimenzióban ábrázolható lépését mutatja be. 

w ! /1
V2 2 

I 
1/ / I , 

(V2 ,u,)u, F2.3.!. ábra. A Gram-Schmidt-eljárás 

Fl.3.7. Lineáris funkcionálok 

Az X komplex lineáris tér f: X-c leképzését lineáris funkcionál nak nevezzük, ha 

f(f'J.x+ i:iy) = ~jCx)+ (Jf(y) 

f,(x) = (x, ep) 

lineáris funkcionál. Ha ráadásul Ilepij<K, azaz korlátos, akkor f,(x) folytonos. Ez a 
Schwarz-egyenlőtlenség felhasználásával bizonyítható: 

If (x) r (y)1 (x X m)--li v X Illiml! KI: ,. ,. i <; -)<;"0 = - o' Y; =11"- OIIIi,I;<..t>.!·,- ..... o: 

tetszőleges xoEX-re. 
Ha X HUbert-tér (tehát teljes is), akkor minden folytonos lineáris funkcionál ki­

fejezhető a fenti belső szorzat alakban, és minden folytonos lineáris funkcionálhoz 
egyértelmííen hozzárendelhető egy őt generáló epEX vektor. 

Az x lineáris tér felett értelmezett funkcionálok ugyancsak lineáris teret alkot­
nak, ugyanis 

i ll. 

1. Vektor összeadás és skalárral való szorzás pomonként történik, tehát: 

2. A tér normálható pl. a következő definíciók valamelyike alapján: 

f =sup{lf(x)l; ~], xEX}, 

r . "{ F. 1 r( .' 1-- -.' ' . /' -', j =11111'-, j ,\) =E,Xl,XcAJ' 

Ha a funkcionál normája korlátos. akkor a funkcionált korláwsnak nevezzük. 
A korlátos funkcion~lok folytonosak, mert If(x)- f(xo)I-'lf(x- xG)I:=§ 

:=§:Jllx-xol', és mivel Xo független IlF-től. Ugyanakkor a folytonos lineáris funk­
cionálok korlátosak, mivel az origó környezetében a folytonosság alapján 

<o=lfC,y);<c=lfCy)I<:E, <2 
o 

irható. Ezek szerint lineáris funkcionálokra a korlátosság és a fol) tonosság ebiHI­
lensek. 
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Az frp(x) = (x, p) összefüggéssel felírt lineáris funkcionálok normája a fentiek ér­
telmében: 

lif<;\\=!lpli· 
Ha csak a Hilbert-terekre szorítkozunk, akkor a lineáris funkcionálok tere is eQV 

Hilbert-tér, mely nagyon szoros kapcsolatban áll az X térrel. Erre a szoros kapcs'O'­
latra való tekintettel ezt a Hilbert-teret X konjugált térnek nevezzük. Tudjuk, ho~y 
a két tér között egy egyértelmű megfe1eltetés van: 

továbbá r -r 
j~<;=cqq;' 

Mindezek alapján igazolható, hogy 

(f,,f,,)= (p, lp)= (1p, p) 

alkalmas definíció az X-beli belső szorzatra, és az ennek felhasználá~ával konstruál-
ható i!f<;it = (/'1',/<;)1/2= ugyanaz, mint a fentiek szerinti. 

Az "Y és X Hilbert-terek fentiekben vázolt szoros kapcsolata alapján belátható, 
hogy, ha {u;} az X tér egy bázisa, és ennek a bázisnak {v;} a reciprok a, akkor ff J 
az X tér bázisa, és J kifejezhető 

f"_,,>,c '.c 
) - Ld) {Uj)) L', 

i 

alakban. 
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j~ fnt2r()cszközök a 111érési a bcrn.enctükre kerülő ái-
Jítják elő. Az infoflnációfeldolgozás c:zaz a 111érőeszköz inforrnációátvÍteli 
1 k . '1 ,',. '-1 •• " •• , ,... . ••...••. • •• 
Lara,/t,~rls~t~.::C~Janal( sp~C:TI~aC10Ja a nlereSl ;';lJ~ras . . Pl Il1(:re:ü e!J~r~lS tervezesc Lcilat 
.a TI1erOeSzkOzok tervezesenek azt a szakaszat jelentI, ann a ll1ereSl feladatból indul 
ki és az információátviteii karakterisztika specifikálás ával zárul. 

Annak lnegfeleiően, hogy száinos és ehhez szanlos 
TI1érési feladat képzelhető a Illérési tervezési módszerei is rendk í-v·ül sok-
félék. E tervezési I11ódszerek kÖZÜl mind általánosságában, luind 
alkaln1azhPJóságában kiernelkedik a becslés- és döntéseln1élet 
a cteterrninisztikus és sztochasztikus szélsőérték kereső 
a 
"~·ető kérdésf.;lttVéSek és a 
sorban él n1érési 
indulási 
sához. 

3.1. szakaszban bevezetőként me2.vizs2.áljuk a mérési 
optimumkritériumok megváiasztásának ;zempontjait, röviden 
eljárások tárgyait típusait. 

3.2. szakasz a I11érési eljárások tcrvtzésének 
tések általános jdlcmzőit foglalja össze. 

becslések eS dön-

A 3.3. szakasz a Bayes-becslések alapelvét ismerteti, bemutatja a különfél<:: 
Baves-becsléseJc származtatását, azok tulajdonságait. ism<::rreti a nemrekurzív " 
rekurzív eljárásokat. . . _. 

A 3.4. szakasz a rnaxinluDl likclihood becslés f02alrnáL 
donságait adja nleg. Foglalkozik cl rnaxirnunllikelihood becslés ös li 
kapcsolat á val. 

A 3.5. szakasz a legkisebb négyzetes hibát biztosító becslésekkel 
áttekintve a neIl1rtkurzÍv és él rekurzív ITle52valóshás rnódszereit. I'vlcszrnutatiE 
kisebb négyzetes hibájú becslések és a Bay;s-, valamint a maximum iikeliho'od becs­
lések kapcsolatait. 
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A 3.6. szakasz néhány determinisztikus és sztochasztikus szélsőérték kereső el­
iárást mutat be. melyek részben ismert hibafü,H!vénvek csetén alkalmazható konver-

~J ~ '_ '-'- .-

gens il1érési eliárásokat udnak. 
~ A 3.7. sz"akasz a döntéselmékt aiapjait 
rásük Bayes-döntés, illinimax döntés:" 
kivül röviden megadja az egyes eljárások 

foglalja össze. Az a!ap\ető döntési eljá­
- szárrnaztatásán 

lataikat. 
)3.1.. egyáltalán nen} foglalkozik a spt:cifikcilt iTlérési ii11plen1entá-

lásának, tehát a jelfeldolgozásnak él problémáival. Ezekre él kérdésekre él könyv 5. és 
24. fejezeteiben találunk utalásokat. 

rnérési eljárás a berntnetére érkező z 

- , 
:::·ecs!esi 
szcbQt~ 

""'-",- ~(z) 

~) 
f'Íegf i 9lde{e,s i V?f 

3.1. ábra. ,~ becslési eljárás lcképczései 
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viteli csatornát valószínűségi (sztochasztikus) leképezéssel modellezhetjük. A vizsgált 
rendszer paramétereit úgy tekinthetjük. mint a paramétertér egy-egy elemét. A para­
métertér lellemzésénél két esetet kell megkülönböztetnünk, meIy megkülönböztetés 
a kialakított mérési eljárást is befolyásolja. A keresett a paraméter lehet valószínű­
ségi változó, melynek statisztikai jellemzőit pl. sűrűségfüggvényét,fa( a), ismerjük, ill. 
lehet ismeretlen értékű, de nem véletlen mennyiség. A két eset közötti különbséget a 
mérési eljárá: származtatás ánál az a priori ismeret képviseli. A paraméterekre vonat­
kozó mesTIQ.velés a vaJószínűsé2.i leképezésen keresztül nverhető. 

A m'égfIgyelések képezik a~megfigyelési tér elemeit. Á. megfigyelési tér e1cmeihez 
a becsléseke; a becslési eljárás vagy becslő rendeli hozzá. Ez az az algoritmus. amely 
a megfigyelések alapján a becslést eredményezi, a konkrét megfigyeléseket felhasz­
nálva a keresett paraméterhez értéket (becslést) rendel. 

A becslő vagy becslési eljárás tehát egy olyan fizikai rendszer (a mérőeszköz) 
matematikai modellje, aminek bemenet ére a megfigyelés kerül, kimenetén pedig a 
megfigyeleshez tartozó becslés nyerhető, (3.2. ábra). 

z 

A bt>cslő 
bemenett> 

g(. ) 
o.=g(2) 

Bt>csles=.o bt>cs!ö 
kimenete 3.2. ábra. _~ becslő lnint tlzikai rendszer 

Ha az or: becslést a z zajos megfigyelések alapján kapjuk, az or: = g(z) becslés való­
sz~n~s~g~ v~ltoz?, függetlenül attól, hogya mérendő mennyiség (a paraméter) való­
SZ1l1useQ.l valtozo vaQ.y sem. 

A döntési eljárJs folyamatában (3.3. ábra) az előzőekkel analóg elemeket ta­
lálunk. 

A rendszeren végzett megfigyelések eredményeit itt is a megfigyelési tér elemei 
reprezentálják, melyek az általában ugyancsak zajos csatorna következtében \aló­
színüségi leképezés útján nyerhetők. 

A valószínűségi leképezés tárgya azonban a paramétertér folytonos elemkészlete 
helyett egy forrás megszámlálható (diszkrét) kimenete. A forrás I;:gyes kimenetei a 
vizsgált rendszer adott jellemzőjének (paraméter, állapot stb.) lehetséges, diszkrét 
értékeihez tartoznak. A megfigyelési tér eJemeihez a dömési tér elemeit a döntési sza-

rendeli hozzá. 
Döntéseknél a kiinduló forrástér és a végső döntési tér megszámlálható. diszkrét 

elemet tartalmaz, szemben a becslési problb--ná'vai, ahol áltai~,ba~--a forrá~tér és cl 

becslések tere is folytonos. . 
E különbség kö~v'etkeznlénye, hogy a döntési és becslési feiadatok 

ban él nagymértékű elvi hasonlóság ellenére eltérések vannak. 

Forras 

Megfigyelesi ter 
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3.3. ábra, A döntési eljárás: 
leképezései 



3.1.2, Hasonlósági kritériumok 

A mérési feladat megoldásakor a mérendő rendszer ideális modell jéhez minél inkább 
hasonló modellt szeretnénk nyerni. Mint az 1.3.2. pontban láttuk, ezt a hasonlósá­
got egy alkalmas hasonlósági kritérium bevezetésével fejezzük ki, ami a 

C=C[J\J(a), M(Cl)] (3.1) 

skalár értékű fÜQQvénv. 
A hasonlósági k(itérium konkrét alakja a mérési feladat jellegétől, az a priori 

ismeretektől és bizonyos mértékig szubjektív tényezőktől is függ. Mivel él kritérium 
megválasztása jelentősen befolyásolhatja él mérési eljánis tulajdonságait és származ­
wtásának módszerét, lényeges áttekintenünk alapvető típusait. 

A kritérium alakját az 1\1(a) ideális modell a paramétervektorára, azaz a méren­
dő jellemzőkre vonatkozó információ megjelenési módja határozza meg, hiszen a 
kritériumnak az ideális modelltől vett eltérést kell kifejeznie. 

A mérendő jellemzőre vonatkozó információtípus'ok következők lehetnek: 
a mérendő objektumon végzett megfigyelés konkrét eredménye z (adott li be­

meneti gerjesztés mellett, ha ez értelmezhető) ; 
- a mérendő jellemző és a megfigyelések közötti sztochasztikus és determinisz­

tikus kképzés ismerete [ezt az fz:a(z I a) feltételes vaiószínüség-surííségfüggvény, az ún. 
csatornakarakterisztika fejezi ki folytonos esetben] : 

- a mérendő jellemzőre \-onatkozó a priori ismeret [ami az fa(a) valószínííség­
sűrLíségfüggvénnye1 írható le ugyancsak folytonos esetet feltételezve]. 

Ha mindhárom információtípus rendelkezésre álL akkor a hasonlósági krité­
rium vonatkozhat közvetlenül a mérendő jel!emzőkre. Ekkor ugyanis megadható az 
a paramétervektor II posteriori valószíníiségeloszlása adott z megfigyelések mellett, 
(lásd 3_3_ szakasz), amiből meghatározható az adott megfigyelések meliett maximális 
yalószínűségű vagv legkisebb átlagos hibájú mocÍC:l1. A hasonlósáó kritérium e2V 
konkrét alakja leh~t pl~ a _. ---

átlagos négyzetes hiba. 
-Ha ni~~s a priori ismeretünk a mérendő' aKhor <'z j~ i a) surű~ég-

függvén" lehet hasonlósági kritérium. hiszen segÍtségével megkeröhető az az cl para­
mé"t'érveí,tor, ami mellett ~z aktuális z megfigyeÚ~sek ~ leg\'aló~zíi1ííbbek (lásd 3.4_'za-

az eSetbc-n ptdig, ha csak (1 z rn~gfigyelések állnak l'tnch:lkezé-ST"r":. ~: ha­
sonlósású kritériumot az adott u gerjesztés mellett megfigveit adatok és az í,lO­

dell nek -azonos Qerjesztésre adott z~< válasza közötti ~ltérés segítségé,-el ddíj~i{,i!1Clt­
juk, (Úsd 3.5. sz:,kasz). Egy konkdt'eset a négyzetes hibakrité;ium: mikor 

(3.3 ) 

Ennek o; szerinti minimuma az optimális becslés. A fejezet további ré'Lt:ihéJl a 
hasonlósági kritériumoknak, így az optimumkritériumoknal, csak néhány típusa, 
elsősorban a négvzetes kíitérium kerül tárgvalásra. Ennek oka. hOi2\' ~: néi2\zetes 
kritérium mellett~ az optimumfeladatok meg~ldása matematikai szcn;;)ontbórtöbb­
nvire kedvező, másrészt a néQvzetes hibának a hibateljesítmén\ vailV hibaenergia 
révén fizikai értelmezés adható~Természetesen számos más optim~mkiÚérium is ha~z­
nálható a mérési eljárások tervezésénél (abszolút hiba, kölcsönös információ stb.), 
amik alkalmazása a- mérési feladat természetéből adódóan indokolt lehet. 
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A becslési és <1 dömési eljárások igen sokfélék lehetnek. Kialaküásukat befolyásolja 
~: felhasznált fi ro r ,az a~kaln;azott ~ op~in11;n:kritéril~11., a D1érendő lcna­

megngyelesek szama es fe1nasznalasl modp, stb. Igy 3Z egyes 
sZerinc rendSZefezbetök, hozhatók cgynlással 

.:-\ ft;lhasznált Li prior: isnlerelek és ti hibakritériuTIl rnegllatározóak 
döntési eljárásak szárn12ztatásában, valan1int tulajdonságaik TI1cghatározásában. 

~\'1int ~iZ előző pontban láttuk, a lehetséges a priori lS111eretek ti illérendő rcnd-
ill. a megfigyeiési vonalkoz-

IS. 
tárgyalt mérési eljárások egy nagy csoport jánál 

illcrClek lehet6-Vt teszik az optin1l1111kritériuDl analitikus felirását és az 
aminek eredményeként megkapjuk a becslési, dömési 

15-

e1-

a legtöbb a priori iSll1tret á szárn1aztatásához 
~zu!~SeS::eS~ eQvre csökk-.;nő iSTI1elctek birtokában el a rnaxirnuDl like-
lihood~és él leQ.kis~bb né2vzetes hibájú becslőkhöz. 

Döntés} i~}adatoknáf uQyuncsak lehetséf!es az a nrlori isn1erelek TIlennviséQ.e SZe-
• . • • r'-;' ." ~ ..... J' J., ~ " ~ ,..; ...... 

Tmtl r<:ndszéTacs. bccslcSl elJéuasokhoz hasonloan 19y szarmazmtllatok a 
" minimax, ci maximum likclihood és a Neyman-Pearson-döntések. 

~~ felsorolt becslési és döntési alaptípusokon belül il1ég to'vúbbi altípusok d~fi­
nijlható~ .az ,0.ptinll~!11k~·i,t.é,ril1m ~s ~lZ a~ priori iS!11eretek )~OJ!~,rét alakja ~zerint, 
l1c-k a I111I11rnalls vu.rlancHiJu, legkisebb atlagos negyzetes hIbajú, ,Gal!ss-Ivfarko1', 
kisebb hibájú lincár!s~ stb. becslésel:~ anllket részletesen tárgyalni fogunk~ 

rcséSl TnódszcfCk.rc é::; 

, a Il1érési 

él döntések sztochasztikus jellegüek, nlinősitésükre 
szolgálhutnak . 

be\'C'Zd;ük a becslések és a döntések minősítésére szolgúló 
segítségével összefoglaljuk a becslések és döntések legfon-



A becslések és döntések minősÍTésére a nagymértékű elvi hasonlóság ellenére eltérő 
jeliemzők megadása szükséges. 

Döntési eljárásoknál a kapotI döntés leheL helyes vagy hel:;te1en. A döntési e1-
minősítésére a hibás döntések alkalmas. Becslési problémák nál a 

bonyolultabb. A becslési folyammokat jellemeztük, ezek többlépé-
ses szrochaszli1(us leképzést valósítanak 111eg II keresett jelleil1Ző és a becslés (a) 
közörL 

láttuk az becslés a sztochasztikus leképzés 111iatt 1111nden esetben vaió-
változó, függetlenül attól, hogy az mérendő valószínűségi vál-

tozó-e vagy' sen1. 
A becslés iellemzésére ezen a. Ui'.J".'-H'U..>,",.'~i változó statisztikai leírása szolgál, a 

becslés "jóságára" ezért 61 -nak a rögzített a mellett érvényes eloszlás- vagy sűrűség­
jellemző. 

I feitételes sűrűségfügQvénv adott a esctén a különböző me2.fJ2.ve-
becslések lehet~ég;; tartományát és ezen tartományon belmTel-

oszlását adja rneg. Egydin1enziós esetben 
p~ldát a 3.4. ábra. 

slírűségfüggvénYTe mutat egy lehet"' 

b(G) 

Sűr 

célszerübb az éi yalószÍnG.', 
zőjét tekintenI a HjÓSÚg~' . Ilyen je]leIl1Zl)k lchC:1I1fh 
*",·árható trr~k ~s a co\' [ti, &. aJ feltételes ko\·ariancii-l. 

hogy azt t;;kintjük "jó ~~ becslésnek , ha dZ 

nlinél közclt>bh yan hozzú~ és 
fl} fcllél.~i(:~;\ ú ~haló 

(i becsks lehet des 
l aj TIlinél kiSebb. Ez e,gydjnltnzjós csctbtn aZi . 

hoc\' a lt:ltétcles - vartila] - értéke, többdinlcnzlós es~tben pedig a 
LO~·~irianci3.rnátrix f6átlóbeli elcrneinek értéke legyen kicsi~ ahol él fé1áI1óbr;1i ck:nlek 
" becslés kompoDcnselnck varjanciáját meg. 

éi tehát ,:jó~' becslés, ha sürűségfüggyényc nünél inkább a szűk környezetében 
csúcsosodiK. va:;:yis az 61 becslések lehetsé>.:cs urtomáDY" kicsi és e tanom{my a kö­
zelében van: 1eh;tőlcg tartalmazza is a-t. -
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A becslés minősítésére tehát az 

E{éi l a}= r &h !2J i. I a) déi 
J 

feltételes várható értéket és a 

cov [éi, éi 1 a]=E{(éi-E{& 1 a})(&.-E{éi 1 a}f I a} 

feltételes kovarianciamátrixot használhatj uk . 

( 3.4) 

(3.5) 

A feltételes várható érték ismeretében definiálható a feltételes torzítás. ami azt 
mondja meg, hogy éi feltételes várható értéke mennyire tér el a mérend6 paraméter-
től, vagyis: -

b(a)=E{éi l a}-a. ( 3.ó) 

Az éi becslés és a ténvlef2es a érték hasonlósáúm szokás alkalmazni méf2 a becs-
lés átlagos négyzetes hib~ját~ (1YJSE): ~ -

a)(&-an a}. .7) 

amely az elózó jellemz6kkel, a becslés feltételes kovarianciamátrixával és a fdtételes 
torzítással k ifejczhetó : 

lvfSE~a=cov [Ei, Eil a]+b(a)bT(a). 

Az átlagos négyzetes hiba tehát csak akkor lesz kicsi, l1<! mind a torzítás, mind 
a variancia (kovarianciamátrix) - amely él hiba "véletlen" komponensének tekint­
hető - kis értékű. 

Olyan becslési eljúrüsoknúl, mikor ismert az l,,( a) valószínűség-s{ír[íségfüggH~ny. 
definiálható ~, Lltétd nélküli várható énék : 

F{ ;:;'\- r:- fEf;:;' i ,.,)\ 
~ '-'-j -.L" l lJ. I "'fJ' (3 

Co') ~~ f~llét~l néik ü1i ko\ariancililllútrix is: 

CO\: [a, a l 
Az eddigiek alapján a becslések alábbi tulajdonságait deilniáljuk : 

.\ ~':'-'slés feltéteL:sen torzítatlan, ha 

r{éiia} a. (.Uj; 

A r;:][é~cl ndküIi torzíWlbnság is megadható ennek mintájára: 

N\ihámaló. hoS!.\ búrmeh' feltételesen torzítatlan becslés fc:1tétel nélkül is 
to"rzítatlan. \"Íszo~;t fordítv:, ez nem szükségképpen igaz. 

TorzÍLott bt:cslésnéJ~ arllennyiben [l torzítás a-nak Deni függ\"én}'c, vagyis b(a)== 
a btcslés a lorzítú~~ul korrigálható és így torzítatlanná tehet6. Ha a torzítás a függ­
\ énye. ez a korrekció nem végezhető el, mivel a torzítás az ismerellen pammétert(íl 
is függ. 
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Haiásosság 

A becslés hatásossága az átlagos négyzetes hiba nagyságával van összefüggésben. 
A hatásosság kritériuma külön deHniálható torzítatlan és torzított becslőkre, ahol a 
torzÍIást értclmezhetjük feltételesen vagy feltétel nélkül. Általánosságban azt mond­
hatjuk, hogy egy becslő hatásosabb, mint egy másik, ha átlagos négyzetes hibája 
kisebb. Torzítatlan becsléseknél ~z átlagos négyzetes hiba (MSE) és a variancia (vagy 
kovarianciamátrix) megegyezik. Igy pl. az egydimenziós, feltételesen (v. feltétel nél­
küi) torzítatlan éi becslés hatásosabb, mint ~!, ha 

var [a I a]<var [j/I aj 
ill. (3.13) 

var [a]<var [n 
ahol y szintén valamilyen feltételesen (v. feltétel nélkül) torzítatlan becslés. 

Többdimenziós esetben torzítatlan becslések nél a hatásosság vizsgálata a ko­
varianciamátrixok segítségévellehetséges. 

Ha pl. a 

cov [i, a i aJ=E{(a-a)(o:- ay I a}<E{(y-a)(y- af I a}= cov(y, y I a] (3.14) 

feHétel teljesül, akkor az ct feltételesen torzítatlan becslés a-nak hatásosabb becslése, 
mint y, amely szintén a feltételesen torzítatlan becslése. 

A (3.14) feltétel egyenértékű azzal, hogya 

cov [y, y l aj cov [a, a i a] 

különbség mátrix nemnegatív definit. 
A hatásosság vizsgálatánál komoly jelentősége van, hogyabecslők adott osz­

tályára megadható az átlagos négyzetes eltérés (v. torzítatlan esetben a variancia) 
alsó korlátja. Amennyiben egy becslő átlagos négyzetes hibája (varianciája) il meg­
felelő osztályban érvényes alsó korlátot eléri, a becslőt hatásosnak mondjuk. Külön­
böző becsksi osztályokra vonatkozó alsó korlátokkal a 3.2.2. pom fogbJkozik. 

~~Z 3: b~cslés t:légséges, ha bárIl1ely egy~b y becslés eSetére igaz~ hogy 

( 3.15) 

az a becslés infofTI1ációt tartahr,az a-ról, 
a-nak 

Jviegjegyzés: Az elégséges becslés fogalmának definiálásakor meg kell emlhcni az 
elégséges statisztika fogalmát is. Statisztikának nevezzük -v-alamelv adaLOk (való'zí­
n ű;ég[ változó egves re:'1lizációi) adott függ-v-ényét (ilyen statisztik; lehel p 1. az ada­
tok ~gyszerű -v-agy súlyozott átlaga stb.). ~fulajdonképpen a becslő is stati-sztihát ké­
pez a bemenetére terülő adatokból (megfigyelésekből). Minthogy a statisztika az 
eredeti adatok valamilyen függvénye, általában kevésbé "informatív" mint az eredeti 
adatok, így például a statisztikából képezett becslés várhatóan kc:vésbé lesz pontos 
("jó"), mintha a kiinduló adatokból képeznénk. -

Elégségesnek akkor nevezünk egy statisztikát, ha adott célra - pl. egy becslés 
vagv döntés meghozatalához - a bemenő adatok által hordozott minden lénveges 
inf~rmációt tart;lmaz. lu elégségcs becslés tehát egyben eJé!;\égcs statisztika is~ -
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Aszimptotikus tuiajdonságok 

SZekvenciálls eljárásoknál, ahol lépésenként, a megfigyelések számát növelve 
a becslést, definiálhatók az aszinmtotikus tulajdonságok, melyek k-+- = esetre vonat-
koznak. Sok esetben fontos az i~, a be-csiések-· - a 
számának függvényében ismerjük. 

A..z aszimptotikus tulajdonságok deí1niálásához 'vezessük be az 
amely a-nak k ll1egfigyelés felhasználásával D1eghatározott becslését 

Az becslés aszimptotikusan torzítatlan, ha 

Em Efi.(k) I a}= a. 
k-= 

Kon::isZlcncia 

ha k nö\"elésével értelcIl1ben 

Az alkalmazmt 
konzisztenciárói, ha : 

beszelhttünk . sztoch~lszükllS 

lim 
k-,-= 

tetszőleges s>O melleu. 

lim 
f::.->= 

"vagy 

!lnl 

Ha 
tásos. 

valószínűségi 

normális eloszlású becslés 

ha: 

Amennyiben eloszlása k-+- CX~ meHe!t normális c1oszláshoz tart, akkor 
aszimptotikusan normális eloszlású. 

becslés 

Az aszin1ptotikus tulajdonságok vizsgálatának fontosságát a szel<venciúlis 
rás októl függetlenül az is indokolja, hogy a kedvező 
zítatlansáf!" rninin1ális variancia .. hatásosság: stb. a 
szűk körc-~cndejkczik, míg ugy~nezen tulaJdonságok aszimptotikus esetben, vagyis, 
ha a i11egfigytlésszán1ot TI1inden határon túl növeljük, az eSetek nagy részében fenn­
állnak. 
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3.2.2. átlagos négyzetes alsó korlátja, 
Cramer-Rao=egyeniőt!enségek 

Láttuk. hog:v a becslő.k minősítésének eQvik leQfontosabb kritérillma az átla sos négy­
zetes eÚéré;~ Bizonyítható, hogy adott általán;s feltételek teljesülése esetén ,,;z át1ag~s 
négyzetes eltérés soha nem csökkenhet egy pozitív korlát alá, ahol e korlát csak a 
mérendő naraméter és a me~rfigveiések lz o(z, a) egvüttes sűrűségfüggvényétől és a 
bea) torzíÚstól függ. TorzítatJa~-becslőknéf az alsó ~l~orlát a becsi6 v~;ian~iájára vo­
natkozik. 

Az alsó korlátot definiáló összefügg~seket Cran-.er-Rao-egyenlőtlenségeknek 
szokás nevezni. 

Az egyenlőtknségeket előbb egydimenziós esetre ';izsgáljut, majd utalunk a 
többdimenziós esetre vonatkozó áltaiánosításra. 

Tetszőleges a valós válwzóra vonatkozó bármely torzítatlan becslés varianciá­
jára az alábbi alsó korlát adható: 

(3.20) 

Ezzel ekvivalens a következő rnegadás : 

var 
f ,- :l21 r ( I r-) )-1- l 

1 - S .. U _n J ZI l a Z . -[ 1 (J1'1J>-i ,- . 
-- c. = -~ l [} 2 : I 

L t cl J-" 
(3.21) 

Ha il. becslés torzÍlOtt a Cramer-Rao-egyenlőtJenség a következőre adódik: 

r«A_ )21 ):Z::!-_1..Ldb(a)]lrFfo2Infzla(zIG)}1 
-Cí a. a a J - -, 1 ~ l c\ o l 

~ l Ga _ t oa'" ~ 
(3.22) 

amelynek szimén létezik . ..zOj-szal ekvi\ukm; formája. 
Torzított becsíőknél azonban il Cmmer-Rao-egyenlőtlenség alkalmc:z<lsa n~eg­

lenetősen korlátozott, 111i'vel a lorzításfügg\·ényt általában nern 
korlátok létezéséhez 

a ln 
es 

lélezzenek és abszolút integráihatók legyenek. 
Az előző egyenlőtlenségek feltételes átlagos 

rianciára vonatkoznak. Amennyiben ismert a mérendő 
ségfüggvénye, alsó korlát Íeltétel nélküli eSt:1rc is becslőkre 
akkor is alkalmazható, ha a torzításfügQvényt pontosan nem isn~eriük. Az dl\énWt-
lcnség ugyanis a következő : ~~ ---

í f[Ci í--!' í7 a)12I)-1 
E{(a-af}~lEt UdI

J a;\_, J fJ ' 

vagy az ezzel ekvl\"alcns alak: 

~{(A )21_í _f021nfz,a(z.a)I]-1 
ba-a '-l-kl '\1 ( 

"l l oa- J 
Ezek létezéséhez 

o lnfz,aCz, a) 
oa és 

éf1lnfz, a(z, 
oa2 

(3.23) 

(3.24) 

177 



létezése és mind a. mind z szerinti abszolút interrrálhatósá2:a szüksérres, továbbá a 
bea) torzításfüf!\!.\'énvnek ki kell elézÍtenie <; : ~ ~ ~ 

'-'- "" '-

lim b(a)Ia(a) = O (3.25) 
(l-== 

összefüggést. Ez utóbbi nyilván nem jelent szigorú feItdelt, hiszen Ía(a) co-ben zé­
rus, 19y a .25) feltétel ellenőrzéséhez nem szükséges a torzításfüggvény pontos is­
merete. 

Az eddizi csvenlőtknsérrek közül csak az alkalm~lzásokban talán le:2fontosabb 
(3.20 j-at i;;a:Zolj~;k, él többi igazolása ennek analógiájára könnyen dvége.:ihető. 

Az igazolás a Scinvan.:::-errvenlőtlensé2 alkalmazásával !ehetséses. Nlivel él becs-
lés tUízít;dan b(a)= O, va.>;yis:- - ~ 

E{(á- a) I a}= J I z1 aCz I a)[8.(z)- a] dz=O. (3.26) 

A f;ifejezést deriválva, majd az inresráIás és a differ,.:nciálás sorrendjét felcserélve 
kapjuk a következő összefüggést: 

Jf' J" (" I 'd " jn OIzln\zla) f'( \ ]d . - J ),1 a Z aJ. z-t- J --a;-- ta zJ-a z=U (3.27) 

Az első ras e\!.v sűrűsésfüu2vénv intcL'ráíja, ,.:zért értéke pontosan + 1. Felhasználva, 
hogy - -- - -- - - . 

lj lnIzl iZ I a) f f7 I ) oa zla\~ a 

a következő összefüggést nyerjük: 

-a]dz=l. 

Az integrandust két függvény szorzataként felírva: 

majd a Sc!nmrtz-egyenlőtlenséget alkalmazva: 

ú nhl a L I aj r J 

" 

f ) l r (- I \ 12 

------ II l J _ Oa _ . z 
i a) dZ} { 

Az egyenlőség akkor és csak akkor igaz, ha 

í 78 

(3.28) 

1 

2[á(z)- dz== l, ( 3.30) 

(3 

(3.32) 



Látható, hogy (3}1) baloldalán kvő };iftjezések a (3.20)-ban szereplő várható 
értékeket adják meg. Igy 

r:{[A() ]21) [E {( o In1z1 a(z I a) 1
1

211- 1 

-'-' u\z-a a?~· }l . 
., oa) J J 

(3.33) 

Az egyenlőtlenség másik alakja is egyszerűen belátható, ennek bemutatásától azon­
ban itt eItekinWnk. 

Megjegyzések: 

1. A megadoti egyenlőtlenségek azt a lényeges tényt fejezik ki, hogy megfelelő 
feltételek fennállta eSetén létezik az átlagos négyzetes hibának (:tvl SE) alsó korlátja, 
igy Iliábavaló lenne ennél kisebb MSE elérésére törekedni. 

2. Lényeges továbbá, hogy ezen alsó korlátok elérhetők, és ennek feltételei is 
megfogalmazhatók. Az alsó korlát e1éréséhez az iz I a), ilL az iz,a(z, a) sűrűség­
függvényeknek kell bizonyos feltételeket kielégíteniiik. A feltételes átlagos négyzetes 
hibára vonatkozó esetekben [(3.20), (3.22) összefüggések] a (3.32) összefüggésnek 
kell fennállnia, vagyis: 

[á(z)- a]k(a), (3.34) 

ahol k(o) csak a mérendő paramétertől függő konstans. 
A feltétel nélküli átlagos négyzetes hibára vonatkozó (3.23) és 13.24) összefüg­

gések bcn az egyenl6ség akkor és csak akkor teljesül, ha 

81n1z a(z,o) k(A(' ----."--= - . a z)- aj 
8a 

(3.35) 

minden z-re és minden (I-ra, ahol k nem lehel füc[véme a-nak. 
Amenmibcn ee\ becslésnél az MSE az :,lsó i "OrláÍot eléri. a becslést hataso:;11ak 

~ ~J ' 

11C\ czzűk. A hatásosság fc!tétdeit tehát és (3.35) adja meg. 
GOiIssiz: I a), ill. /;.a(z, o) sliriíségfiig\ények melletl a fenti te]-

í~Y ft kapott becslés l1atásos lc:-:z. 
3. i\ };i~ba alsó korlátja ó.!talán0síth~11ó esetre j~. {:n;i~,(ír ~:Z a nié-

rendlí mlfaméter II dimenziós \\:ktOf. 

. T~rzítallan esetben a becslés fc1tél~'k~ },o\arjancian~átrjxáré: " l<ö\Cl},CZ\; 31 só 
korlát adható: 

CO\ l:'l~ a l 
ahol J az ún. Fisher-informúciós mátri.\. 

Az nXn-es mútrix elemei él köwü,czCi}" : 

A l1músos;;úg feltétck itt is az, hog~ ! 3 
és csak akkor lesz igaz, ha 

_n-. . D 111 Z i a) 
a i = L f.e fi a) -.--'-".!,'---'----

·=1 

r l".r (7 i "') 1 _ F- J J. .. l j zla ~ ! ~ 
- -- 'l--oa, oa-.-r 

t . J .) 

\agyis. ha é: becs ks hitú,ía ,IZ III fo ,,(7: a) p"rciális dcrj\ 
ként úljíth"tó ciC), 

13.36) 

3.37) 
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Ismert fa(a) a priori sfuűségfüggvény mellett a feltétel nélküli átla2:Os né2:\'zetes 
hiba alsó korlát ját definiáló egyenlőtlenség: - ~-

E{(a-a)(a-a)'1~ (3.39) 

me ly torzított esetben is alkalmazható, anéH::üi, hogya bea) torzításfügg\"énYl pon­
tosan ismernénk. 

Itt tehát a becslési hiba korrelációmátrixára kapunk alsó korlátot: 

(3.40) 

l\ inforn1ácjós I11átrix n10st két tagból áll : 

(3.41) 

ahol elemei 

) r ö lnfz,la(Z I a) J1 ~ ff ---'--",.::.-----'-Jl--aa
j
-- f = - ~ II infzla(z I a) II 

~ o ro (3.42) 
Jai' aj J' 

elemei a következők: 

.43) 

látható. hOQV Je az a uriori ismereteket. pedig a megfigyelésekbői származó isme-
rekket' kép-;';iseÍi. • ' 

_ !': Gallss-s~rűség~üggv~nt;k ~:z ,.:gydimenziós es.::thez hasonióan - itt is biz-
tosltJak a becsles hatasossagat, vagyIS Ilyenkor (3.36) -ban, ill. (3.39) -ben az egyen­
lőség áll fenn, 

a felhasznúlható a lsrn',;fetek szerint 
Baycs­

akkor alkaln1azhatók~ ha a 111eghatáro-

3.3.1. pontban a Bayes-bec51ők niapelvél, szúrn1azLatúsuk f;.;ltételeit 15111er-

.:.~ 3.3 . .2. pont a ncnlr~kurzív Bayes-becslőket alkaln1azott k.ri-
tériunlfüQ:Q\"énvek es~tére szárn1aztnt iu. 

A n;~1rel:urzív Baycs-becslőkke-i Gauss-eloszlások l11.ellett (l 3.3.3, pont foglal­
kozik. 

P:- rekurzív il1cgvalósírásr li 3.3.4. pontban, I11íg 3. Ga!15S-closzlásokra yonatkozó 
rekurzív megoldási a 3.3.5. pontban foglaljuk össze, 

Tétekzzük fel, hogy az ism~retlen a valószínűségi változó paraméi.ert él {zJ megfigye­
ksek felhasználásával kíyánjuk becsülni, Tétdezzük feltovjbbá, hogy az ismeretlen 
p:,raméterről bizonyos eIőismerettel rendelkezünk, melyet a paraméter fa(a) a priori 
\':dószínűség-síírííségfüggvénye ad meg. Ez azt jelenti, hogy éi keresett paraméter-



értéket egy olyan valószínűségi változó adott realizációjának tekintjük, melynek sű­
rüsédüggvénye ismert. 

~A ~;érendő rendszeren végzett megfigyelések további ismereteket szolgáltatnak 
az a paraméterről. Minthogy vizsgálati modellünkben feltételezlÜk, hogy megfigye­
léseinket zaj terheli (zajos a jelátviteli csatorna), ezért kiénékelésükhöz a megfigyelé­
sek !za(z i a) feltételes sfuűségfüggvényét, az ún. csatornakarakterisztikát ismernünk 
keil. E sűrüségfüggvény rögzített paraméterérték meliett adja meg a megfigyelések 
lehetséges eloszlását. A megfigyelés utáni ismereteket - amelyek az a priori és a meg­
figyeiésekből származó ismereteket is tartalmazzák - a paraméter !alz(a I z) a pos­
teri ori sűrűségfüggvénye adja meg. 

A~ a pri;ri. és az ~ pos~eriorf sűrűsé~függvényekne}: ~ ~,ö;e~k~ző sZ,emléletes ér­
telmezesr adhatjuk. Az a merendo parameter olyan valosZll1Usegl valtozo, mely adott 
tarrománvban az a priori sűrűségfüQQvénv által meQhatározott eloszlás szerint tet­
szőleges értéket vehét fel. A rends~er~~ Yégzett megfigyeléseket a paraméter egy adott 
re',ilizúciója n:ell~tt n~el~~ül~, ~g} a. megfigye~sek. ?izony?s 'paramé~erért,ékeket jobban, 
masokat kevesbe valOSZll1Usltenek. A megngveleseket lS m:velembe veve az a poste­
riori sűrűségfüggvény adja meg a lehetség;s 61~tékek tartomtG1yát és ezen tartományon 
belüli eloszlását. ~A.n1ennviben a il1e2:TIf!yclések Tarlaln1aznak a paranléterre vonatkozó 
információt. az a posteriori sűrííségfDggYény a konkrét paraméterérték egy szűkebb 

terjed ki, (3.5. ábra). 
hogy minél több ismeretét SZéfzünk cl megfigyelések által a para­

annál jobban leszűkhjük Ll pcraméter lehetséges értékcÍnek tartományát, s 
19y annál jobb becslést kapunk. 

A Baycs-becslési módszerek mindegyike az él posteriori sűrűségfüggvény meg­
hatúrozására vezel, aniely tehát a IDcgfi;yeléseket is i1gyelen1be véve az a paraIl1étcr 
teljes statisztikai leírását adja meg. 

A teljes statisztikai ismeretre azonban nincs mindig szükség, ezért célszerű lenne 
a lehetséues értékek közül egyet kiválasztani és azt tekinteni a bécslési eljárás ered­
ményének, a-nak. Iiyen leher;'-éges yálasztás pl. az a poSteriori sűrűségfügg\ény maxi­
mumához tartozó érték. ami azt jelenti, hogy becslésnek a paraméter megfigydés 

énékét tekintjük. Azonban bármelyik értéket is választ juk ered-
lesz . /\ becslési hib~i : 

(3 

szintén \;aló~zín{í5égi 
~lZ becslés 

non 
c nyek alakulása 
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Definiáljuk a becslés átlagos hibáját a köv-etkezőképpen : 
Legyen 

r 
R(C!., a)=E{CCCf., a)}= J CCC!., a)f"lz(a i z) da, (3.45) 

ahol C(O(, a) a hibakritérium, melyet szokás költségíüggvénynek is nevezni. 
A költségfüggvény bevezetése pl. lehetőséget ad arra, hogy az eltérő hibákat kü­

lönböző súllyal vegyük figyelembe, de összetett becslési problémánál C(C(, a) bármi­
lyen feldolgozási algoritmust jelölhet, amely viszonylag egyszerüen megvalósítható 
és amely én-ényes optimumkritérium alapját képezheti. 

R (:x a) i 

/ 

EQY é:;,ZCíŰ khetséges \álasztás. ha a költségfüggyény csak a becslési hibától 
függ .. ;~gyjs C(CJ., C( r\ 3.6. ábra az átlagos hiba alakulását nll1tatja~ 
költségfüggyény: 

C(a)=(z-of 

esetére, attól fÜQ[Clíen. hO:2\ a khetséQes értékek közül melyiket il becslés 
eredményének. X BaJcs-b~cslő az a pawméter olyan &B becslését amely az 
R álÜ1QOS hibát minim~,lizália_ A minimális átlaQos hibát BaYé's-bibárd; llc-,czzük és 
a toYábbiaL ban RB-ve] jelö(jük. ~ 

Látható, hCJgy a Baycs-hibát I11ind az a posleriori sür(íségfügg\·ény. Ill1nc1 a Lritérilll11-
fÜQ:2\énv bei"olvás\.,lia. 

~~ Az 'a Pl)St~íiOI'( síírííségfügg\(~ny meghatározása a Baycs-szabá ly alkalm2zásá\"al 
lcht..'t~ége.s : 
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fa(a)fz!a(z I a) _ 
fz(z) -

A Bayes-bccslő tehát 

-- a becsülni kívám paraméter j~(a) él priori sürüségfüggvényétól; 
a megfigyelések fz:a(z ! a) feltdeks sürüségfüg,ényétől; 
és a c( 0:, a) kritériumfüggvénytól függ. 

Bayes-oecslők 

( 3.48) 

A becslők származtatásához írjuk fel az átlagos hibát. Mivel a becslés a z rtiegfigyelés­
től és az a tényleges paramétertől függ, és mivel mind z, mind a valószínüségi \á1-
IGZÓ, ezén a várható értéket az fz,a(z, a) együttes sürüségfüggvény szerint kcll ké­
peznI. 

(3.49 ) 

Az együnes sűrüségfüggvénYI szorzat alak ban felírva nyerjük 8Z átlagos hiba kÖVd­
kező alakját: 

R= J [f)Z) J e(o:, 3)faiz(a I z) da] dz. (3.50) 

a 

Az összd'üggésbcn a belsó integrál rögzített z megJigyelés melleu adja meg a hibát, 
melyet feltételes átlagos hibának llc,ezünL és amelynek z szerinti várható értékét a 

határozzuk meg. 
j~(z) llen1 negatí;.'" ~lZ hiba rnininlal1zá!ása a1cns él fe1télcl~s 

útla"os hiba minimalizálásával. 
~ A minimumoI o: értékének mt.:delelő meQ.válaszlá:-::ával meriük, ÍQY " minimum 

eiéréséi'ck szübéges fdtétde, hog;: a feltétel~s átlagos hiba ; :,~erintrderivúlt.ia zé­
rllS legyen. 

e(o:, a)j~lz(a l z) da" " = o. 
13 

A covábbi vizs"álat clvé:=zéséhez il kri[~rillmfüQQvél1\ isnKTde szükséQes. 
Említ;tt~i~. h.?gy. a költsfgf~gg:'éI~f' ill: ai.~ptiI;':lInk.ritérium . -

zon}o~ rllcrtcKlg onkenyes. l\ koltsegfuggvcny lJcfolyasolJa ti bccslts t 
valamint megvalósítlmtóságát. Megválasztúsánál ezért 

- az adott alkcilmazús követelményeit 
és il minél t;gyszerübb rcalizúl];aLó~,'igot kdl szem elÖlt tartanunk. 

/3.51) 

A gyakorlatban a Ba~ves-bccs](jknél leggyakrabban alk[tlmazott költségfiigg\é­
nyek cl következök : 
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- négyzetcs hibafüggvény : 

C(et., a)= .z (:zj-aY 
i=i 

- abszolút hibafüggvény : 

- egy(~nletes költségfüggvény ; itt kis hibákhoz, 
, ~ .. 

ail<~ y l-fe 

(3.52) 

ha 

(3 

zérus költsé"eL az ennél nm!vobb hibákhoz pedi" állandó (pL eQVSéQl1vj) "'''' >.tc"" 
rendelünk, <.{hol .6. tetszőleges-en kicsi pozitív értél;. - ~- _. / 

A meQfelelő hibafüQQvénvek eQydimenziós eSeue a 3.7. ábrán láthatók. 
A né~yzetes költsé;füQg~énynél a hibákat súhozottan vesszük D"yclembc. az 

abszolút k'-öltsé2.fü~2:vén~1I1él'á költség: és a hiba közÖtt lineáris 3. kapcsol;t. F;..z eQ~·cn-
'-........./ '-,l - <...--

letes költségfüggvény alkalmazásakor a ± ~ -nél kisebb eltérésekhez nem rendelünk 

költséget, az ennél nagyobb hibákhoz yiszon! az eltérés úl­
landó költség tartozik. 

Ekkor tehát a mérendő paraméter adolt, áltaiáb:.m szük környezetében "hibát­
lannak" , D1inden I11ás eSetben pedig "hibásnak" tekintjük n becslést, ahol a k.ülön­
böző hibás eseteket nem különböztetjük me!!. 

A k ülönböző költségfüggvényel:~ részbe 'D cltérö tulajdonságú becslőkhöz vezet­
nek. SZerencsére a megoldandó feladatok egy jelentős :;-észében az optimális becslő a 
költséQfüQQvénvek medehetősen tá" oszlálvára azonos. A kÖVetkezőkben a (3.52). 
(J.53F és~~(3.54)-beli denniáli: hár;m leggyakrabban alkalmazo u " 
n1el1ett vizsgáljuk a Ba)N?s-becslökct. 

]yj ill im ci I is 

(~-a 

(,(-0 

a) 
3.7. ábra. Tipikus hibafüggvcnyck 
a négY!'2t~'\; b :I:;szolút: c egyenletes 
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becslés 

.7 ci eiDrClj rnclk:Lt a 

Z~ a) clz da. 

c 

CL-Q 

o) 

~iZ hi-

/3 

c 

(X-G 

c) 



A minimumhelyet mint láttuk a feltételes átlagos hiba minimálása útján nyerhetjük. 
Képezzük ezért a feltételes átlagos hiba ct szerinti parciális derivált ját, majd az ered­
ményt zérussá téve kapjuk a minimális átlagos négyzetes hibájú (lv1S) becslést. 

( 3.56) 

amiből 

( 3.57) 

Az opiimális Bayes-becslés tehát négyzetes költségfüggvény melkll a pGllaméter fel­
tételes, a posteriori várható értéke. 

Minimális átlagos abszolút hibájú becslés 

Abszolút hibafüggvényt alkalmazva az átÍClgos hiba egydimenziós ('Seu'e a kö\et­
alakul: 

D - r r l" L'ABS- J J ,,- z) dz da. 

a 

Kr;fcSsük isn1ét a f:;;ltétch?s átlagos hiba rnininluinát. 
kez6 alakban: 

I z) dc;= 

ahol (:iZ a 

lYlaximuiil a posIeriori becslés 

.58) 

fel cz~rl a kÖ\'~l-

l zJ da. (3.59) 

él köveTkező ösz-

( 3.60) 

Egyenletes költségfüggvéI1Y mellett él minimálandó hiba egydimenziós eseu":: 

R"CF= r j' (z) r l 
v J j Z\ l 

l 

fai/a! z) daj dz 1 

ulakban írható fel. 
A kifejezés ti belső integrál maximumának keresésével minimálható. Különösen 

az az eset érdekes, amikor Ll tetszőlegesen kicsiny, de nem zérus énd::, Ekkor az op-
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timális becslés az a posteriori sfuűségfüggvény maximumához tartozó érték, ezért 
ezt a becslést maximum a posteriori (MAP) becslésnek is nevezik. A MAP becslés 
tehát a lehetséges paraméterértékek közül a legvalószínűbbet választja ki. Ez ter­
mészetesen várható eredmény, hiszen egyenletes költségfüggvény mellett valójában 
csak két eset lehetséges: a becslést helyesnek tekintjük, ha a Ll sávon belül van, és. 
hibásnak minden egyéb eSetben. 

Megjegyzések: 

l. A Bayes-becslések a költségfüggvény megválasztásától függetlenül mindig az 
a posteriori sűrűségfüggvény ismeretében hatámzhatók meg. Az előbbiekből látható 
azonban, hogy a különböző költségfüggvények, hibakritériumok ehérő becsléseket 
eredményezhetnek. A 6.8. ábrán különböző Bayes-bccslések láthatók eltérő a pos­
teriori sűrüségfüggvények mellett. Sok esetben az optimális Bayes-becslés invariáns 
a költségfüggvény konkrét megválasztására és a minimális átlagos négyzetes hibájú 

t\ 1\ /\ a cl 

O:hBS" a:~.~s" Clil,AP 

3.8. ábra. Különféle BaJes-becslők eltérő a posteriori sűrűségfüggvények 111Cilclt 

C(ii)== 

- legyen a költségfüggvény 

tetszl'íleges bE(O, l) és bármely Xl és Xo mclktL 
azt jelenti, hogya köItségfüggvény bárn1ely két 
vény felett halad.) 

~(JnYcxitás 

összck ötő il úr a 

- Legyen továbbá az a posteriori sürüségfüggvény szimmetrik us az },jS becs­
lésrf: 

x I z), 

.lj, d x= !a-aMsl tetszőleges a mellett. 
A nem konvex kőltsédü"gvények, mint pl. az egvenletes költségfüggvém is <:r<:d­

ményezhetik a minimum :;;'arra~lciájú becslést, amen~;yiben a következindtltelek tel­
jesülnek: 
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-legyen a költségfüggvény szimmetrikus, nemcsökkenő ; 
- az a posteriori sűrűségfüggvény szimmetrikus, unimodális; 
- a költségfüggvény és az a posteriori sűrűségfüggvény szorzata végtelen a mel-

lett legyen zérus: 

lim C(a)falz(a I z)= O. (3.65) 
:1->-0:> 

Ezen eredmények jelentősége az. hogya költségfüzQvénv mezválasztása - az adott 
feltételek teljesülése esetén ~- a-becslést nem b7:folyásoÍja, így az MS becslés széles 
körben az optimális Bayes-becslés. 

2. A becslők minősítéséhez a megfelelő jellemzők elsősorban a torzítás és a 
\ariancia (kovarianciamátrix), ill. az átlagos négyzetes hiba - meghatározása szük­
séges. Mivel eltérő hibakritériumok, költségfüggvények más és más becslést eredmé­
nyczhetnek, az egyes Bayes-becslők tulajdonságai is különbözni fognak. 

A torzítást vizsgálva általánosságban csupán annyi mondhat ó el, hogya Bayes­
becslők rendszerint feltételesen torzítottak, míg ha a feltétel nélküli torzítást nézzük, 
megállapítható, hogy egyes Bayes-becs16k pl. a legkisebb átlagos négyzetes hibájú 
(NIS) becslő torzítatlanok, mások torzítottale 

NEvel torzítatlanságról általában nem beszélhetünk és a torzítás rendszerint nem 
korrigálható, a variancia helYett a becslés áthH?os négvzetes hibáiát vizSQáliuk. Az át­

- négyzetes hiba meghatározása a bccslé~ hatás~sságának -eldőnt6sÚ is lehető­
teszI. 

lés 
A le~ki~ebb át~agos négyzetes hibájú becslé~ ame.n?~iben létcz,i~ ~~tá:os ?ecs-

nyIlvan hatasos. Ez az alkalmazott optlmumkntenum defimclOJabol kovet-
kezik. 

A MAY becslő hatásosságának eldöntésekor előbb vizsgáljuk meg, hogy mi a 
felLétele a hatásos becslő létezésének. 

Bayes-becslőknél a mérendő paraméter valószínűségi változó, melynek Í,,(a) 
a priori valószínűség-sűrűségfüggvénye ismert. A hatásosság eldöntés éhez ezért a 
(3.23), 111. többdimenziós esetben az ezze] analóg (3.39) egyenlőtlenséget kell vizs-

áll 

E feltétel az együttes -- és az a posteriori -

ÖSSzefÜQQésben a 
(3.35T teljesül, 

( 3.66) 

A fe1tétclt tovább vizsgálva megállapítható, hogya _ 
feltétek, hogy az a paraméter Gauss a posteriori sűrűségfüggvénnycl rendelLczzen 
minden z megfigyclés mellett. Ezt az állítást kÖP;l\·en beláthatjuk, a sZr:rint 
diíi(>renci{dva (3.66) mindkét oldalát a 

[J2 a) 
--~"7-'-_.= - k 

összefüggést kapjuk. Ha ezt az a poslcriori sürüségfügg"ény 
felírható, hogy 

02 ln j~lz(a I z) 
oa -k, 

/3.ó7 ) 

.68) 
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ami azt jelenti, hogy az a posteriori sűrűségfüggvény 

(3.69) 

alakú, amely Gauss-függvényt ad. 
Gauss a posteriori sűrűségfüggvény eset én VISZont a feltételes várható érték, a 

medián, és a maximumhoz tartozó érték, a modus megegyezik, ezért az előzőekben 
\izsgáit három hibakritérium meBett kapott Bayes-becslés azonos és egyben mil:d­
három hatásos is. 

A hatásosság azonban Bayes-becslőknél csak speciális esetben, Gauss a pos­
teriori sűrüségfüggvény mellett áH fenn. Ánlennyiben hatásos becslés nen11étezik, az 
MS becslés továbbra is a legkisebb átlagos négyzetes hibát adja, azonban azt nem 
tudjuk megmondani, hogy ez a hiba mennyire közelíti meg a (3.23 j-ban definiált alsó 
korlátot. ~~ ~,öbbdime?ziós ese~et ré~zletesen nem vizsgáljuk, csupán megemlítjül;, 
hogy az elozovel analog eredmenyre Jutunk. 

3. Az MS becslés lineáris abban az értelemben, h09:\' letszőle9:es megfelelő di­
menziójú deTerminisztikus Á mátrix és c vektor mell~tt ig,~z, hogy l';i 

C, (3.70 j 

átlago:; négyzetes hibájú becslése. 

Továbbá, ha a és b két azonos dimenziójú véletlen vekwf, akkor teljesül, hogy 

I z}= {h [ z}= i 
/ 

4. ,/1, Bayes-becsléseket viszonylag ritkán alkalmazzák . Ennek oka elsősorban a 
sok a priori ismeretigény, valamint az eljárás végigvitelénél jelentkező matematikai 
nehézséQ.ek. A B{lVcs-becslések általános esetben a mes!Í12yelések nemlineáris füQ:9:­
vények{nt áll,:1ak ~lő. Csak sp~ci~í.lisne~,et,b~~ pl. ~alls~-.elos~lások I1:ellett h,:tározh~fó 
meg egyszeruen az a postenon surusegmggveny, lll. annak valamely jellemzo)e. 
P;. Gauss-eloszlásoK ból szárrnazó előnyök, és az a , hogya fizikai sok 
esetben yalóban üldokolják ~ hogya Eayes-becslést 
sok feltételtz~sé\"cl külön is ~rd<.::nlcs vizsgáini (3.3.3. pont). 

3.1. 

egy [- ] intcrvallurnban egyenletes e105Z­

hogy a 
Gauss-eloszlású zajjal modellezhet6, határozzuk meg zi 

eddigi jelölést alkalmazva a megfigyelés eredménye: 

:::=a+ii, 

aho! a a mérendő feszültség. 
iZ a megfigyelési zaj. 

zérus várható 
feszültség 1v1S becslését. Az 

Az előző eredmények szerint az MS becslés az a posIeriori \úrható énék. 

( 3.73) 



Az ismert jeilemzőkkel kifejezve: 

r afa{a)f:l a(Z I a) da 
I ' 

'" 
á;'jS=~----- (3.74) 

A Gauss-zaj rniatI az f':: 1 ! a) feltételes sürüségfüggvény a köveü~ező : 

(3.75) 

A megfelelő integráiások elvégzése mán, felhaszliálva, hogy 

e dx~ .76) 

az .iV1S becslés a következő re adódik 

( 3.77) 

bt:cslés a 3.9. ábrán látható. 

fÜQQvénve. A 3.9~ 
tarto~lány~n kívülre, anll az a priori iSDleretek következrnénye. 

3.9. ábra. Egyenletes eloszlású 
paraméter Eayes-becslése Gauss­
zaj mellett 
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3,3.3, 

Tételezzük fel, hogy mind a keresett paraméter, mind a megfigyelési zaj Gauss-elosz­
lású, ahol a várható érték és a kovarianciamátrix adott. 

E{n}== ; 

cov [a, aj= és cov [n, (3.78) 

Tételezzük fel továbbá, hogy a megfigyelés a paraméter lineáris függvénye, 
amelyhez additív zaj járul, vagyis: 

z=Ua+n. 0.79) 

Itt a m dimenziós, z és II II dimenziós vektorok, U pedig egy n>(m-es 
nlalflX. 

P2- becslés hez az a posteriori siirűségfüggvény 111cghatározása 

(3.80) 

Mive! mind a, mind il Gauss-eloszlású valószínűségi változó, és mivel a z megfigyelés 
a paraméter és fl megfigyelési zaj lineáris függvénye, (3.74)-oen csak Gauss-sűrűség-
függyények szerepelnek, s rt szintén Gauss fa:z(a l L) lTIOrnenturnait 
me>:határozhatiuk. 

~ Az F2.l. Úiggelék felhasználásával a i-12:Z a posteriori várható 
én ék a kövctkezö : 

a feltételes kO\7arÍancÍan1álflx: 

cov a I zJ == 

A legkisebb átlagos 
értéke: 

11ibájú becslés az a postcriori 

i z) da== 

amely a következő formára hozható: 

(3.81) 

várható 

A becslési hiba kovariancian1átrLxa~ 1: ~l; '! 111egegY'ezik (3 osszelug:­
gést a mátri x inv:;Tziós kmma (F2.2. függelék) felhasznáiású\"al áwbkítva a kovaI"Ían­
cianlátrix a k.övctkczőre adódik: 

u (3.85) 

amely kiszámítás szempont já ból kedvezőbb alak, mint a (3 
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1l1egjegyzések: 

1. A (3.84) összefüggés ből látható, hogy a becslés a megfigyelések lineáris függ­
vénye. Az eredményt mint legkisebb átlagos négyzetes hibájú (MS) becslést származ­
tattuk, de ugyanezt az eredményt szolgáltatja a MAP becslés, és mivel az adott fel­
adatban az a posteriori sűrűségfüggvény várható értéke és mediánja megegyezik, 
C!ABS is. 

Tehát: 

2. i\. kovarianciamátrLx (3.82) összefüggése szerint 

CO\ [a, a I zl cov [a, aj, 

(3.86) 

(3.87) 

vagyis ha a megfigyeléseket is figyelembe vesszük, a variancia csökken. A (3.82) ösz­
szefüggés jól mutatja a variancia alakulását akkor is, ha a mérendő paraméterről 
nincs a priori információnk. Ez ugyanis végtelen a priori varianciának felel meg, 
amikor is 1 = O. A kovarianciamátrix (3.85) alakjából a zajmentes (bnn= O) meg­
figyelések esetére vonható le következtetés. Ekkor b ';; ~ = O, ami nyilvánvaló is, hiszen 
a zajn-,entcs megfigyelés eredményéből a paraméter értékét pontosan meg tudjuk ha­
tározni. 

3. a~1S (3.84) által megadott összefüggése két tagból áll: az első (il,,) az a prio-
ri ismeretet képviseli, míg a második a megfigyelésből származó korrekciót jelenti, 
aho! a korrekció a tényleges megfigyelés (z) és az a priori ismeretek alapján várható 
me2fi2vc1és (Uf1a) különbségével aránvos. 

~ 4~'A kapott eredménycl( lineáris -modell esetén és Gauss-eloszlások mellett érvé­
nyesek. A Gauss-eloszlásokból fakadó egyszerűsítések miatt sok esetben akkor is él­
hetünk a Gauss-feltételezéssel, ha valójában nem Gauss-eloszlásokkal van dolgunk, 
ill. a szükséges sűrűségfüggvények helyett csak az első és második momentumok áll­
nak rendelkezésünkre. 

A későbbiekben (4.2.1. pont) a lineáris legkisebb átlagos négyzetes hibájú becs­
lést eloszlástól függetlenül származtat juk. Áz Így származtatott becslés bár formai­

megegyezik az eddigi eredményekkel, csak a lineáris becsléSek között lesz opti-
nem Gauss-eloszíású a (3.81) nem a feltételes várható ér-

tékeL fi1eg a 
illusztrálására tekintsük a következő 

feladatunk efly ellenállás értékének I11érése, ÚQV ~ arnérendő ellenálláson 
ismert áramot átboc~átva mérjük a rajta eső feszültség~t. 

A mérőeszköz hibái, valarnint a mindig jelenlevő zaj miatt a feszült. 
ség és a keresett ellenállásérték közötti kapcsolat a következő: 

U=IR+n, 

tehát a mérési feladathoz lineáris modell rendelhető. 
A mérendő ellenállás értéke egy valószínűségi változó konkrét realizációjának 

tekinthető. Amennyiben e valószÍniíségi változó a priori sűrííségfüggvénye ismert, az 
ellenállásérték Bayes-becslése meghatározható. IV megfigyelést vét:ezve, valamint fel­
tételezve, hogy az áram értéke egységnyi, a becslést a 

k=1,2, ... ,N (3.88) 
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D1egfigyelések felhasználásával határozhatjuk rneg~ .-A~ (3.88) összefüggésr:él az ált2.-
l ' l" 'l" . lTs' t a'lk l ~"' t 1 '- 'u 'Co"l t' '" 'j" ,,- "1' -,an?san laszn:~ t Je o_~e eKe". :-a I?:~~L~t(: ~.J.al< l~L Z~ jv ~e? _l a m:g!ele".~ le:~U~lseg-
erteket, a pedIg a 111ercndo el1enallaserteket. P ___ IO'/2.bbl[il\.ban letelezzuk Ici, 
mind az dlenáilás, mind a megfigyelési zaj Gauss-eloszlású, továbbá a zaj 
lési értékei korrelálatlanok. A mérendő paraméter jellemzői .ua várható érték és 
ű~ variancia. a zai jellemzői Dedig Un= O várható érték és COy [n,. il rJ= ko\'urÍan-
cia. Az lY iy{egfig~-elésT vekt~ros 'áiakban felírva kapjuk, ,. . 

z== DO-i-n, í 3.89) 

ahol ZT= [:::P :::2' 
= [nj, li)., 

az egyes 111egfigyelésekből 
várható értékü és 

álló ITltgfigyclési \'ektor~ 
ko,,'ariancianlálrixú 

tor, és 

egy 1)-e5 mátrix. 

A vektoros alak felírása leheIŐ\·é 
és a (3.85) összefüggéseket. 

ESZerint 

, 
T 

A becslés kifejezésébe a megfelelő értékeket behelyeuesítvc, valam im figyelemb: 
hogy ű; skalár érték, az optimális Eayes-becslés a következőre adódik: 

becslési hiba l' 

kapott eredményekből néhány következtetés Edódik: 
1. A becslés feltételesen torzított, hiszen 

r{'. I 
1:.. a~'dS I 

A torzítás 

b( a ) = --'-"-----,-
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Lith<nó, hogya torzítás lY --xc esetben Imilához tart, \<1[\1:; aszimplOIikusan Wfzí-
tat lan becslést kaptunk. 

Dullához tartás értékiől ábra a nornlált 

torzítás. 

-o 

alakulásit I11utaLju a függvényében. 

., =0,1 

20 
:J. i::bra .. ~ Dorrnált torzítás 3b.kulása ~~ rn:;:gfigyelésszánl függvcn>:.:ocn 

2. A_ becslés két 
lésekből SZárlllLlZÓ 

lésben. Adott 
sűrüségfüggvény 
gyobb (J~), annál kisebb 
\:c} \'iszont látható. 

arnplitúdója. 

I II 

becslésL -. 

és a ITlérendő jel kapcsolata a következő: 

... ,1"\/. ( 3.94) 

zaj rnintáiI cl az lsn1(:-

fl i értékek Gauss-eloszlásúak isnl;;:.~rl \úr-
a mérendő es ~l flljntái 



E{a}=u . , a' 
var [a] = c;; ; 
eov [a, ni]=ü 

E{ili}=O 
cov [n i' nj] = c~b ij 

i-re. 

A MAP becslés az él posteriori 
A szélsőértéket a 

megoldása szolgáltatja. 

( J.Y5) 

Alkalmazva a Bayes-szabályt és fdhóználvd a logarÍlmusfüggvény monuLOfll­
tását a MAP becslés a következő egyenlel megoldú:<lként is n)erhctó : 

81nj~(a) , 
da -;-

o ln!zl a(z l a) , 
Da =0. (3.96 j 

, ~ 

J a=::':,\!AP 

Figyelembe véve, hogy 

exp 
2 

(3,97) 

( 3.98) 

a deriválLak meghatározhatók: 
lj 

ln 
(J-

(3.99) 

és 

ri 
ln iEJ. (Ci 

) ~). 

) 

becslés 

var [dJ 

eket Ö>::.ZC\:.:t\t: a 3.2. 
I11értnc1C) jel 1. 

d6zéí CrCdJ11énnycl mcgegyezö becsléSi 

19-1-



2. (3.101) összefüggésében él megfigyeléseknek az ismert jelmintákkal sú-
lyozott összege szerepeL Ez azt jelenti, hogy a becslés m~g~gy~~ésektő~ füg~? része 
\?gy olyan szűrő eQ.Yutthatolt a TI1erendo JeIhez 
ili eszt jük. Az ilyen ezért szokás illesztett sziirőnek (matehed . 

3. Gauss-eloszlások mian a kapott becslés az 

]'ovúbb folyu.n\',[ az eljúr[lst a k-adik 
felírható: 

! z .. L., . .. 

I 

da 

utéÍnÍ a 

Utáni a pos-

.104 

d) da 
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! . . "'" C''' , k (- 70 - ) (~- f) -) , (~1 fl,c:'" r" , . " p.,:z a postenon suruseglllggVenye.:.: i j.~ :)/' J.lu) eS J.lu;)) osszelllggeselt osz-
szev~tv,e a fo~n~~i ?asonlóság a;z:o~nal szembetűD:ik. Az ös~zef~ggések_ a formai ha-
sonlosagon klvullenyeges ta!"taiIl11 IS n1utatnak~ (:5.103 J-ban él ZI n1eg-
figyelés lItáni a posteriori az a priori sílrűségfüggvény isrneretében 
határoztuk meg. (3 ill. a megfigyelések utáni fel-
tételes sfuűségfüggvényeket az első, ill. a (k-
lénés eredrnényét használiák~ e~v előző 

.!- erednlény (a - ---' . 
sűrlíség-

lvfegjegyzés: l5;,:.Z a posteriori sŰTűségfüggvény evolúciójának Illeghatározása a konk-
rét alkalmazásokban általában nehézségekbe ütközik. Speciális esetekre 
Gauss-eloszlású ha a megfigyelése} 

....... 1 öo q Q11_q"'lO'" A 1 "-l " l!;no, e.'.:'-"!'O~~_;-,· 
. .~ 1 ... 1..1'::-::"-1.- ll<:~ . ~~- ~~"-1C:"- ... ~ '-' "" - - -

nUü1erlkus elJarasol,~ vezetnek celnoz. 

Gnz!SS-eloszlúsok 
Gauss-eloszlások lJh:llclt az 

Az 
'';f!VCS" azonos eredn1énvt adó 
~~. befolyásolják. 

abDI 

él k:~rcsett 

terhel. ~1:.:.. 

é> ~: nulla in.JcxŰ clcrl1~L d b":-C.-.;lé~i 
,,'t i!, : 

, nlC-

( ) 

(3.U 1) 

! f.:lha:-;znúlt crcdcIi~ 



és cov [a, a]. (3.112) 

két megfigyelést, L2} :felhasználó becslés a fenti eredményekből közvetle-
nül hiszen 2. megoldandó probléma teljesen hasonló, csupán az ott felhasz­
náh H priorijellen1zők llelyére az első lépésben a posteriorijellerr1zők kerülnek. 

(3.113) 

ahol 

(3.114) 

Ezen 
becslésI: 

, • r ,~ 

t.'liuras általánosiIásaként a k+ l rnegfigyelés utáni optin1ális 

ahol 

(3.115) 

kovarianciamátrixa 

(3.116) 

becslés sZerkezete nen1rekurzÍv becslr§sével: két 
'I rr, ." l' '''' '. . ,'" ~ * " ... ,~ '1 r' ,--

az Cr",SO t,ag 21.Z aaott !epeSben.~ prl0rllSmeretn~~ tekl~lllet.,<: el,OZO ~ .. 
a masodlk egy korrekclOs tag, az uJ megngyeles es az eddlgI 

Ez a fOrn1ri 
utáni eredn1ényt 

I1yeriük. 

külön bségével 
hiszen a l)-edik 

az előző, k-adik n1cgfigyelés utáni eredn1ény felhaszná-

3. A- rekurzív formula valójában az a posteriori sűrűségfüggvény rekurzív szá­
:rüÍtúsát adja, hiszen Gauss-esetben a Bayes-becslés eredményekérrtkapott a posteriori 
várható érték és variancia rnagát az a posteriori sűrűségfüggvényt definiálja~ 

.1 l' R h l' 1 . 1 " b " 1" . rer:urzrv ~ayes-uecs_es e~(Vlva.ens a nen1reKUrZ{V ecS!eSse~: !;!SZe,D 
ls[ner~tek es 111ellett igya ket, cItero Dl0-

szúrn:aZlatott becslő 

a nenlrekuTZÍ\1 D1ch:0ldást össze\-'eLVC láLható~ éi I11cgngye-
1~~,SZ2.1Tl növelésével a neD1rekurzí\' becslés kiszáD1Ítúsa C2vre neheze:"bb hiszeD 

növek vő rnéretű ITlátrix inycrtá12sára Víln --" Ezzel SZCD1bcn a re-
kurzív rncgoldásnál a D1egfigyelésszárn nÖYeléSéYCI a TIlálrLXok I11érete I1errl \"áitozik. 

3.4. 

3.1. p~lda n~cgoldásáL rekurzív aiakban. 
fc:lhasználásá\al 

3.117) 

197 



ahol a skalár E,:-!-cre a rekurzív összefüggés (3.116) szerint: 

Ez egyben a becslési hiba varianciáját is megadja. 

j' 

~A.. rekurzív eljárás az a priori adatokkal indiIÍ1ató : 

A Bayes-becslő származtatásánál feltételezrük, 
l1űségi változó, melynek 
iamint a rendelkezésre álló 
~~n1ennyiben csak az 
lőkhöz képest kevesebb a 
maztatható. 

~yenkor a l,egjo~b ,becslést .az Úl1: . ., 
tz az eSet all elo, ha nen1 lSl11eIJuK a keresett 

( 3.118) 

(3.1 

sé!Hzel-u pararr1éter nen1 tekinthető 
~~ A maximum likelihood h.::~slőket a következő felépítésben tárgyaljuk : " 3.4.1. 

pont származtatásukat és főbb jellemzőiket mutatja be, a 3.4.2. 
eíoszlás feltételezésével az a 
Gauss-j'i1 arA: ov-becslők 

:I11BX1D1Ull1 likelihood 

vagy felhasználva a logaritmus függvény monownitását 

r\ nlaxül1uDllike]ihood becslést kétféle l1!ódon is 
:'-Z2lri1iazluthatÓ a lnaxirnUI11 a postcrieri becslésből, 
intuilÍv értcln1ezéslls, adhalunk. 

tartozó pa-

!-\ Boycs-becsWknél az /,(a) a priori sürüségfüggvény ismeretére szükség "olt. 
1\, ,~:"';l,i,,;·~ lihlihood becslóknélfa(a)-t nem ismerjük, ami úgy modeilezhetó, miJ1l-
,;., C~~\l\. :'iZl'·lf~·i·ül{) siiriiségtijf:lf.2.vényünk \'oln,~. 
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Az a m.:rendő paramétert tehát egyre nagyobb - hmúrútmen-::tocD \ égtelen -
\arianciújú vaiószínűség:i változónak tekintiille 

Az a- priori sfuűségfűggvény varianciar1övekedésének hatúsát n:ulatja II 3.11. áb­
ra. A 3.1 j a ábrán látható esetben iaCa) egy szűk környezetre terjed ki, ekkor" l\lAP 
becsjé:;, Clmciy j~(a) és f= I aCz I a) függvények szorzat ának maximumához tartozó ér­
téL jelentős mértékbenkillönbözik az f=la(z I a) maximumhelyétől. A 3.11b ábrún 
viszont f,ja) varianciája nagy, a siíriíségfüggvény szétterül, így faCa)-nak lényegében 
,~incs hatása az a posteriori sfuűségfüggvényre, vagyis a MAP becslés az j~ 1 Jz I a) 
maxin:umához tartozó érték lesz. . 

/\ ~,a) 

A .~ 
fzl o (zia) 

a 

a) b) 
3.11. ábra. J~z a priori sűrüségfügg\'ény hatása 

MAP becslésnél adott z megfigyelési eredmény mellett liZ a 
függvény maximumhelyét l:e11 megkeresni: 

(3.123) 

a helyére az r.:t \J{llrozó 

lviivel most a cr-fóJ 
nern \"czet : 

( 

1. P!- I11\:lXlI11UD1 liktlihood becslés is IY:cgyalósítható rek l1rzÍv forn1áb(1l~~ h~: :: 
likciihood függvény rekurzív alakb,n cléíáliíthaló. A rd\Urziv oecsJé::;nek III is cbó­
~c~Ibnr, szek-y'enciális rnegfigy;:léseknél van sZerepe, 

:\ rekurzív formában történő felírás a megfigyeiésekt61 függ, csak CSé-

,'c "elhaló nwg cgyszériíen. Ilyen speciális csetnek tekinthető pl., ha a megf\:yclé-
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valószínHségi változó független 
időbeli aLlkulési1.l-pJ.k 

az 

likeli~l~od ~ becslők. tul~\ldo~1ságair:ak lll.eghatározásúhoz a szo-
kásos },:nenlzőket~ a torzItast es a varIancIat, Ill. az atlagos eltérést keH 

0,-

az t:g}"dirncnziós 
becsleseknél ktilönös 

\"izsgálatán~ü::. lviint a 3~2~ 1. 

Slaüsztikal 

(3.1 ) 

h2. létezik hatásos beC51tS~ 

\;an az aszirnptotiklls llüajdon-

a b~cslést olyan eSt:tre minősítik, ha a 
r r az~ aszir~1ptotikus, t~l1ajdonságok. 

f"l1egngyelcsek :)zama~ re tart a vegtelcnhez. 
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Az ML becslés a következő aszimptotikus tulajdonságokkal rendelkezik: 
- a becslés konzisztens abban az értelemben, hogy 

lim P{láML(k) - al > s }=O, (3.128) 
k-= 

ahol E >0, egyébként tetszőleges érték. 
- a becslés aszimptotikus an hatásos, vagyis 

l' var (áML(k)- a I a] 1 
k~'2, ( T' tf [)21nfzla(z I a)\\J-l 

l-L CJa2 { 
\ (J J 

(3.129) 

- a becslés aszimptotikusan normális eloszlású. 

Megjegyezzük, hogy mind a (3.120), mind a (3.121) összefüggés egydimenziós 
esetre érvényes. Többdimenziós esetre az összefüggések általánosíthatók. 

p,..z ML becslők kedvező aszimptoti..1ms tulajdonságai indokolják gyakori alkal­
mazásukat még akkor IS, ha az adott esetben hatásos "becslés nem létezile 

4. Igazolh~tó, hogy ha &ML az :il. vektorváltozó maximum likelihood becslése, 
akkor az a valamely g függvényeként előálló g(a) maximum likelihood becslése 
g(&ML)' aholg tetszőleges olyan függvény, az valós szám n-est, valamely g(a) 
valós szám ;n-esre képezi le, és m?§ fZ. 

Ez az ún. invariancia elv azt a gyakorlatban jól használható tulajdonságot jelen­
ti, hogy egy paraméter valamely függvényének ML becslése meghatározható a para­
n1éter 1\t1L becslésének megfelelő függvényeként is. 

5. A maximum likelihood becslőket a Bayes-becslőkkel összevetve nyilvánvaló, 
hogy jellemzői kedvezőt1enebbek lesznek. Ennek ellenére az ML becslőket gyakran 
alkalmazzák. 

A gyakori alkalmazást indokolja: 

- az eljárás egyszerűsége, 
- az~ hogy származtatásához kevés statisztikai előisDleret szükséges, 

valamint, hogy szekvenciális megfigyelések mellett az aszimptotikus tulajdon­
ságai ked-'iezőek. 

Az ~/lL becsiőkst sok esetben akl~or is alkalmazzák~ ha éi rendelkezésre áHó 
a priori ismeret Bayes (MAP)-becslést is lehetővé tenDe, de az a posteriori sűrüség-

meghatározása a likc1ihood meghatározásánál sokkal nehezebb. 

3,5, 

Határozzuk meg a 3.1. példa megoldását arra az esetre, ha nem vesszük figyelembe 
a mérendő feszültség a priori sűrüségfüggvényét. Az ML becslés az Iz l a(z I a) feltéte­
les sűrűségfüggvénv maximumához tartozó érték. 

A 3.( példáb~n a (3.74) összefüggés adta meg Izla(z i a)-t, amely olyan Gauss­
sűrűségfüggvény, amelynek maximuma a z helyen van. A maximum !ikelihood becs­
lés tehát egy meg figye lés csetén maga a megfigyelési érték 

==Z. (3.130) 

A 3.12. ábra együtt ábrázolja az ML és az MS becsiéseket a megfigyelés függvényé­
ben. Az ábrán jól látható az a priori ismeret hiányából adódó különbség. 
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3.12. i:bra. :-\z iviL és dZ 2\iS becslesek a I11cgflgycksck fliggs0nycbcn 

VizSl:úliUK il1cl: a maximum likeJihood bccsJŐl Gallss-n~edjl:\clési zai és íineúri~ -':c:...­
ilgyclés-i egyenlet fcltétt:lezésévt'] Le:;) cn a i11cg figycJ0si '-ZL~( \ úrlla~Ó értéke c> (; \:.­
rianciamútrixa a következő: 

E{n}=O; lOV [n, n]= 

tehál il dimenziós megfigyeiések mdlcll ci zaj sürű~égfügg\ 

f l 
----,.---c-=- exp I - ~ 

l 

lineáris 

széls6 értékér a likelihood 

áln 

\agy 

Ha az 
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A Gauss-214arkov-becslő és a Gauss esetben nyert Bayes-becslő kapcsolata jól 
látható. ha (3.137 J-et összevetjük (3.84 )-gyel. 

A Gauss-Markov-becslésnél nem ismerjük az la(a) a priori sűrűségfüggvényt. 
Mint az előzőekben már láttuk ez úgy vehető figyelembe, hogyf,(a)-t végtelen varian­
ciájú Gauss-sűrüségÍüggvénynek tekintjük. Ilyenkor ! Behelyettesítve ezt 
(3.84)-be, (3.137) közvetlenül adódik. 

lf1eziezv::és: Láttuk, hogv a Gauss-J'i1arkov-becslés a maximum likelihood becslés 
olY~~1 speciális esete, amIkor a megfigyelési zaj Gauss-eloszlású, a megfigyelési egyen­
let pe?i~ lin~áris. A Ga!!ss-A:t:~rkov-b.ec~.jőre tehát mi!1,~~zo:: :~laj,donságc:k igazak, 
melyek altalaban az ML becslolue tel]esulnek. A SpeCHlllS korulmenyek mIatt azon-
béin további kedVeZŐ tulajdonsággal is rendelkeznek. 

í. ,.!I, Gauss-Markov-becsiés (3.137)-es összefüggéset vizsgálva látható. hogy a 
becslés a megfigyelés lineáris függvénye.' ~~ ~ ,~. 

'") A becslő torzÍratlan, hiszen Íelhasznáiva a megfigyeiési egyenletet : 

a}= 

=a. (3.138) 

cl ko\:arianciarnútrixOl J. Cra-

(3.139 ) 

/\. l'ishcí' infornlÚci(\,-; illútrl."\íJL ~J (3. j 3-/) -b;.:n likciihood ki-
inc1uh,l 

P1útrix~zal j{l.l-

(3. 

Ic = J. 2 ..... j\' (3.J..U J 



összefüggéssel modellezhetők, ahol feltételezzük, hogy {nk} diszkrét Gauss fehérzaj 
folyamat. 

A zaj jellemzői tehát: 

(3.144) 

A becslés meghatározásához írjuk fel a likelihood függvényt. A független meg­
figyelések miatt 

amelyből a likelihood egyenlet 

így 

o ln!zl a(z 1 a) 
oa 

(3.145) 

(3.146) 

(3.147) 

vagyis a paraméter ML becslése a megfigyelések átlaga. A becslés torzítatlan, mivel 

E{iiML 1 a}= a. (3.148) 

A Gauss-elosz1ás miatt a hatásosság feltétele is teljesül, tehát a kapott becslés 
hatásos. A becslés varianciája ezért a Cramer-Rao-korlát meghatározásával is ki­
számítható 

, [(~ -)1 ]-1-- &2ln!z'a(Zla)1-1_0'~ var aML a a - Ba2 - N . 
~ -

(3.149) 

Látható, hogy a variancia N megfigvelés esetén a megfigyelési zaj varianciájának 
N-ed része. ~. ~ ~. 

Írjule fel az eredményt rekürzív alakban is. Ehhez 
adjule meg az ML becslést. 

Az előzőek szerint: 

Ennek felhasználásával a rekurzív forma felírható: 

- 1) megfigyelés alapján 

(3.151) 

A becslés rekurzív formája azt mutatja, hogy ,IZ új :ViL tec~lé:; dZ dőző bcc~!é,-
ből és egy korrekciós tagból áll, ahol a korrekciós t ag a r0gi bCl~!0s 05 az új ..: 
lés különbségének függvénve. Az I/N szorzófaktor lY r:ö\désé,d e2:"\Tt csök].;"l'. íC'.\ 

él korrekció hatása a ~egfigyelések számának növdésé\cJ szil1t0n csÓikcn. \linthog)' 
a rekurzív ML becslés csupán az dőzö eredmény más formúban tört0nő l1'egadúsa. 
tulajdonságai él nemrekurzÍ\" becslés adajdonságai\al megegyezr.ek. 
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3.7. példa 

Az előző példában fehér megfigyelési zajt tételeztünk fel. A mérési feladatok jelentes 
része pontosabban modellezhető színes zaj feltételezésével, vagyis amikor az egymást 
követő zaj minták nem korrelálatlanok. Nézzük meg ezért, hogyan alakul az előző 
példa eredménye színes zaj mellett. Mivel továbbra is Gauss-eloszlású a megfigyelési 
zaj, az eredmény Gauss-Markov-becslésként is nyerhető. 

Megfigyeléseinkre most is lineáris modellt tételezünk fel 

(3.152) 

ahol az a konstans, skalár paramétert kívánjuk becsülni. Az nk megfigyelési zaj jel­
lemzői: 

(3.153) 

Az N megfigyelést és a megfigyelési zajt írjuk fel N dimenziós vektor formájában 

r zq Inq 
~_ z21. _ n2 

L- : j' n-l: 
lZN lnN 

Ezekkel a megfigyelési egyenlet a következő: 

z=Ua+n, 

ahol 

egy NX l-es mátrix. 

A Gauss-Markov-becslés (3.137) összefüggése szerint 

A megfigyelési zaj kovarianciamátrixának elemeit (3.153) adja meg: 

A becslés kovarianciamátrixa (3.139) alapján 

cov [áGM, á G :vr1= [UTL;;-n1Url. 

(3.154) 

( 3.155) 

(3.156) 

(3.157) 

(3.158) 

\1ind il becslés, mind a kovarianciamátrix kiértékeléséhez mátrix imcrzÍóra van 
,zükség, amely különösen ha lY nagy, meglehetősen számílásigényes. 

Tételezzük fel ezért, hogy Ci.j. k= b(j- k), ~,mely II fehér megfigyelési zajnak felél 
meg. A L:pott becslés ilyenkor megegyezik a minták árlagávaI (lásd 3.6. példa). 

( 3.159) 
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Ha UfCvanezt a becslést alkalmazzuk színes zaj mellett is éi becslés varianciája a zaj­
minuff korreláltsága miatt lassabban csökken -]\i növelésé\d, mint fehér zaj ~setébeI;. 

Ott ugyanis a \'arümcia 

"'lr fo." J Y ... ~ L ?vI 

volt, míg színes mellett 

co\" 

A becslés varianciújúl úgy b csökkenthetjük. ha 
közönként vcs~zük~ ahol L s a llilnta\:éLclczctt 
közel fehérnek tekinthetö. 

i\ kap0tL btcsl~s - aIH)l Gr szine~ 

fck16 eredmcnyt 
.'\zÍntS z,tjra vonatkozó alka]nluzn{inh. bccslé,S 
jOZáS~L a- bccsl(-~i algoritiTlUS rculizálás:'l azonban lényegesen egyszc-rűbb, 

Láttuk. hogy általúban él becslők ~iZ iSIllcrcleh c.s 
nlcg·'.Idli~Zl.ott hibakrüérlLEl1 szárn:(:iztathatók. 

c:n kezelhetó an~ilitik usan~ fizikailag 
"11unény"\ cncrgiatartaloDl 
jliaZU1l0lt b\...'cslő realizúlható. E kt:c1VCZŐ 
::bban. cl legkisebb négyzetcs hibájú bccs]ök éi 

;-,~~!1 a]kalnl~izolt lénlukörét képezik. 

A fej<.:zct célja il kgkisebb l1cgyzetes hibájú becslők súrmazwtúsúnélL 

(3.160 ; 

rn:;g­
rniIllba 

hb tulajdonságainak bemuwtása. A ],Ö\ ctkezők ben előbb a nemrekurzív LS becs­
szúrmé<zwtúsát adjUK meg (3.5.1. pont), majd il rekurzív megoldá~t ismertetjük 

(3.5,2. pont). A 3.5.3. pontban II rekurzív LS becs]ök il.lőyarián.s paramctcrck bccs­
k'-cf<: alkalmas módosításával fpf'lalkozunk. 
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3.5.1. Nemrekurziv legkisebb négyzetes hibájú becslők 

A legkisebb négyzetes hibájú becslés fdadatát a következőképpen fogalmazhat juk 
meg: a mérendő rendszer ismeretlen a paraméterének olyan a becslését keressük, 
amely mellett a rendszerről nyert megfigyelés (z) és a modell kimenőjeIének (y,,!) 
négyzetes eltéréseként definiált hiba (3.13. ábra) 

C(a. Cl) = (z- h!f(z- ;'::;1) 

minimális lesz. 

u 

Sernenőjel 

Merendő 
rendszer 

(a) 

~.1ode!l 

Megfigyelesi zaj 
n 

(3.162) 

A becslést il mérendő rendszerről mert me!2Í12\e!és felhasználásával \ alamihen 
:x g(z) összefüggés szerint kaphat juk. • ~ ~. . 

Vizsgálatainkk l,r feltételezzük, hog) Li keresett paraméter aT= [a l' al' ... , an:] 
iil a IT [':1~ ::2~ ... , 'zn] ITle~figyclés il dinl~nziós vektor. va!t.1111int ho~y t.: 
i11cgilg) tléSck és éi paranléter között 

li i= i, 2 .... 

fÜ::'::2vénykapcsolat \~ln. ahol az il; ért~kch a hibáit icl::nlik~ az l 
függvén) p~dig az i-edik megfigyeiés és a keresett paraméter kapcs'olatát adja 'meg 
Zalnlcl1IcS ('.setben. Fenti i11C2adás Il1eucns:.edi~ hOil\" nleQfúL\"elé~konlponcn-
Sek és a 111érendő k özőtt eltérő t~ügg\ '-- '- ,-", 
hibúi a a lz:1út \ iteli \a:2.\" ~lZ 

IUUU\Cm nem meg,álasztásúból éldódhatnak. A w\ábbiakban~;:z 
i:é:(~ket ~1Z eddüjckhcz hasonlóan mc:j1uyelési zainak nevczzük. 

:Vlintho:2\ 71 mockil kimenete és 71Z~; paral1i~tcr közölti 

a Dlinirnúlanoó négyz~lt~ clltrés li köyctkczö fornláb~i írható: 
n 

e(a :1:)= '5' 
~ ~ ~ 

>1 

A f.:b.bt [e húl az 
\én\~~bl'n. 

a kövctkcZl' : 

(3. 
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Az LS becslés meghatározásához deriváljuk (3.165)-öt r:J. szerint. A derivá!ásl 
komponensenként elvégezve ln egyenletet kapunk, melyek megoldása eredményezi 
aLS-et. A..z m egyenlet, melyeket normál egyenletnek szokás hívni, a következő for­
mába írható: 

i~ [Zj- f(et)] &1~~) I a~~LS =0. (3.166) 

A megoldás bonyolultsága nyilvánvalóan jelentős mértékben függ attól, hogy a 
z= f(a) függvénykapcsolat lineáris vagy nemlineáris. 

Nemlineáris modell esetén a normál egyenletek is nemlineáris függvénvei lesz­
nek a keresett naraméternek. Megoldásuk ~zért általában komoly nehé'Zség~kbe üt­
közik. Sok esetben a legcélravezetőbb iteratív eljárás alkalmazása. Néhány ilyen ite­
ratív minimumkereső eljárással a 3.6. szakaszban fogialkozunk. 

A legkisebb négyzetes hibájú becslők minősítésére statisztikai ismeretek hiánvá­
ban az a~ & - a hibavektor alkalmas. Bebizonyítható, hogy amennyiben az fi függ­
vény ek bizonyos - meglehetősen gyenge - feltételeknek eleget tesznek, a becslés hi­
bájára a következő közelítés adható: 

a= &-a=:= [B(a)]-

ahol d(a) egy olyan mXn-es mátri.x, melynek elemei azfi (i= 1, 2, ... ,11 

aj szerinti (j= 1, 2, ... , m) parciális derivált jai 

d= &J;(a) (3.168) 
'JI oa

j
' 

B(a) pedig o(a) feíhasznáiásával a következő mXm-es mátrixot jelöli: 

B(a)= [rl(a)][d(a)Y. (3.169) 

A (3.167) összefüggés a hiba elsőrendű közelítése, vagyis az a=ái-a 
első tagja. 

/\z általános eset y U-.,""~W 

n1e2:. _Az euvszerű il1egvalÓsithatósá9.: 
ris il1odell~í való közelítést alkalmazni, ha valójában nemlineáris esettel állunk szem-
ben. Tételezzük fel tehát, a z Dlegfigyelés és az a mérendő 
a következő: 

Z== il, 

ahol U egv nXm-es mátrL"X, Il pedig most is a medigyelési zaj. 
Az ;ptimumkeresés alapját képező hibafügg~é~y: . 

qo:, (3.171) 

amely a következő formába is Írható: 

A hiba függvény minimumához tartozó :l( érték, tehát a legkisebb négyzetes hibához 
tartozó becslés, a 

ae(et,2)\ A =0 
öa. '.=ULS 
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egyenlet megoldása útján nyerhető. Elvégezve a deriválást és felhasználva, hogy 
(U:!)T =o;TUT kapjuk a minimum elérésének feltételét: 

UTzla=-::;LS 0, ( 3.n3) 

amelyből a normál egyenlet a következ6re adódik: 

LS= (3.174) 

Amennyiben [UTU] invertálható, létezik egyértelmű megoldás: 

(3n5) 

A becslési hiba ebből (3.170) felhasználásával egyszerűen nyerhető: 

(3 n6) 

Afegjegyzések .' 

1. A négyzetes hibakritérium (3.165) definíciója általánosítható 
módon: legyen 

következő 

n 

(3 

az általánosított minimálandó hibakritérium, ahol a q ik együtthatók az egyes biba­
l, omponensekhez rendelt súly tényezőket jelentik. 

Az ÍgV definiált súlyozott né!?vzetes hibakritérium lehetőséi2.et ad amL az 
egyes hib~komponenseket az ered' ő hibában különböző súilya( vegyük figyelembe. 

A súlyozott négyzetes hibakritérium alkalmazását indokolhatja pl., ha a z meg­
figy~lés.ve~tor egyes komp~onen~ei~ külö!1~öZŐ pon.t?ssá.~gal.l1yer.iük. C.élsz'.',rü pl. a 
kevesbe blzonytalan megngyelesek hatasat nagyobb sullyaí, a pODtat1anabb íl1l'g-

fiovc1ésekét kisebb súllyal fi2veltHlbc venni a becslő szárn-·uztatásúnál. ::, ~ ilyen - ~. . .. 

r...'clsztrü 111tg-

\;álusztani. 
fo:..z általánosÍtolt hibakrit~riuIl1 LS 

\'álva az lil 

== O j == 1., :2,. ... , lJl. (3.1 

Az áitalánosított becslés hibája a .167 J-hcz hasonlóan 
mában adható meg: 

aho! Q él qik elemekből felépített nXn-es szimmetrikus 
Látható (3.177 J-ből, hogya súlyozott négyzetes 

visszaadja a közönséges négyzetes hibakritériumot. 
Ilyenkor L. 

a LövetkéZÓ for-

uef1nit súlynlátrix. 
q i., = Ó ik mellett 

2. Lineáris modell esetén az áltaiánosított LS becslésből származó normál egyen­
let a következő 
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[lJfQU]&LS:O, VQI.. 

amd) h;;I. lia l!()l' ill\dl,ilható. ~ldl)dik az e:')er!diiíLí !l1L·~(lldú\. 

fl 
l' j 'l/Qz 

(3.180) 

0./8/; 

,3.1ó'~ ) 

Lineáris modell ödén a (3.179) li,,;zdü~~0,, ~l h:csk,i hihd pUlllc" cllek":! . i~\' 
megegyezik (3,182) eredmcnyé\cJ. 

3. Az eddigiek ből látható, hogya legJ.. i,c;bh Ilég) /.l·lö hibúj Ú b<:L'slők ,jÚII lid/la­
tásánál seml11i!)cn statisztikai ismeretet nem ha,znúltunJ.. feJ. A kapott a<:dllien)ek 
érvényes.=k függetlenül attól, hogy az a parameter, ili. .1 lllc;2f1gydési zdi IJlintúi \ ~dl)­
színűsé!.:i yúltozók-e ya~v sem. Amennvibcn yaló,zillií,é~j v{t!tr'zóL .. I c'ít:dmé:l\L'-
ket nen; befolyásolja, h;gy milyen stati~ztikai jt:lkll1z(jkk~1 léildelk':LllL'k, . 

4. Az előzőből következik, ho~v a bécsI é, eredrncmdll"l. U<': II I n:ndclhdünk ,[,1-

tisztikai iellemzőket - mint torzít~~ Ya~\ \ ariancid : d b..:c~lés min;í,ítc . .,erc CZL;n 

az il beci;lési hiba szol~á!. amely a konkr~0t mcdi~\ck,i I.rj rÜ!2!2vérne. 
A becslésihibaily~n ;llegfogalmazása [lúsd~a?3.IfJ7).· J/6) é; íJ.i79), ( 

összefüggéseket] azonban csupán azt a yárhatú léJl) l III utat ja, 11l'gy ha ném volil<! 
megfigyelési zaj, a becslés hibátlan lenne. K(lnkr':t h.:-.:sl':si fdadat()~ iJlegoldásúilúl. 
mivel a zaj megfigyelési értékei ismert:tlenek, aU1 ös~zefüggé~ek CI hiha meghatúrll­
zá sára nem alkalmasak. 

5. A becslés jellemúsére a il1e~ad()tl ö~,.zcni~~é,'.:k csak ,ikhll], ~zoL:últatIldi 
gyakorlatban is kiértékelhető eredm~nyt, ha a meg'lig) elési zajról \ ~1l1 a prrori i'II1C' 
retünk. Amennviben a megfjgvclési zaihoz sWtiszlikai iéllcmzóket renddl1dünL k­
hetsbes a becslés .,tatisztik~i~~1inősíté~c. \a~\is éi .'ZO~,\,()S jdkmzök. tulaiulln,Ú~(\k 
megadása (torzÍtús. variancia stb.). _. . ., 

Tétdezzi.i~ fc I. hogy adott E{n}= /ln \ úr!1aló érl.:,. é~ co\ [n, n] =-- ~Illl k 0\ ari,1 11-
ciamátrix. Fk~.,)r:i lineáris moddI esetét vibgúÍ\a .. r b..:.:sIési hiba \Úrh~ilÓ C·rl<.:L.l :1 
(3.ji:;~) (),vd'ú,:2;és félha,znúlúsáv,t! 

/3,!\'3,1 

i..: i:. illi : 

iii! a} ( 3. 

" .'. 

3,/'\6 ) 

! .• ; i,~'J~i !11Ú l i ; \ l ( ) , 

1'17) 

, i: \ l '. ~ i _,·..:llCír~;.~i"~"'_l;":: 

l. í3./S8. 



Ha a kapott összefüggést összevetjük a Gauss--lvJ arkol'-becslés (3.137) ö.,,'lJ.:függésé­
wI látható, hogy azonos becslést kaptunk. Addig azonban. amíg (3.137)-et olyan 
maximum likelihood becsJésként származtattuk, amikor a megfigyelési zaj Gauss­
eloszlású, súlyozott legkisebb négyzetes hibájú hecslésként a zaj eloszlásának feJté­
teiaése nélkül nyertük az eredményt. A súlyozott LS h:cslés (3.186) és a Gallss­
Afarkor-hecslés (3.141) ko'!ariancíamátrixát ÖSS7evet \ e lútható, hogy 

(3.1(59) 

,t!wj az egyenlőség akkor és csak aU,or <ill fenn, ha 

Q= (3.190 ) 

A kaputt hecsk" tehát áltCllános eSdben (a meeuflydési zai eloszlásútól fÜf!eet­
lenüJ) torzítatlan és a lineáós becslések között mi~in;~lis vari~nciáiú, amenn,;rSen 
azonban a zaj Gauss-eloszlású, maximum likclihood hecslést nyntünk, tehát a -becs­
lés egyhcll hatásos is. 

A Gi7uss-e!oszlús ténye természetesen nem él becslés varianciáját befoly{l.~olja, 
csupún a hel'slés optimalitásúnak körét határozza meg (az optimum tuiajdonsú!,' c~ak 
,l lifít:úris becslések et tekintV<.'. va!,') últaiánosan úll fcnn). 

Végü1 nlcg kell eD1Htenl ~:zt az eSetet is, arnikor u n1~1trixot neDi ;,t rnegfigyc-
!ési zaj ko\'ariancÍan1átrixának invcrzcLént VáJ~lSZI1Uk I11C2 unnak cllcr;ért:~ ho~\' 

isn·1ert. Az cItáli mezvála-;ztástel:;6sorhan szúmhási e2v~zerűsÍIésck incll.Lolh,71-
id". A b:kézenfekvöbb, 10f!\ clia~l)llúlis súh mútri.\ot vúlas~tunk aHor is, hel a me~-
'figye]é::-t ~zínes zdi terheli, \:;!,'vis ha ;:nn neJ;l clia!,'onúlis (Iúsd 3.7. ' 

Ez tt:íil1é5'zCiCSCn a bec:--k~~ \'ari~l nciú jánu}. növck cdé-:-,ét t;"fcdinénvezj. Q t~' ;'J) k­
ges Jllcgvái<tsztúsát ezért egyré'7r(;1 il kíVÚ:1t pOlllOSSÚ". músrés/ről a s~áT1 ! ,i') fil 1":'/­
sé!,'ek és :1 számitás sebcssége hefolyúsolja. 

- , i=, 1.::? ... , li. 

adott kapc'~,~)Ln ~Z:l ~~, 

k özüI csupán e~\'ct cIll1Ítünk Illef:: ha l id öt 
~últ rendszer id~;;illandóiúnak reciproka. 
, mérési feladat t~hát a k Ö\ dkcző: ec:\ ismeredc;] 

lr:nöjclét mérve az idóállandó !eukisehb 
túroz~li~ fe1télclczv:;:~ hOQ\, a kÍnl~~~t);cl 

A mc!,'ílgycJésr:k né(k lentkez6 . pontatlanságot II i L ép" iscli. 
Alkalll1~lz\a (3.166)-ot a normál cg)enlct nyerhetö 

" 
y r:, f(:z)] 

\li\ci 

r)jj( :z) 

(h 

o. 

2 [':i-e'-OI'J[-íie-~I'l o, 
i l G cl LS 

jUj) 

'.l/S-

192) 

! 3.193) 

0.194) 
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vagy 
n n , 
V-te-~ti_Vte-2=t;i -O kJ "'I i .LJ i 'A - . 
1=1 ;=1 I a="LS 

(3.195) 

Látható, hogy még ebben az egyszerű nemlincúris csetben, skalár paraméter 
mellett sem könnyű ti normál egyenlet megoldása. 

Többdimenziós mérendő paraméter esetében és bonyolultabb modell mdleti a 
megoldás kűlönösen nehéz lehet, így csaknem ntÍndcn csetben iteratív eljárást keil 
alkalmazni. 

3.9. példa 

Mint a 2.5.6. pontban láttuk, a jekk leírásának egyik lehetősége, hogy a jelet egy is­
mert bemenőjellel gerjesztett lineáris rendszer kimenőjelének tekintjük. A jel ebben 
az esetben jellemezhető a generáló rendszer jellemzőivel. Amennyiben a rendszerről 
paraméteres modellt állítunk fel, a je11eírása ezen rendszerparaméterek meghatáro­
zását igényli. A rtndszerparaméterek a leírandó jel mintavéteii értékeinek - mint 
merdifZvelési értékek nek - a felhasználásával határozhatók mefZ. 

~ i.-megfigyelt jel és a modell kimenőjele természetesen ne~m egyezik meg pon-
tosan. 

A modell kimenet és a megfigyelés eltérését megfigydési zajként vehetjük figye­
lembe. 

A megfigyelési zaj oka lehet az egyes megfigyelések nél jelentkező mérési hiba, 
vagy eredhet ti modell nem megfelelőJmegyálasztásából is. A...z alábbiakban feltételez­
zük. hOfZV a ielet 2enerúló rendszer I'vIA tÍousú, vafZvis ef.'\ nemrekurú; difZitális szű-
rőként ;~aliiálhatÓ. • . ~- ~- ~ 

MA paraméterek LS becslése 

Tételezzük fe!, hogy c:;y sztochasztikus folyamat \ég:; \íA rendszer kimenőjeléve! 
modellezhelő, vagyis 

v = ~ II 
n= 1. 2 .... , Ar, 

ahol az Xl' l=l-p, értékekismenek.a k=O, L ... ,prendszer-
pararnéterek pedig iSI11'erctlenek. 

A folyamatról kapott megfigyelések a keresett paraméterek lineáris függvényei 

z=lJb+n. 
Itt z a ·""'nj·,,,,, 

ZT=[ZI,Z2' ... ,::::>], 

U az ismert Xl éné;';ek bői fekpülő NX (p + l )·es mátrix: 

,1-' 

(B.I97 ) 

(3.198) 



A bT=[bo, bj, ... , bp] együttható vektor ~LS becslését a ~LS=[UTU]-jUTz ösz­
szefüggés adja meg. 

Figyelembe véve U értékél 

és 

'i r XnZ n l 
UTZ= ~ I Xn_IZ"j . 

r;=1 . 

Ln~r=n 

"n_pXn 
xn-pxn _ 1 

y2 
An_p 

(3.199) 

(3.200) 

Az mátri x elemei a rendszer diszkrét bemenőjelmintáiból becsült autokor-
reláció értékél jelentik. 

N 

R",x(k-p) = :z xr._kxn_p, 

n=l 

vagyIS 

TTTT1_R~ 
u u-~ "'X' 

( 3.201) 

(3.202) 

míg a bemenőjel és a megfigyelések keresztkorrelációs mátrixánaL R.,:-nek a 
becslés ét adják 

(3.203) 

khát: 

( 3.204) 

Megjegyzés: A példában a rendszerparaméterek LS becslése a korrelációs mérés­
technika alkalmazására vezetett. Akorrelációs méréstechniha néhány egyéb alkal-
mazásával a 2.5.1. pont és a 2.11. foglalkozik. 

A négyzetes becslések is megvalósíthatók rekurzív formában, biztosítva ezzel a szek­
venciális megfigyelések hatékony felhasználását, idővariáns esetben pedi:; cl paramé­
terek változásának követését. 

A nemrekurzÍv becsléseknél a ZT = [z l' Z2' •.• , z,,] megfigyelésvektor felhasználá­
sával adtuk meg az [aj, a2 , •.• , am] paramétervektor becslés ét. Most tételezzük 
fel, ho~y a mérendő rendszerről további megfigyelések állnak rendelkezésünkre, te­
hát a megfigyelések újabb vektor n-esekkel bővÍthetők. 
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A rekurzív becslések származtatását ezért a {ZI,22, ••. , Z" ... } fi clill1(,il?iós 
megfigyelésvektorok sorozata alapján végezzük. A további tárgyalás előtt veú':,:-,ük 
be a következő jelöléseket. Jelölje ci I k a-nak azt a becsJését, amelyet a 

megfigyelési szekvencia felhasználásával nyerünk. Ugyanakkor jelölje alzJ a meg­
figyelési szekvencia j-edik elemének felhasználásávaHapott becslést. Hasonlóképpen 
al k annak a becslés nek a hibáját jelöli, amelyet a {ZI' Z2' •.. , zd megfigyelések alap­
ján nyertünk, tehát 

(3.205) 

míg a(z) a j-edik megfigyelés alapján kapott hecslés hibáj,l, vagyis 

-() ~( , a 2j = ct. z)-a. (3.2fJÚ) 

Ajelöléseknél a legkisebb négyzetes hibára utaló LS indexel a johb úi!t'kinth:U;­
ség érdekében elhagyjuk. 

A rekurzív LS becslések származtatását csak lineáris modell esetére végezzük \.'1. 
a l1eIJ11ineáris eset vizsgáiata il1eghaladja a je len csa1~ ~l l ~~l:·iÚ \ ~d 
foglalkozó irodalomra utalhatunk , 

A legkisebb négyzetes hibájú becslés az alábbi hihdfügg.,-ény minill'úl,'I<m 
alapult : 

ahol ZII,= [Zj, z:; .. ' " zd mc:gfjgyelési ~zekvencj" elcl1lc:iböl alkotott (k/n) climtií­
ziós vektor, Z\1 ji, pedig a modell kimenetén LlpOlt hasonló dimenziós \ektor, \<1::':_ j~ 

Zl\l1 

A reLurzÍ\' becslés sz,írnwZIalúsúhoz tétekzzük feL iw,::) me:: 
állnuk rendelkezésünkre. 

Lineáris TIlodeH fehétel\?zésé\":.:l -~- J 

f!. j' 
(3.::09) 

Az új mes:.fiscveléstis fisc\'elembe .. éve <, 1:-"-1 !l,-:.:fi:.:\(:k~\c·ll(\rra \()n"tkozói:i~'zc:-
függés az' alábbi formában-is felírható: - --

.2 jU) 

C j ; J pedi" ,IZ c:gyes megílgydésvektorokhp/ 1,1flOZÓ 

l' ''-":- ", ''-"n' C!-;-j} 
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Illátrixok ból {tiló (k + l) 1/ lll-es mútrix, azaz 

( 3.212) 

-\ kg~i\cbb négyzetes hibúJú beL'~lés (3.17ó) ii"I,dii:,~ését fdh;"lJiéiha J1)erht:tö 
ol \k -t- l) l1legiigyelésen alapuló bec~lés 

Vuc'"iik he a kÖ\Clhez,í jelölést: 

pp., I [l'7~ L Il',q, d I 

l ll.cl 

':(1'" I P,. ILIC' ;1'1'71' 

I, 'l' 7' :i • I -= l lik;. I l I 1["'1' + I ,',= Ulk 

0.213) 

(3.214 ) 

(3.215) 

( 3.216) 

"-.éhúlly <italak ítü,Í lépés utún. \;lla mint felhasznúha il I l.', I I i \ I I i\ erzil,.' lemmúr 
!T~.2. függelék) a hec\ksfe cl következő rekurzív ~isszcfüggé"t "ll iLih: 

- ~ 

o: j ;. ;.. ! == ;'1 \:~ -+. . I +1 (3,217 ) 

(3 

(3,219) 

I. : •.• j '."ii, l'. 11l\:-:~ .1 kgkJ.'ebbnégyzeteshibájÚ becslés rekurzív alahja, 
• ",ji i ícdlf'Ll\ i()rmúkhoz, az új becslést a régi hecslésbői és cgy PT­

i,., :.:-:, "i kl'pezi, amely a tényleges (k+ l)-edik megfigyelés és az előző becslés 
'1\ . ,iri ií1eLdJuyelés k ülönbsé"ének erősítésszerese. 

Az er,ísíté;m'áÍ:rix lépésenké~t vúltozik. meghatározásáboz minden lépésben 
,nátrÍxii1\(,fzióra van szükség, ami a numerikus megoldás szempontjából nem ked'é-
1.15. viszont látható, hogy értéke az egyes megfigyelésektól független, így ha az L í mát­
rixok ismertek, az egyes lépésekhez tartozó erősítésmátrixok előre meghatározhatók. 
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2. A rekurzív megoldás megegyezik a ~1emrekurzív LS becsléssel, csupán a meg­
figyelések felhasználásának módja eltérő. Igy a két megoldás tulajdonságai is meg­
egyeznek. 
-- 3. A rekurzív eljárás indításához definiálni \(,.:;11 a kezdeti feltételeket, ami azt je­

lenti, hogy meg kell adni o és ti 10 értékét. A kezddi értékek megadására különböző 
lehetőségeink vannak: 

- amennyiben van valamennyi előismeretünk 3-ról és P-ről eZek képezhetik a 
kiinduló értékeket, 

néhánv me2:fi2:velés felhasználásával nemrekurzÍv becslést végzünk. ennek 
eredménye lesz a rcl<:;;zív eljárás kezdeti értéke. 

A kezdeti értéket például l megfigyelés {ZI' Z2' alapján meghatározva 

(3.220) 
és 

(3.221) 

ahol 

Dpa+np (3.222) 

- kellően nagyszámú megfigyelés a kezdeti becslés érték~ lehet 

(pl. O), míg meghatározását a -::- összefüggés alapján rögzíthetjük, 
ahol [' értékét kicsire keH választani. 

c 

4. /~ négyzetes hibakritériur.n rekurzív ~Setre is általánosítható. II\"~nkor Li n11Dl­

malizálDndó hibafüggvény : 

ahol QI k az egyes megfigyelésvektorokhoz tartozó 
metrikus, pozitív definit súlymátrL-xokból felépített 

(3.223) 

il >< n-cs szirn­
bloH mátrix : 

ami azt jelenti. hogy az e"ves me!?:D"velésvektoroknúl hibák 
függetle~ hibakom!;;nensk~~t vehetöCi1gyeienlbe. 

:.4.. súlyozott LS becslés erec1rnénye ti csethez hasonlóan adható 
meg: 

( 

ahol most az erősítésmátrix Ll következönt:k adódik 

1== [0- 1 , 
1 .... /:+1 1 (3.22ó) 

és 

(3.227) 
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Amcnnyibcll a megfigyelési zaj statisztikai jdlemzői ismerlek. itt is megválaszt­
hato a súlymátrix a megfigyelési zaj kovarianciamátrixának im;' .. :ízekém: 

1:;;;,1/;, ( 3.228) 

amikor is az eredmény ismét megcgy-:zik a Gauss-)vfarkO'l'-becsksscl. A (3.225,) 
(3.226), (3.227) összefüggések tehát l=k,-;~k+l választás mdktt a Gauss­
Markor-becslés rekurzív alakját adják mcg. 

Az élőzőekben tárgyalt LS becsléseknél fdtétekztük, hogy a becsülni kívánt paramé­
ter állandó. Idővariáns paraméterek rekurzÍv LS becslésénél az előző módszerek alkal­
mazása nerr:- célsze~ű., ,hls::en ,az e~yre .~jab? m,egfig~elések n~l~l állandó p.aramétc:r~l 
hordoznak mformaclOt. p~ valtozas kovetese erdekeben a reCI megfigyelesek hatasat 
csökkenteni kell; a megfigyeléseket fokozatosan el kell fekjle~i,~-

A paraméter változás ának hatása úgy is tekinthető, hogy a pillanatnyi 
paraméterértékhez viszonyítva a régebbi megfigyelések egyre nagyobb hibával rendel-
k;;zntk, egyre Ezért a becslés alapját hibakritériurn 1l1egfogal-
rnazásában a Inegfigyeléscket egyre kisebb k~.;ll figyelern.-
be vennünk. 

A felejtő algoritmusok közül kettőt emHtünk meg. Ji,.z elsőben a régi megfigyelé­
sá i:wtását fokozatosan felejtjük el, egy új megfigyelés beérkezésekor il régebbi megfi­
gyelésekből adódó hibakomponenseket kisebb súllyal vesszük ; a hibakom­
ponensekhez exponenciálisan csökkenő súlyt rendelünk , 

A 3.14. ábra rekurzív becslésnél az egyes megfigyeléseklKz t<inazó hibaénékeket, 
yalumint azt az exponenciálisan csökkenő ablakfüggvényt adja meg, amely a hiba­
komponensek súlyYaktorait rögzüi. 

3.144 ábra. Exponenciálisan felejtő 
fehLlfziv becslés 

/\ rnásik nlegoldásban ntindig azonos szán1ú fi1e2:fi2.velést használunk ftl a b;..:cs­
lés származtatásához. Minden újabb megfigyelés figy;;Tembeyételekor él legrégebbi 
hatását meg kell szüntctni, E megoldásnál tehát mintegy (mozgó) négyszögletes abla­
kon keresztül figyeljük a megfigyelésekd, ill. az azokhoz tartozó hilxlkoi11nonensekct, 
(3.Í5. ábra). ' 

L~xponenciális abiakfúggl't!;Z}' 

Az exponenciális<,i~ :,úlyozott legkisebb néu\zelés becslésnél a hibafüC:i2vém kö"..:lk"ző 
általános alakjúból indulhatunk ki: -- - - -
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CI k+ ](oc)= J,CI k(C!)+ [Zk+1-

ahol O<I.:=§ l. 

(3.229) 

Itt CI k most is a k megfigyelés {ZI' z2' ... , Zk} felhasználásával kapott négyzetes 
hiba. 

C(k) 

Költseg Négyszögletes sulyfüggveny 

Az ablakiűggveny 
haladasi iranya 

3.15. ábra. Négyszögletes ablakfügg­
vényt felhasználó rekurzív becslés 

A fenti kifejezés azt jelenti. hoQ.v a réQ.ebbi mee.TI2vc1ésekből származó hibákhoz 
expo,?en:i,á~i~;n ~s~kker:6 súl~t r~;del~nk; ugyani~ a~k-adik időpillanatban a j-edik 
megngyelesool (j?k) szarmazo hIba sulyfakTora 

( 3.230) 

ahol T a "felejtés" időállandója. 
A:z időállandó megválasztását elsősorban a paraméter yáltozúsi sebessége, \ala­

mint a becslés meghozatalához szükséges megfigyelésszám befolyásolja. lvlinél zajo­
sabbak az egyes megfigyelések, J. értékét annál közelebb kell választani az 1 értékhez, 
mivel így a becslés megfelelő hosszúságú megfigyeléssorozat alapján hozható. Músfe­
lől viszont ha J.= 1, visszakapjuk a standard legkisebb négyzetes hibájú becslést. 

Az exponenciálisan súlyozott legkisebb négyzetes becslő rd;urzív összdü~~(se 
- lineáris modell esetén fl következőre adódik: 

ahol 

és 

p,~ exponenciálisan rek l1Iziv becslések 
származtathatók. Az exponenciális felejtés iu 
súlynlátrix az első, a Dlásodjk sth. és él 

rendre 

súl) rnátrixokat fendc]ünh. Ebben az esetben 

··1 
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1 
tk)::; 

1..-; 1 ~S 

bec:)lésck böl is 

(3 

(3.135) 



es 

(3.23ó) 

Ha 

(3.237) 

a li választássalláthatóan visszakapjuk (3.232)-t, ill. (3.233 J-at. 

i'viegjegyzés: Az exponenciális ablakIüggvény alkalmazása, vagyis az új megfigyelé­
sek szerep ének kiemelése a régebbiekhez képest nem csak időfüggő rendszereknél cél­
szerű. Abban az esetben, ha a becslést pontatian modell alapján végezzük és a megfi­
gyelési zaj is kicsi a becslés rossz értékhez tarthat, mivel a K erősítés mátrix kicsi lesz. 
Az új megfigyelések hatásának erősítése kis K érték mellett úgy is megtörténhet, ha az 
előző lépések hatását csökkent jük . 

N~grszögletes ablakfuggvény 

Az exponenciális súlyozású becslésnél a régi megfigyelések hatását fokozatosan cs ök -
kemjük. A négyszögletes ablak algoritmus véges számú (N) megfigyelést vesz figye­
lembe, az ennél régebbieket teljesen figyelmen kivül hagyja. E megközelítés abból az 
intuitív szemléletből származik, hogy olyan időtartam (megfigyelés-szám) mellett vé­
g:ezzük a becslést, amelv mellett a mérendő paraméter állandónak tekinthető. 
~ Szekvenciáiis megflgyeléseknél egy újabb megfigyelés figyelembevétele a legré­
gebbi elhagyásával egyidejűleg történik, így azonos számú, N adat alapján jön 
létre a becslés. 

megfelelő algoritmus származwtásához 
ulolsó D1egfigyelés. 

P;.. rekurzív le2hisebb beCSlés az új 

,r; 
(3.238) 

(3.239) 

1.J:· 

(3.240) 

ahol a kettős index elsó ekme a le;cúiabb me~fi;c\'elés sorszúmát. éi második eleme, a 
legrégebbi, még figyelembe vett megi~gyelés s~rs-;ámát jelöli, tehát &.1 A~ s .I az a para­
méter becsléSe a {ZI .• ZI. -'-j, ... , z,-,-,\} megi1gyelési szekvencia felhasználás;" al. 

Az adatablak szélességének visszaúl]ítúsához hagyjuk ej a legrégebbi, k-adik meg-
11.:::ytléSL an1iböi 

0.241) 

és 

,.. 1- 13.242) 

-;·S .f....' (3.243) 
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A következők ben ismét a 3.2. példában már említett ellenállásmérési feladatot 
\izsrzáliuk. 

~Tétek:zzük fel, hogy az ellenállásértéket most is feszültség- és árammérés útján 
kívánjuk meghatározni. Két alesetet vizsgálunk. Az elsőben az ismeretlen dlenáÍlás 
értéke állandó, míg a másodikban változó. 

Ennek meiZfelelően előbb súlvozatlan rekurzív LS becslést vérzzünk, majd az idő­
variáns paraméterek becslésére alkalmas felejtő LS eljárást alkal~azzl1k. . 

3.10. példa 

A becslési feladatban a mérendő paraméter (ellenállás) és a megfigyelések (feszültség) 
között lineáris kapcsolat áll fenn. Az eddigi je1öléseinknek megfelelően 

( 3.244) 

ahol a képviseli az ismeretlen ellenállásértéket, Li az ellenálláson átfolyó áramot, me­
lwt az ef:\szerűséf: kedvéért e2vséfmvinek tekintünk. z, a mért feszültsé2értékeket. 
l;i pedig <~'mérési b1zonytalanságbót adódó megfigyelé~i ~ajt jelöli. ~ . 

A rekurzív LS becslés kiinduló értékeiként k megfigyelés alapján végzett nem­
rekurzív b;;:cslést használunk. A k megfigydést vektoros alakba feJína 

(3.245) 
ahol 

és 

:= [1, 1~ ... ,1] 

ci pedig a skalár mérendő paraméter. 
Az LS béCS]é:; (3.175) összefüg.';ése szerint 

(3 

arnely a rncgfclelő behelyettesítések után 

k 

(3.247) 

(jabb megfigyelés után n (3.217) összefüggés felhasználásával nyerhetjük 51;,+I-C1. 
, , D P '-r "k' (3 ~1 A I (3 7"9' ... Ehhez hatarozzuk meg 21 f,' IH,] es 15..lk+1 erte'et Ll , .L 4;, ._1), lll. it 

( 3.218) "összefüggések felbasználásával. 

[U l -l k_ 

1 - r 11-1 
- 1 lJ..-j k I k 

1 
l+k' 



mivel 

és 
Uk + 1= 1, 

1 r 11- 1 1 
1=7C1l1+ kj = + 

Tehát .ille+ l-re a következő rekurzív formula adódik 
~ ~,1 
U/k+l=Ujk l [Zkvl-áj,J + 

(3.248) 

Megjegyzések: 

l. A kapott eredmény nyilvánvalóan megegyezik a nemrekurzÍv megoldással. 
Ez közvetlenül belátható, hiszen a (3.247) eredmény felhasználásával 

(3.249) 

ami felírható 

l k l 

V -J ---: L.J"'i k i=1 

(3.250) 

alakbéin is. Ez jól láthatóan megegyezik (3.248)-ca1. 
2. Ebben az egyszerű példában a rekurzív megoldásnak nincs lényeges előnye a 

nemrekurZÍv megoldással szemben, mindössze azt eredményezi, hogy a megfigyelések 
tárolás~n~ nin~s sz~~ség, v.~bmint, h~gy ~ megfi~yelé~;k. szehencjáI!~ ~el?olg~zása 
miatt lepest.:nkem kovetheto az eredmeny cs az egesz el.wras a megfddo lepes utan le­
állítható. 

3. A..z LS becslés a ml'gfif:yelések átlaga, így a (3.248) eredmény az á~lagolás re­
kurzív összefüggé::,ét adja me:; (i. még 5.L2. pont). 

KOl!stans jel detektálása 

.:.A... kövelkc~zőkben yizs2áljuk azt az eSetet.. ha a DlcaTIi2\cléSek \últozo parun1éttrrc 
vonatkoznak. Négyszögletes ablakfügg"ény alkaJmazásá~al a becslés n:kúrzÍv megol­
dását él (3.238) és il (3.241) összefüggések alapján határozhatjuk meg. 

Az előző példához hasonlóan az első megfigyelés fdhasználásáyaí nyert becslés 

1 li 

Z Zi' (3.251) 
;=1 

Egy újabb, az l-edik megfigyelés után (3.238) szerint kaphat juk meg az eredményt 

felhasználva, hogy 
l 

PIN 1=-:-" N 
és 

(3.252) 
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Az adatablak szélességét az első megfigyelés elhagyásával állít juk vissza. 
Mivel (3.240) szerint 

1 
P1N+!.I= 

és (3.242) alkalmazásával 

/' l 
AW+1,2= N ' 

a becslés eredménye a következőre adódik: 

( 3.253) 

Megjegyzés: A kapott eredmény itt is rekurzív átlagolás útján 
abla~ nüatt azonban a rekurzív IlleflOldás ellenére az 
utolsó /If me12figvelés tárolására szükség van. ami széles ablak 
ieícntös tárolók~Dacitást igénvel. ~ , 

• .1. '-.; 

az 

I11ef2oldása a D1érendő paran1élerre vonatkozó Il1aten1aükai ert::onlé-
nye-z. Ekkor a becslési feladat analiti.1<us eredményre vezet. Az anaiitikus kifejezés 
határozása azonban bonyolultabb esetekben, különösen, ha a mérendő 
megfelelő pontossággal csak nemlineáris modell állítható fcl, komolY matematikai 
nehézségeket jelemhct. Sok esetben a mérendő paraméterre analitikus Úiejezés nem is 
adható. Ilvenkor iteratíveljárások alkalmazhatók. ahol a modeli-paramétereket vala­
milyen algoritmus szerint addig változtatj uL amíg a kritériumfü'ggvény mininmmát 

( ,. ", 'k" 1 ''''1 " DeCet) O" c" 'l r'11'" • szel so erte.-et; l e, nem erlu". VagVIS Itt a -Cl-~ osszemggesne ( megIe,e.oen jutunK 
, n, , .,~: • 0"-, , ,~~ ~., -,. 

el aszelso ertekhez. Olyan algOfltmus kIalakttasa a ce!, amely a modell pammeterelt 
Li kritáiumfüggv~n\' ~n~kétől függően válwztatja. (]J6, ábra), 

A rends;e~en "vél:zdt l11edi~\:-ekseket rendsz;;rint zaj terheli. Ha él mcdi:2\d~si 
zaj hatása elhanyagolható, det'ér~~inisztikus eljárások alk'almazhatók, míg ~aneíeIl­
létéb,'n sztoL'hasztik us modellja i-ító eljárásokra V:lil szükség. 
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H",' Modell 

d." 
, 1...-_'1_-' 

( 
ModellJcv:to Ir~a __ - ___ ----_____ .-l 
C!gorit~ 

3.16. ábra. Általános mo­
delljavító eljárás sémája 

A szélsőérték-kereső eljárások különféle feltételek és eltérő hibakritériumok ese­
tére yonatkozó igen széles skáláját dolgozták ki. Nem lehet célunk e témakör teijes 
áttekintése, csupán néhány fontosabb determinisztikus (3.6.1. és sztochasztikus 
(3.6.2. pont) eijárással foglalkozunk. Mind a determinisztikus, a sztochasztikus 
eijárásokkal szemben a következő főbb követelmények szabhatók: 

-lef?:ven konvergens; 
- a 'k'onvergencia sebessége legye:1 minél nagyobb; 
-legyen minél egyszerűbben megvalósítható ; 
- minél szélesebb körben lehessen alkalmazni. 

modelljavitó eljárásoknál egy 

gradiens módszerek; 
- kereső eljárások, 

gradiens iSIl1erni kell (vaf!y 
q;) kritériumfüggvény gradiensét tetszőleges mellett, 
csupán a q~) különböző pontokban felvett függvényértékeit 
sett paraméter (jellemző), ~ általában vektorváltozó, a 

hiperfeiülettel jellemezhető, melynek 
gradiens eljárásnál e hibafelületet az adott paramétereknek iuv"-''''.viV 

" '1 t l' b "I' " ~ 1"1 1 ".. l' '''1 - , " n zeteOen ,L a ai an ~lnearlS Ie u~ette.l. koze ltJU:.~!' mIg a kereso 
fdtérképezik a felület alakulását. Term6szetesen minél többet tudunk a felületről, ilL 
a konstans hibához tartozó izokritérium görbékről, annál jobb megoldást nyerhetünk. 



Gradiens eljárások 

A gracli~ns eljárásoknál a zérus gradiens',:ektorhclz tartozó értéket keressük, j;'ivel a 

egy minimumhely létezésének szükséges fehétele. 
A E"radiens módszerek lehetnek 

- folytonos és 
lép"ései1kémi modelljavító eijárások. 

.254) 

A következőkben csak a lépésenkénti cijárásokkal fOi'Jalkozur:k, melyck;~él il 

paran1étervekLor D1ódosírása végezh~tő koniponensenként~ lU. 8Z ÖSSZeS 
i-nódosítása történhet szimultán. 

Relaxációs iilód.cer 

A relaxációs i1:ÓdSZeI olyan 111Ínin1alizáló eljárás, ahol egyidejűleg a paran1óler';cktor-
nak Az i-edik addig . 

o fellérel nem A parall1éterenkénti ..,,-ához-

tatást a nlodell összes paran1éterére Ha nz eljárást ciklikusan 
többször is meg kell iS~11ételni. A 3.17. kétdimenziós eSetre a 
ü1enetét. p.t..Z ábrán látható izokritériurn 1T1..:2. 

A minimumbelyhez közel az ''7."v'",,·pr'' görbék koneemrikus dlipszisekkel k0-
zelíthetők. A relaxációs módszer feltételes mínimumhelveken keresztül 

a kritériuil1függvény mininlumát. 
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A relaxációs szélsőérték -kereső 

állhat 

impedanciák 
alkalmazni 

tipikus alkalmazási területét képezik a 
mérésére hidaknái a komponen-

közel koncentri-
áll ha a 

, amikor is az eljárás le-

"\;laAa,,H,}c r:t:ódszcr keskeny 

(3.255) 

:rendelkezésünkre: 

Ü feltétel szerint keresi~ " lokális nl!-

értékről indít\;a az cliúrú~~~ n~úsik lokál1s 

köz;,.] 

elérésekor to\'ábbi korrekció n.2TIl törlénik. 

225 



-Az 

Kiindulo pont 

kjtő módszer 
rniatt általában 

3.19. ábra. A .. h:gn1eredckebb lt:jt0 nlodszcr 

alkalmazott kállítási szabály: az éljúrást le Léll állítan i, ha 

( 

szánl. 
Ílt.:rúció Hiún k i kell szárnÍlani 

a lokális gradiens ért~két. 

módszer idővariáns esetben is alkalmazható kövc-ti (i 

akkol' .. ha a szálnításl-kövttési 
,úhozik. 
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kebb lejtő módszer konvergenciaseböségénél nagyobb - viszont a 
minden eSetben biztosított. További hátrányt jelent a 
('-: rnásodik derivált iterációnkénti n1~ghatározása~ ill. 

2. Az említen gradiens eljárásokoD kívül számos 
az alkaln1azúsi feltételekben, a 

szúrnÍtúsigény) térnek el. p1. a 
vagy a konjugált gradiensek módszere 

csupán él megfelelő irodalomra utalunk. 
3. J\Z el.iárások alkalrl1azásánál külön ki kell eI11elni 2. kezdc"ó érL~k 

sának fontosságát. Jó keZGeli érték D1elletl a sokJ~al 
egyébként, nen1 unin10dáEs felületek ll1ellett 
"áíasztásától függően lokáiis szélső értéket is 
választásához ezért 

érték ll1eg­
ismeretet fel keH használni. 

Kereső eijál'ások 

Dlódszerck 
fe] keHel[ 

k:vadratikus hibafelület rnc:llert 
ha Li feJülettn nincsenek lokális 

További nehézséget okoz, ha nem határozható 
a numerik us kÖZelítés száInitásigényes. Kmönösen 
fdüklcn kesken)' völgy húzódik végig. Ezekre az esetekre 
~ozlak melyek hatékonyságát általában 
felületen tesztelik. 

FIa gradiens I11ódszcfck nen1 
bonyolult, keresőeljárásokkai lehel a 

.14. kereSŐ eljárások 
véJetl:.:I! 

rnóc1szcr nl1<aJnl,lzéÍsúnak k 

"Véh:! len k(']",,':>6 
próbúlkozunk. H~l 
L ri~ériunlérték az 

c!clérrniniszt kus 

~ ('l1('nkr~Z() e~ctbcn a régi 
Az ~11gorÍ\!l111~ minél llaid: 

3zaz rnlnden le-

nnOll1SÚ -

227 



alakultak ki. EZen eljárások különböznek a keresési 
történő ITlódosÍtás nagyságának rnegválasztásában. 

lnódszeTek II minlmurnhely eléréséig használhatók. 
akkor ha ~i hiba-

ban az eSetben, ha ezen rnegfigyelések - a ~~~-",~,~J 
függvényértékeke!"_ nern srzo~Sál~atják a 

Olyan sztochasztIkus szelsoertek-kereso eljárásokra van szükség, melyeknél a zajos 
medi!lyelések eilenére is biztosított a 

'"- i\ sztochasztikus rekurzív szélsőérték-kereső 
eljárások.: sztochasztik us 

a következő: 

A ... za lOS alapián kell II szélső értéket an1i a f:radiens zérus-
feladat ebben az esetben egy függvény (a gradiens Íügg\~ény) 

jelenti a zajos felhasználásával. 
2. f\.n1eDnyiben a gradiens értékét sem isn1erjük, a szélső érték 111cgkcresésé-

, 1"" ~ "l "'k 11' .' 1" l'" l" •• ..\ • nez e_O~b LC:S~O e~~~ CI: ene"' :ne __ ~Lt a gra?l~r:s ho~.e lto, meg l~Harozasara v~n ~zu (S;g. 
gradIens Kozehto I11eghalarozasa a krlterUID1fuggveny zaJos rnegfigyeleselnck rcl­

használisivallehetséges. 



zaJOs jelölve: 

rekurzív 

x 

.\ j{ ... " 

(3.258) 

értékének helyét 

cgy lSfl1efet len 

és tételezzük 

szto-

konVer-

csupán 

bármely 

(3.259) 

o egyenlet 
. ábra) a 



A Robbins-iH onro-algoritmus tehát az új kÖZelítés! az aktllájjs kÖZelítés nek és az 
UJ megfigyelésnek a felh3sználásával nyeri. Amennyiben zajos megfigyelést 
egy kritériurnfüggvény gradiensének tekintjük, a a kritériuDlfüggvény 
szélsőérték -keresését jelenti. 

Ezt tekintetbe véve (3.260) összevethető a determinisztikus legmeredekebb lejtő 
módszerének (3.255) összefüggésével. A Ht/U'./"','--"'''' 

érték helvett annak zaios I11t2felelője található. )''11.. {gr.:} sorozat 
megvála;ztása hivatott komp~nzáln'i a zajos megfigyelések hatását. 

A Robbins-Monro-dgoritmus átlagos négyzetes énelemben és való-
színűséggel is 

lim E {('l. C o 

iH. 
EIn 'Xi l, 

ha a következő feltételek 

a következők; 

(3 

és azonos eloszlásúak . 

és 

var var 

ritmus fi körüi oszciHálna 
túl leúllhal 

O. == 
C:-f. 

ahol g>O. 

f~ltét(;J azt az 
metsző egyenes közötI kell elheiyezkcdnie, melyek m'':ré:Gt;K::,C''C 
:1.=6. pontban metszi egymúst, ez egyb,.:n 
pontban. A feilétd csupún ,i megfigyelések 

III cgjcgyzésck : 

1. Az eddil..'.iek ben a R - \1 
'l,enziós k iterjc~ztése a k övetk ezé) 
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A konvergencia feltételei az egydimenziós eset feltételeinek kiterjesztésehnt adhatók 
mel!. A mezfelelő feltételek betartása esetén az eljárás itt is átla"os né"yzetes értelem­
bep~ és l ,'álószínűséggel konvergens. Megemlítjük, hogy többdime;~iós esetben a 
korrekciós eL:vüttbatói lehetnek D1átrixok is. 

2. A sztoch~;ztikus approximáció Robbii1s-Ji1onfo-algoritmusra vezető feladata 
megfogalmazható a következő módon is: 
Keressük az J" egyt:nlet cgyérteln-rű vz== 2. gyökét. 

iter~tiv algoritn-ll1s ebben nz eSetben: 

.2ól) 

.Az f(:lírása rnutatja, hogya sZlochasztikus approxinláció össZe-
formailag megegyezik a rekurzív becslések összefüggéséwl ; vagyis a k+ l-edik 

eredménye a k-adi k lépés eredményéből és egy korrekciós tagból áll, ahol a kor­
megfigyeiés és él megoldúsnál várt megügyelési érték küiönb-

az 
. Sztochasztikus approximációnál az együtthatósorozm 

nenl áJlnak Tt:ndelkezésünkr('~ a választás a kon­
törléniJ~ . 

számítások eredményezi, másfelől. 
nincs a pontosságra vonatkozó 
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pontos, SeD1 értékét nen1 rneg 5 ezért a 
használhatj uk 

.:.bJ..l<:iej-ter-rífo(lcl1{;'irz-algoritIl1uS a következő rekurzl\­
líti a szélsőérték-helyet: 

gf.: 
O::k-':--l == c<.k ----;-

i; 

Látható, hogy 
függvényértékek ki. PJ.. 
hoz a következő feltételeket kell betar:2Di : 

ahol a -< C<~ feltétel 

a gk== co feltétel 

2. 

var 

.tzen 

tehát fl dÍInenziós eSetben ~i 
kell 'venni. rninta~iélelek 

ahol . " Ji 3Z din1enziós 
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Megjegyzések: 

1. A sztochasztikus approximációs algoritmusoknak széles körű gyakorlati al­
kalmazásuk van. Ezt többek között a következők indokol ják : 

az algoritmusok megvalósítása 
- a feladat megoldását rekurzív 
- alkalmazásukhoz kevés a priori ismeretre 'lali , 
- nund lineáris, mind nemlineáris alkalmazhatók 

2. A sztochasztikus appro](jmációs ai~wrltnJm;ok alkaln1azásánál fon-
tos kérdés a konvergencia sebessé2:e. A 
111onro- és a Kiefer-Wolfowitz- alg;rim1Usok esetében csak a 
tosítják. A konvergencia sebessége nyüvánvalóal1 
egvütthatók tényleges megválasztásátóL 
k'(;nvergenciaseb~sséggel a ;ztochasztikus approximáció bC,se'2e:S irodalma foglalkozik. 

7 
Számos mérési probléma vezet olyan 
mény közül kell egyet kiválasztani. 
kdl megállapítani, hogya lehetséges két érték közül a 
kd vette feL vagy ha megfigyelések alaüián azt kell V~'''V,,"VH'. 
bizonvos ieiko~lponenst t;;rtalmaz-e ·~ágv sem. Ezeknél a 
becslisck l~ez hasonlóan a vizsgált ~. 
(paraméterérték, állapot stb.)~kel1 meghatározni a ;~ndszeren 
valamilyen alkalmasan megválasztott hibakritérium és a 
priori ismeretek alapján. Ilyen a priori ism\::fet lehet cl lehetséges énékek száma (a 

valószínűségei disz)~rét jellemzőhalmaL. demeinek 
és - minthogy il mérendő jellemzőre 
jclál viteli csatorna kin1enetén 

hozható. 
A döntési 

rendszernek a matematikai modellje, 
A-z optimümkritÚium 

cél a hibás döntés::L 
á!talánosan, ha a hibás döntésekhez "'-'H"'v'"v' 

!11iDlmálni. 

si hiba fogalmától. 
r~ndszer állapotának mérések or is 

egy általában zajos 
v\C',",o'''r,"~'< vonatkozó feltételes 

mdktt a döntés meg-



Egy egyszerű bináris, vagy kéthipotézises döntésnél kétfajta hiba lehetséges. 
H o-val és H l-gye] jelölve a két hipotézist a következő hibás esetek fordulhatnak ciő : 

- elfogadjuk H o hipotézist, holott H l igaz, vagy 
Hí hipotézist tekintjük igaznak, annak ellenére, hogy Ho igaz. 

bináris döntési feladatot illusztrálja a 3.23. ábra. A meg:figvelések. o1\an való­
változó realizációinak tekint.!J.etők, melyek sűriíségmg"gvénye fiS~g attól, 

lll"Pote:zlsigaz. A két fz:Hlz I Ho) ésfz'H1(Z I Hl) feltételes sűrüségfügg-
S ~" ~tk' Ll l' 11'" 't'k' k lkl"- ,,"l e. c;re ,:~?';' __ ?zo l~egt;gye,~se_( e;lelsege~ er e 'eme,' a a 'u ,:saL m~lalJa~. 

a Ket surusegfuggveny atfedl egymast, tehat azonos megfigyelest kapnarU!1K 
hipotézis is igaz, akárhogy is rendeljük a megfigyeléseket a hipotéziscklkz, 

az esetek 
dömések 

részében döntésünk hibás lesz. Az ábrán a vonalkázott területek a hihás 
Cf>(',~1'FP I arányosak . 

Kuszbb 

3.23. ábra. Bináris döntési feladat 
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3,7,1, 

Ebben a pontban alegtöbb előismeretetigénylőBayes-döntésekkel foglalkozunk. Előbb 
kéthipotézises esetre származtat juk a Bayes-döntési szabályt, majd az eredményeket 
kiterjeszt jük több hipotézis esetére is. 

A Bayes-döntések - a becslésekhez hasonlóan - szekvenciális megfigyelések 
alapján is meghozhatók. A többhipotézises döntéSeket követően a szekvenciális 
Bayes-döntéseket említjük meg. 

AérhipOiézises Bayes-döntés 

Jelölj.: a két hipotézist H o és H l' és tekintsük adottnak a két hipotézishez rendelt 
a priori vaJószíniíségeket, melyeket Po-val,ill.Pl-gycljelöljünk. Ezek tehát azt jdentik, 
hogy az egyes hipotézisek az adott valószíniíséggel bizonyulnak 

Feltételezzük továbbá, hogy megfigyeléseinket zaj terheli, és e statisztikai jel-
1em26i adottak: ismerjük a zaj sŰfűségfüggvényét. Ez azt jelenti, hogy adottak a meg­
Jlgyelések feltételes sl1rl1ségfüggvényei (csmornakarakIerisztika), melyek a megfigyelé­
si zaj és a megfigyelt jellemző függvényei. A két lehetséges esetnek megfelelően ezeket 
j~i i Ho), il1.fz l HJz I Hj)jclöli. 

Az optimumkritérium megfogalmazásához definiálni kell a döntésekht:z rendelt 
költségeket. Jelölje C ij annak a döntésnek éi költségét, amikor az i-edik hipotézist fo­
gadjuk el, holott a j-edik az igaz. Vezessük be továbbá a P(H i I H) jelölést, amely az 
előbbi eset bekövetkezési valószíniíségét ielöli. 

A Bayes-döntési szabály az átlag;s kÖltség minimumát biztosítja. Származtatásá­
hoz írjuk fel az átlagos költséget, amely kéthipotézises esetben a következő: 

R=CooP,.;P(Ho I Ho)+ClQPoP(Hj I HO)+COIPIP(Ho I Hj)+CIIPlP(Hl i Hl)' 
(3.272) 

Blllúris döntéseknt?l vUQ.Y ff o \"[Hn: .l-J í hipotézist teháT. rninl a 3.23. ábrán 
lúthattuk, a megfigycldsi teret rét dIszjunkt tartományra? o-ra 

azon n1egfigyelésel~ tartoznak, amik or li o 
Dl--:gfigyeléseknél H tekintjük 

tartolllányok n1cgfch:lö 111cgválasztásá\"al keressük. 
hogy P(H i I felírható a feltételes sürűségfügg\ény megfelc16 
tegráljakénl : 

dl.. 

Ig" az átlagos költség a követKező formába írható: 

R=CooPo IIz,Ho(Z I Ho) dZ+COIP l Ij~'HJz I Hl) dz+ 

<70 (~iJ 

-i- C jOP(l I I z1 

71 

! Ho)dz-i-ClIPl f 
.7

1 

.273; 

Felhasználva, hogy bináris dömésnéj a megfigyelési teret két di~zjunkt tart,'Jlliúnyra 
osztjuk: 



r 

R=ClOPO+ CllP j + J {Pj[C01-CllJfzIH,(Z I Ha-
(íJ o 

lO-CooJfzIHo(Z I Ho)} dz. (3.274) 

A (3.274) összefüggés első két tagja a döntés állandó költsége, a tartományok megvá­
lasztásától független. Az átlagos költség további tagjának vizsgálatakor feltételezzük, 
hogy a helyes döntés költsége kisebb, mint a hibásé, ezért C10>COO és C01>Cl!: így 
az integrandus mindkét tagia pozitív. 

A ~-ninimum eléréséhez' minden olyan megfigyelésnek a Po tartományban kell len· 
nie, ahol az integrandus második tagja nagyobb, mim; az első, vagyis z legyen @oré· 
sze, ha 

Po(ClO-Coo)fZI Ho(z I Ho»Pj(COj-CI!)fZI H,(Z I HJ). (3.275) 

Hasonlóan minden olyan megfigyelés a @l tartományba kell tartozzon, ahol 

JO-Coo)fzl (3.276) 

A döntési szabály működése jól követhető a 3.24. ábrán. Mint a (3.275) és (3.276) 
összefüggések ből látható a @o és ,tartományok határát Úgy kell megválasztani, 
hogy a ~Úlyozott feltételes sűrűséQfüQ~yénvek e határon azonos~értékűek l;gyenek. Az 
áb;~ n1Utatja a Bayes-döntés átlagos-k"öltségét, vagyis az adott feladatban; minimális 

l , 

I<.öltsegnövekedes 

Ba':)es 

z 

~~~.-------------------------

3.2-+. ábra .. :\ döntesi t2rt0I1iányok rneg\úlasztás~:. 

átlagos költségeI, amely felosztáshoz tartozik. A wrtGIrúnyok bármdy más 
megválasztása (a_z_ ~br~n (7ó, ill. ú!ó' éS.92'í') az átlag~s köJts~? n~~ekedé.s.ét ere~-
ményezik. A .1;)) es egY'-:nlot!er:seget felhasz!,alva a dümesl szaba ly a kü-
vetkező módon is megfogalmazható: 

(3.277) 

236 



Látható, hogy a döntési szabálya megfigyelések feltételes sűriíségfüggvényeinek 
- a likelihoodfüggvényeknek az arányaként fogalmazható meg. A két sűriíség-
függvény arányát likelihoodaránynak nevezzük és .I1(z)-vel jelöljük. 

1(7) L. fzlH,(Z I Hl) (3.278) 
L~~ fzlHo(Z I Ho)· 

A Bayes-döntés tehát olyan likelihoodarány teszt, 
H, 
>-

"' l(z);:::: 7] , 
110 

(3.279) 

ahol a teszt küszöbértéke az a priori valószínüségektől és a költségértékektő! függ: 

PO(CI0-COO) 
1)= . 

PI(COI-CII) 
(3.280) 

A logaritmusfüggvény monotonitása miatt (3.279 J-tel ekvivalens tesztet kapunk, ha 
mindkét oldal logaritmus át képezzük: 

>-
l(z)=ln /1(z) < ln 1)=Y. 

Ho 

/42 így nyert log-likelihoodarány a gyak odati döntési feladatoknál sokszor 
megoldást eredményez. 

( 3.281) 

A költség megválasztására általános szabály nem adható, a költségértékek általá­
ban az alkalmazástól függenek. Egy speciális esetet azonban megemlítünk. Rendel­
jünk minden hibás döntéshez egységnyi, a helyes döntésekhez pedig zérus költséget. 
A likelihoodarány-teszt küszöbértéke ekkor: 

Po 
1)= Pl . (3.282) 

A döntési szabály (3.277) összefüggését átrendez\e nyerjük II következ6t : 

PIlzj l Ha-:;'po!zIHo(Z I Ho), .283) 

vagy más formában: 

ami azt jelenti, hogy a döntést az a posteriori valószÍnüségek összevetése alapján 
hozhat juk meg. A Bayes-döntéseknek ezt a esetét - hasonlóan a becslések-
nél látott esethez - maximum a posteriori döntésnek neyezzük. 

A következ6kben olyan klasszikus jelmérési feladatokat 'vlzsgálunk, 
dömési módszerek alkalmazásával oldhatók meg. 

Zajjal fedett jelek detektálása esetén a megfigyelések alapján azt keH eldönteni, 
hogy a várt és ismert paraméterekkel rcndeL1(ez6 jel jelen van-e vagy sem. 
Három tipikus esetet vizsgálunk. Ezek a következők: 

konstans jel detektálása zajban; 
változó, de ismert jel detektálása zujban; 
ismert statisztikai jellemzőkkel rendelkező sztcchasztik us jel detektálása 

zajban. 
Mindhárom eSetben több megfigyelést végzünk, melyeket egy lépésben dolgozunk 

fel. A megoldás során a likelihoodarányt határozzuk meg. 
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3.12. példa: Kontans jel detektálása 

Legyen a két hipotézisünk a következő: 

Ho: zk=nk k=1,2, .. . ,N 
Hl: zJ:=a+nJc, (3.285) 

ahol a a konstans jeL pedig a meftngvelési zajsorozat. Feltételezzük~ hogy az ef?:ves 
megfigyelések zajko~ponense[ függetiei;' Gauss-eloszlású valószínűségi 'vált'ózók n~~lla 
várható értékkel és ü;; varianciával. 

p~ két feltételes sürüségfüggvény tehát: 

.r 
j =1 ----exp 

}í2:rún 

(3.286) 

(3.287) 

A [dtételes felhasználva, a megfigyelések függetlenségét figye­
megfigyelés után meghozott likelihoodarány-teszt a következő: 

ill. a logaritmálás után II log-likelihood arány: 

ln 

I'i H, 

Z,!:> 
-< 
HD 

.FI! 

---'.,:--=-,-:;- ln 7) = 
.. ~o 

iiI 

:;- ln ií. 
Ilo 

a döntést II TI1egfigyelések 

a 
ln ii-+- 7 . 

(,lapján hozhat juk meg: 

(3.290) 

A megiJgydés;;:;k átlaga egyben elégséges statisztikát is képez, tehát a döntés meg­
hozatalához szükséges és a megfigydésekből származó összes információt tartalmazza. 

Határozzuk 111Cg a hibás döntések valószínűségeit 

r 
= J fTI H l (l. ; fl I ) dz. 

''/(J 

dio (3.292) 
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A hibavalószínűségek meghatározása többdimenziós sűrűségfüggvény integrálá­
sát igényli, amely általános esetben meglehetősen nehéz feladat. 

A többdimenziós sfuűségfüggvény integrálása helyett dolgozhatunk az egydimen­
ziós elégséges statisztika sfuűségfüggvényével is. 

zkátlag olyan Gauss-eloszlású valószínűségi változó, amelynek varianciája 
, 

c;s. , várható értéke pedig attól függ, hogy melyik hipotézis igaz. 
l, 

]H O; E{z j H Q. 

A2 egységnyi yurianciára norn1alizált elégséges statisztikát 
lihoodarány 

"h' H, 
I . - .", . ar -
_(z)= -- LJ zk-:>;' ~ ln -1]+-')- . 

k=1 -<--l/l Na ~ar. 
HD" , 

el jelölve a like-

(3.293) 

A hibavalószínííségek az elégséges statisztika ft Ho~ll H of' .ilL ,ft l HJl,! H l)' f;:1tétdes 
sűrűségfüggvényeinek megfelelő tartományra mtegraljakent hatarozhatok meg. 

Be\ezetve a d= jelölést 
an 

l f. U-d)]"l d--- exp ! ---2- , 
l.. ~ 

es 

exp dl. ( 

aGOlt 

soniitani. 

fj 

küszöbmódosítás ~ -höz rnértékea ami a zaj\ariancia 



és a jelampEtúdó négyzetének aránya. :Minél kisebb a zaj varianciája a képest, 
annál kisebb a módosítás mértéke. 

vizsgálva.PM és PF egy d, ill. egy nulla várható értékű 
1..ll0"-í\OJl,,","V intelvaHumra vett integráljaként határozható meg. 

biztosításához d értéke nagy kell legyen, amit cr;; 
biztosíthat. Ez tehát azt a szintén várható tényt fejezi ki, hogy minél kiSebb a jel a zaj-

annál több átlaga alapján lehet a megfelelően kis hiba-

P,,2 előzőekhez hasonlóan 

nasonlóan 

ln 

esetén képezi az opti.;-nális 
alapján történő döntés nem 

detektálása 

rl1n(,t"71~ a következő: 

után az előzőekhez 



2. A döntés hibavalószínűségeit most is a skalár elégséges statisztika felliasználá-
sával célszerű meghatározni. A meghatározás menete az előző esettel. 

3. A jeldetektáJási feladat könnyen kiterjeszthető arra az esetre, ha két jel közötti 
választás a feladat. A döntést meg"valósitó jeldetektor ebben az esetben két illesztett 
szűrőt tartalmaz, TI1elyeket a két detektálandó keH illeszteni. döntés a két szű­
rő kimenet ének összehasonHtása alapján 

Von jel 

Nincs je: 

Együtthatok 

3.25. ilbra ... 1;. döntést eredményező detektor blokkvázlata 

3.14. Véletlen jel detektálása zajban 

A következő jeldetektálási feladatban mind a hasznos jel. mind a megfigyelési zaj 
sztochasztikus folvamat, melyek statiszti.l:.ai idlemzői adottak. A két sztochasztiku.' 
folyamat közötti ~egkülönbÖztetés (jel, ill. zaj) azt jelenti, az számunkn: 
információt hordoz, mig a másik jelenléte nem kívánatos. 

Tételezzük feJ, hogy mind a jel, mind a zaj Gauss-eloszJású diszkrét stacionáriu~ 
fehérzaj folyamat, nulla várható énékkcl és 0:, ill. C; varianciával. 

A likelihoodarány meglntározú,;úho7 f<:UlC h: s 
ezért a következők: 

e ,·p í ., l 

ln . li.::) 

l' l\' b ln 
l 

ln l;! 
) 

ln 

J~._ 

( J.30(! 

( 3.3f;] 

/3.302/ 

1. Ivlivt:l mim] a zaiminták, mind a jclminták nulia ,;.írható Gauss-
valószÍnűségi változók, a' megfigyelések aZOllüS valÓSZÍn űséggcl vehetnek fel 
és negatív értékeket, a döntésnél a megfigyelések elője1ét figyelmen kívül keH 
Ezt tükrözi a döntési szabályban a megfigyelések négyzetösszege. 



z 

3.26. ábra. ~-\ döntési tarton12.nyok alakulása 

azonban 
dőZő fcbdatok tehát a küszőbérték 
tésekre is vez{.:thetDek~ 
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3.27. ábr;:, .. :\ nlegfigyelési tcr [.:ldsziúsa fvl hipotézis 
esetén 



Felhasználva, hogy 

r 
J 

.1 

i7Ji 

dz= 

az átlagos költség il következő formába írható 

l 

R= ::;z C 
j=Ü 

\D r 
jjJ-" jJ zi 

dz 

: H) dz. (3305) 

Itt az első taf!. a döntés állandó költséf!.e. a tartomámok me!2váiasztásától füf!.!2ellen. 
A második u;got vizsgálva minimum ot-akkor érünk el, ha mú;den z megfigyelésT 
(iJj tartományba sorolunk ha a 

;\t-l M-j 

~ (C,j-Cj)PJzl i H)< 
j=Ü 

teljesül minden k 7'" i-re. 
- Ettől eltérő döntésnél ugyanis az 

vekedne. (3.306 J-ot egyszerűsítve a 
el a hipotézist amennyiben 

/1-1-1 l'r1- 1 

L; Cij~Iz! H/Z I Hj)< C kjPJzl 
j=tl 

teljesül minden i-re. 
. H C . (". '\' f' O' , a u=l Ir=JJes'-'ii= ,lsmeta 

fogadjuk el, ha 

(3306) 

a kővetkezőre adód1k : fogadjuk 

IH) ( 3307) 

MAP döntést kapjuk, vagyis él Hj bipotézist 

308) 

következő: ha 

HatáIOZZllk:. nlcg egy feszültség értékét, ha e különböző értéket vehet fel. 
Tételezzük fel, hogy a kimenetet most is Gauss, zérus várható értékű varianciájú zaj 
terheli. A döntéshez zérus, a hibáshoz költséget cl megngye­
iés alapján MAP döntés hozható. 

Az egyes hipotézisek 

:Z= fl 

aho] k= 0, 1, ak pedig a k-adik Íeszültségérték. 
,-"c megfigyelések feltételes sürüségfüggvényei 

( 33I1) 



Ha az a priori valószínűségek mind megegyeznek, a MAP döntést úgy is meg.kapjuk, 
ha adott !megfigyeIésnél a feltételes sŰfűségfüggvények maximumát keressük Hk 
sZerint. 

A döntési küszöbértékek nyilvánvalóan a íeltételes sűrűségfüggvénvek metszés-
pontjainállesznek (3.28. ábra). ~ ~~ -

3.28. ábra. Döntési tartl)D12.nyok 

Ha az egyes feszüllségénékek különbsége állandó, vagyió:> ak = fl'::". él döntési wrto­
mányok: 

íJ, : l_cc l • .:.. .\ UJ 

Hs : 

Szekrellciális Bayes-döníÉsek 

A:z eddigi döntéseket sLámú megfigydés feihasználásávai IlyenüL \Leh \<.:0-

ciális dÖ~1téscknél a lépésenként használjuk ft:L éi ,\Z:1-

mát addig növeljük, pontosságú er,~dményre nem 
Sok alkalmazásban il szán1ának növelése konloiy' nchtZséget }:lcilL 
. költséggel járhat, ezért termés~e.te: igény, h,'?gy az adot!po~tosságú d.önté~l ~n:­
kevesebb fclhasznalasaval nyerjuk. A megl:elelö pontossag dercscl 

felhasználás á val biztosítja a szek venciális 
törekszik. Sz~kvcnciális 

nél az átlagos költség meghatározásakor a megfigyelések költségét is keU 
venni. újabb megfigyelés végzéSe csak akkor indokolt, ha az ebből származó többlet­
költség kiSebb, mint a döntés pontosságának növekedéséből adódó költségesökkenés . 

• t\szekvenciális megfigyelések felh~sználásával a Bayes-döntések sorozata hozha­
tó meg, minden egyes lépésben Vmeghatározható a döntés hiba valószínűsége, ill. a 
döntéshez rendelt költség. Ezek alapján adott lépésben vagy ieállítható a szek venciális 
eljárás (meghozható a döntés), vagy az eljárást tovább kell folytatni. 

Megjegyzések: 

1. A sZekvenciális Bayes-döntésck gynkorlati alkalmazása komoly nehézségek oc 
ütközik. Ennek oka elsősorban, hogy a feladatok nagy részében a megfigydések ~0i[:;é­
gének meghatározása nehéz .. !\zonban még a megfigyelés kÖJtség,.:inck j"mCfc:téhcn i, 
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a likelihood függvények kiszámításánáljelentkező matematikai problémák miatt csak 
speciális esetekben - pl. független megfigyelések mellett, vagy Gauss-lvfarkav eset­
ben - kapunk jól kiértékelhető anaiitikus megoldást. 

2. A szekvenciális eljárások nem j a-vit j ák a döntést - nem eredményeznek kisebb 
hiba valószínűséget -, csupán a megfelelő döntés meghozataíához szükséges megfigye­
lések számának csökkentéséhez nyújtanak segítséget. Tehát alkalmazásuk általában 
ott igazolható, ahol a megfigyelés költsége jelentős. 

A Bayes-döntések származtatás ához az a priori valószínűségeket ismerni kellett, hiszen 
ezek a küszöbértéket befolyásolták. Megváltozásuk azt eredményezi, hogy a döntési 
tartományok is megváltoznak, s igy mindig a minimális átlagos költséget eredményeze 
felosztást biztosítják. 

Ha a rögzített döntési szabály mellett az a priori valószínűségek megváltoznak, 
a döntés hiba valószínűsége és költsége is változni fog, az átlagos költség a Bayes­
költséghez képest növekszik. Hogy az így kapott döntés tulajdonságait összevethessük 
a Bayes-döntés tulajdonságaival, határozzuk meg a Bayes-költséget az a priori való­
színűségek függvényében. 

Vizsgáljuk ehhez a (3.273) összefüggést. 
Használjuk fel a (3.291) és (3.292)-ben definiált hibavalószínűségeket : 

PF = Ff zi 
J 
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Fi ;:i;~L Llttuk ,"ii1nd~ a hibás döntésnek a valószínűségét adja, arnikf)[ a 
iuk 0\:1 U u igaz, míg az ellenkez6 téves döntés valószínűsége. 

(3.313) 

( 3.314) 

t~! -.: \ ;:lti11b~ \'évt" h02:v az előző intefZrandusok sűrűsérrfÜQQvénVt:k" [;,;11á1 a teljcs 
t~: .~. \'ctt i~1t;;g~áljuk egységnyi, valarnint biná;iS -' -

,i Bures-költség a kö\etkez6 formába írható: 

A Bayes-költség tipikus alakulását az a priori valószínÍÍségek 
a 3.29. ábra mutatja. Pl megváltozás a a döntési tartományokat is megválwztatj,i, í.'-'y 
ci hibás döntések \alószínűségei, PF és PM is változnak. 

Abban az esetben azonban, ha a döntési szabályt adott Pl = P~ állapotnak I1lc"k­
lelően rögzítjük, PF és PM az a priori valószínűségektől függetlenül állandó lesz, s az 
átlagos költséget Pi lineáris függvényeként kapjuk meg. A..:z ÍfY kapott döntési 
csak P 1 =P~ mellett adja a Bayes-döntést, minden egyéb esetben attól eltérő cfcdm,:nyt 
~zol~úitat. A rögzített f~losztáshoz tartozókö1tségetR(P~, Pt)-gyel j~E",l\'c at[~)~ 
hogy 

:' 3.316i 



A rÖQ.zÍtetl fdosztású döntés átlagos költségét ábrázolva. eg\' olyan egyenest 
kapunk, a'i-nely Pl=P~ pontban érinti iB(P1)-ct (3.29. ábra). . ~~ 

Az ábrázolt két költsé2 alakulásából jól érzékelhető, hogy mihen hatása van. ha 
pontatlan a priori valószínÍíségekbőJ Índli]unk ki. ---

o 3.29. ábra. A költség alakulása Pl függvényében 

Amennyiben nem adottak a Pl valószínűségek, célszerűnek tűnik olyan érté-
keket feltételezni, melvek mellett meghatározott döntés tu!aidonsá2ai kézben t:lrtk­
tók : tehát bármilyen tényleges szituá~ióban meg lehessen határozni a döntés hib,"él!íJ­
színűségét. Olyan P; értéket tételezzünk fel, melynél a Eayes-költség a legnagyobt,_ 
bármilyen tényleges érték következik is be (330. ábra). 

! R (P.) 

-/ 
.. -/ C::::= __ 

o 3.30. ábr2.. Elinirrldx Jónlesi költscg 

i\Z úbrábólláth~ltó~ ez a költségfüggvény vízszintes érintőjének pontjában 
P j zérus kcjl J~Z rnininléix dön-

és 

ff 
"-'ll 

lehát : 

A kapott mlI1lmaX egyenlet származtatásánál feltételeztük, 
Bayes-költség nem valamelyik helyes döntéshez tartozik, hanem 
vízsgál\'a a [O, 1] intervallum belsejében található. 

-, 
.J 

E döntési eljárás tehát a minimális (Ba,ves) költség maximumát keresi mcg, és az 
ehhez tartozó P1M vaiószÍnűségnek megfelelően szabja meg a teszt küszöbértékét. 
A minimax és a Bayes-döntés kapcsolatát érzékelteti a 331. ábra. 

A Baves-döntés még egv speciális esetét meg keH említenünk. Feltételezve, hOi2v 
C;j= 1, h~ és C ij= O: h~-i";j, valamint, hogy~ a hipotézisek bekövetkezési valós~f­
nűségei azonosak a maximum likelihood döntést nyerjük. A maximum líkelihooddön­
t<.?St ,~ me2:felelő becslési eliáráshoz hasonlóan akk~r alkalmazhatjuk, ha csak a megfi­
gyelési z,;.i statisztikai tul~jdonságait ismerjüJ-;. A ML döntésn&J Ll likelihoodará;y-
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teszt küszöbértéke egységnyi. Addig azonban, amíg a ML becslést - kedvező tulaj­
donságai miatt gyakran alkalmazzák, a ML döntésnek nincs komoly gyakorlati 
értéke. Helyette, amennyiben csak a megfigyelések feltételes sűrűségfüggvényei adot­
tak, a Neyman-Pearson-döntés alkalmazható. 

R 

BG~es döntesek 5!kjo 3.31. aDra. Ba.ves- ,~s a I"l1i-

nin"!ax döntés k af-csoiata 

tartása a céL 

dz. ( 

Az összefüggést vizsgálva látható, ;'>0 mellett NP egy likeE-
hoodarány-teszt alapján minimálható. Ugyanis minden megfigyelést, amely 



mellett az integrandus negatív, (Y' o tartományba keH sorolni, hiszen ekkor C NP cs ök -
keD. Ez pedig megfelel a következő likelihoodarány-tesztnek 

(3.320) 

ahol a küszöbértéket úgy kell megválasztani, az elő in értéket vegye fel. 
PF (3.292) sZerinti meghatározása különösen többdimenziós esetben nehéz. 

Meghatározása azonban egyszerűbben is ha a likelihoodarány segítségével 
végezzük .• 1(z) oíyan skalár melynek valószínűség-
sŰTűségfüggvénye attól függ, hogy melyik _ 3.32. ábra tipikus 
fA..I Hl(A I HI) és i Ho) sfuűségfüggvényeket mutat. 

. Amennyiben e sfuűségfüggvényt ismerjük, a hibavalószÍnűség meghatározá-
sát egydimenziós esetre vezettük vissza. 

Természetesen a iikelihoodarány itt is uC,""-.CU:.H'" a likelihoodarány 
logaritmusávai. 

Ezt felhasználvu a i\-P döntés f~lirható (3.3:!. ábra 
v0nalkázott területe) : 

.321) megoldása megadja a J. küszÖbért::kt:l. 
A 3.32. ábrából az is jóllátható, ~u:í1{d ki:-,t:hh L:~/. ; liint~! 1.-.-:bh í. ~rté·k::. 

i.-L tehát addig csökkenthetjük, amíg 

r;! L'a \J.!ó:-;zínűségck nicghatúí07ú ~,i 

1. ~A. l\eYiiulfl·-Pearson-döntést a feltételes sűrűségfüggvén}~khcj inut~tlj~, ,l 

3.33. ábra. Az ábrázolt esetben a megoldás triviális. Rögzítve ugyanis Pr: értéké, d 

döntési k üszöböt is rögzítjük, így PM valójában nem minimálható. 
Bonyolultabb esetekben azonban az egyik hibavalószínűség rögzítése nem szabja 

meg egyértelműen a megfigyelési tér felosztását. Erre mutat példát a 3.34. ábra, ahoi 
1\ értéke k ülönböző döntési tartományok, és így eltérő PM hibavalószínűségek mellett 
vt:hcti ici az előre megszabott értéket. Az ábra két lehetséges felosztást jelöl meg: 

248 



3.33. ábra. A~ ~Ve}'nUlfl-Pearson-döntés triviális csetben 

:i másik hiba-

rnellett. 

3.3~. ibel. f\ lVe):fliLifZ ·-Pearson-döntés nerntriviális esetben 



A döntési ~Uárások minősítésére, teljesítőképességük jellemúsére a bibás döntések 
valószÍnűségei szolgálnak. Bináris döntések nél ez a PM és valószínűségek meghatá­
rozását igényli. likelihoodarány-tesztre vezető döntések teljes jellemzésére szokás a 
két bibavalószíníiség kapcsolatát megadni. A döntést jeUemző karakterisztika 

characterisric. (I maximumát ábrázolja függvényében 
karakterisztika arra, a ?Ö~t~.s ~ellem~?jnek alakul~sát ~l 

valoszmusegek), lll. az egyes hkell-
hood::lfány-teszue vezető eljárások mutassa be. A hibavalószínűségck 

1- Pfj, 

többdimenziós sŰTűségfüggvény megfelelő tartománym 
ielenti. amely még Gauss-eloszlások mellett is nehézsé­

Többhipotézises -döntéseknél- a hi'oavalószinűségek meghatározásánál 
jelentkeznek. Adon döntési eljárás vizsgálat ánál (analízis feladat) 

numerikllsan meghatározhatók. döntési eljúrúsok ter\cz~sénél 

Pr 3.35. ábra. /; l:öntési karaKterisztika tRUe) 

'viszont ;.~ 
analitikus forrnában 
nem 
döntésI. 



.A.z C"fcdlnénvck 2YLi};.orl:J.tl alkalillazhatÓs{uza. a rnódszerek elterjtdtséilC tekinte1ében 
kiemdkcdő Jelent6sége van a lineáris mérésI cijárásoknak. Bár a lineári~ mérési eljárá­
sok származtathatók a 3. fejezetben megismert becslési módszerek sptcjáli~ esetekénL 
{l témakörnek létezik a lineáris terek elméletére épülő koherens m::gközelítése is. 

Ez a témakör tekinthető a b;csléscimélet talán leggazdagabb. legismertebb ered­
mé'l1yeket m,tgában foglaló területének, ami Gauss alapozó munkáitól kiindulva tar­
talmazza a Wiener- és Kalman-szürők elmélctét. továbbá a paraméteridcntifikáció 
lcgje1ent6sebb módszereit. A fejezct célj~, a lineúris mérési elj'árásokkal kapcsolatos 
,dapvető eredmények áttel,intése és a L ülönböző módSZerek !~özi:;,:j Llpcsolm j-,,~nm-

A 4.1. szakaszban b(:\'czctő~~ént lin:~ári:, rnér~si 

a1akiának 
risztiká iának teT\<.'Zéséve1 fmda i k ozi\: ' 

A iegkisebb átlagos né1!~zdcs hibá jú, lineáris becslő rel. urzí, 
tatása, t;vábbá erre építve -,; diszkrét idejű és 
írása található a 4.3. szakaszbal" 

kírúsmód segítséfével , 
A 4.5, szakaszban él !::gkis::bb négyzétt:s hibújú lineúris becsili 

pr:..:tációja találh?tú. 

i:\ nl~fési ch .. i:"ú'sok a ln~rcndó objcktuIl1~)n 
úl1iLjúk elő ~t illéré~i crcdn;én:\ L vaIan1ilycD 

CJ.= 

Összcfü:.:~és SZerin i.. Abban az esclb;.:n~ hJ u g( .) 
operfltc~r: a n~érési c1júrás llneáris. 

úsok 

Ulltr-
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Ebben a fejezetben vizsgálatainkat 
eZeken belül is a hangsúlyt a diszkrét 

a lineáris mérési eliárásokra karlátozzuk és 
módszerekre helyezzük. A linearitás kikö-

tésének oka a széles körű és a módszerek szemlél~tforn1áló 
hatásában Daraméter- és U'.Wl-"J.U',~.H',"", valamint sziírési feladatok többsége 
ugyanis rel;dszer-lTIOaeHekhez és Gauss-folyamatokhoz aIl1Ík a 
négyzetes ~bakrit_éri'~m m~l1e~~ lineáris mérési eljárás okhoz vezetnek, Termé-
sZetesen szamos alkmmazasnal modellel és általános sztochasztikus 

mérési eljárás is nemlineáris lesz. 
nemlineáris eljárásak tervezése és implementációja 

ezért közelítő megoldásl~ént lineáris rendszert 

tendencia a __ "' ___ . ___ J'-'La.WHJ.kJ..) LU,-'UJL.\..''',-,h·Á'-

ban, aminek közvetlen méréseiméleti hátterét a diszkrét idejií optimális mérési eljárások 
származtatása Másrészt a diszkrét módszerek tárgyalása jelentősen 
szerűbb IT1atematü:..ai használaTár aIn! nem 
ható "7FT,''''V, 

szárnlaztalásának többféle rnódszere létezik, anlik az al­

különböznek 
a hibakritériuD1 kiértékelésével ~l 
juthatunk~ il1ódszerek a 3~ 

- n1axirnul1111kelihood és 

becslések. 

linearitás; 

iSDleICt IT.:.értéke szerint 

becs1t5lincú -

hibakritériuIn nljnin1álás~:. a becs16 

rncgfogahnazásban a "rögzített feltételek" kitétel urra hogy 
mind az LMS, mind a G\l becslőhöz Gauss-statisztikák mdlcttjutottunk, optimalitá-



Decslok 

Gauss eloszlas 

tiketihood 

becsíok 

Lineans becsfok 
L 

4.1. abra. 
Ljpusai 

lineáris becslők 

~uk tehát c:sak ebbeD az cSetben 
~izonban feh/etik a 
mok mellett 

a norn1ált lineáris terekkel és a belső szorzat terekkel 
I11ár kiéDítése El 2~3~ szakaszban. Iv1int )1 

funkcionálanalízisre épülő leírás alapot a jel- és rendszerelméiet számos ágának 
mint pl. il jelek, és aDDToximációja. 

- optimális adatredukció vagva Á és diszk:rét jel~ 
feldolgozás kapcsolatának megadása. E ié~yeges sajátossága geomet­
riai jellege, aminek köszőnhető'én a legfontosabb eredmények ~kifejeZhetők ~a kÖzönsé-
ges háromdimenziós tér intuitív tulaidonságainak absztrakciói..lcént. 
- lineáris becslések általános tulajdonságai "is lehetŐ"vé teszik a vektorteres leírás 
alkalmazását, mivel a becslési problémák az approximációs problémák speciális eseté-
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nek tekinthetők. Láttuk ugyanis, hogya becslés nem más, mint egy közvetlenül meg 
nem figyelhető mennyiségnek megfigyelhető adatok alkalmas transzformációjával 
történő kifejezése. Lineáris mérési eljárásoknál ez a transzformáció a megfigyelések 
lineáris kombinációja. Ha tehát a becslés elvégzéséhez rendelkezésre álló megfigyelé­
sek a {zJ i= l, ... , n halmaz elemei, ak."i(or a becslés kifejezhető a következő összefüg­
géssei : 

A 2.3. szakaszban leírtak értelmében, ha a megfigyelések lineárisan függetlenek, 
akkor összes lehetséges lineáris kombinációjuk egy M z alteret feszít ki, aminek a (4.2) 
összefüggés értelmében & eleme: Könnyen észrevehetjük, hogy a becslési fel­
adat úgy tekinthető, mint az aitéren kívüli "a" pont - tehát a mérendő mennyi­
ség -Afz-beli approximációja, azaz annak az &EiMz pontnak a megkeresése, ameiy II 

legközelebb van a-hoz (lásd 4.2. ábra). 

cl 

/ 

4.2. 6.b1(: .. ~ lineári5 becslés geornetriai 2brázolás3 

A becslési eljárások tervezésénél mindig a rendelkezésre álló a priori ismereib6i indu­
lunk ki, hiszen annak jellege határozza meg, hogy melyik alapmódszen alkalmazzuk. 
A 3.1. szakaszban tárgyalt Bayes-becsléseknél feltételeztük, hogya mérendő 
ség valószínűségi változó és ismert a megfigyeIés, valamint a mérendő 
e2vüttes valósZÍnűséQ-elosz1ásfüggvénve. 
-- A le2kisebb átli20S né2vzetes hibájú lineáris becs16k szárm,lZtatásánál a 
Bm'es-be~slésekhez h'ásonló'a'n abból indulunk ki. ho!:::\" a mérendő való-
szí;1űségi változó, továbbá a megfigyelések és a mérendŐ mennyiség "'-v'~,-",u 
tartalmaz sztochasztikus komponenst. A feladat tehát a legkisebb ádagos négyzetes 
hibát biztosító lineáris becslő meghatáronís:,. 
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E szakasz célja a becslő nemrekurzÍv alakjának származtatása és főbb tulajdonsá­
gainak összefoglalása, majd erre építve a lineáris szfuéselmélet egyik fontos eredmé­

a Wiener-szűrésnek tárgyalása. 

\'livel I11ind 3. il1egfigyelések, il1illd a I11érendő Dlennylseg a 
sztochasztikus jelekre felépített jelteret keH alkalmaznunk. Mint a 

pontjait különféleképpen (valószínűségi változó, való-
vek~orv,~ltozó, stb), és természet,e~~,? . n1e,gf.;~elően kell megválaszta~i 

belso szorzat es norma defimclOlt IS. A tovabbwkban az va10-
színűségi változókra felépített jelteret használjuk, azaz vektor jellegű mennyiségeknél 
az összefüggéseket komponensekre bontva írjuk fel. A választás oka, hogy így nyerjük 
a legmélyebb bepillantást az optimális becslők származtatás! módszerébe, és a kapott 
eredmények könnven általánosíthatók. 

• tehát'X a véges második momentummal rendelkező valószínűségi válto­
zók tere, ahol tetszőleges x, yEX-re a belső szorzat és norma definíciója: 

.A máendő mennyiség az aT = [al' a2, 

tozó m-es, a megfigyelések a ZT = [z l' z2' ... , 
vektort alkotó valószínűségi vál­

komponensei, amik ugy;ncsak 
yáltozók. 

A feladat az a= (Ci(- a) hibavektorból származtatott 
m ln 

átlagos négyzetes hibának ci( szerinti minimálása, ahol az 
kielégíti az 

tehát lint:áris 

T o'iábbi kikötés ünk még, 

és 

és a !U'i'"'!"'.~"''' nuBa várható értékűek. Ez utóbbi fel-
éétel iényeg:::s és z várható értéke Isme:rt 

és 

es 
z-

trai1szformációkkal ismét a nulia várható értékű esethez 



II 

szorzat definíciókat felhasználva: 

Felírva a eS az 

amiből 

-1 

a 

Megjegyzések: 

l. P,,-- és sZerint a becslő szárDlazt31ásához II 
ben szereplő -y"alószínűségi auto- és keresztkovariancia 
mint várható érték vektorainak ismerete szükséges. Ez lényegesen 
rnénv, mint a Baves-becslőknél~ ahol a valószinűséQ-elosz1ásfüQQ-vénYek 

- .- r' 'r,'" "1.' t' 'I" ~............ .. 

a becslesI dJa~~s. ?~egnalarozasal~oz: " .' . 
2 ... ~ beCSleSI hIba SZerIntI kO\"arlanClU rnatrlxa es az 

közötti kapcsolat: 

tr tr 

a mátrLxok nyomának definíciójábói azonnal következik. 
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3. A vizsgált esetben, mikor a és z várható értéke nulla, a becslő torzítatlan, hi­
szen E{éC LMS} = O. Ezek szerint a (4.11) összefüggés szerinti becslő egyben a minimális 
varianciájú lineáris becslő is, az adott feltételek mellett. 

4. Mint korábban említettük, ha az fl és z vektorok várható értéke nem nulla. az 
továbbra is használhatók, csak az lsn1ert !la és }lz várh2tó értékeket le kel1 

vonnunk a és z-ből. Ennek megfelelően: 

(U3) 

l\ becslési hiba kovariancia mátrixa pedig a 
lllán: 

összefüggés hasonló átalakítása 

cov cov 

5. Az LMS becslő tulajdonsága, 
Ha a!==IVla+c, akkor 

C, 

és a hiba rnátrixa: 

cov 

zJ [cov aJ. 
lineáris az alúbbi értclcrnbel1 : 

(4.14) 

Ezt az könnyen igazolhaljuk a alkal1Túls fcHrása és a 
becslő szárn:.azlatúSa útján, de Illegfelel az intuitív geoDlttliai képének hiSZen azt 
tartalmazza, hogy az a pont lineáris rranszformáltjának vetülete az téren megegye­
zik a vetület lineáris transzformáltjáYal. 

UQvancsak CQ'\"szerűen belátható a becslő linearitásúnak egy rnúsik \:onatk.Jzr,:;a 
is, amr;zerint he. -" 

ahol ai és u2 azonos din1enziójú \:ektorok, akJ:or 

, rt, 
a==~ 

\1ivel 

Q 

1ineári~ bec,>lésc 

tehát &L2\lS valóban a súlyozolt négyzetes hibát is. 

i\ becslő általáI!os alakjának szárD18Zl{:lu.'iséi eS 
utún, áuérünk 

Legyen a rnode1J 

z== Ua+n~ 

akkor 
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ahol z az il dimenziós megfigyelési vektor, a az ill dimenziós mérendő vektor, il az il 
dimenziós megfigyelési zaj és U egy ismert ll)<m-es konstans mátrix. Legyen továbbá: 

összefüggés és SZerinti elrernek bchelyettt:sítésévcl 

Ennek felhasználásával a le8<.isebb átlas:zos néQvzctes 
becslési hiba a és '- - alapj~~ : 

lineúris becslője és a 

az 

Látható, a becslő krezésének fdtétele az -1 mátri:lC létezése 
az m és li dimenziók Ez azt jelenti, hogy n< fil esetén is 

k apuIl.J.c , sőt, n= O mellett is értelmezhetjük a becslést (ese-
További tulajdonsága a becslő nek, n<m mellett használható 

akkor is, ha nincs megfigyeiési hiba ( mivel amíg 
a becslés létezik. ~ ~. . 

összefüggéseknek származtathat juk egy alternatív 
lemmára (1. F2.2. függelék) épülő 

azonosság felhasználásával. után a következő eredményeket kapjuk: 

COV 

rnár 
GalisJ"-~t().~zlú~ok 

eltolás nen1 \'ó.ltoz-



[lásd (3.54) és (3.55) összefüggések] a és 
sekkel, amiből a következő következtetéseket vonhatjuk le : 

összefüggé-

~ Ha a fi1érendő DlcnnvlséfZ és a Dle2figyelések 
kisebb átlagos négyzetes hibáiú~ Baves-be~sf6 -
zetes hibájÚ lineári; becslővel,- azaz": 

ha és z Gauss-elosz1ású, 

területe a 

~.3. }Viener-szúrési rroblcnla 

átvitel-
(szűrésé­

lú)inlOlWI'OV mun.1zásságá­
Vl:iU,Ul''''",,, mérésének problé­

TTlPn'u", széks 

az 

az 

felh~l~ználható 



.::( t)= l( t) a(l- du+ =<! T· 4.31 ) 

kapcsolatban van az aCi) folyamattal, ahol c(t) egy ismert moduláió jd és n(r) az a(t)­
tól függetlcn~ st~cionáriLls zaj-tolyanlat. p~ feladut a nlér~si eljárást realizáló lineáris 
szűrő g«(J származtatás a hogya becslés átlagos né2vzetes 
hibája 

( 4.32) 

a interval1urnban állnak rendelkezésre. 
Attól függően, mérési eredmény t időponrja a megfigyd6si intervallurnhoz 
képest hogyan a következő eseteket különböztetjük meg: 

1. Ha [> Tf , akkor értékét egy jövőbeni időpontra akarjuk megbecsülni, en-
!lek megfelelően ezt az esetet il jóslás! problémának nevezzül-:. 

2. Ha t= akkor il t időpillanathoz tartozó becsléshez minden addigi megfigye­
léSi felhasználunk, eZ a szűrési 

3. Ha t< Tr, akkor az úrL sirnítási 
málási feladat megoldása a folytonos 
optimáli~ pont becslőjét realizálja. 

SZerintI 

vezet, anll 

A szürő származtatási Iépéseinek:és ilZ UvlS becslökkel \aló kapcsolatának minél 
egyszerűbb bemutatása érdekében, a továbbiakb:ll1 a fenti általános modelit 
síri ük, és áttérünk az időben diszkrét eset vizsgáiatára. 

vizsgál; modell 

nIncs. 

rninin1ális lt?gy~n. 
és simítás i 

J / 

<' l' ., . ,- .. 
dlSZicret, stacIOl1arlUS SZLOClltlS~~lk~S folyan1at a 

allnaK 

Z" g 

szure~J 

4.4. ábra. A diszkrét I-Viener<szúrési 
L-____ . ______________ G_':=_ probléma 



Kapcsolat az LlvfS óecsléssel 

NEvel a megfogalmazott feladat aj le2:kisebb átla2:os né2:vzetes hibájú lineáris becslése, 
nyilván ieh~tő;ég nyílik az előző po~t eredményeinek :::lkalmazására. Tételezzük fel: 
hogy az {a;} és az {nJ diszkrét sztochasztikus folyamatok nulla középértékűek, is­
mert Cr",(k), Cr.,,(k) és C==(k) diszkrét autokovariancia és Ca/k) keresztkovariancia 

a, h;cslésél a Zi: _ l' ... , Z i:-J, (n + l) szám ú megfigyeJés fdhasználásá val vé-
:2czzük el. 
- A feladat megoldására ct (4.10), (4.11) és (4.12) összefüggések értelemszerűen 
alkalmazhatók, tehát: 

ahol 

.' '-I': 

C- l 

CJi- k+ 1)l 
I 
i 

-/.:+I1)J 

A kovariancia mátrix (i, j J-edik eléme pedig: 

-j) 1 =f i, n+ 1. 

( 434) 

A g vektor komponensei a keresett {gJ súlyfüggvény diszkrét értékei, ennek megfe­
lelöcn: 

becsl~s 

0.,_ \'5= _ Zi:; '_ 
= ~< -;-, 

alkal'tl.iHzhatÓk ~ ha 
szerinti rnátrix -in\·trtálás 

5zárnl:lztatására 
1-ern1észetestn 

4.5. ábra. Véges memóriájú diszkrét 
Wiener-szúró 



folytonos esetre is létezik a 1eírthoz elvilc~' hasonló származtatási módszer. A 
tosabb különbség, hogyanormálegyenlet (4.9) szerinti alakja helyen 
egyenlethcz jutunk, aminek megoldása szükséges a folytonos H 'PI'Pi"_':C71 

vényének SZárn1D.ztatásához). 

~~z előbb 'vázolt problén1ák elkerülése érdekében, u szűrő szárnulztatását IlIÚS fllÓd-
- becsülni kejl az 

- o::<k< + cc. 

pon!) felhasználásával: 

lJl. 
)7 

a stacionaritást felhaszniilva 

, ff:. 

:::) 

-r.-r; 

diszkréL idejű }J 'iener-szűrő súlyfüggvt2Tlyér::ck tehút ;.:z :) ~s 
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disZh rét sptktrUIllok scgítségé\'el tudjuk: rneghatározni. 
A becslési hib,l. feliwsznáiva hogy (i;-á) orlogonáiis minden Zj dé~rc: 

I{ .. II '," c',=L '1' (1,-
- ,I' i 

" 'J' j,,':'1 

! 

0)- L C 

Cc)m)= Ci; ,iii, tehat az {ad és az {lId folyamatok korrelálatianok. EkKor 



amit bchelycttcsítvc (4.41)-bc kapjuk, hogy 

S"c,(z) 
S aa(Z) + S nn(z) . 

a 4.1. p~1~ába~1ns~e!cplő spektrumok at a következők szerint: 
legyen egy clsorenc1o wlyamat spektruma: 

1. 
(4.44 )-bc, a szűrő karakterisztikája : 

l . 

Ebböl in\/cl"z z-transzfoflnálással kapjuk, 

( 4.44) 

Mint az előzőek ben látható volt, a végtelen megfigveiési hossz problémáját Úgy 01-
dottuk meg, hogy a szűrő átviteli kar;kterisztikáj'át a diszkrét frekveDciatartoiÍJány­
ban származtattuk. A (4.41) ÖSSZefüggés sZerinti megoldás alapvető hátránya azon­
ban, semmi garanciát nem nyújt arra hogy az eredményül kapott szűr6 
kauzális, ezáltal r;alizálható lesz. Ez annak következ~1énye, hogya' (4.37 j és (438) 
összefüggésekbe a kauzalitási feltételt nem építettük be. 

Mi;'! tudjuk, éi kauzalitás aztjelenti, hogya szűrő k-adik időpontban vett kimenő­
csak az i~ kidőpontbeli bemenőjeltől függhet, tehát: 

szűrés n ek az r== O és a sinlitásnak 3Z r< késleltetési index 
kauzális szűrő szárn1aztatásánál is II 

anli szeri nt : 

Ll szürő 

feHrásából 



A bb b l '} fl· ~ , ' , '1 ' . . "", , _ ~ ,an ~az e;et .. en, ~l,.a a {z i, r:Ol)~an1at Icner speKtrun1U, a reauzalls szuro szarrnaztatasa 
nehezseg nelkul elvegemew, hlszen ekkor: 

amit khelyettesít ve 

gi=C,ji+r) 
gi=O 

ha 
ha 

kapjuk ~ 

i~O, 
1<0. ( 

szürő és a eaz(i) luggve:iy közö~ti il-
lusztrália a 4.6~ l'"" fo1yaü1at általában nen1 fehér Spektrlin1Ú~ 
ezért az előbbi módszer közvetlenül nem alkalD1azható. Lehetőség van viszont arra~ 
hogy fi sz-[írS SZáriTHlztatását a 4.7~ ábra szerinti két lépésben végezzük e1. 

g, 

1. fo,,- {z;J egy átviteli szürövel fehér 
transzformáljuk . 

2. A..:z így nYert {Uk} fehér folyan1uthoz az előzőekben leirt rnódszerrel szárn1uztat­
juk a Gv(z) -ávit~1i kar~kterisztLk:ájú kauzális Wiener-szűrőt. 

Pl. nlódszer alkahnazásának feltétele 5 a létezzen 
fehérítő arllÍ kauzális és létezik a Ekkor 
ugya rns a 

szűrő is k;:~LlZális továbbá a kauzális irrvcrz létez,ss,-' 
kauzális szűrő 

"1 I' l' ,'" "I't a lenerno szuro 
diszkrét 

spektruDla Svrlz)= ,a két spektr11In 
diszkrét eSetre való felírás ával 

l. 

: G, (Z) 

4.7. ábra. :\ kauzális ?ViellcT-:"'YLJrŐ sz,-urnaztatásának eht: 
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A feladat tehát a (4.52) összefüggést kielégítő kauzális szűrLl =) ániteii karak-
terisztikájának meghatározása. A továbbiakban tételezzük fel. hogy S==\z) racionális 
tört függvény, tehát pólusainak és zérusainak szán1a Ez, a kikötés ös:,zhangban 
van azzal a gyakorlattal, hogya {z i} folyan1atot \"alaD1ilyen 

racionális törtfüfrgvénnyel leírható átv-iteli 
j-:lé',";;j modellezzük. Ebben az esetben ugyanis a folyamat spektruma. ismét éi 0.265) 

alapján: 
__ (1 

SJ~)=JH(:;W.l=H(z)H(z)=H(z)Hi L ... . . . \ z (4.53 ) 

Az S==(z) racionúlis spektrum fenti alakjából közvclÍt::nül látszik, bogy pólusai és 
z0rusJi dZ egységsugarú körre szin11netrikusan helyezkt2dnek cl. Enn~k jl1~gfclclőcn 
a sp-:ktrum faktorizálható két tag szorzatára : 

(-+.54) 

módon, hogy Sj;(z) tartalmazza az összes pólust és zérust, ami az euvséususza­
fÚ körön belül található, S.;(z) pedig az egységsugarú körön kívülieket. ~~ n~kt~ri­
zúció LTcdménY'ét felhasználva legyen: 

Az Sj;(z) definíciója értelmében W(z) és ~v- minden pólus:, és zérusa az egy-
:,~2su~:trú körön belül ezért 2~ kauzális lesz~ hiSZen a kauzalitús 
f:;ltét~k, hoszv a Dólusok az eszysé2:su2:arú kör belsejében . Mivel S;~(;:) és 
S;;(;:J e.=:ymá~ ko~jugáltjai, teIj;;sü(a (4.52) feltétel is: . 

definiált szuro eS fclt6tc-l~kCl 
f-.. 'héritő :-;zŰrű. 

-: 

~lrniI átírva diszkrét frekVencia tartományba azt 

(4.56) 

rv1iután me2:határoztuk a transzformált me2:fi2:velések és a mérendő folyamat kö­
zötti Cao(k) ker;sztkovariancia függvényt, ugy'án~sak a (4.49) összefüggés alapján 
már közvetlenül felírható a fehér spektrum ú megfigyeléseket feldolgozó, kauzális 
VVienCf-szűrő súlyfüggvénye : 

gt< i== Cav(i+ r) 
g,j=O 

ha 
h" " i<O. 
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Ahhoz. hogy a szűrő karakterisztikáját a diszkrét freben\:iatartomúnyban tudjuk 
ddll1iúlni. hontsuk szét szimbolikusan l.' (4.56) szerinti S",{:) spektrumot két tag 
össz':gére: 

dmikre a kövdkezó teljesül: 

I{[Sm'(:)]; Cav(i+r) 
=() 

- i {[Suc,:)] . CauU+ r) 
() 

ha 
ha 
ha 
ha 

i~O, 

i<O, 
j-:: O~ 

i~O. 

szűri) diszkrét frekvenciakaraktcrisztihája tehút: 

(; ( : 1= í--''''-'-'­
l 

(4.57 ) 

~iiuzáiís ~Viener-szűrő a 4.7. ábra ~Z\.·íint az első és a mástKlil, lépésh.:n ~zúr­
nW7.tato[[ szűrók kaszkádja, tehát az átviteli karakterisztika : 

Cf:) I 
J 

U. 59 ) 

A követkaók ben meghatúíOzzuk a 4.2. példa szerinti esetre a k auzális p;, Ícner­
szűrií! . 

a faktorizúlás 

ii ft:hérítő szűrő ál\iteli 

arniböl: 

~U. 



A következőkben meghatározzuk a kauzális Wiener-szűrő becslési hibáját, majd az 
eredményt összevetjük: a nemkauzális szűrő hibáiávaL 

Felhasználva a becslési hiba és a megfigyelések ortogonalitását, az átlagos négy­
zetes hiba tetszőleges késleltetési indexnél : 

==c j' 

[daJa t az optimális szűrő súlyfüggvényének beheiy<.:ttesítése a 
géshc. A (4.57) szerinti definíciókkal G(Z) az alábbi f0f111ába írható: 

összefüg-

inverz :;-Hanszformálásúval kaph:ttjuk meg. ami szerint : 

C".\i+ i ci.:. 

Ezen ö,sZt:függé:it behelydtesít ve (4.60 J-ba. az ö:,szegzésd\. sorrendjének felcse­
rék',>~· t.?..: az átaLik írások eh'égLl''';~ után a hibára a köverkcZl) eg)'szcrií forrnulát kapjuk: 

C (Il) - ". C: (Í). 
,~., ..-J" ! .:fE!) 

Az öS:JelL.iggésblil több érdekes következtetés levonására nyílik lehetőség. 
bec:slé~i hiba monoton növekszik, ha a késldtetési index nő. késleltetési 

inde\ értelmezése: szerint az (::>0 eset a felel meg. tehát minél tá-
\/vL! bbi vonatkozi~ a b.:cslés~ anná! 
t.:~\:l 0:':11 .. 1 bt:csl~si hiba uz tehát a szűrő Den! 

hasznu~ információt. 
2. Simítás esetén amikor r<O, minél r~gebbiidőpontra iionatkozLL.:. a becsj~s, an-

nál );,isebb lesz a hiba. Ez azzal a korábbi idő-
~zárrnaztatott lTv"~"\..""1:\.lj 

3. lntuití\en is belútható, hogya nemkauzáiis amik a 
hUL 'il';tden sok múltbeli és végtelen sok jövőbeli megfigyelést használnak fel. meg­
felelnek zi \l't:tden ké,\citetésű kauzális szűrők.nek - =), hiszen egy múltbeii pilla­
natra,> ,'[utkoZ,) becslés a múlt ból nézve jövőbeni megfigyelé"eket használ fd zi becsk, 
eL·;;:,:z~·'l;hl'L. A összefüggés tehút r= - = mellett megadia a nemkauz:íli, szűrC) 
h~ .. :~lc\i hibij:lt egyben :lsó korlútot isjelcnt ti hCl'\l&si hib(ir~l. 

.if I Viencr-szűrésI d6szl)í időö;;n 
szji-n1i.LZLllott :)zűr~)k j~ 

en e!\Í újdo: 



Eddigiekben az LMS becslések származtatásánál 
D1egfigyelése1: adott Z haln13za 
les értelemben optimális 
kezményeként, a 
él mérési 

, , 
él l1:DGSZef 

tet lenné teszi. 

hozhatók, amik az mérési '-lV .. 1Hl,-"! 

mérési eredmény lineáris kombinációjaként """";_"" 
ez a kedvező struktúrája az in1énti 
kntőségük van. 

ternlészetes követ­
kell származtatni 

aJkaln'!azását lehe-

E szakasz célja az LMS becslések rekurzív alakjának származtmása. Első lépés-
k~nt rne~hatáIozzuk II rekurzív becslések általános alak iát~ átt~rüIll.. ti f\.~ahnan-
szlírőkk~l kapcsolatos isrnertétésér~. 

li. I1cfl1rr:k urzÍv LlvlS becslesnél abból indultunk 
komponelbeit il 7T = [z 1" ., ZOn] lineáris 
becsülni~ tehát a n1egfigyelések haln1aza II t.:len1ű. _A..z általánosság 
fel. hogya megfigyelési halmaz vektor n-csekkel bővíthető, lehát a megfigydési 
sZeL_ y·t.:ncü~ a 

II din1enziós vekTorok sorozata. 
használt 

1. 
írhat JUK fel 
rnegfigyelést: 

'I f-\ rekurzív becslések nél definiált k 
a neI11rekurLÍ-v becsléseknél a 

k>, il diIl1CI1ziós n1egfig~yelési vektor felel Dleg. 
JdöljüK a to\ábbiakban a-nak azt 

nl\..";ügyclé~i szek YCl1ciával hoztunk 
::; k Ü1GCXŰ clenleir használtuk fe1. 

A becs ő re;':, urzÍ\ abi.:ját két lépés.ben 
re~-.llrziv ~tíf{} i.:Z eS(lrt?~ I111.KCT E: 

"\/eszünk 

s Z t..:'f k c-

n dirnenziós 

a becsléshez a 

, Először meghatározzuk éi 

" sztk \"cnci,: elc-I1"1Ci 0rlo~o-



nálisak, majd a második lépésben elhagyjuk az ortogonalitási feltétdt, mindössze azt 
kötjük hogy a megfigyelési szekvencia lineárisan független vektorok at tarta1-
maZZOD. 

ban 
U~.~_VY .• ' áttekinthető és minél tömörebb felírása érdekében a továbbiak­

''-'l.Vl'-')'--'''''" vezetjük be : 
vektor LMS becslés ét a 

becslés 
szek ven cia j-edik elemé­

UvlS indexet a tömörség 

v~''-~'í'',~liCL tartozó becslési azaz a(zj)= a(Zj)- a. 
Vektor LMS becslését a megfigyelési szekvencia első k elenlÉ-

L2' feihas2.ilálásával. 
hibáját. 

szekvenciánál 

az általánosság szűkítése nélkül a 
és az ll. vektor várható értéke nulla, amit ielen esetben is kihasználunk. 

szekvencia onoSo.na1it?sa .az~)~l~nti',·ho%y min~~n új ~1egfi~yelés a 
oftogonahs alterrel bovltl, maskent, az uJ megngyeles kom-

DlerőJt;ges a kOI2.bbi térTe. A helső szorzat 

-: j;:::.- j. 

A szekvencia első eiernebez tartozó becslés~ a z== Zl b::htlycnesÍtéssel közyctlenü1 
összefüggésből : 

( 4.65) 

szek VCI1CÚi r:~ás0dik e cD:.ével 
.' , 

r:~,21.fJ:\ t; Z 

, 
) 

és éi TIiegftlelő D:átrixTI1Űvclt- uti:n bf;cslés 

iJ ! r z, -I' 

k 
L -o 

LattJ.tó~ a becslése 41 z ~, tl.:gja ~cdj~ a becslése a 

( 4.68) 
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EZL a módszert alkalmazva a becslés kovariancia málrixára, a követhezó cred$ 
ményhezjutunk: 

eoy (a[2' a[J eoy [a, aj - cov [a, zd[cov [ZI' -1 eoy a]-
-eov zzJ[eov Z2]J-i cov [Z2' 

= co\' [ai" a[lJ-co\' [2(Z2)' a(z2)]' 

Természetesen nincs akadálya annak, hogy következő lepe:",ént már él 

szerinti együttes megfigyelési vektor t bővÍtsük a L3 vektorraL és ismételten 
ilZ új becslés jellemzőinek származtatásáL Ennek megfelcllít:n a kapott 
közvetlenül áhaiánosíthatjuk it megfigyelési szekvencia tetszőkges k t:kmérc, rdnlt az 
áitalános rekurzív alak ortogonális megfigyelések nél : 

A kapott eredmények megfeldnek az intuitív geometriai képne~., hi'izen az ö~sze-
éflelnlébr.:n., ha a I11t"gfig}'elési terct újabb, a korábbiukr;'l !nl'r61cges hOIT1-

ponenssd bóvÍtjüh, a k or az új becslés a bc:t,:slés és a mérendl) i1l\..'!myisé;2nek az 
uj nle~figyc10src vonat k ozó vet ülctének összege (lásd 4.8. 

Q 

z 

c 

4.~. ábr,::. 
111-::g1 19yGlé~c:k }.t:: 

A (4,68) és összefüggések 2\akorLt! i alkati' ,dzl1.dósáuiL l\..'llll":-.zc'!csen 
se~ gátolja, hogy azok feltltélezik.~~ d,,~i sorozat ek~}ei n~'k k 
Korrelált megfigyelések mellett az elemek nei11 ortm.:onili"'iL, lclLt; a fc:kurzí\ 
származtatásár;' az előző módszer nem b~~zn_ijh!tÓ, A [Lc'~llLL:,; .i? ' 

••. " Zk" .. ~ lineárisan fÜQ2et!t:;D 'iektoroh l~·Ul(j~zn: .. Ll \~l 'Hd _ ,:I~;,:r~il unk eg) 
gonális ~oi~LatoL "mire már ;'~kapott er::dm':nyekd ~H,::ln'::Zj11-

Lineáris~n fÜ'!;i:''-'lkn vektüroknoz a Grai/l-
(1. F2.3. fÜ~2elék 6. orto~(,)núli-" \l';-,:tlrr· .. · '.,,/:,:rt. 

Schmidt-eljárás ef!.V szeL veIlCiáli:> ami ::,zerim ,i :..c';',Ci <lL ,:,l 
sorozat i-edik ele~;ét úgy meg, hogy a lineárisan fugc:!ki, ,,-,[,llli ~N()Z.11 í-edik 
c!eméből kiyonjuk az eié)zé) -l) elem által kifeszített altérk I..'~:; \dU'elet, iYjj,e] az 
i-edik elenl \,t?tületc c. 



nak négyzetes értelemben legjobb becslése az előtte beérkező (i-l) megfigyelés alap­
ján, így az ortogonális sorozat i-edik generált eleme a becslés hibavektora. Ennek meg­
felelően az ortogonalizáíási eljárás a következő formában írható fel : 

Ll=1.;· 

z2=2:­
== 'lj 

Ll. == - Z;, " l' (4.71) 

alwÍ i, ielöii a Qenerált onoQonáli~ sorozat k-adik eleméL l pedig a Zk vektor 
L\1Sb";;cslés~t a- Z2' ... ' ik-l} megfigydé~ek al~p~~n. . .., 

A generalt J' 2 •... ' ••• } sorozatot mnovaclOS sorozatnak nevezzuk. A nev 
arra utal, hogy a sorozat egy tetszőleges Zk eleme úgy tekinthető. mint a Zk megfigyelés­
ben rejlő új információ, ami nem volt megjósolható a {ZI' ... , Zk-l} megfigyelések­
b61. Ez következik z k generálási módjából, ami szerint első lépésként az addig beérke­
zett (k-í) megfIgyelés alapján megjósoljuk a k-adi k megfigyelést (ZI:!k-l)' majd a 
be0rkez6 zk-bó1 ki\lHljuk a megjósolható, tehát az előző megfigyelések által tartalma­
zott !-.omponenst. Az innovációs sorozat az alábbi tulajdonságok kal rendelkezik: 

1. lineáris függvénye a {ZI' ... , ZI:} sorozat elemeinek, hiszen l definíció 
szerint a .... Zk_ l} elemeinek lineáris kombinációja. 

2. A vetítési tétel következtében Zk ortogonális a {zp ... , Zf.-l} vektorokra és az 
általuk kibzitett altérre. 

3. A {z.d innovációs sorozat kauzális lineáris operációval származtatható a 
sorozat bóL mint ahogy az a (4.71) algoritmus alakjából világosan kitűnil" 
4. {z d sorozatot előállító operációnak létezik a kauzális inverze, amit a 

;d~oritmu:,naL a sorozat elemeire Y21ó átrendezésével azonnal 
t r.:rn1észt2tcSeD 
:~orOz~itoh. 

f:ÖSeI1 

J>. 

~lnjirc a-t \ ctitcni 

egyébként a 

u~yanaz. 

az 
hecslés ck vivalens n1ódon 

hiszen az 

a kÖ\ctkeZőLet 
SZerinti szek Ve!1CiáliS 

,')zárrnaLt~l.tott innovációs sorozatra is, ennek ""_"'JJ~l''-H.j'''' alkalmazhatók az 
ii., sorozatra származtatott 

becslés áitalános alakja tehát: 

a fenti alak egy szet~Yenciális 
szekvenciához egy becslési szekvenciát rendeL az 

27 



algoritmus rekurzív legyen, még további fehétele}: teljesülésére \an Az egyik 
feltéteL hogy a Z '('-l) becslés előállítását is be tudiuk vonni a rekurzióbll. másrészt 
rögzíteni k~Íl a k~zdeti feltétdeket is. A továbbiakb~n konkrét esetekre rekur­
ZÍ'; becsiőke[ származtatni. 

A becslés geometriai szemléltetése a 4.9. ábrán látható. Az eredmények gyakorlati 
alkalmazását egy példa segítségéve! mutatjuk be. 

4.4. példa 

A nenlrekurZlv becslésnél tárgyalt 
modell 

cl 

hasonlóan 

O. 

SorOZ2i[ t:lemei 

~.9. ábra. l~ rckurziv becslés 
~d talánüs aiakja 

" " , 2Z 1í1-GHntnZlCS rrle-

SZek-

Ennek fl1cgfelelően a rekurzív becslés SZárnlé:1ztat2sára Ll 

kell ha~ználnunk. Első batározz~k H1Cg a Z~t : \ektorI~ n1ivcl t:nnek St-

gítségé\'cl írhat juk fcl a k-adik lI1flO'véÍCÍóját -t. 

szerint a k-adi k megfigyeiés 
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tehát az a vektor és az Dk zaj lineáris kombinációja. Az LlvlS becslések linearitása 
miatt [lásd (4.14) és (4.15) összefüggések] Zk becslését a és nk becslés ének fenti line á -
ris kombinációjaként nyerjük, tehát esetünkben: 

zkICk-l)= UkC1;ICk-l)+ DkICk-l)' 

Az sorozat ortogonalitása és nulla várható értéke miatt Dkl(l(-l) = O, tehát 

j= 1)' (4.76) 

Ezzel az innovációs szekvencia k-adik eleme: 

21:- (4.77) 

rekurzív összefüggések felírás ához szükség van még az alábbi auto- és kereszt-
kovariancia mátrLxok I;~ghatározására : ~ -

cov 

cov 

Felhasználva, hogya (4.12) összefüggés szerint 

cov zrJ[cov 

(4.78) 

(4.79 ) 

és beh::yettesit;ve a. (4?8) , (4.79) összefüggéseket, a becslő rekurzív: alakjára a kö­
vetkezo eredmenyt .KapJuk : 

-1 í 4.80) nil 

Ugyanúgy elvégezve a hiba kovariancia mátrixára kapott (4.72) szerinti össze­
függésbe a behelyettesítést, a kovariancia mátrixok at generáló rekurzió: 

kezdeti feltétele. 

")""'""",---",, 
.~ na 

+ il' 
(4.81) 

a kezdeti feltételek érte1mezé­
a k=O 
kezdeti 

(4.82) 

kovariancia mátrix, 

(4.83) 

?;.. kapott forn1ulák értékelése alapján a },:.övetkező észrevételeket tehetjük Ineg: 
1. A rekurzív becslésnél jól nyomonkövethetö az a priori - a posteriori isme-

retiánc alakulása. A k-adi.k megfigyelés időpontjában a ismeretnek számít a 
1) megfigyeléssel nyert becslés és a becslési hiba mátrixa, ami ugyan-

akkor a (k-1)-edik megfigyelés szempontjából már a posteriori ismeret (lásd 
4.10. ábra). 

2. A kapott rekurzív összefüggés szerkezete a megfigyelési szekvencia hosszának 
növelésévd nem változik, tehát valóban nincs olyan korlát a megfigyelések számának 
növelésével, mint amit a nemrekurzív becsIésnél tapasztahl1nk 
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4.10. ábra . . ..\z a priori - a posteriori iSIl1el"<:tlúnc 

3. A rekurzív eljárás 
mazható, hiszen, mint 
idővariáns lehet. 

nemsracionárius megfigyelési szekvencia mellett is aikal-
a példában is feltételeztük, a kovariancia mátrix 

4. A (4.80) és (4.81) 
~";;- (k-l)UI + TI1átrix in-'t"erze létezzen. Ez a feltétel me~:ejn9:e(11 

legyen. 
S. Ugyanúgy, mmt a 

szefüggés] alkalniazásával abecslőnek 
rnazténni: 

A becslési hiba kovariancia il1átrixa : 

a mátrix inverziós 
egy ekvivalens formáját 

\ 
1)/' 

ösz-
szár-

kezdeti feltételek változatlanul a (4.82) és (4.83) összefüggések szerintiek. 
Ezen forn1ulák érdekes tulajdonsága, alkalrnazhat6k abban az eSetben 

mikor nincs információnk a mérendő Ezt ugyan-
IS ki. kezdeti feltételeket 



az új technikai lehetőségeket kihasználó elmélet alapvetően 
{a magyar származású Kálmán nevéhez '-'-"""\Y...lA!,_, 

val foglalkozó első 1960-ban P2. azóta eltelt időben a Kal-
man-szŰIés a alkalmazott 

át 

modeil 

reallzálások kövcte]n1{~-

szek vencia ei:::n:eil 



A priori ismeretek 

A modell teljes definiálásához szükség van még a benne szereplő elem,;k statisztikai 
jellemzőinek, tehát a szükséges a priori ismereteknek a rögzÍrésére. 

1. A rendszer kezdeti állapota Xo valószínüségi v:ktor változó. ~iilli!1"k ',úrható 
értéke és kovariancia mátrixa: 

(4.b9 J 

2. A..z {ud bemeneti gerjesztés d-dimenziós. mimLn k-rcl iSl1l"!'l dekrminisztik U~ 
sorozat. 

3. A Vk q-dimenziós bemeneti gerjesztés, nulla várható érték ü f:hérzaj soroVl is-
mert kovariancia mátrixszal : . 

E{v,,}=O: 
r. ' eov [v Jc~ "',LJ == :!:YY(k)' 

cov[vj ;, O '1k-,=.j-re. (4.90 ) 

4. lu {nk} megfigyelési zaj n-dimenziós, nulla várható érték li fehérzaj sorozat is­
mert kovariancia mátrixszal: 

E{nd= ; cov 
cov 

l1JJ= 

!1j]=O '7 Ic r=. j-re. (4.91 ) 

S. Az imént rögzített \"alószínűségi változók egymással kOífelálatlanok, azaz: 

COV ['lik' nJ=O, 
cov [vk , xo]=O, 
COV [Ük' xo] = ú, 

'7 j, k-ra, 
'-ci k-ra, 
-: k-ra. 

(4.92) 

A definiált modellnek két alapvet6 értelmezése van a mérési feladat szempontjából. 
aj A modeli, egy állapotegyenktével adott, részben sztoclmsztikus gerjesztés ü 

diszkrét lineáris rendszer állapotváltozóinak becslésére szolgál zajos megfigyelések 
mellett. 

b) A modell az 
(lásd 2.5.6. pom), 
(esetleg jóslása vagy 

diszkrét sztochasztikus folyamat rendszer típusú modellje 
mérési feladat lényegében az {xrJ folyamat lineáris szürése 

zajos 111egfigyelések felhasználásávai. 

Az előbbiekben rögzített két alapvető értelmezés, ezzel a Kalman-sZŰIők alkal­
mazási köre még jeiemősen kiterjeszthető. alkalmas fdírással a Kalman­
szűrőt nemcsak állapot, hanem paraméter becslésre is használhatj uk, másrészt az 
előzőekben felsorolt feltételek ielent6sen tágíthatók a z:.ljok korreiáltságának me",­
engedése és nemlineáris tulajdonságok bevonása irányába . .l\/ÍÍVel ezek a{ áitaláno;í­
tások jelent()sen meghaladják a jelen kereteket. itt C'sak utalunk a téma irodalom­
jegyzékében felsorolt igen bőséges irodalomra . 

. Az J lépéses jóslás és az r= O-nak megfelelő szűrés alapösszefüggéseihez a !e2célra-
vezető bben az r= llépéses jósíási probléma megoldásán át juthitunk el. -

Az egylépéses Kalman-prediktor (másként jósló szürő) rekurzívan generálja aZ 

xCHl)lk értéket xkICk-1)-ből és az aktuálisan érkező Zk megfigyelésből. A levezetés 
során tehát meg kell keresnünk ezt a rekurzív összefüggést. majd igazolnunk kei!, 
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hogya kezdeti feltételek alkalmas meg választásával a származtatott formula korrekt 
becslést ad k= O esetre is. 

Induljunk ki abból, hogy X(k+l)-et akarjuk a {Zk} megfigyelési szekvencia elemei­
vel rekurzÍven meghatározni. Mivel a megfigyelési szekvencia elemei korreláltak, a 
rekurzÍ; becslésnek a (4.72) összefüggések szerinti általános alakját kell alkalmaz­
nunk . Ertelemszerű behelyettesítéssel kapjuk, hogy 

1)11:= X(I:+lll(k-1)+ X(k+l)(Zk)' 
(4.93) 

,\11\;:1 );(k+1) legjobb becslése a Zk innováció alapján nem más, mint a vetülete az in­
novációs vektor komponensei által kifeszített altérre, a (4.12) összefüggés felhasz­
nálásával: 

(4.94) 

Következő lépésként meghatározzuk a (4.94 j-ben szereplő auto- és kereszt­
kovariancia mátrixok at. A (4.88) szerinti kimeneti egyenlet és az LMS becslések 
linearitási tulajdonságának felhasználásával: 

Z!:- (4.95) 

Mivel nk korreláiatian mind xk-va1, mind XI:I(k_l)-gyel, 

( 4.96) 

A.z előző összefüggésben 

( 4.97) 

tehát a (k-l) megfigyeléshez tartozó becslési hiba kovariancia mátrixa. 
A (4.94) összefüggésben szereplő keresztkovariancia mátrix meghatározását a 

későbbi igények miatt kissé általánosítva, a cov z j]; k> j esetre végezzük el. Be-
helyettesÍIve :iE j helyére (4.95) -öt és felhasználva nj és X~ korrelálatlanságát: 

eov co\' =CO'j 

A diszkrét rendszerek állapotváltozós modelljének vizsgáíatánál pont) 
láttuk, hogya tetszőleges k-adik időpillanatbe1i állapot c. j-edik időpillanatbói kiin-
dulva az alábbi formában írható fel [lásd és (2.295) összefüggések] : 

k-l 

ahol az állapotátmenet mátrix: 

BellelvettesÍIye a (4.98) összefüf.!,z6sbe Xo helyére (4.99) -et, elemi átalakítások 
elvégzése ~tán a kővetÍ(ező eredményt~Lcapjuk': 

CO\' WO) 

amiből: 

cov (4.101) 
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h02Y feHrhassuk 
s~efügg~s~)C:~ ~. 
hnearltaSal eS 

azt 

"'~"v 
a=J :-: ;'~ (;., -:- 1 

a keresett rekurzív hátra \dn ö:>z-
átalakítása. Felhusznúíva 

idöpilLlnat i::: 

(4.IU:;) 

a hiba 



4. 

rendszer 

Ko!man 
prediktor 

2.bra. 



(4.110) 

Felhasználva az U\1S becslők linearitási tulaidonsá2át [lásd (4.14) és (4.15) 
összefüggésekj, az előzőekben származtatott X(k-i-;* bec~lés birtokában X(k-i-rJlk a 
következőképpen határozható meg: 

( 4.111) 

mivel, mint már korábban említettük, a {vk } sorozat elemei korrelálatlan ok a j-edik 
időpillanatig beérkező megfigyelésekkel minden k>j-re. A becslési hiba pedig: 

k+r-l 

l) xx 
·z13 T -L Y 

1)'- (k+r),(k+ 1)' L..J 1) 
i=k+l 

112) 

_Az egylépéses prediktorra nyert összefüggéseket kiegészítve a (4.U l) és (4.112) 
összefüggésekkeL megkapjuk az r prediktor algoritmusáL 

Predikció korrelált zajok mel/eu 

A prediktor származtatásához szükséges a priori ismeretek között hogy 
" {,,} és {nd zaj szekvenciák egymással korrelálatianok [lásd (4.92)]. Gyakran elő-
fordul dzonban, hogya {Yk} bemeneti zaj és az megfigydési zaj közös fizikai okra 
vezethdők vissza, ami miatt korreiáirakká . Ebten az esetben az a priori is-
meretek a következők szerint módosulnak : 

cov ["il,' -' f.e j 

CO\' ['ik' 

Az egviepéses prediktor származtatásánál H',; es ín':, korreiálatlanságát egy 
~i co~íx!;, i J k:eresz[], ovariancia, nlcgharár,~zásán~lJjá~d ~ -- ki, reJ-
Irva lSilletelten a kelt;set7 ke-resztl-:O\;arlanClaL az alabbl 

CO', i' L =co\' 
=cOY COV 

Ezt behclyettesitve él fenti keresztkovarianciát tartaln1uzó az 
módosított 

Az /' krc:-,ö predikció ,d~.:()ri'i1iU~~' vúitm:atlanul ci Íenti összefüggések nek a 
(4,JjJj C\ 14,; furmlllúU.~ii \:;!(') kic~é'zí!:',é\ci nyerhcr(; 



Megjegyzések: 

l. Az x(!'-i- ll\k becslésre nyert rekurzÍv összefüggés kis átalakítással a következő­
képpen Írható fel: 

( 4.116) 

Látható, hogy ez nem más, mint az x(!.-i- l)!k szekvenciát generáló différencia egyenld, 
vagy másként, a Kalman-prediktornak, mint lineáris, idővariáns, dinamikus rend­
szernek az állapotváltozós alakja. [Ebből az alakból következik, hogya KaÍman­
prediktor aszimptotikus tulajdonságainak, stabilitásának vizsgáiatánál az C j, Cd 
egylépéses állapotátmenet mátrixnak van alapvető jelentősége.] 

2. A becslési hiba kovariancia mátrixára is szárm,lZtatható egy másik forma: 
, 

T 

bVll(k)GT- (4.117) 

Igazolható, hogy a fenti alak a számítási hibákra kevésbé érzékeny, ezért olyan eSé­
tekben. ahol a kerekítés i hibák jelentősek iehetneL ezt :1 forrná~ célszerű alkalmazni. 

Ha a {Zk} megfigyelési szekvencia alapján az aktuális időpillanathoz tartozó 
potváltozó vektort akarjuk becsülni, a szű,.ési problémához 
összefüggéseit közvetlenül a korrelált za iok esetére származtat iuL tehát 
{nd zaj~i.ra a (4.113) összefüggés teljesüL . 

A rekurzív becslések általános alakját [lásd felhasznáha: 

U gyanúgy ~ Inint ahogy az 
vetkezők ben meg kell határozni a 
Sé2ck et x '_I '. és az a 
be~slési h{b~ kovariancia mátrixát 
ses jóslásra vonatkoztatva kellett """'~.'c"~"' •• '" 

kell használnunk a különböző 
hibák kovariancia 

arm :iel~nti a k-ad~k. időpillan.atr~a"vonat~:z~ ~ecsksi hiba ko\;ariimcia mátrixát il 

{Zi} I~J "m~g?gY,elesl szekv~ncla I~illasZDalasavaL ". . ~ .. 
Elso lepeskent meghataroZZUK aZ 1) I k beCSltSt, lSnlertne1: Ieltetelezve \f,-L 

A rendszer áilapotegyenlete és kimeneti egyenlete : 

Felhasználva az LMS becslők linearitását : 

(4.119) 



A zaj szekvenciák korreláltsága miatt 'Ik nem korrelálatlan :lk-val, ezért v" I" nem 
nulla. Meghatározásához ismét a (4.72) összefüggés megfelelő alakját hasznúlíuk, 
ami szerint 

(4.120) 

Ezt behelyettesítve (4.119 J-be kapjuk, hogy 

( 4.l11) 

A kön~tkező lépés X(.!;-:- n(z /.;-:-1) meghatározása. A (4.94) összefügt:és analógiájára : 

X(k+!)(Zk-:-l)=COV [XI; + J, zk-i-d[cov [Zk";-!' zk+dl-Jz"";-l· 

Az egylépéses prediktor származtatásánál közölt gondolatmenet és az eredmények 
értelemszerű alkalmazásával: 

~ ,...,r 
X(k + II k)'Lk+ l 

és 

amikkel: 

l! 
122) 

Behelyettesítve (4.121)-et és (4.122)-t a (4.118) szerinti kiinduló összefüggésbe, 
megkapjuk a szűrési egyenletet. Az egyszerűség kedvéért a formulát csak arra ~~z 
esetre írjuk fel, mikor :r;rn(k)=O, tehát a zajok korrelálatlanok. A behelyettesítések 
után az eredmény: 

X(.!;+ l) I (k+ 1)= Akxkl k+ BAuk + Gk+1[Zk+ 1- Ck + IAkXk I k- CH J B"u,,] , 
-"'-- CT [C "',"~ CT..L ]--1 (Aj?3) 1- ~XX(k+llk) /{+1 ~,,+j~:"''(/{+l!k) 1;+1' 1)' -,. -

A kezdeti feltétel pedig: 

CO\' 

, .... ~- "'~ 

~ x x (1:_:- ! 1_' j 

;'1-Z 
rixa pedig: 

a hiba kovariancia mátrixának származtat ása. hmét a 
ann SZennt: 

i-lJjd 

1" X.r.--:-d· 

-;- ! lA)' 

kovariancia [nát-

!-Ia a korrcL'datlanok~ li \"áltozatlan 
kÖ\'etKczó 

V~_ ';;~ 

p=4 X XU. 11.L,) 



Öss::efoglalás 

Ahog.y a bevezetöben is említettüL a jelen áttekintés célja a Aaiman-szűréssel kap­
csolatos néhány alapvető eredm':ny bemutatása a módszer lényegének, tulajdonságai­
nak ismertetése érdekében. Terjeddmi korlátok miatt nem foglalkoztunk számos 
olyan kérdéssel, ami jelentöségében nem marad el az ismertetettektői (pl. a simítási 
problémák), csak a nagyobb algebrai bonyolultság miatt nem volt mód a részletes 
tárgyaiúsra. Befejezésül ös~zefoglaljuk a kalman-szűrők elméletének néhány további 
jelentö' eredményét, amik az irodalomban részletes formában megtalálhatók. 

1. l\.alman-szűrő származtatható a simítási problémára is, mikor az x k állapot 
becsksét a {z), j:>k megfigyelési szekvenciával akarjuk meghatározni. A simító sZű­
rőnek több formája létezik .. P,.z egyik a rögzített időpillanatra származtatott szűrő, 
ami xk becslését a növekvő {zA, j>k sorozat elemeiből állítja elő. A másik változat 
a rögzített késleltetésű szűrő, amj az aktuális megfigyelés időpiUanatától rögzített 
r lépéses késleltetésre levő állapotváltozó becslését szolgáltatja. A harmadik változat 
a rögzített intervallum simítás, ami egy [O, N] intervallum származtatja az 
~llapotv~l~o~ó . becslését, az az eső megfigyelések 
1 e lhasznalasa val. 

2. Időinvariáns modellre és stacionárius a KaJman-
szürők aszimptotikus stabilitásának feltételei, és az állandósult áBa-
pot hoz tartozó Kalman-erősítés valamint hiba kovariancia mátrix. 
. 3. A Wiener- és Kalman-szűrők közötti alapvető killönbségek, hogy míg az előbbi 
csak stacionárius zajok mellett értelmezhető és származtatása a frekvencia tartomány­
ban történik, addig az utóbbi nemstacionárius esetben is alkalmazható és származ­
tatása az időtartományTa vonatkozik. Ezen killönbségek ellenére a két szűrőtípus 
közön jól meghatározott kapcsolat található. Bebizonyítható, az időinvariáns 
modeilre és stacionárius zajokra származtatott aszimpto-
tikusan stabil, áDandósult állapotában ekvivalens kauzális Wiener-

](alritan-szŰfők modellre is úgy, 
J.vr,.>,,""'.l'U.c, közeHtjük. 

széles osz-



hogy a kapott alak megegyezi.l( a 3.3.2. pontban származtatott GM becslővel. Ezzel 
igazoljuk, hogya GM becslő optimalitása a lineáris becslők között nincs korlátozva 
a Gauss-statisztikára, azaz egyike a négyzetes értelemben optimális lineáris mérési 
eljárásoknak . 

vizsgált URH""''' 

Legyen a vizsgált modell 

z=Ua+n (4.129 ) 

alakú, ahol z az il-dimenziós megfigyelési vektor, fr az m-dimenziós mérendő vektor, 
II az n-dimenziós megfigyelési zaj és U egy mXn-es, ismert elemeket tartalmazó mát­
rix. A priori ismeretnek tételezzük fel az II valószínűségi vektorváltozó várható érté-
két és kovariancia mátrix.ár: ~ 

E{n}=O; (4.130j 

Ezen modell egy lehetséges imerpretációja, hogy n-szer megmérünk egy mismeretlen 
paramétertőllineárisan függő mennyiséget, és az egyes mérések egymással korrelált 
zajjal terheltek. 

A feladat a négyzetes értelemben optimális, lineáris, torzítatlan becslésének 
éi GM-nek meghatározása: 

( 4.!31) 

ahol az optimális becslőt rögzítő G egy nXm-es mátrix. A becslő származtatásánál 
kikötésünk, hogy torzítatlan legyen, azaz 

a ( 4.132) 

teljesüljön. Behelyettesítve a fenti összefüggésbe (4.131) és (4.129 J-et, a torzítatlan­
ság feltéreíe a következő formába írható át : 

n}}=GUa=a, 
amiből 

( 4. 

kritérium a négyzetes hiba, amit komponensekre bontv2 a következő 
írhatunk fc]: 

Jn rr: 

Az optimálási feladat megoldásához első lépésként kifejtjük a (4.134) összefüggés::;e 
definiált négyzetes hibát a (4.131) és (4.129) b<?hclyettesítéséwl. Az átalakítások cl­

után ci kÖVetkeZŐ trcdn1ényt kapjuk: 
!l! 

ro _ Y (jT~ {1 

c:2 - LJ of ..i=innoi' 
i=l 

3hol gr a G múuix i-edik sora. 
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A feladat tehát a fenti összefüggést minimáló G mátrix megkeresése a 

GU=I 
feltétel betartása mellett. 

A problémát komponensekre bontva IS megfogalmazhatjuk, aIm szerint az 
i-edik optimálási probléma a 

gT!:nngi 
minimálása a 

gfuj = oíj j=1,2, ... ,nl ( 4.136) 

feltétel betartása mellett, ahol Uj az U mátrix j-edik oszlopa és o ij a Kronecker delta 
függvény. 

~~ A ~1inimálási feladat egyszerűbb alakra hozása érdekében hozzunk létre egy 
olyan jelteret, ahol a belső szorzat definíciójánál egy alkalmas súlyfüggyényt veze­
tünk be [lásd (2.143) összefüggés], nevezetesen: 

(xyhnn = 

Ebben az esetben a (4.135) összefüggés a 

Bl) 

súlyozott norma minimálását jelenti a 

j=1,2, ... ,m (4.138) 

feltételek mellett. Az adott minimálási problémához egy szemléletes geometriai kép 
rendelhető. 

Jelöljük }VIu-val az {Uj; j= 1, ... , m} vektorok által kifeszített alteret és Mul.. -val 
ennek ortogonális komplemensét. [l>.z 1vful.. minden eleme ortogonális yalameny­
nyi demére, lásd (2.134).] Ha a (4.138) f.;ltétel olyan lenne, hogya gj wktornak a 

~------------;jl--'------- ['ilu 
·t 13. ábra . . ~ n1ininlálási.JcLü.L~t 
geo111etriai képe 

l L ... , ifi} \ ektorokkal vett valamennyi sk,tlár szorzata nulla ak­
kor gj nyilván az J1u _ :ér eleme lenne. A feltétel szerint viszont a skalárs;wrzatok kö­
zött \an Dull:,tól dtérő demo Az összes olyan vektor, 8mire leljesül a i kItétel. 
Jfu _ '~~Y ~lfíln terének (lásd 2.14. ábra), azaz egy konstans c \e~:torral dtoh ,áltoza­
::'lI1:iL eleme, ,eh:1! Jfg-\el jelölve ezt a teret, 1v12 = c. r\ detl!1iúh terek k:lpCSO­
Lltút a -1.13. úl)i'L! szc-rrJélteti. Az ábrábólláth~ltó~ln a (4.íJ7) üssz~fü~fés SZerinti 
norlna-nl1ni::i~dús 11c;T1 rnás~ fl1int az 1\1g altér nlininlális norj!~á5ú t:lt!n~nek kivúlasz-
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tása. Ez a minimális normújú elem viszont láthatóan eleme az Mu alt érnek is, tehát 
gi ell5állítható az {uJ vektorok lineáris kombinációjaként: 

m 
("1.="", 'I.U. 
b; L lj j' 

j=l 
(4.139) 

Ezt behelyettesít"c a (4.138) összefüggt?sbe. g,-re a következő eredményt kapjuk 

ahol ei egy olyan m-dimenzió" vektor. aminek i-edik komponense 1, a többi pedi!; 
nulia. 

Összei-onva az Ii optimálúsi részprobkma megoldása során származtatott gi vek­
torokm, a G mátrixot rögzítő összefüggés: 

Ir:­u- (4.140) 

A becslés négyzetes hibáját a G mátrixra kapott credményneL a hibát definiáló 
(4.135) összefüggésbe való behelyettesitt?st?n:l n)t:rjük : 

-1 ( 

iH egjegy;:ések : 

1. ~A. n1~rési eljárás SZ{tfil1aztatásához kovariancia I11átrixánah. i~ln\.?rete 
szükséges, a mért?\i eljárás tehát optimális minden sŰTűségfügg"ény meHeU. 

2. Az eredmén~ ck megegyeznek a Gauss-}11arkOl'-becsiőnek a 3.3.2. pontban 
szúrmaztatott alakjúval. Ennek következtében a Gauss-Márkov-becslő egyrészt ma-
ximum likclihood be,:slő másrészt legkisebb átlagos négyzetes hi-
bájú. vagy torzítatlan becslők között. 

nmcs ~~~".V~·,," 
scm a zaj vonatkozásában. p,z LS 
3.4. szabisz foglalkozik. Célkitűzésünk most mindössze ann vi, az LS becsl,~snd: 
is mes::adiuk a ;eomctri~li interpretációját és ezzei éi lineáris, -négyzetes énelembt:n op­
timális b'l'cslés~k \ ektorteres leírását teljessé tegyük. 

A becslés 5z:"!rmaztatásánál a 4.4.1. ponttal megegyezoen ~1 

modeiit 

rábban 
anll ~iZ 

ahol z az il-dÍnlenzlós n1egfigycl~si veL tor '\ a az 111-dúnenziós njr:~­
n-es'} isn1ert cleI11ckct tartaÍnlazó n1~Hnx. 

z-



négyzetes hibát minimálja. A (4.143) szerinti négyzetes hiba a megfigyelési vektor és 
a Z\1= Vet vektor különbségének norma négyzete. Ha u;-vel jelöljük az U mátrix 
oszlopvektorait, akkor a megfigyelési vektort közelítő ZM vektor a következő formá­
ba Írható: 

m 

Z:'1 = L: Xiüi' 
i=l 

(4.144) 

Ebből az alakból már közvetlenül megfogalmazhatjuk az optimálási feladatot 
mint approximációs problémát. Adott m lineárisan független vektor {Uj; i= 1, ... , m}, 
amik kifeszítik az 1if" alteret. Keressük az Mu altéren kívüli z vektor LM approximá­
cíóját, ahol LM az kIu altérnek z-hez legközelebb eső eleme. A vetítési tétel (2.3.2. pont) 
értelmében LM nem más, mint z-nek az li<Iu altérre eső vetülete. A vetületet meghatá­
rozó CE= aLS vektort a normál egyenlet felírása és megoldása út jún nyerhetjük: 

r z-i al:Uj~jT Uf= 0, 
l i-l 

r m lT 
I z- .L: (f./:uIJ Um = o. 
L 1=1 

( 4.145) 

Átírva a normál egyenletet mátrÍxos alakba, a következő egyszerű összefüggés­
hez jutunk: 

ur-lJ aLS = 

amiből 

(4.146) 

A kapott eredmény természetesen megegyezik az LS becslőre nyert korábbi 
(3. fej.) összefüggéssel. Megállapíthatjuk tehát, hogya leglrJsebb négyzetes hibájú 
lineáris becslőnek ugyancsak megadható a geometriai interpretációja, és az LMS, 
valanünt G jV1 becslőkkel együtt egységes keretben tárgyalható~ 

Összefoglalás 

4. fejezetben áttekintettük a négYZetes p,.,.p,,~rY\ 
sok három alantínusát és megadtuk a vektorterekre 
metriai interpr~tciciójukat. Mint ahogya a származtatott 
becslési alapösszefüggések formáju...kat tekintve megegyeznek a 3. fejezetben statisz­
tikai alapon nyert formulák kal. A lényeges különbség az eredmények értelmezésében 
van, ami szerint a becslési eljárások értelemben lineáris 
becs16k és ilvcn értelemben nem kötődnek bizon vos a nrÍori 
~UJ"U'UL. mint azt a statisztikai e1emzésnél • k -
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$ Mérési adatok 

Az előző fejezeteh. a mérési problémák jel- és rendszere!méleti leírásával, az optimális 
mérési eljárások származtatásávai foglalkoztak. Bár a tárgyalt módszerek mindegyi­
ke a méréstechnikai gyakorlatban eredményesen alkalmazható, mégis érdemes ki­
emelnünk néhány olyan adatfeidolgozási, adatkiértékelési amik különösen 
elterjedtek és széles körben használatosak. EZeknek a módszereknek, neveutesen az 
átlagolásnak, konfidenci<l számításnak, hipotézis teszteknek, regresszió analízisnek és 
a gyakorlati hibaszámításnak természetesen megvan a méréselméleti hátterük, több­
nyire egy általános méréselméieti módszer speciáiis esetének tekinthetők. 

A fejezet célkitiízése, a felsorolt adatfeldolgozási eljárások méréseIméleti alapon 
való tárgyalása és 3. módszerek általános tulajdonságainak pontos rögzítése. 

A il1érési adatok 
sztochasztikus TIléréSeknél 
adását több 

TI ' , ". ~ . d ' k l ." " , ... ,_ ~e~ tlpusu mereSI Iela ?t;lOZ t~rtozna,' p '. a ., ko~relaclO,. negyze~:s 
kozepertek, spektrum stb. merese, olyan meresd~ tehat, melyekkel valamIlyen va10-
színiíségi változó egy-egy momentumát határozzuk meg. A mérési eljárás általában 

1 • l' 1'" 1 '1 . " .' "k' " ", , nen;,.f~epes te Jesen meg.va.osnam az e me._~t~ va~llatoer.te~-.·epzest, :gy ~~,el]araS ter-
vezo]enek gondoskodma kell annak kello hatekonysagu helyetteslteserol - olyan 
adatfeldolgozásról, amely egyszerií módon megvalósítható és jól közeiíti meg 
az elméleti várhatóérték-képzés eredményét. 

A megoldás az átlagolás, amelyanagyszámok törvénye értelmében biztosítja az 
igazi várható értékhez való konvergenciát. Ha tehát {Zk} a mérés során előállított, 
független, aZonos valószíniíségi eloszlással és fJ.z középértékkel rendelkező véletlen 
változó sorozat, akkor a fl. mérési eredmény megközelítésére igen alkalmas eszköz­
nek hizonyul <:: 
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N-l 
~ y '7 
k...J -'k 

k=O 

eljárás, mivel: 

p t~~~ l 

N-l 

(5.1) 

(5.2) 

A..z átlagolás us:.vanakkor az előző Íejezetekben mes:.ismert becslési eljárások egy spe­
ciális esetének i~ tekinthető, és ennek megfelelően ~én:elmezhetők rajta él bec~ési el­
járások vizsgált tulajdonságai mint pl.: a konzisztencia, torzítás, variancia, hatá­
sosság. 

Az is nyilvánvaló, hogy az átlagolás hatásának elemzését csak a mérendő meny­
nvisés:.re és a megfigyelési körülményekre vonatkozó a priori ismeretek rÖQ:zítése mel­
l;tt l~het elvégewChlszen, mint az előzőekben láttuk, az a priori ismeretek a becslési 
eljárások anaIízisében és szintézisében egyaránt meghatározók. 

Az átlagolás konvergenciájának Íeltételeivel a központi határeloszlás tétel Íog-
lalkozi..K, miszerint, ha az előbb említett valósziniíségi változók mindegyikének 
ű2 a második momentuma, akkor: 

r 

lim p II :x -< _1'_{-'.:.--= __ _ 
ű 

s-O" l e dx (5.3 ) 

, Így t~hát ,az a k~zis~lert áll~tás, hogy .. az átiago~t mér~si .adatok szórás négyzete 
az atlagolasszammal lordltott aranyban csokken, csak a pnOrI statisztikai Íel-
tételek mellett nevezetesen akkor, ha a mérési adatok ÍÜggetlenek. 

A azokat a mérési amelyek a mérés-
összefonódnak az alkaJmazásával. 

a D1e2.TIQ.yelések .. 
}~C)Z(;j)er~tel:et becsüljük [1.-6.2), . 

útlagolás sw.tisztikai 
kapcsolatára a 

ilL ci tetszőleges függvé-

n dem~zI1! tudj~~, il közép­
egyszeru modellt hasznaljuk : 

(5.4) 

ahol ZT = [za' z l' ... , Zs _ d a megfigyelések vektora, eT = [1, 1, ... , 1], p = skalár és il a 
megfigyeléseknek a középértéktől vett eltérését leíró zaj'vektor. 

Megjegyzések: 

1. Az iménti modell a diszkrét esetet íria le, és a vizss:álatokat is erre az esetre 
végezzük el. A folytonos esetre való kiterjesztés a: -

IE [O, T], 
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T 

/1;= I z(t) dt (55) 

o 

modell alapján nem jelent nehézséget. 
2. Bár a modell közvetlenül a megfigyelések középértékének becslésére vonat­

kozik, az eredményeket egyszerűen kiterjeszthetjük más esetre is. Legyen pl. : 

(5.6) 

azaz képezzük az ill vektort, aminek komponensei a z megfigyelési vektor komponen-
seinek n-edik hatványa. . 

Ekkor az: 

(5.7) 

felbontással a megfigyelések n-edik momentumának becslését modellezhetjük, ha 
Pm a keresett momentum és Dm a megfigyelések n-edik hatványának az f!m közép ér­
téktől való eltérését leíró zajvektor . 

Hasonlóan, ha : 

(5.8) 

akkor ezzel a modellel akorrelációfüggvény becslését írhat juk le. 
3. Fontos ismétdten hangsúlyozni, hogy az átlagolást a megfigyelések (másként 

mérési adatok) vagy azok valamilyen függvénye középértékének becslése szempontjá­
ból elemezzük. Ezt az indokolja, hogy az átlagolást legtöbbször erre a mérési feladat­
ra használjuk, de természetesen előfordul más alkalmazás is. 

4. Az (5.4) jelmodellről általában azt szokás feltételezni, hogya jeUemzői idő­
ben nem változnak, a jelmodell tehát stacionárius. Ezzel a feltételezéssel mi is élni 
fogunk az átlagolás további vizsgálatánál. A stacionaritás jelenléte, ill. hiánya lénye­
gesen befolyásolja az átlagolás statisztikai tulajdonságait, nevezetesen a középénék­
becslés torzítás át (l. 3.2. szakasz). 

Ha a megfigyelés középértéke időben nem változik az .,úrható értéke 
azonos a méíendő középértékkel : 

, 1 .'i-l l 
E{,uJ=E L: Zk( 

k=O J 
(5.9) 

torzítás tehát nem lép fel 

(5.lO) 

Időben változó (nem stacionárius) u: u/k) középérték csetén az időben egymústól 
távol eső és az időfüggés miatt aiClplitúdóban eltérő [lPC) értékek megnehezítik a kép­
zett átlag kiértékelhetőségét, akármelyik időpillanatban is szeretnénk a középénéket 
becsülni, az átlag torzított lesz: 

1 .'i- l __ . 

b(L)= lY .u;(L-Jv+ l +k)-,LLz(L)""O. ! 5.11) 

Nem stacionárius középérték esetében tehát az útbgulús vc::>zít ,iZ ~dbjmnhalósCt­
gából. Egy áthidaló megoldásként a mozgó átlagolúsl szokás ~dkall11azni. r\ i1wzgó 
átlagoiús megtartja -az átlagolás egyszerü alakját é~1ic~,:tló~íth:itÓ:;ÚgÚL, k;-ö\iJiti 



azonban a megfigyelési időintervallumot, amivel a középérték régebbi értékeit figyel­
men kívül hagyja és a torzítást csökkenti. Az elmondottakból érthető, hogy a mozgó 
átlagolást lassan változó középérték esetében érdemes csak alkalmazni. A mozgó át­
lagolásról az átlagolás típusaival foglalkozó 5.1.2. pontban lesz szó bővebben. 

5. Az előző megjegyzésben foglaltak természetesen érvényesek folytonos esetben 
is, amikor f.Lz=const esetén: 

T T 

b=E{PJ- f.L;=E {~ J z(t) dt}- pz= ~ J f.L; dt-pz=O, (5.12) 

o o 

ill. időben változó f.Lz= Pz(t) középérték esetén: 

T 

1 j' b(t)=y f.Lz(t-T+-r)d-r-,u;(t)r'O. (5.13) 

o 

Az átlagolás statisztikai tulajdonságainak vizsgálatánál továbbiakban feltételez­
zük ti: középérték konstans voltát. Ezzel olyan, a gyakorlatban széleskörűen alkal­
mazható esetekre szorítkozunk, amelveknél az átlarrolás egyszerű módon kiértékel-
hető mérési eredményt szolgáltat.' ". 

A következőkben, az átlagolás típusainak áttekintése után, megvizsgáljuk az 
átlagolás jelátviteli és statisztikai tulajdonságait. Az utóbbin ál a priori statisztikai 
feltételezésként kiemeljük a zaj vektor egy-egy igen fontos speciális esetét. 

.2, átlagolás típusai 

.Az átlagolás típusainál az (5.1.1.) szakaszban bevezetett általános egyenletes átlago­
lással kapcsolatos, il!. a belőle szármaZlatOit, elterjedten használt átlagolásiformulá­
kat tekintjük át. jl,.z átlagolás különböző típusaihoz olyan formulák tartoznak, ame­
lye}.. bár formájukban eltérőek, hatásukball minden vonatkozásban az (5.1) kép1ette1 
azonosak (pl. re}: urzív átlagolás). lvlás eSl.?tet jelentenek az (5.1) formula módosításá­
va] nyert átiagolási Upusok, amik egy meghatározott mérési cél (mozgó, exponenciális 
átlagolás), ill. azegyszerLíbb meg\"alósíthatóság érdekében (kettes hatványaíval súlyo­
zott rekurzív átlagolás) az előző idl.?úlis átiago]ústóJ valamilyen módon eltérnek. 

Ideális állaga/ás 

Az átlagolás él folytO!1l's és ~i diszkrét idöt~:nom{,ny1-,an a következő formulával ír­
ható icI: 

T 
A-l 

IV 
dr. (5.14) 

Ezen összefü E l.'ések nél az útlagolús. ahogvarról az előbbi pontban sz6 is voh. 
eEV sneciúlis mélisi feiadat. a merrfkveIés kö;épértékének becslésére AJkal~ 
n;;;zú~ának lehetősége ennél tl.?rmé~z~tesen j6va( általánosabb, hiszen az 
gumentumában z(k), ill. Zei) hdyett annak te1szölegcs JS 



Az összefüggésekbői köz-veUenill megállapítható, hogy: 
- az átlagolás lineáris operáció, továbbá az iménti alak 
- nemrekurzív jel1egii. 

Megjegyzés: A new..rekurzív kizárja az átlagolás valós idejű alkalmazását. Az 
átlagképzés elvégzéséhez az összes megfigyelés begyiijtését és gondoskod-
ni az egyes megfigyelések egyidejű Ez kétségkívül idő- és memória-
igényes adatfe1dolgozási forma és mint korlátozottan alkalmazható a gyakor-
latban. A problémák áthidalását a TP!V"""';U átlagolás biztosHja. 

Rekurzív 

A rekurzív, vagy futó átlagolás a disz..krét 
gebrai átalakításával származtatható: 

il!. 

ílz(k)=íl/k-l)+ 1 [z(k-l)-ílz(k-l)] 

íl/O) = O k=1,2, 

. (/' k-l .. , l 
LL,f()=---l.dk- 1)+ z(/.:;-, ... k l_\. 

A rekurzív átlagolás előnyei a következők: 

(5.1) átlagolási eljárás egyszerű al-

( 5.15) 

( 5.16) 

- az algoritmus közvetlenül kielégíti az on-line vaÍós idejű (real-time) jellegű 
adatfeldolgozás követelményeit; 

- minden új megfigyelés után előállítja az aktuális átlagolásszámhoz tartozó 
mérési eredményt. 

Az algoritmus hátránya, hogy a két megfigyelés közötti időben egy meglehetősen 
komplikáít aritmetikai műveitt, a k-val való osztás elvégzésére van szükség, ami az 
o~-lii;e"feldolgozás sebességét korlátozza. Ennek a pfO)Jlémának csökkentésére 
kozel1to alm k 2 '-~'_,_",~.'_.~ 

l(özei.itő rekurzív átlagolás 

ahoi az egész értékű függvény kielégíti a 

i',1(k)~k< 

egyenlőtlenséget . 
A megoldás tlőnye, hogy a szokásos aritmetikáknál a 2 egész hatványával vaLó 

osztás egyszerű léptetéssel megvalósítható és ily módon az átlagolás sebessége már 
nem az átlagképzés időigényességétől, hanem inkább az adatszerzés (AID átalakítás) 
sebességétől függ. A megoldás hátránya, hogy az iménti közeHtő algoritmus növeli 
a becslés varianciáját (l. 5.1.5. pont), ami az M(k) függvény módósÍtásával azonban 
javítható. 



Független mintavételi értékeket feltételezve és elhanyagolva a véges szóhosszú­
ság miatti problémákat, kedvezőbb eredményre jutunk, ha az algoritmus az: 

k=1,2,,,. ,. 

összefüggés szerinti. 
TéfjUnk most át az (5.1), m. (5.14) átlagolás olyan módosításaira, melyek egy 

meghatározott mérési cél érdekében változtatják meg az átlagolás alaptulajdon­
ságaiL 

átlagolás 

Az (5.14) képletekkel értelmezett átIagolás (ill. annak rekurzív formája) kiterjedt a 
megfigyelési időintervallum egészére, a megfigyelések azonos súllyal épülnek a kö­
zépérték becslésébe. Ha a középérték időben (lassan) változó, az (5.14) átlagolás 
használata: a.ho~y ezt e!?bb.lá~tu}c, to~zíto~t ~recJ.rr;.é-?;vekhez vezet. A régi m.e~figyel~: 
sek a közepertek aktual1s ertekere nezve lDrormaclOt nem hordoznak, megls az UJ 
megfigyelésekkel azonos súílyal szerepelnek az átlag képzésénél. 

A probléma (részben) elkerülhető, a torzítás csökkenthető a régi megfigyelések 
figyelmen kívül hagyásával, a megfigyelési időintervallum mintegy "levágásával". 
A mozgó átlagolást definiáló összefüggések tehát: 

z(j), 

,ú:(k)= :z z(j)w(k- j), 
./=_c-.:> 

lvíozgó átlagolásnál egy 
diszkrét időtengely illentén, és 

a megelőző 

1 r 
/2:(1)= T J z(r) dr (5.19) 

t-T 

ha O=2j< 
( 5.20) 

máshol, 

ha 0=2 r=2 
( 5.21) 

rnáshol. 

ablakot csúsztatunk végig il folytonos vagy 
adott k indexhez vagy t időpillanathoz tartozó 

hosszúságú szakasz~'átlagolásával (i. 

ill. rekurzív" alak re-

=,ú/k-

A régi meíC:fiíC:yelések súlyának csökkentését az átlagképzésben a mozgó átlagoiáson 
kívül az ú~. exponenciális .,,-agy felejlő átlagolás is szolgáija. 

Exponenciális átlagoiás 

Az exponenciáiis átlagolás nem szűkíti le a megfigyelés időimervallumát, azonban a 
régi megfigyeléseket egyre csökkenő súllyal veszi figyelembe (fokozatosan "elfelejti" 
azok értékét). 

293 



Az exponenciális átlagolás képlete: 

k 

pz(k)= L.: z(j)w(k -j), 
j=-= 

/

1 (0-1 lj 
w(j)= i -Q - / O;§j, 

máshol, 

t 

w(1:)= k '-' O;§T, 
p;(t)= J Z(T)W(t-T) dT, {~ ",-~/k O máshol, 

ahol Q az átlagolás felejtési időállandója. 
Az exponenciális átlagolás felírható rekurzÍv alakban is: 

/1z(k)=pz(k-l)+ ~ [zek )-P;(k-l)], 

ill. 

(5.23 ) 

( 5.24) 

( 5.25) 

( 5.26) 

Az (5.16) rekurzív alakkal ellentétben a régi átlag rögzített, l-nél kisebb arány­
ban épül bele az új átlagba, ily módon a régi megfigyelések exponenciálisan csökkenő 
súllyal szólnak bele az új átlag képzésébe. 

5.1.3. Az átlagolás jelátviteli jellemzői 

Ebben a pontban az átla!2ohist a lineáris. dinamik m n:ndszerd: leíró fÜ~l:.\'tmci\'cl 
j;;llemcznl fogjuk. Könnyen belátható, hogy a felsorolt útla~,(,J:j:,i tífl\lS(\~. ;~ind:g) ike 
lineáris operáció, azonban nem mindegyike fogható fél lindlri" dinamikus, id~;ií'\,"­
riáns rendszernek. 

b) 
N 

Jlllj~@illli@W~llllllliillllll~ 
c) 

cl C!.pDJH:n-.:i:i!i:o 

IUi 
.- /--; 



Az 5.1. ábrán az egyes átlagolástípusok által képviselt és a megfigyelési intenal­
lumon értelmezett ablakokat látjuk. 

:Mindegyik átlagolástípus lineáris ugyan a megfigyelé sek re nézve, az aj és b) eset­
ként feltÜDtetett közönséges és közelítő átlagolás azonban nem időinvariáns (miwl 
szakaszosan állítja elő a középérték becslését és az egyes szakaszokhoz tartozó ablak­
függvény eltérő amplitúdómenettel rendelkezik) és így nem írható le sem súlyfügg­
vénnyel, sem frekvenciakarakterisztikával. 

A mozgó és exponenciális átlagolás (5.20 j, (5.21 j, (5.23 j, (5.24 j összefüggé­
seibőllátni lehet viszont, hogy ezen átlagolástípusok : 

-lineáris, dinamikus, időinvariáns rendszereknek tekinthetők w(k), ill. w(t) 
súlyfüagvénnyel' 

~'ffiindkét 'átlagolás a mérési eredményt ennek megfelelően nem szakaszosan, 
hanem folyamatosan~ szolgáltatja. . ~ 

Mindezek alapján a mozgó és exponenciális átlagolásnak meghutúrozható a 
frekvenciaátviteli karakterisztiká ja. 

lvfozgó átlagolás - frekvenciaátviteli karakteriszlIka 

Diszkrét esetben az átviteli függvényt az (5.20) súJyfüggvény '/ tramzformúlúsá\~.!l 
nyerjük: 

H(Z)=C7{W(k)}=1~(1+Z-1+ ... +Z-(S-l;)=,~ ~=~~~. /5.::7; 

amiből a frekvenciaátviteli karakterisztika 

il{.,;WT)I=.~' sin (NwT/2) : 
i (<; " ,\T: • ('T i2) ,. 

lY i sIn w! I 

( 5.::8: 

A diszkrét idejíí mozgó átlagolás frekvenciaÚl\ileii L~,r~lU(J"isz:i~Úyll ,íZ 5.:. ,ih'a 
~zemléltdi. 

Folytono:; esetben az átlagoló úi.yiteli nj:.::.:\,:·:!· ,: ' 
I~()uricr-) tra ílszfc'Irr:lú1rja : 

! {{ :} , \, 
!.J; 

-j r~ 
(:' 



IH(w)l= 

l 

A frekvenciaátviteli karakterisztika menete az 5.3. ábrán látható. 
A frekvenciaátviteli karakterisztikából a mozgó átlagolás két további érdekes 

tulajdonsága fedhető fel. 
l. Ha az átlagolási idő, vagy az átlagolásszám növekszik, az átlagoló egyre job­

ban elnyomja a nem nulla frekvenciás komponenseket, azaz mintegy kiszűri az idő~ 
invariáns átlagértéket. 

frekvencia-
átviteli 

.., A ,- l 'l' 2::rk (+ k. AZ atlago o e nyomja az w= iolytonos esetben) és w=---

esetben) frekvenciákat. Ez a tulajdonság eredményesen 
zavarjelek elnyomására, amennyiben biztosít juk az átlagolási 
idő kapcsolatát. 

Exponenciális 

Diszkrét esetben az át'-l~iteli karakterisztika 
ból száfi:naztatható : 

amibő!: 

és: 

karakterisztika 

eZ rekurzív alak-

A diszkrét exponenciális átlagolás frekvenciaátvitelét az 5.4. ábra szemléiteti. 
Folytonos esetben a frekvenciaátviteii karakterisztika az (5.24) alak alapján 

számítható: 

( 5.35) 

ill 

:2 ')(, 



I H(w)! 

w 

2::: 

5.4. ábra. A.2 exponenciális átlagolás frekvenciaátviteli karakterisztikája. diszkrét eset 

l 
I li ( UJ ) I = --;:===.;:::::::::;. (5.36 ) 

A frekvencÍaátviteli karakterisztikát folytonos eset számára az 5.5. ábra szemlélteti. 
A..z exponenciális átlagolás fontosabb jelát\iteli tllkjdonságai a következők: 

l .. 4:2 exponenciális átlagoló frekvencia átvitele az egész frekvenciatartományban 
O-nál nagyobb, így nem rendelkezik a mozgó átlagolás ismertetett tulajdonságaival. 

2. A K. ill. O időállandó növelésével az átlaf2:o1ó ef2:vre iobban elnvomia a zérus­
tóI különbÖző fr~ivenciákat, kiszűrve a jeiből a:Zidőva'riáns kompone~sét.- A-3 dB 

, . l' , . ,[' k . l '1' 1 f· l) atvlte.hez tartozo hatanre 'venc!a w= l, ,Ll. w= T arccos j - '0(0-1' J . 
.. . \ --- ) 

3. P ... z (5 'w hogy a 
folytonos exponenciális átlagoló egy első aluláteresztő 
rendelkező rendszer), amely egyszerű módon megvalósítható pl. egy R-C impedan­
ciaosztó segítségéve l (l. 5.6. ábra). 

A következőkben az átlagolás statisztikai tlllajdol!ságait vizsgáljuk a középérték 
becslésénél mint mérési feladatnál. Ennek során elemezzük a becslés torzítását, va­
rianciáját és optimalitását. 

K=RC 

5.6, ábra. A folytonos exponenciális átlagolás megvaiósÍtása 
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5.1.4. Az átlagolás torzítási tulajdonságai 

Első lépésként az ideális átlagolási algoritmusok torzítását vizsgáljuk, amik tehát 
visszavezethetők az (5.1) 

1 N-l 

P'Z=N 2: Zk 
k~O 

alakra, ÍÜggetlenül a felírás formájától (rekurzív átlagolás, mozgó átlagolás). 

Az ideális átlagolás torzítása 

Az átlagolássallétrehozott becslés a vizsgált jelmodellnél : 
1 N-l 1 S-l 

[1:= 7\T 2: z(k) = Nl L; [fl;+ nek)]. 
1\ k=O ,,=0 

(5.37) 

A becslés fe1tételes várható értéke a 3. fejezet alapján: 

• N-l l 
1 [fl:+ nek)] I fl:} = fl:, ( 5.38) 

J 

mivel az 5.1.1. pont szerint II a megfigyelések középértékétől vett eltéréseket leíró 
zaj vektor, azaz -

E,,{n(k)}=:O. 

Megállapíthatjuk tehát, hogy ha a középérték időben állandó (l. 5.1.1. pont) 
az ideális átlagolással végzett közpértékbecslés feltételesen, és így feltétc nélkül is 
torzítatlan. 

Részletesebben: 
- A:z átlagolás torzít3tlan becslést eredményez abban az esetben is, ha a íJ.; nem 

konstans skaiármennyiség, hanem egy valószínűségi változó (feltéve természetesen, 
'hogyazajvektor várható értéke továbbra is zérus). A jelmodellben szereplő flz ilyen-

- l' , u "O, o 1 k o , ok ( 1'" O') " "1 1 Ul" o 
~O~ a ~= va:?SZlnUSe~l va1to~o CSY izon ret ,eTte ~e , rea l~aClűJa : p; DeCSU ... enao .r~oze.p-
ertek Igy veletlen modoD valtozhat, ez az atlagolas hatekonysagat nem befolyasol]a, 
egy átlagolási ~orozat?áJ a~onbanJ";:, konst~ns, ~~nak eredet étől ~üggetlenü~. " , 

- A torzltatlansag a levezetes eneImeben Iuggct1en az il zaJVektor masocllk es 
magasabbrendű momentumaitól korreJációjától stb.), az 
első momentuma, azaz várható értéke zérus. 

lvfegjcgyzések: 

1. Jegyezzük meg ismételten, hogyaközépértékbecslés torzítatlanságát elsősor­
ban a középérték stacionaritása (időbeli állandósága) biztosítja, az előhbi megálla­
pítások csak e feltétel menett érvényesek. 

2. Az a tény, hogy az átlagolás mind feltételesen, mind feltétel nélküí torzítatlan 
becslő az a priori ismeretektől függetlenüí (a zaj\cktor statisztikai tulajdonságaílól 
ro" l "l) , -. .. 1 'd' o .' 1 k ~ ld 1 • o l' !,.ug~et ~nun , ... Igen }~.edvez~ ;tu:aJr onsag a n1erCSl auato_ - IC 0~gozasa cs az efce nlcny 
crtckelbctosege szempont iabol. 

3. Folytc;nos ideális átlagolás szintén torzítatlan becslő, mÍ\c1 : 



T 

E{p: 1.u;}=En {~ J [u:+n(t)] dt l.u:}=.u: (5.39) 

O 

és a feltételes, valamint feltétel nélküli torzítás zérus. 

A nem ideális átlagolások torzÍrása 

Az 5.1.2. pontban tárgyalt átlagolástípusok közül nem ideális, tehát az (5.1) alakkal 
nem rendelkező, a közelítő rekurzív és az exponenciális átlagolás. Ha az ideálistól el-
térő átlagolást a következő formulával: - ~ 

N-l 

i1:= L: C!.kz(k) ( 5.40) 
k=O 

jellemezzük, akkor a torzítatlanság szükséges feltétele a: 

( 5.41) 

Az ideális és nem ideális átlagolás összehasonHtása céljából a nem ideális átla­
golást ugyanolyan jelmodell mellett vizsgáljuk, amikor tehát az ideális átlagolás tor­
zítatlan. 

Kőzelitő rekurzív átlagolás 

A közelítő rekurzív átlagolás (5.17) szerinti alakja mÍild feltételesen, mind feltétel 
nélkül torzítatlan. 

Teljes indukcióval bebizonyítható, hogy mÍilden rekurzív formula torzí-
tat,lan ,átlagolásh?z vezet, amelyb~: a::: ~j.megfig~7.elés pozitiv, l-nél kisebb 
szam es a rekurzlv formula az elso mereSI adatnal Ul'-"'HJU!."- a 

(5.42) 
alakra, 

Exponenciális átlagolás 

A.:z exponenciális átlagolás rekurzív fOfIl1ulája neID az ( 

(5.43) 

Várható tehát, hogy az exponenciális átlagolás torzított lesz és nem tcije-
sülni az (5,4 j) feltétel Sém. A torzítás mértéLe k-adik időpillanatban (5Al / szerint: 

( k ) r 1 k (0-l \i l 
b(k)=LLI2: ::.:-1 =U.I"':"" I·~l-l!=- l lL:. 

, • \j~ J J ,. LQ \ Q) j Q 
A torzítás összcfüoQésébőllátható. hog;; növekvCí k diszkréL idoindex esetében a 

torzítás csökken, az cj~;onenciá1is átíagolú .... s,.l tehát l11int becsk='s 2szirnptoIik·u~8.n tor­
zítatlan. 

lim b(k)=O. (5.45) 
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Folytonos esetben a torzítás az (5.24) összefüggésből származtatható az előbb 
vázolt levezetéshez hasonlóan. A torzítás mértéke: 

r r 
,Li= lj 

o 

QT- 1] fl: p.;;- (5.4Ó) 

A diszkrét esethez hasonlóan a torzítás az átlagolási idővel fordítotl arányban 
csökken, így a becslés szintén aszimptotikusan torzítatlan. 

Ivfegjegy::ések: 

1. A torzítás oka az ideális és a nem ideáiis átia;:::olás jelátvitele közötti különb­
ség volt, olyan jelmodell (mérési körülmények) mell~tt, a~1ely ideális esetben bizto­
sítja a becslés torzítatlanságát. Minden, az elfogadott jelmodelltől való eltérés forrása 
lehet egy iárulékos torzításnak. amit a konkrét vizs;:::álatnál fi;:::yelembe kell venni. 

2. :;;,. torzítás (5.44) és (5.46) és módon a diszk~ét és folytonos ide-
jű exponenciális átlagolás id6állandóJ kapcsolatba hozhatók egymással: 

• I, Q 

b(k)= -e" (5047) 

.. 3,~ .. ~~ exponenciális ,fttlagolás ?~~~rnpt<:ti}:(~lS~~ln_ torzítathl!lo, Ez és~tb~~ a k,is :O~'­
ZIta::: i:.:ltclcle a rnegfclelocn hosszu atlagohlsl Ido. Ha a lorzltas rnaxlIl1ahs l1-:cftckct 

~ ~:.z és (5.46) szúnlítható rninÜl1ális {tIhi-

- 1 100 r" 
t - f\_! n ---:-"':.> P",. 

f 

ideúlis 

rnoc!;.: II (rncrési 

.. 4:: ideális 

a r110Z-

cs~trc, a nl0zgó átIagolúsra 
zal (diszkrét csctb~n), an-jinck ~i diszkrét 
j~l1cn1ző. l'vlint tudjuk. a útlagoÍús L~y lineúris rendszcrnek tekinthető HZ 

. ilL (5.21) súlyfügg\cnnyd. 
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A 2.5.1. szakasz alapján a lineáris rendszerek kimenőjelei kovarianciafüggvényé­
nek meghatározásához abemenőjel kovarianciafüggvényének és a súlyfüggvénynek 
az ismeretére van szükség. 

ilL: 

( 

j). (5.50) 

Feihasználva a mozgó átlagolás (5.20) súlyfüggvényét azt kapjuk, hogy: 

[; 1 r . "' f- Iii 'I '-' __ (J-l) 1--;- •. 
•• TV J . 

i= --l) 1 

1. A közönséges (nem mozgó) átlagolás 
összefüggés C~;;-(O) esete. Pontosabban : 

1 r S-l 

-=-- \C oJO)+2 C 
L 

T T 

( 5.51) 

-1. 

l'l átlagolásszárn mellc:tt (lZ 

5.5 



T 

5.7. ábra. Az integrálási tartományok transzformációja 

Mivel az integrandus nem függ 1)-tól az (5.55) integrál átírható következő 
alakba: 

(5.56) 

A..z (5.56) képletet átrendez've megkapj uk az (5.5 J) diszkrét formula folytonos 
idejű megfelelőjét: 

d;. (5.57) 

A2 ideális foiytonos átlagolás VariCll1ciája ennek 
T 

( 5.58) 

Korrefáimfon megfigyelések eselC 

Vizsgáljuk most meg, hogyan alakul a becsült középérték varianciája abban a konk­
rét esetben, aunkor az egymásután végzett megfigyelések korrelálatlanok. A zajvek­
tor kovarianciájáról feltételezzük tehát, hogy: 

r " 

r (1_)_ {a;, 
~ nn,''\. - Ü 

ha k=ü, 
más esetben. 

Korrtiálatlan ITlegfigyeléseknél 
(5.52) alapján: 

a mozgó átlagolás 

~ . r a~ [l-.ut) 
L ; :? (J) = Lv Iv J 

j=-(N-l), ... ,0, ... ,N-l, 

lo ' más esetben. 

(5.59) 

az 

(5.60) 



A...z ideális átlagolás varianciája pedig az (5.53) összefüggés alapján: 

(5.61) 

Megjegyzések,' ~ 

1. Folytonos idejű esetben a korrelálatlan (fehér) zaj egy, valóságban nem elő­
forduló idealizált kép. Ilyen zaj esetében a középérték pontos becsléséhez szükséges 
megfigyelési időintervallllm hossza tetszőlegesen rövid lehet 

Tó 

1 j' T, zet) dt= ,Ll:, minden T,,>O-ra. 

o 

Az (5.60), (5.61) összefüggésekhez hasonló eredményre jutunk, ha a zaj ko­
varianciafüggvényéről feltételezzük annak impll1zusszerű alakját. Ilyenkor az (5.57) 
integrál alól kiemelhetjük a zaj kovarianciája mellett szereplő súlyfüggvényt, amiből 
a teljesítménysűrűség-függvény felhasználásával [l. (2.11)]: 

( 5.62) 

ill. 

JA }_""'~~(o)_Snn(O) var tp.: -L l'- f' - T . (5.63) 

2. A...z (5.61), (5.63) összefüggésekbőllátható, hogy független (ill. folytonos idejű 
eSetben közel független) megfigyelések esetén az ideális átlagolás az átlagolásszám­
mal, ill. az átlagolási idővel fordított arányban csökkenti a középértékbecslés varian­
ciáját a megfigyelések varianciájához képest. 

3. Az (5.61), (5.63) összefüggések ből látható az hogy a lehető legjobb becs-
lés érdekében nagy N, ili. T értékekre kell törekedni. A mozgó átlagolásnál azonban 
~z átlagolás hoss~a nem lehet túlságosan nagy, mert az alkalmazások többségénél 
mozgó átlagolással időben lassan változó középértéket becsülünk és a növekvő átla­
golási idővel arányos an növekedne a becslés torzítása. 

Korreiáit rnegfigyelések eseTe 

i'.\~ sokféleképpen korrelált megfigyelések közül azt az igen általános esetet vizsgáljuk, 
amikor a zaj vektor korreláció-, ill. kovarianciafüggvénye exponenciálisan lecscngő : 

O<Q< 1. 

Ilyenkor a diszkrét idejű mozgó átlagolás kovarianciafügg\'énye : 

1 il-jl)l 
QI '---I - N , 

<J 

(5.64) 

( 5.65) 
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és az ideális átlagolás kovarianciája : 

~ N-l 

ll...!..? 
,- J -

L 

(5 

Folytonos esetben az exponenciális lecsengésű folytonos kovarianciafüggvény ; 

0:>0. 

A folytonos C;:;,:;:- (í) kovariancia levezetésénéi az (5.57). ill. (5.58) 
támaszkodunk': ' 

T 

var {PJ=C;:;: ;:;:(0)= ~ 

2 (i '\ 
11- . (l_,~-zT)1 

'l.T t 'l.T - v j . 

1. Összehasonlítva a fÜ22etlen és a korrelált mes:D.2veiések esetét mes:állaníthat­
Juk, ho~~, az ut~bbi ~setbe;~ az átlago,lás va~iaD\?ia;s.öFk.entő t~1Í~~d<?,nság~1 r~mlott 
(a korrelali lTlegngyclesek ugy3Dolyai1 atlagolasszan1, lll. atlagolasl Ido I11ellett 
gesen nagyobb varianciát eredményeznek). A variancianövekedés mérté1~e diszkrét 
esetben közvetlenül leolvasható az (5.6n és (5.66) összefüggésekből. 

Folytonos eSetben a variancia növekedésére az összefüggés 
\etkeztethetün~, :figyeie~be :évc'".hogy az (5;67j ~o.~m.ulában szereplő 'l. , . 

kapcsolatban a11 a megbgyelesek iUggetlensegevel. l\ilmel nagyobb az 7 .. ,innal keSLc-
nyebb ,a nleg?gy~lések ko\'~a:iaDc~~~~~~vén~;~ és 
Crednlcnyvarlanclfl kcplcteoollathalo, hogy ez~ egy 
mellett, az x D1onOlon csökkenő 
varianciacsökktnés tehát annál 

2. Bár a korrelált rnegfigyelésekkel képzett átlag az 1\· idé)indcx~zcl ~ 
ill. T idővel csökken, ne'!! így alakul a korrelálatlan esethez 
A inértsi adatok korreláltság~ .egy álla~d.~ reh~t,iv variancianövckedé.--;t 

mértéke kIS korfelaCl0 esetebc::l 
cl~érést lS. 

A nemideális árlagolás l'Grianciája 

A nemideális átlagolás együtthatói (súlyfüggvénye) eltérnek az egyenletes 
lagolástól (l. 5I ábra). A következő pomban látni fogjuk, hogy független 
ksek esetén az ideális átlas:olás es:vbcn optimális is, azaz le2hatékonvabb a 
c,ökkentésében. Ennek m~gfelelg;n minden, a súlyfüggvén)ben tap~sztalt, az 
ktestől való eltérés tehát rontani fogja az átlagolás varianciacsökkentő '~"_.!_~"'~ 

Ha a megfigyelések nem függetlend:. a becslés tulaidonsás:ai tovább 
bni, a kova;ia~~ia (pontosabb<;n az id~ális esethez ~'iszon;ított relatív yariancia­
növekedés) nőni fog. A két hatás - a nemideális átlagolás és a nemideális mérési 
hi'-uimények egymástól független, módon növelik az eredmény varianciáját. 
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A következőkben a vizsgálatot csak független megfigyelések esetére végezzük el, 
hogy megmutassuk a nemideális feldolgozás tulajdonságait az ideális esetéhez képest. 

Közelítő rekurzív átlagolás 

A közelítő rekurzív átlagolás varianciája zárt alakban nehezen fejezhető ki, viszony­
lag könnyű azonban e varianciának számítógépes analízise. Az 5.8. ábrán láthatjuk 
az (5.17) közelítő átlagolás által behozott, az ideális átlagolás esetére '.:iszonyított 
százalékos variancianövekményt. 

N 

100 
5.S. áb:--a. ~4.. közelítő rekurzív átlagolás relatív variancianöveknlénye 

közelítő rekurzív átla2.o1ás az idcáhstól erősen eltérő súlvfüQQvénVe 
(J. 5.1. igen jó becslőnek bizonyul. • -~ • 

Az 5.1.4. pontban láttuk, hogy torzítatlan becslő, az 5.8. ábráil feltüntetett rela­
HV variancianövekedés pedig nem több mint 20%, ami a közelítő rekurzív átlagolás 
könnyíí megvalósÍthatósága mellett, elenyésző hátrúny. 

Exponenciális átlagolás 

Diszkrét és folytonos eSetben az átlagolás variaIlciájúl a~ 
alapján határozzuk: meg: 

ill. az előbb alkalmazott k:özeiítéssel [l. 

, (5.24). (5.50), 

(5.69) 

hosszú útlagolási idő elteltével az átlag y"arianciája beúH fi : 

( 5.71) 

értékre. 
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Folytonos esetben az átlag varianciája T átlagolási idő eltelte után: 
T T 

var Vl:(T)}= I J ~ e KC(t- T) dt dT. (5.72) 

o o 

Felhasználva az 5.7. ábrán látható integrálási tartomány- és változócserét azt 
kapjuk, hogy: 

T 

'~r • I 1---l J' \ ct, {,u :(T)) - 2K2 

2T-I,,1 ri 

r e-ECm d; di]= 
J 

-T I~I 

T 

=Ie 
T 

Az állandósult eset innen T - '0-0 határátmenettel nyerhető 

~ I <I 
J - Ke (ti' l: 1 e nn,,/G_. 

j 

(5.73) 

(5.74) 

Közel korrelálatlan mérési adatok esetében, amikor a enne;) kovarianciafügg­
vény keskeny, megkapjuk az (5.71) összefüggés folytonos idejű megfelelőjét: 

(5.75) 

!'VIegj~t;yzé~: A.z: exponenciális átla~?lás ~aria~ciá.\a a~ átbg,olás ~dejével n~m csöi~­
ten, allando SZInten marad. Az e!erheto "anancIacsokkenes aranyos az adc:golas 
idöálhndójának kétszeresével, ily módon az exponenciális átlagolás ek"ivalens (csak 
variancia szenlpontjúból) egy 1 ~ ill. T== 2K idejű rnozgó átlagolással. 

arróL hogy 
lés:2K cs;~tébcn az (ideális) átlagolás 
riancíacsökkcnés egyben az elérhet ö varianciacsök kenés is. 

f-\Z átlagolás becslési tulajdonságai szorosan kapcsolódnak az alkalrnazott 
ITlocL:l1h~z~ csuk a kettőnek együttes \tizsgálata -,,(czethct ercdrnényrt~. 

l " 'I ., - 1 1 c l' . . l' ., , "1 ' , . "1 
. r.~~ a:té.li~inos, az ) . .i.:~ .. pont iC t~t~ltl~ Kl~lcglt? CSC~l)~I.: ti, rr:cr~~ ~gy tetszo cgcs 
szuksegkeppen norma ilS) doszlasu vcletitn valtozo kozeptrtckenek 

rozúsúra irúnyult. nycn 1110dcll 111cHett a szárrnaztato~t optin1ális becslők többnyire 
nemlineárisak O. 3.2.2. pont). szuboptimális btcslésn:: törtktdve ki khet kötni 

a becsl~s !iner:.ritását) ele rendszerint eZ sem az ideális 
egyenletes 

l~z átlago!ús tehát általáhan becsiés, ~l1ni azt jcienti, hogy ncnl~ 
lineúris tcldolgozú~~al a variancia nag)"obb ITlértékben csökkenthető. 



2. Gauss-eloszlású független megfigyelések esetében az ideális átlagolás egyben 
maximum likelihood, ill. Gauss-Markov-féle becslő (l. 3.4.2. pont, 3.6. és 3.7. példa). 

Jegyezzük itt meg, hogy ez esetben a feltételes várható érték, tehát a minimális 
varianciájú és a maximum a posteriori becslők szintén lineáris függvényei a megfigye­
léseknek, a becslő képletébe beépülnek azonban a megfigyeléseken kívül a becsülendő 
középérték statisztikai paraméterei. Normális eloszlás csetén a likelihood-egyenlet a 
megfigyelések ben lineáris [l. (3.146j], a megfigyelések függetlensége és azonos szó­
rása pedig biztosit ja a lineáris becslő egyenletes súlyozó együtthatóit. A 3.4.1. pont­
ban elmondottaknak értelmében a likelihood-egyenlet megoldásából adódó maxi­
mum likelihood becslés hatásos Il. (3.126 j], az ideális átlagolás tehát a feltételesen 
(és feltétel nélkül) torzítatlan, Gauss-eloszlású megfigyeléseket feldolgozó becslések 
körében a lehető legjobb. 

A mérési eredmények konfidenciaintervallumának meghatározása a gyakorlati mé­
réstechnika jól ismert feladata. A következőkben összefoglaljuk a konfidenciaszámí­
tás alapfogaln1uit és ben1utatunk néhány gyakran használt számítási Il1ódszert. 

A 3. fejezetben foglalkoztunk az optimáíis becslések származtatásával. A zajos kör­
nyezetből nyert mérési adatok feldolgozásához olyan eljárást (becs]őt) keHett létre­
hozni, a~eiy a,zajja~,fedett ~egfigyel~sek és a (részleges) : prio!i.i~me:.et ~l:p}áD állí­
totta elo a merendo par:1meterek bnonyos szempontboI legjobb kozellteset (becs­
lését). 

n~é:cr rnás, a 
peD 1egjobl·) 
szokYúny()~: 

módjálll'z. 
Tekintsük péidúnak 
Az .lY számú, függcticn 
z ,-} TI1eszTIQyelések p _ sZ~~1nt?~ni 

tat lan' becslés;~ Bizonyítható, hogy 
tozó, 

adatokból 
bár 

;'::i' .::;: 

tt1 IZÍ-



ban eredeti értékének ljYN-ére csökkent. A megfigyeíések N számának növelésével 
p = statisztikai ingadozása a tényleges fl középérték körül elvileg minden határon túl 
csökkenthető, konkrét mérési körülmények között azonban az N mindig véges és így 
!Íz-ben mindig jelen van egy véletlen jellegű komponens. A két eloszl<íst 1>1=4 esetére 
az 5.9. ábra szemlélteti. 

)J- Köz€-Derlek 
"becsle~ ~ N ( }J, d 2/ 2 ) 

z Megligyeles rv N ( )J ,Ú 2) 

o 

Zk.l}Jz 

}J -2d .,u-d 
5.9. ábra .. A. 17 cs a o/VN szórúsú 
eloszlások sűrűségfüggvényei 

Látható, hogy a becslési eljárás eredményezte optimúlis becslés, és a tényle-
íZes 1.1 közélJérték közötti eltérés esetekben ig:en nag:v lehet (hiszen a nor-
'-' T j. ,. I' ,:. "-./ - ' 

TI1alls eloszlas az egesz bár rneg kell 
kis valószínűséggel. Tekintsük 
zatot: 

0,7 

ahol mindegyik megfigyelés l) c!oszl{lSú. 

ill.. 

,D,z (5.1) becslés eredménye: 

1.1_== - és 

Próbúijuk elemezni, hogy 

l· 
''''''1 es 

szintén véletlen \;úlLozók és az 

!! {II:::': 

J.~ kapott eredrnény értclrnezé.-;énéI 
(5 valószínűségi állítás nem a paraméter ismeretkn 

valódi 

p-rt: \"onatkozó (akár akár deterrninisztikus 
rerminisztikusan válrozó függvény) él priori ismeretet a lúrgyalúsnál 

( 

( 

Ö.sSzetctt 

tunk. Egy konkrét megfigyelési sorozatnál ii egy konstans. melyne}: értéKe awnban 
n1á~ irh~gfigyclési sorozatoKnúl változhat. 



A.:z. (5.80) állításban szereplő kl és k 2 véletlen mennyiségek segitségével képez­
hető egy véletlen helyzetű, rögzített hosszúságú: 

( 5.81) 

i~t:r;al~u~1, amely az előre specifikáit 0,95 valószínűséggel lefed i a fJ paraméter va-
1001 eiteket, azaz: 

(J O) 2 -) ~O,95. (5.82) 

Az (5.77) konkrét értékeket behelyettesítve: 

-1,4; O,6)~ (5.83) 

liZ tÍpusú intervaHUil10kat konudenciainttrvallutl10knak nevezzük. ~A. továb­
biakban a könfidenciaintcrvallumok pomos értelmezésével és származtatásávai fog­
lalkozunk . 

. Ismételten hangsúlyozzuk, az (5.81) konfidenciaimervallummal kapcso-
latos ( valószínűségi áHítás nem II f-1 parurnéter értékére vonatkozik (nli\:el nem 

hogy az véletlen változó). Az (5.82) valószínűség nem annak il yalószÍnűsége, 
egy véletlen jellegű ,L< két, méréssel rögzített kj és k2 határ közé esik, hanem an-

a mérési eredmények alapján származtatott k 1 és véletlen változóval 
.nW/l"!""" hosszúságú, de véletlen (k" intervallum tartalmazza 

determinisztikus, akár sztochaszt&us) eredetű, de különben az 
sorozat alatt konstans értékű p paramétert. 

becsiés e megadási már nem csalt az optimális becslés értékéről tájé-

[i;:=~ ;1=+u~=)==( 
szint li konfidenciaintef\'allUI11 na~ysáQa az li lll'~"-oU"'y'-"'-"~"''"'W 

hiszen cl 11_ becslés szórása növekvő lJ esetében csökken. 
megbízhdt6sáfO:i szint mellett az (5.81) 

csökkenjei; 4-szer an;yi megfigyelést kell feldolgozni. 
4. Az (5.81) konfidenciaintervallum szimmetrikus a mért Po becslésre nézve. 

Ez :.1 'vúlasztás nCI11 hiszen az valószínűségi állítás betartása TI1el .. 

klt több most már nem szimmetrikus) intervallum képzelhető el úgy, 

ahoi: 

=P(kl~,u) és 
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Feltéve, hogya f1z becslés valószínűségi eloszlása ezt lehetővé teszi, természetes a 
Pl = P 2 választás, mivel ilvenkor a mérési eredmény met!adásánál a net!atÍv és pozitív 
hiba valószínűsége azono·s. ~ ~. 

5. Egy konfidenciaintervallum megadása semmilyen információt nem ad arra 
vonatkozólag, hogya valódi f.L középérték hol helyezkedik el az intervallum bel­
seiében. 

. 6. A konfidenciaintervallum hossza az esetek többségében számítható az a priori 
ismeret alapján a mérés elvégzése előtt, tehát rögzített. Az intervallum helyzete azon­
ban véletlen jellegű, függ a mindenkori konkrét mérési eredmény től, P::-tőí. 

Adjuk meg ezek után a konfidenciaintervallumok pontos meghatározását. 

KOllfidenciaintervallumok 

Tegyille fel, hogyamérés, a mérési adatok feldolgozása egy ismeretlen a-paraméter 
meghatározására (becslésére) irányul. p.,:z a-paraméter a becslését N számú {Zj, Z2' 

... , ZN} megfigyelés alapján határozzuk meg. 
A probléma a következő: a kiszámított él becslés birtokában, milyen nem tri­

viális és a mérési eredmény megadása szempontjából lényeges valószÍnűséfá áHítást 
fogalmazhatllnk illeg az ismeretlen a-paraméterre néZVe? '- <-

Ha az a-para méternek a mért sorozatban konkrét értéke eg)' 
véletlen esemény eredménye - azaz az a-paraméter egy változó, 
8 priori eloszlásfüggvénye adva van -, a Bayes-tétel értelmében képezhet jük az 
a-paraméternek az él becslésben íeltételes a l á) sűrűségfüggvényét, és 
ennek alapján a szükséges 

A g~akor1ati esetek r;agy részében az előbb v.áz~,lt f~ltéte!ek neI~ telj~sü1nek. Az 
a-parameter sokszor egy Ismeretlen konstans, melyrol lehetetlen e1dontem, egy 
véletlen változó, ill. determinisztikus konkrét értéke. 

Sőt, ha a rendelkezésre álló a 
ltgére, hiányzik általában az l7_cn"T<lrn,ctc'7" 

re re és I11ódoG lehetetlenné 
~Z azon 

hihozásánál 
lJatkozó hipotéziseket. 

Adott tehát az N számú {Zl' Z2' 

az a-paranléter becslés éL Az á== éi(.: 1;- Z2; 

szintén iSDlert és 

(a, ú) koordinátákban ábrázol-v<l az f;; la feltételes 
melynek az él tengellyel párhuzan10S ll1etszéSei az 

konkrét értékeihez tartozó f~ Ja feltételes sűrűségfüggvényeket 10. 
H<l az éi becslés ídtételes síírűségfügg"énye folytonos és értelmezve van az 

rarnéter rninden értékére (tern1észetesen egy II n~érés fizikai körüln~ényeiből 
énéktartományon belül), akkor, egyelőre 1- E mm-
den a-hoz Il1egadható olyan )'1 és ::'2 konstans, hogy 

:'1 == 
(5 

r a) dú=] - é. 
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5.10. ábra. A konfidenciahatárok általános képe 

A fl' f2 határok ilyen rögzítése nem egyértelmű, mivel a sŰfűségfüggvény cson­
kításával figyelmen kívül hagyott valószínűségek aránya szabadon választható: 

( 5.86) 

Rögzített e mellett ,'l és f2 függvénye az a-paramétcrnek, az (a, á) síkon tehát 
(a, fl) és (a, )12) pontpárok két görbét határoznak meg (1. 5.lJ. ábra). 

Tegyük fel, hogy az ao-paraméter becslésénél (egy z l' ... , zN megfigyeléssorozat 
segítségével) egy konkrét á ü becslést kaptunk. Tegyük fel továbbá, hogy az aQ-hoz 
tartozó vízszintes vonal legfeljebb egy-egy helyen metszi az előbb értelmezett (a, 1'1) 
és görbéket. A kl és k 2 metszési pontok függvényei természetesen az á becs­
lésnek és a rögzített e valószÍnűségnek : 

k l' Dletszési pontok véletlen mivel fÜ2Qvénvei a szintén \'életlen 'vál-
tfnónak bizonyuló ét becsíésnek (('1 és 1'2 viszont det;r~min[sztikus függ;;ények). 

0.:.::; -

~.~: / 
,// 

/ 

c 
5.11. ábra. A konfidenciaintczvallun:ok 
értelulezése 
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Az 5.11. ábrára támaszkodva tekintsük az alábbi három relációt: 

(a, a)~D(c), 
('I(a, S)<éi<Y2(a, s), 

kt(ií., s)<a<k2(éi, 

Mindhárom reláció ek vivalens 
D(E) cartományba esik], 

P(kl(á.,c)<a<k2(á., c) ! a)=l-s, 

az a-paraméter tetszőleges értéke mellett. 

azt fejezi az 

(5.88) 

á) 

lvJegjegyzés: Az (5.89) reláció jelentése az, hogy éi véletlen változó l-c \alószÍnű­
séggel a f" h konstanshatárok közé esik. Ezzel szemben az (5.90) azt jelenti, 
l E valószínűséggel E) véletlen változó a-nál kisebb, k 2(á., s) véletlen változó 
pedig a-nál nagyobb, azaz a intefYaHum 1- s valószínűséggellefedi az ü-pc" 
raméter ismeretlen értékét. 

A k::.) intervallumot az a-paraméterre vonatkozó, az 1- s konfidencia szint-
hez (ill. p= c . j megbízhatósá,ú szinthez) tartozó konfidenciaintenallumnak ne-
vezz~ük. -Ak l és k j véletlen változ6k az ún. konfidenciahatárok . 

. A. konf{dcnci~lintervaUurrlok rnódszerénck alkalmazása a kÖ\~eLkezőket 
Először rÖQzÍrjük a n1ef!kívánt 1- c konfidencia szintet~ eZek után 
figyelések<=t és azok segítségével meghatározzuk az' a VV~~~·~.,~ 
lés á értékére tánlaszkodva kiszámitjuk a hozzá tartozó k 1 és 
alapján á!lítjuk. hogya megfigyelési sorozatban rejlő ismeft:t]en a-paraméter a 
k 2 határok közön helyezkedik el. Allításunk az esetek p,/~-ában téves lesz, 
eltekint\e igaz. 

ITICreSl A gyakorlatban a 
crcdrnénytől szán11tott Dcg2.tÍY és 
speciális eseTben: 

n1egudni~ ahol 

ll. úllalúno~abb c~c:tbcn: 

u rnérési az : 

(l E) konfidenciasziottei megszokon alakban lehetséges. 

/\Z lll(c) és il1ennyiségck az E valószínűségen túl a rendelkezésre 
álló ci priori ismerettől [l. pl. (5.81)1. Az (5.92) felbontás matematikai 
feltételek~1ez va~ kötve: a,me!ye,kre, a tárgyalás tömörsé~e ~rdekében ~e~l1 té~ünk ~i. 

Az' (J. becs]es konkret erteke mellett, az a-paramererhez tartozo konhdencm­
intervallum nagysága függ az alkalmazott becslés típusától. A konfidencíainterval­
lumok annál rövidebbek, minél keskenyebb az 5.1 Í. ábrán feltüntetett D(s) 
ez viszont szorosan függ ci becslés szórásától. Az a-paraméter becslésére használt 
különböző becslők tehát különböző szélességű konfidenciaintervallumokhoz vezet­
nek ugyanazon konfidenciaszint (l-s) mellett. Nyilvánvaló, hogy a torzítatlan, kö­
zel normális eloszlású becslések közül, a legkeskenyebb D(s) területet az ún. mini-
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mális varianciájú becslés eredményezi, e becsléstípus esetében tehát a számított kon­
fidenciaintervallumok a többi becsléstípushoz viszonyítva lehető legröv-idebbek. 

Szó volt arról, hogy ha az a-paraméter egy véletlen változó, melynek a priori sű­
rűségfüggvénye adott, az "a" értékére vonatkozó valószínűségi állítást Eayes-tétel 
segítségével is nyerhetjük. 

Legyenf,,(a) az a-paraméter a priori sűrűségfüggvénye, legyen továbbáf;:;jaCá I a) 
az á becslés, a mérési körülmények alapján meghatározott feltételeS sűrűségfüggvé­
nye. Eayes-tétel értelmében: 

( 5.94) 

az a-paraméternek a posteriori sűrűségfüggvénye. Az (5.94) sűrlíségfüggvénv SegÍt­
s~gével ~z~mí~hat.? a?nak az a pos!e~-iori való,szín~ége, hogy .,a" ért6k;'á kj; ":11a­
tarok koze eSlk (lelteve, hogyameres eredmenye a): 

I~(a! éi) da, (5.95) 

{jegyezzük meg, hogyamérés elvégzése előtt az ugyanazon a kj, határok közé esés 
valószínűsége azfaea) sűrűségfüggvényből számítandó] . 

.. A kon~denciai~te~val1um szerkesztése. vél.eden jellegű ~-parar::éter e~etén, te~át 
Q kovetkezo. rogZltetr l-s konfidenclaszmt mellett, mmden a becsles szamara 
megtalálható az a "j=k 1(á, c) és k:(á, c) konfidenciahatár, anme (5.95)-ből: 

(5.96) 

Az (5.96) (kj, k:) intervallum az 5.11. ábrán feltűntetett (kj, k2 ) inter-
valiumnak, véletlen módon változó a-paraméter esetén tehát a két módszer ugyan-

és 
határokra törekszünk: 

PCa< 

él oecsléstől való függés 
konkrét értéke az eSetek 

kifeszített intervaHumba esik~ 
szirnrnetrikusan elbelyezett 

Több, al' a2 , .•• , ak egyidejű b:;{~slése esetében a paraméterek,becslések és 
megfigyelések vektorokba foglalhatók össze. lu. (5.88)-(5.90) relációk ilyenkor a 
többdimenziós paramétertér, ill. megfigvelési tér részhalmazain értelmeZett relációk, 
amelyekből a konfidenciainterva1!u~10k helvett többdimenziós konfidencÍatartomá-
nyokat kapunk. • 

5 

A következőkben bemutatj uk néhány gyakori becslési eljárásnál a konfidenciainter­
vallum származtat ás át. Mindegyik esetben elsősorban olyan statisztikai függvényt ál­
lítunk elő, amely függvénye a megfigyeléseknek (a becslés képletén keresztül) és a 
becsült paraméternek egyaránt. E statisztikai függvény eloszlása kötött alakú lesz 
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(sem a megfigyelésektől, sem a keresett paramétertől nem fog függeni). Az eloszlásból 
származó l-e konfidenciaszint és a YI' Y2 határok megfeleltetése az [5.5] irodalomban 
található táblázatok segítségével végezhető el. Miután egy adott konfidenciaszinthez a 
táblázatok segítségével megtaláltuk a megfelelő ?JI és Y2 határokat, felhasznáha az 
(5.89) és (5.90) típusú relációk ekvivalenciáját, a megkapott YI' Y2 határokat átírjuk 
a keresett (kl' k 2) konfidenciainterval1ummá. 

Független, Gauss-eloszlású megfigyelések átlagának konfidenciainterralluma 

Legyen a {z l' Z2' ••. , zi\'} megfigyeléssorozat N eleme egy Neu, a2) eloszlású valószÍ­
nűséfü változó realizációi. 

A normált: 

/1-- ,u V'N-=u=---- 1. . a ( 5.97) 

véletlen változó N(O, l) (tehát .u-től független) normális eloszlással rendelkezik, ami 
lehetővé teszi a konfidenciaintervallum me!:!szerkesztését. 

Le:::.ven a konfidenciaszint l-f, ekkor-található olvan szimmetrikusan elhelyez-
kedő 1I2~:' ill. lll, €= - U2, € érték, hogy:' • 

dx= 1- e ( 5.98) 

Az c és ll? , eQ\másnak való me!!fekltetése a normális eloszlás táblázatából (kísd 
[5.5]) kiol;ásh~tó. -

Összevetve az (5.89) és (5.90) összefüggéseket. eredményül azt kapjuk, hogy 
az (5.89) összefüggésben szereplő \ alószín űségi esemény ekvivalens az ugyanúgy 
1- p valószínűséggel bekövetkező: 

(5.99) 

eseménnyel, vagyis az 

( 5.100) 
IN 

véletlen helyzetű intervallum 1- i;: valósziníbéggd lefc:di a p középértéket. ez tehát a 
p-re vonatkozó, l e konfidenciaszintű konűdenciainknallum. Az (5.100) k on fidel}­
ciaint~rvu1Jun1 szerkeszt~se az 5.12. ábrán Lit1;~itÓ. 

lvf(,gjegJ'::és: Ha a konfidenciaintervailul11 lefédi ,u-t, aUor ,LI és ,LÍ = n:élximális ,í l':-,zo­

Jút eltérése legfeljebb a konfidenciaintervalium llL a félhossza, ami azonban nu]-
riV 

lához tart, minden határon túl növek vö N medi!:!\elésszámmal. A mérési adatd. fel­
dolgo~á~ánál elöírhatjuk például, hogy rögzit;tt -1- fO konfider:ciaszir:t mellett a kon­
fider:ClaJntervallul11 félhossza legfeljebb b legyen. 

Ekkor az eV iLc:gfigyelésszámra be kell tartc:ni a 

avagy az 
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( 5.101) 

feltételt. 

Független. Gauss-elos:lású megfigyelések varianciájának konfidenciaintervalluma 

Az Neu, aZ) eloszlású véld len változóból vett N független mintából (megfigycJésből) 
il következő módon becsülhetjük az ismeretlen a: variancia nagyságát: 

N 

a2=s*2=N~1 2: (zJ..-t1Y· (5.102) 
k=! 

Az (5.102) összefüggésben szereplő z/;-t1: véletlen változók már nem függetle­
nek, a ,1=-n keresztül kapcsolódnak egymáshoz. Próbálj uk meghatározni az S*2 ta­
pasztalati szórásnégyzet eloszlás függvényét. Tudjuk (l. [5.5]), hogy N darab 
független, N(O, 1) eloszlású véletlen változó négyzetösszege az ún. N szabadsági fokú 
x~; eloszlást követi. 

( ).J.y,) 

).J z 

)J 

5.i2. ábra. A konfidcnci . .!intcnallum 
szerkesziést.: 

Ahhoz, hO!2v mc!2l1:1tiÍrozzuk. hOQ\' az s": szórás ;t2 eioszlúsa hám szabadsá,;j 
fl1kkal rcndelke'Z.'ik, a~ (5.102) ö;szeg'éÍ: független, NeO: 1) eloszlású \áítozók négy­
zetössze!2érc kell transzformálni. EZl a célt szoleália a következő !2ondolatmenet. 

Az ~*: eloszlásfiiggvényének kiszámításához ~ezessük be -

normális eloszlású centralizált yéktlen változó~ .. •. Ezzel a szórásné!:,) zet : 

ahol: 

"ti "'., LJ Ylc 
k=! 

N (')" -1 /-'y-' 

~1ivel il bevezetett Yi véletlen változók N(O,a 2) eloszlásúCik ,::; 
képzett = lj' l' ... , J:...] vektor egy alkalmasan meg\'ála~ztott 

(5.103 ) 

( 5.104) 
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formációval átvihető azonos tulajdonságú véletlen változók xT = [x l' ... , X N ] vek­
torába : 

x== (5.105) 
ilL: 

N 

Xk= o,ktY/· 

Olyan mátrixat válasszunk meg a transzformáció elvégzéséhez, amelynek első 

sora azonos -- nagyságú elemekből áll. 

Ilyenkor: 

Továbbá a mátrix ortogona1itása miatt: 

Ezzel a (5.102) alakul: 

N-l 
xf-

A - ~ eredn1ényből a következőket Il1eg: 

1. Az (5.108) összefüggésben szereplő xda véletlen 

nlegle~~V;;~es értelmében tehát az 

az 

+u. 

NEvel p.= csak az Xl' csak az X2, ):3' ... , 

nye, továbbá a {Xl' X 2, • .• , Xi'!} függetlenek, ebből 
oszlású, véges számú megfigyelés alapján származtatott középérték­
lés független valószínűségi változók. 

(5.106) 

(5.108) 

1) eloszíásúak 

véletIeD 'változó 

varianciabecs-

A~ (5.108) eredmé~y és a X~-l eloszlás táblázatának [5.5]) felhasz-
nálásával a variancia konfidenciaintervalluma következőképpen szerkeszthető: 

Az adott l-E konfidenciaszinthez keressük meg a táblázatban a megfelelő 
,7 h' k . h -l," es ;;:;-1, j_" Lataro 'at ugy, ogy: 

<: (5.1 



Mivel az (5.108) szerint: 

ebből: 

{ (N-l)s*2 ~ \ 
P l ,./. -< -< y-o J - 1- e ! ,.,\- J, J - < (J2 E.;'y- J. c - , 

\, 

ilL a vele ekvivalens állítás: 

p =1-10. 

A konfidenciaintervallum tehát: 

Független, Gauss-eloszlású., ismeretlen 
konfidenciainlervailuma 

(5.li2) 

( 5.li3) 

(5.JU) 

(5.115) 

megfigyelések középértékének 

A középértékbecslésnél igen gyakori az az eset, amikor a megfigyelések varianciája is 
ismeretlen. Az (5.97) helyett ilyenkor tekintjük a: 

t== (5.116 ) 

statisztikai függvényt, amely abban különbözik (5.97)-től, hogy a valódi, de isme­
retlen (J szórás helyett, annak becslése, az s* empirikus szórás álL 

A t változó a következő módon Írható át egy értelmezhető alakba: 

= 

eloszlású valószínűségi változó a 
egy 

l~O----

Az ÍQV éneimezett valószÍnűséQi válLOZó ún. Stlident-l-eloszlású (lásd [5 
~Áz előbb tárgyalt példákhoz hasonlóan írjuk fei az 1- é oDinclerlclaS:~lIltJJez tar~ 

tozó valószínűségi áHítást : 

A t"'_l ,. és í j-c határok a í1,'-1 Student-eloszlás táblázatábói határozhatók 
meg (lá'sd li.5]). Helyettesítsük az (5.1i8)-at az (5.n9) egyenletbe és írjuk át 
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az utóbbit egy konfidenciaintervallummá. A konfidenciaintervallum származtatásá­
nál használjuk fel a Student-féle eloszlás szimmetriáját, miszerint: 

(5.120) 

A konfidenciaintervallumhoz vezető valószínűségi állítás tehát: 

P -tV_I e<--"- yN<r"_1 • =1-1", ( 
(l=-fl,r-.) 

'. s'" iY, o 
( 5.121) 

i II. 

f 
s* s* ) 

P Ii.-t'·_l --<u<II_+t"_1 --)=1-.:: 
•• • • • E rN . r. " .e rIv 

eo végül a konfidenciaintervalium: 

s* l Ú.+t\· l --. 
•• • • E t/N, (5.122) 

IYfegjegyzések : 

1. Az ismeretlen szórás mellett való középértékbecslés konfidenciaintervalluma 
az eddigi esetekkel ellentétben nem csak véletlen helyzetű (középpontja a p= empi­
rikus átlag), de véletlen hosszúságú is (az intervallum hosszúsága függ a mindenkori 
s* empirikus szórás nagyságától). Könnyen belátható azonban, hogya növekvő N 
megfigyelésszám mellett az azonos konfidenciaszinthez tartozó konfidenciainterval­
lumok hossza sztochasztikusan nullához tart: 

s* 
tY-l. e -o. (5.123) 

2. Mivel az ismeretlen fL paraméter két becslést ől függ .-től és s*-től) és a ren­
deli-..ezésre álió megfigyeíésekből az ismeretlen ü2 paraméter -becsülhető, il probléma 
többdimenziósnak tekinthető, ahol a paramérertér az aT = Lu, ű2] pontokbói tevődik 
össze, (a megfigyelési tér természetesen N-dimenziós). A konkrét mérési eredményt 
jelentő CÚ= • .5*2) értékpárhoz a paramétertérben egy egész konfidenciatartomány tar­
tozik. j-\z előbb levczetdt (5.115) és (5.122) konfidenciaintervallumok e konfidencia­
tartomány kötött p-höz. iiL ül-hez tartozó vetületei. 

A starisztikai próbák a matematikai statisztika és a mérési adatok statisztiJ:.ai ki-
értékelésének fontos eszközei. 

Statiszti.,l;:ai próbákhoz a mérési adatok feldolgozásánál akJcor folyamodunk, ha 
a mérendő iellemző értékére. ill. a mérési adatok természetére vonatkozóan bizonyos 
a priori isn;erettel rendelkezÜnk és ezt az ismeretet ellenőrizni szeretnénk a konkrét 
én;;~ck kiszámítása nélkül. Ilyen tipikus mérési problémák pl. a mérendő jelek 
GUlIss-jdlegének töztelése, ilL a mérési adatsorozat statisztikai momentumainak rög­
zÍlé:,c. 
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A statisztikai próbák elméleti szempontból a 3. fejezetben tárgyalt döntéseimélet 
sp~ciális esetének tekinthetők, bár a kettő közötti kapcsolat, főleg eltérő nyelvezetük 
miatt, igen elmosódott. 

5.3.1. Parametrilms próbák 

Véktlen kísérleteknél igen gyakori eset, hogy az adatfeldolgozás célja a véletlen me­
chanizmust leíró eloszlásfüggvény valamilyen mértékű rögzítése. A feltételezett el­
oszlásfüggvényt (hipotézist) össze kell vetni a mért megfigyeléssorozat (statisztikai 
minta) statisztikai tulajdonságaival, az eltérésüket egy mérőszámmal kifejezni és azt 
egy küszöbértékkel összehasonlítani. Az összehasonlítás eredményétől függően a hi­
potézist elvetjük, ill. elfogadjuk. 

A hipotézis tehát a statisztikai minta hátterében húzódó valószínűségi eloszlásra 
(ill. eloszlásokra) vonatkozó állítás, vagy ilyen állítások összessége. Attól függlíen, 
hogy a hipotetikus eloszIásra vonatkozó a priori ismeret milyen módon épül bek a 
hipotézisbe, parametrikus és nemparametrikus próbákról beszélünk. A parametrikus 
próbáknál feltesszük, hogy a kérdéses eloszlás valamelyik parametrizált eloszlás­
családhoz tartozik, így a hipotézis a paraméterek (statisztikai momentumok) konk­
rét értékeire vonatkozó állítás. Nem parametrikus próbáknál az eloszlás parametrikus 
megadása nem lehetséges, a vizsgálandó hipotézis tartalmazza a vizsgálandó eloszlás 
explicit közelítő alakját (l. X2 illeszkedési próba). 

A statisztikai próbák szoros kapcsolatban állnak a 3. fejezetben tárgyalt dön­
tésc'kkel. A legegyszerűbb statisztikai próbáknál azonban rendszerint egyetlen hipo­
tézist fogalmazunk meg és tesztelünk. Mivel alternatív hipotézis (ellenhipotézis) nincs 
rögzítw, a döntéseknéllátott likelihood arány nem képezhető, és így az azzal kap­
csolatos fogalmak és tesztelés i algoritmusok a statisztikai próbák tárgyalásából ki­
maradnak. A két vagy több hipotézist vizsgáló döntéseknél (l. 3. fejezet) egy adott 
hipotézis igazolására törekedtünk. Az egy hipotézises statisztikai próbánál elsősor­
ban a hipotézis elvetésének lehetőségét vizsgáljuk, emiatt a döntéselméleti és statisz­
tikai fogalmi apparátus ban bizonyos komplemens fogalompárok lelhetők fel. Tegyük 
feL hogy egy véletlen kimenetelű kísérlet során a [z l' Z2' ••• , z;vj megfigyelésekre (min­
tára) tdtünk szert. A megfigyelések együttes eloszlás-, ill. sűrűségfüggvénye K számú 
Ísmen:t1cn CI i -paramétert tartalmaz: 

(5.124) 

iH. 
I J f ; aj dz=Pz(S; a), (5.n5) 

s 

ahol Rs az N-dimenziós mÍntOltér, és S ennek részhalmaza, 
Pr; a K-dimenziós paramétertér és Q a megengedett paramétcrvektorok halmaza. 
Az (5.124)-(5.125) doszlásra vonatkozó hipotézis olyan úllítás, mely szerint 

az ismeretlen a-paraméter egy feltételezett ÚJ c Q halmaz eleme, vagyis: 

(5.126) 

Ha az ÚJ halmaz egyelemű ú)= {ao} - azaz a hipotetikus doszlás egyénel-
műen meghatározott, a hipotézist egys:::eriinek nevezzük. Ellenkező esetben a hipo­
tézis összetett, az (5.124) eloszlás többé-kevésbé határozatlan. 
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Hípot~zis: 

elíogadvc 

elvetve 

5.13. ábra. A statisztikai próba sémája 

A próba elvégzés éhez meg kell határozni az RiV mintatér egy kitüntetett, a vizs­
gált hipotézishez kapcsolódó S(H o) részhalmazát. Ha a konkrét z megfigyeléssorozat 
az SCH o) haimazba esik, a hipotézist elvetjük, eHenkező csetben elfogadjuk 
5.13. ábra). 

Az S(Ho) halmazhoz, melyet a hipotézis kritikus tartományának 
egyérteiműen tartozik egy c( nagyságú valószínűség, amely a téves elvetés valószínű­
sége (a hipotézist elvetjük, bár igaz volt, ún. elsőfajú hiba): 

r 
I fz(z; ao) dz=SI:. 

J 
S(Hol 

Az cl valószínűség a próba ún. szignifikancia fi prqbáról pedig azt rnond-
juk, hogy az S(H o) kritikus tartománya H o : a= ao hipotézist vo szignifikancia szinten 
vizsgálja. A bevezetett fogalmakat a következő ábra szemlélteti (5.14. ábra). 

Jegyezzük ll1eg, hogy egy adott Dlinta- és paranlétertér~ továbbá Í; siirű~" 
séQfüQgvénv és c( szi!mifikancia szint az SeHo) kritikus tartomány többféle-
képpen (ső't ~sokféleképpen) is megválasztl1ató, hiszen egy rögzített c( való-
színűségnek a alatti tőbb részterü1et is A szabad váiasz-

; a) dz. dz=:z. 

z 
"------~----, , 
! S (Ho) ~Jitikus tortomantj ~ 

, 
A hipotezis elfogcdva 

l a hipolezis elvetve 

5.14. ábra. /\ próba szignifikancia szint je és kritikus tartománya 
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Az erőfüggvény tehát az adott hipotézis elvetésének valószínűsége, a Ho hipoté­
zishez tartozó kritikus tartomány felett. 

Gyakori eset, amikor egy hipotézist nem önmagában, hanem egy másik, ún. 
elknhipotézissel, 

Hj: a=2.1 

szemben vizsgáljuk. 

(5.129) 

A lJ o hipotézisnek alJI ellenhipotézisre nézve legerősebb próbájáról akkor be­
szélünk, ha az ellenhipotézis elvetési valószínűsége maximális; 

n1UX, (5.130) 

ahol l fJ a próba ún. ereje az ellenhipotézissel szemben. 

Az egyenletes legerősebb próba egy olyan próba, amely minden egyes megenge­
dett elknhipotézisre nézve legerősebb. \livel él legerősebb próba eset én az (5.128) 
és (5.! 30) definíció szerint : 

és 
max, 

bizonyítható, hogy az SUf ü) kritikus tartomúny a következéí : 

feltétellel adható meg, ahol "I(:z) egy, az CI.-tól függö küszöbérték. 

(5.UI) 

I~ 
íJ 

Összehasonlít va cl kéthipotézises statisztikai próba [(5. .130) összefüg-
gés] és ci szintén kéLhipolézis..:s döntés [(3.291)-(3 . 3.23. ábra] leírúsút lútjuk, 
hogy él próba erejében szereplő i-l - él téves elfogadás valószínűsége azonos a 
P'í tévcs elvetés valószínű;:;é"ével. A k ülönbség forrása az, mh:: a statisztikai 
p~óbúk jellemző mennyiséget (CI. szignifikancia ;zint, l fJ p~óba ereje) a minta tulaj­
donságaira yonatkozó hipot~zis elutasítására a döntéscln1éltti fo­

tév-eS 
az értékeS jel zajos i,,"rtp,rhp'n 

P:..! megfeleltctéssel. A H o hipotézisre vonatkozó 
hipotézis (/1 elfogadási tartománya (1. 3.33. ábra). 

a bináris 
miköz-

teszt értelmezése azonban eltérő jellegű, hiszen az (5.132) feltétel teljesülése, 
azaz a k üszöbénék l úllépése itt a H o hipotézis elvetését jelenti, ellentétben aHI hipo­
tézis elfogadásávaL 

5.1. péida 

Tekintsük példának 2Z ismeretlen várható értékű (de ismert szórúsú) normáiis el­
oszlást: 

Z i~ Neu, üJ, i=1,2, .. . ,N, (5.133) 



és vizsgáljuk a következő két hipotézist: 

110: fL=,LlO' 

Hl: ,u=fir="'''fio' 

Tekintsük a próba (5.B2) likelihood-arányát: 

1z(Z; fia ei'fy--rM2§:/1(cr.), 
1z(Z; ,LiO) 

ahol: 
M = YNCU1- fio)/a 

és 

y= yN({iz- /-Lo)/a 
az említett próba statisztika. 

Válasszuk meg /I(7.)-t küszöbértéknek : 

.11(7.)= e MII Z,,,,--rM2. 

(5.134) 

(5.135) 

(:.136) 

A /l(iX) ilyen megválasztásával az SeHo) kritikus tartományt definiáló fdtétel a mcg­
figyeléseknek lineáris függvényeként állítható elő .. Pontosabban : 

(5.137) 
azaz: 

ahol U2.~ az (5.98) összefüggéssel definiált érték és a helyes Ho hipotézis elvetési 
valószínűsége: 

(5.138) 

Az (5.137) S kritikus tartományon alapuló próba tehát a Ho hipotézist eluta­
sítja, hacsak a minta elemeiből képzett (iz becslés eleget nem tesz az (5.137) feltétel­
nek. Az S kritikus tartomány (5.B7) szerinti megválasztása biztosítja ezen próba leg­
erősebb voltát. A kritikus tartomány megválasztása azonban a Ul eilenhiootézistől 
nem függ, így az (5.Bl) próba egyb~n a Ho hipotézis egyenletes legerősebb próbája. 

A nemparametrikus próbához akkor folyamodunk, ha a keresett eloszlás tulajdon­
ságait paraméterekkel kifejezni nem tudjuk. Ilyen feladat tipikus példája az ún. illesz­
kedési próba. 

Az illeszkedési próbán ál a véletlen kísérlet mechanizmusát leíró sŰfűséQfüQgvénv 
alakját keressük, ezen alakra vonatkozó feltételezéseinket ellenőrizzük. Ige~n g~y~ako;i 
a normális eloszlás feltételezése. A begyűjtött megfigyelések alapján választ szeret­
nénk kapni arra vonatkozólag, hogya megfigyeléseket generáló eloszlás normális-e 
vagy sem. A paraméteres teszthez nem folyamodhatunk, hiszen a centralizált: 

(5.139 ) 

változók eloszlása és így a lehetséges próbast::ltisztikák eloszlása ismeretlen. 

322 



Az ismeretlen sŰfűségfüggvény alakjára tett hipotézist a sŰIŰségfüggvény gene­
rálta véletlen változó lehetséges értékeinek csoportokra való sorolásával vizsgáljuk. 

A..z adott csoportba tartozás valószínűsége egyrészt a feltételezett eloszlásból 
adott, másrészt a kísérletből becsülhető. Így csupán bizonyos Ek események felté­
telezett Pk=P(Ek) valószínűségét hasonlíthatju.1c össze a kapott minták alapján szá-

r l -(~) nk 1 Ár k' r '.1. 1 mltott lk=hJ:'k = N re.anv gya. onsagoAAa. 

Az Et, esemény a véletlen változónak a k-adik csoportba, ill. számi..'1tervallumba 
tartozását jelenti, N a kísérletek össz-száma, nk pedig azon kísérletek száma, melyek­
nél a véletlen változó:értéke a k-adik interval1umba esett (5.15. ábra). 

5.15. ábra. i':em parametrikus próbáknál előforduló valószínüségi viszonyok 

Könnven belátható. hOf!v az eloszlás ilven merradása nem más. mint az E. inter-
vall um ok ~agyságától fliggg~finomságú his~togran~. . r. 

Az elméleti és empirikus hisztogram eltérésének mértékek ént vezessük be az: 

r (h,;-pJ 2 _ ~~ 
----;;;-- -- A.~ _"--c-"'--::'-" __ (5.140) 

hogy DClg} lV-re az y dosziása 111= F- l szabadság-
clcszlashoz tart~ közelítéssel alk~dnl:1zhaló tehát Ei Z: 

Í= l, 2, ... , r (5.UJ) 

hljll)LL-i,i>.: 7. ~,Li':':iliiik~1nci~1 szinten t:lutasitjuk, ba 8. l<.onkrét Il1inta 3lapján szúnlÍtott 
Li~?1' énéi;c: 

» " ! (5.N2) 

lViindcn jdenséghen, ahol változúsok zajlanak ic, a vizsgálatok, megfigyelCsek lénye-
2es célkitűzése a válLOZó 111\:!1nvisé2ek közötti kapcsolat felderítése. 
~. Egyes esetekben ez a kal;csolat egyszerű és nagy pontossággal megfigydhclö, 
mint pl. az e2venes vonalú e2.\'en1etes moz~ás út és idő változók közölli összefü['rré-
sénél.~ ~~ ~. ~ A ~~ 

Ez azonban a legtöbb fizikai folyamatnál nem teljesül a következő tipikus okok 
D1iatt : 
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1. A változók közötti függvénykapcsolat túl bonyolult, ezért a vizsgálat c(;lja 
valamilyen egyszerűbb, közelítő összefüggés származtatása. 

2. A jelenség természetéből, vagy a megfigyelés módszereiből adódóan az adéí­
tok zajosak, amit úgy is megfogalmazhatunk, hogy a függő és független változók kli­
zötti kapcsolat a keresett determinisztikus összefüggés mellett sztochasztikus kom­
ponenst is tartalmaz. 

lí~ vázolt probléma nem más, mint az 1. fejezetben tárgyalt modellezés i probléma, 
egy ismeretlen, ill. részben ismert jelenség identifikációja. A felsorolt okok miat t a 
feladat megoldása többnyire összetett adatfeldolgozási eljárások alkalmazását igényli. 
Ezeket az eljárásokat a méréstechnikai gyakorlatban regressziószámÍtúsi móclszcn:k­
nek nevezzük. 

A regressziószámításnak. vagv reQresszlóanalízisnek, naQV gyakorlati ielcntösége 
miatt, m;glchetősen sok mócÍszei~ isn;ert, amik részletes' átt~ki;tése nem ~élllnk. ~ 

A továbbiakban a hangsúlyt inkább a rcgressziószúmítús és a bccslésclmékt kap­
csolatának bemutatására helyezzük. 

:0rhnt láttuk, a regrcssziószálnitás célja a fÜ2.flŐ és füu.[:ctlcll válLozók ~~özötti köz\'ct­
ien determinisztiJ.~us kapcsolat meghatároz;E"a. A vi~;eált jelensé Q változóinak ilyen 
felosztása természetesen a vizsgál~ célkitűzésétől függ, szftmos e~~etbcn a kérdés'fel­
tevés dönti el. hOQV mit tekintünk függő és mit független változónak (])l. az emberek 
nagysága és sÚlva~közötti kapcsolat ~fzsgálatánúJf~Hogy a becsléselm'Óleti modellek­
kel valÓ kapcs~lat minél közvetlenebbül látsszon, jelöljük u-val a független és z-vel 
a függő változókat. 

-Áz u és z közötti kapcsolatot a : 

z==g(u,n) (5.143) 

összefüggéssel írjuk le, ahol II a kapcsolat sztochasztikus komponensét okozó vala­
zajvektor. 

az előzőekben eII11Ítettük"? a esetleg rcdu-
i,úlnÍ akarjuk az Il és z közötti valamilycn 

1. A Z\f= 

dc közvetlen ül 
k"pcsolatot írja Ic, 

és n) 

a függő és független vúltozó között Li 

nern figyelhető összefüggés. f\ n) 
egy lehetséges viszonya r(u)-val ~dditív 

n. 

(5.144) 

értelillCZ-

létező, 

zai c5ctén : 

(5.145) 

2. A Z:,1= nu) kapcsolatnak valóságos tartalma nincs, célunk mindössze a 
z= g(u, n) összefüggésnek a redukciója (pl. amikor az II és z véletlen változó 
és a köztük értelmezhető kapcsolat statisztikai jellegű). 

Mindkét énelmczésnél r(u) meghatározását a z és Z;,I közötti viszony alapján 
végezhetjük el. A keresett z:.r= r(u) redukált kapcsolat nyilván annúl jobb, minél ki­
sebb z és Z~l között az eltérés azonos li változó érték mellett (feltesszük, hogy az u vál­
tozó értékét vagy teljesen pontosan ismerjük, vagy véges pontossággal mérjük). 



;\z r(u) meghatározása tehát a z és Z?>f között definiált eltérés minimálására, azaz 
Cc') optimumfeladat megoldására vezetbető vissza. A regressziószámítási gyakorlat­
bd;, CI. az eítérési mérték a négyzetes hiba, a regressziószámítás modelljét tehát az 
5. /(). úhra szemlélteti. 

\1int az ábrából is látható, a regressziószámítás modellje hasonló a rendszeriden­
tiji~.ÚlillS feladatok szokásos modelljéhez, így természetes, hogya megoldások között 
j, i1~1':\ rokú a hasonlóság. 

~\ rcgrcssziószámílá~ módSZerei abban különböznek egymástól, hogya vázolt op­
ti::.:d:l\! probléma megoldásához milyen a priori ismeretek állnak rendelkezésre, és 
ll: i i \ c' i le}. a ker<.'Sett regressziós kapcsolat [:re u)] tulajdonságai. A következők ben 

11l'~\ il 3. és 4. feiezetben táf!lvalt becslési alapmódszerek és a regressziószámítás 
'\d,~:rei közötti kapcsolat minéí világosabb leg}:en-a tárgyalást a ;zükségcs a prio­

ri i'::C:fc'tek szerinti csoportosításban végezzük. 

A íC:;':fl·',ziós fdad,;t szempon~jából.:~iz 5.16. ~brars.zerinli n~odeli slati:~tik,:i jellr.:~~lzői 
ll\Y- lt.:ly.::-;cn rögz1tcttek, ha lSi11eIJuk az ti es Iuggctlcn cs yaltozok t~gyuttes 

\..; k)~!i n íí~é~i siírűségfügg","ényét, fu.z(u~ z)-t. 

rcgrc3szius 

az 

illlnin-;úlis 

~,-" il: Li 0:'.7J"("\·cnni~ hogy ~l fenlI 
,,[ bí.> .. ·~ll)t, ~lIlli z négyzetes 

bc,L<l úllilja elé) adutt ti bell;enet me!ku. Ez él probléma 
]::,11 ; ,éek i1ieiklli B01'('s-becslé~1 .c. (1. 3.3.1. é:-, a 
hete:: ',\ClLiéS énelnébliJ 

fr U;' U}. 

!\/ U fLi ..2~~·t k il \ ú1tOZ~) 1-...i..dónböZl) értékei heL ~l Z függő VCdl(\Zl) h ~dönböző U) 

t'lrl()I:~ .. dL í u.:r( ll) l álék p::rok te hcít egy görbén hel) ez!" ednek cl. Az 
fli5rhl' .: l \ ~íIt l'ZÓ ti \ últozóra VOIldth oztatott rcgress::Íós görb(j;{-. . . 
~ A ;c",íessziós probléma úlwlúnosÍtható több \áitozó csetére is. lcgyük fc:l. llogy 
eg) iiLi;,~;i jelenségi1él (s- l) szúmú független "áltozót k ülönbözldhetünk i11l'g: 



és keressük azok és egy Ul függő változó közötti kapcsolatot: 

(5.148) 

Az (5.146) négyzetes hibakritérium melIett és az f u1 ,u2. "';0, (u l' ••• , Us) együttes 

sürüségfüggvény ismeretében az Ul és U2' u3' .•. , Us változók kapcsolatát, az egy­
dimenziós eset mintájára, a feltételes várható érték fejezi ki : 

(5.149) 

Az s-dimenziós térben ábrázolva az [U2' 113' •.. , Us' 1'(U2' U3' ••• , lls)] pontok egy felü­
letet futnak be, amit regressziós feWletnek szokás nevezni. 

Megjegyzés: A független és függő változók II l' U2' ... , u.jelölésével a kapott regresz­
sziós felületek nemcsak egy kitüntetett Z=Uj függő változó esetére érvényesek, hanem 
az indexek alkalmas permutációjával vizsgáIn i tudjuk tetszőleges váitozók közötti 
lcapcsolatot is. 

5.2. példa 

Legyenek u és z skalár változók, együttes elosziásuk pedig 2-dimenziós normális 
eloszlás: 

l 
fu,z(u, z)= __ 

2-wuO'J 1- e2 

[
_ 1 [(U-f-lY 2 (U-f-lI)(Z-/1z)..L(Z-f1z)2J] 

exp 2(1 _ 2) 2 Q I 2 . ,- e o' il o' uO' Z 0'=. 

Az II változó sűrűségfüggvénye szintén normális eloszlású: 

1 r (U-fLYl fJ 11) = exp I - 2 2 • 
j/2;!Gu L Gu J 

A z függőváltozó feltételes sűrűségfüggvénye (L 3.3.3. pont) egy 
G, 

o-=­
... au 

(5.150) 

(5.15!) 

norrnáljs sűrűségfügg\'ény. ft.,.. feltételes várható érték {': fcltélclhcn li;1Cú;-;s. í;=y ,:7. r!:r') 
(5, regressziós görbe: 

( ' O"() - -- -, 1 - I ... l 
-.\1-" .1)-/1=, Q a ,1.- /111. 

l! 

(5.1 

egy egyenes, amely átmegy az (u, z) eloszlás (ílu, !lJ súlypont ján és 
gense Q (5.17. ábra). A 2-dimenziós normális együttes eloszlás esetén tehát zi feltét e-

Vu 

les ',~rható érték lineáris függvény. Az. elméleti részleteket mcilőzve megúllapíthaijuk, 
i)0~Y ez 3Z eredmény többdimenziós esetben is igaz. Az (5.149) regressziós fcclülct 

változójában lineáris: 

(5.153) 

alle! cT= fl l 1], a regressziós felület tehát egy sík (regressziós sík). A b li 

rc.:;ressziós cgyütthatók kiszámításával a következő pontban foglalkozunk . 
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r(u 3)/ 

r(u~)L 
~'. 

}.lz: r (}Ju),-c' 

~ cS: 
Úu 

U, 

z 
./ 

)-lu 

5.17. ábra. A regreSS7iós egyenes származtatása 

5.4.3. Regressziószámitás részben specifikált 
statisztikai jellemzőknél 

u 

Az (5.147) szerinti regressziós görbe (ill. fel ület) meghatározásának feitéte le az 
e:;yüttes síÍrüségfüggvér:y ismerete. Sok esetben ez nem teljesül, hanem csak az együt­
tes eloszlús véges szúmú momentumát ismerjük. Lényegesek azért az olyan regresszió­
számítási módszerek, amik részben ismert statisztikai jellemzők meliett vezetnek 
eredménYre. 

A k~vesebb a priori ismeret természetesen azt jelenti, hogy a származtatható reg­
ressziós kapcsolat szerkezete egyszerűbb, ami úgy jelentkezik, hogy a származtatható 
függvényosztályt szűkíteni kell. A következókben néhány ilyen módszert l11Utatunk be. 

Lineáris regresszió 

Az (5.J 52) n:~~rcssziós ci2yen~s D1cEszcrkeszléséhcz ck~L!cnd() yo1t a 11 '.~ 1I_~ (J.,~ ü _ é:-; (j 

D1orncntUIl1ok '"-isrncrctc. Eltekintve '-tchút atlóL hogy az'- (5.147) rc~r~ss~iÓs {üg~\ 
lin,.=áris-c: \~ig.y scm, e momentumok ismeretében kcrcshC:ijüL az li véletlen változónak 
:1Zt a bju= r j(U) függvényét, amelyre: 

E{[.=:- Fl(U)FJ min. ( 5.J 
Dl 

A megoldás természetesen azonos az (5.152) regressziós cgyenes~d: 

U -If () 
j; t U_ a 

zi 

rí 
- au 

(5./55) 

Az (~:l 54) k,?zel,ítés js.s~lgúra J.c:ll.cmzó n~:::~I:yisé.:' az elk?v;t~a hiba \~';-i~. 'c, 

amely él hlHethezo modon ICJCzheto kj az a pnOíJ J~merCl sc~,llsegevcl : 

5.:. 

Jegyezzük n1i?g~ hog.y az (5.J55) lineáris rCt:r(:::;7:i{)~ II n(frn:~li~ Ü~:\:~ L-ic~,/l;·;:-.ú 

változók csc:tétól eltekintve, nem ;lZCT,O:; ;iZ [ 5.!';- ci!1'ékli rt ~.r'~>'Zjl''\ ,:i;rt<·, C:J .". 
lár esetbc1!)~ csupán anntlL~ ,lZ útL.:.ClS r:~';- \ ,,-,.ji~ .,,;;:: k,;~:t-'(rl \~i.t L,· :r:,l~t-, t~r;í.·~,;-: ~,-
7.clítést? 

, ,-
,)~ ! 



Többdimenziós esetben az (5.149) általános regressziós felület kisebb-nagyobb 
mértékben eltér a normális eloszlásnái jelentkező (5.153) síkfelüleuől. A regrc:ssziós 
felület pontos meghatározása általában nehézségekbe ütközik. Ismert együttes siírű­
ségfüggvénynél tipikus eset az, hogy annak bonyolultsága miatt az (5.149) fc:ltételes 
várható érték nem kiértékelhető. Részben vagy teljesen ismeretlen slírlíségfüggvénynél 
a regressziós felület meghatározása eleve lehetetlen. A gyakoriatban ilyenkor közcli­
tésh;z folyamodunk, méghOZZá általában a legegyszerűbb lineáris köz~lítéshcz. 

Egyszerűség kedvéért feltesszük, hogy az uz, ll3' ... , Us független változók cel1l-
ralizúltak (zérus várható értékiíek). Az Ul és u2, uJ, ... , Us vúltozók kapcsolat:n a kö-
vetkező: 

(5.157) 

regressziós síkkal közelítjük az (5.Uó) : 

minimális négyzetes hiba értelmében. 
Az (5.158) optimum feltétel bértékelésével a következő egyenletrcnózcrt 

juk: 

i=2, 3, ... , S, (5./51)) 

ahol: ,ui,j=E{u/uJ 

Ha ;;== [p i,J az U2' U3' ... , Us változók kovarianclarnátrixa és inT == [P'2,1 , /~1.3.i ' ... 

fls,d az (5.159) egyenlet jobb oldalán álló momentumok vektora, akkor az (5.j59) 
egyenletrendszer mútrixos formában következőképpen írható fcl : 

0== (5.160) 

D 

11 

:1 illútrix ,ff i,j e]cmébez tartozó elójeles 'lJdctcrrnináns. 

li ne::ris 
rnODlentumok iSDlcrctére táolaszkodtunk, ez egyben 

sziótípus alkalnlazhatósági köréL Előfordui 't7.onbé1n~ hoi!.v annúl rendü 
r:-lomcntumok lS rendelkezésre állnak, ilycnkor a rCGrc~sziÓ; uörbc., ill. a lincú-
risnái a fügst:tlen változók magasabb hatvány;it is tarU71maz6 közelítésére töre­
kedhetünk. 

N-ed fokú polinomiális regresszió 

Az elméleti (5.147) regressziós görbe közelítését most az 

328 

ty 

r y(u)= :z blul 

1=0 
(5.162) 



alakú függv~nyek (N--:d fokú polinomok) osztályában keressük. A legjobban köze­
lítő polinom minimálja az: 

}=min 
{oJ 

(5.163 ) 

áLlagos négyzetes hj'búL A b l regressziós együtthatók kiszámításához meg kell oldani a 

ft, .. , 
ahol: 

,Ulr. ,.,1". 

e~Yenletrendszert . 

.LI l, l' 1=0,1,2, ... , (5.164) 

-~ Látható, hogy az N-ed fokú polinomiális közelítés megvalósítúsához ~i iliomentu­
mokat .u2N, o-ig bezárólag kell ismerni. 

A polinomiális re~ressziót akkor alkalmazzuk, amikor a lir:eáris reErö~zió r:em 
\zolgáltat az adolt gy~7koriati prohl~ma szempontjából megoldást. Polino-
;l1iális 10nycges lépés a regressziós , avagy ~!. közc-
Htb polinom megfeielő fokának a rögzítése. 

: Az polinorniális rcgrc\~zió az ( 5 enlclrt:nJ~z~:r, 
rnelvn~k rnc201dúsához a I110111entUl11n1átrix detcr1l1inánsainak Vdn szüksé~. 
További hátránya az, hogy egy másik. nagyobb fokszámú polinomiális közelítés;e 
való úttéréskor ~z összes ~egr~ssziós együtthatót újra kell számolni. A polinomiális 
fCUfcsszió e2.\' Illásik I11cfZoldása az ortoQonáJis poiino111iális közelítés. Az r ~Au) becslést 
az- II válto;Ó sűrűségfiiggvényáe, mi~t súlyfüggvényre onogonáiis poÚnomok (1. 
2.3.6. pont) összegeként állíthatjuk össze: 

...L 
'" l (5.165) 

ahol 

du= 

Uo'"hUv''' kiszámítúsá-

-- a Cj képletből és nern szán1íthatók; 
a c I regressziós együttható értéke a többi regressziós együtthatótól független. 

ami lel1Ctővé teszi a közelítés jóságának eg,yszeríI növelését. E célból az (5.165) köze-
iíl(j elegendő a CN-;-lPN-;-l(U) tagot hozzáadni. 

ortogonális polinomiális regressziós közelítés hibája: 

( 5.166) 

Többdimenziós esetben a lineárisnál magasabb fokú felület elm~kti 
úton tört~nő származlatása gyakorlatban, tekintettel a számításhoz szükséges, főkg 
vegyes momentumokra, nemigen lehetséges. Járhatóbb út a momentumok megfigye­
lések. alapján tönén(j becslése és a tapasztalati regressziós felület előállítása. 
talatl regressziószámítással a következő, 5.4.4. pontban foglalkozunk. 



5.4.4, Regressziószámítás ismeretlen statisztikai jeHemzőknél 

A gyakorlati esetek igen jelentős részében az együttes slírlíségfüggvényt, ill. annak mo­
mentumait nem ismerjük, vagy a rájuk vonatkozó a priori ismeret nem megbízható, 
használhatatlan az egzakt (5.155), (5.159) számítások elvégzéséhez. Iiyen esetben a 
megfigyelésekhez folyamodunk, azok alapján meghatározzuk a négyzetes értelemben 
empirikus an legjobban illeszthető egyenest, poJinomot, síkot, ill. magasabbrendlí 
felületet. 

Fontos megjegyezni, hogy véges számú megfigyelés révén a becsült regressziós 
együtthatók véletlen változók és emiatt véletlen jelleglí maga a származtatott közelítő 
re2.resszió is. 

~ A probléma tehát a következő. 
Az raCu) regressziófüggvényt az ismeretlen a paramétervektor rögzíti (az a vektor 

elemei a lineáris, polinomiális stb. regressziós összefüggés paraméterei), aminek a négy­
zetes értelemben optimális becslését az II független és z függő változóban végzett 
(u i' Z J megfigyelések segítségéve l kell elvégezni. 

A minimálandó négyzetes hiba 

y (_ _ )2 
LJ L.i-Lrvfi 
i=1 

(5.167) 

alakjából és a regressziószámítás 5.18. ábra szerinti modelljéből nyilvánvaló, hogya 
feladat az a paramétervektor legkisebb négyzetes l1ibájú (LS) becslése egység súlyozó 
mátrix mellett, aminek alapösszefüggését a 3.5. szakaszban származtattuk. l\"lint lát­
tuk, a paraméterekben lineáris modell mellett, amikor: 

z=Ua+n ahol (5.168) 

és 

az opTÍmális éi. vektor az 

összefüggéssel nyerhető [l. (3.175)j. 
Az a becslés varianciája a (3.158) alapján és az (5.168) modell mellett: 

A következőkben röviden megmutat juk, hogy il lineáris és polinc;n~;{di~ }CUC'Z­

sziól18.J mik a fenti összefüggésben szereplő. lj mátrix elemei. 

5 .13. ábr~. /\ rcgrcssZiÓSZ3.111Ítús Inodclljc 



Lineáris regresszió 

Tekintsük először az egyváltozós esetet. Az (u i' z i) megfigyeléssorozat egy ponthalmazt 
ábrázol az (u, z) koordinátasíkon (l. 5.19. ábra). 

Az alábbi: 

(5.171) 

lineáris kapcsolatot természetesen akármilyen alakú és elhelyezkedésű por::thal­
maz esetén értelmezhetjük, az (Ui' Zi) ponthalmaz képe segítséget nyújthat azonban 
annak eldöntésében, hogy mennyire jogos a lineáris kapcsolat feltételezése. lu 5.19. 
ábrán a megfigyelési (u i' z i) pomhalmaz két példáját látjuk, ahol az a) esetben a li­
neáris kapcsolat lényegesen jobban kimutatható. 

Az egyváltozós lineáris (5.152) regresszió hoz tartozó általános (5.168) modoll a 
követkaő: 

rZ11 rI uq íllq 

1
~21 1 Ll, 1101 
"3 _ l u 3 flao]+ il31. (5.172) 

I: I: . al I. I 
tZ.\J II u) LJ 
Az (5.169) összefüggésben szereplő lFU és lY z részletes kiértékelésével belátha­

tó, hogy azok az (5.160) egyenletben szereplő :Eu,,, és III mennyiségek (az II vektor 
autokovariancia mátrixa, li és z keresztkovariancia mátrixának egy sora) empirikus 
becsiései : 

r 1111 1121 U·\Jll 

I Ul:? li" ll)!: I 
L I I [Ul' U2~ I 

L;\" ll:..\" ll;!.\" j 
r r ur I _ 

I U~Ul 

=1 [Uj. u ~. '.U.H ]= 

l L U};U 1 

Z I 
z 

Zi 

u 
-,-_ .. _ .. _.,....-_. -_ .. ----_.~ -

a) 

-" 

Ul jl u.".! 

u., U~U_\jr 

T 

u 
-.-~._~ 

b) 

(5.173) 

íS-] l:: ...1:' 

5. 

5.19. 2.b1'0.. 
• .i* nlcl2.fl\l\'ciCs5\.)r07..at~ 
nak n1~:)~-lclő ponthal .. 
rnaz 
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uT 
ur 

1)m. (5.17 5) 

Az (5.169) legkisebb négyzetes hibájú becslés felírható teMt az (5.160) becslés 
empirikus megfelelőjeként : 

0;= 
! ~ 
um. 

A regressziós együtthatók értékét az .176) kiértékeJésé\ e l nyerjüK, konkrét 
U (megfigyelési) mátrix mellett. 

Tekintettel az (5.172) modellben szereplő: 

vektorokw, az (5.n2) összefüggésben szereplő TYU mútrix és UT:!. yektoí elemei: 

( 5.1 
-1 

"hol: 

-} 
(11-
'. ~. i 

rI. 
Pk részletes szárnÍtásokat (1. 5·3 

/ ::: 
, .J. 

e tchút: 

~lZ 5. 

( 

lineáris 
és ennek Tllegfelelően az 



r :: í íllill U:i lIJ! Usl raj.:q r JI! 
I i ::2 li 12 Un U 32 Us2 a!3j 11 2 

I ::3 U l3 I Zl 23 U 33 Us3 a l -1 + il3 
(5.184) I 

I 

u~J I I : . I I : 
aJ lnJ l lU 1.yJ L Ul ?-; li}.\" 

ic,. tapasztalati res:ressziós síkhoz vezető Y. i' res:ressziós es:yünhatók előállitása az 
(5.16G) -na! azonos m6don történik. Az ismeretÍen 7110mentu~ok helyett azok tapasz-
talati becsléseit keli használni: -

185) 

EZekkel: 

... " J 186) 

ii L [l. ( 

: Lú[[uk dó bb [l. (5.173)-(5.176)}, hogy az (5.169) 
. mÚLTÍx lényegében az li vektor autokovariancia mátrix.ának egy becslése, 

vektor pedig az il és z vektorok becsült kereszrkoyariancia mátrixának egy sora. 
l\z vektor konkrét fü"s: a szóban n:s:resszió dimenziójától és tínusától. 
Egyváltozós lineáris regrcsszró- eselén az ti veL r~r UT = [l uj yolt, többdi;nenziós 
esetben UT = [U2- 11::_ ••• , Us]. Látni fogjuk. hogy alkalmas változó transzformá-
novaI az . ílJ. 5.169) általános alakba vihető át a polinomiális (sőt több dimen-
zió:; pOlin0I11iúlis ') Tc~!resszió i~. Az ti yck tor clci11Ci ternlészeteSeD abban az esetben 

,...... ':--, "r-" < " f" , 

Den1 a IU~f!ctlcn Uj yaltozok C~YSZr.:ru n1cEllE\'cl:~seL haneTIl azok a rC2feSSZl0 IOhsza-
és 'éCirncnziójútól l;atyúnyai (pl~ ~T =- [1 ~ II u:,.. le~z~lck. 

i. é!Z 5.jóS) k b:íi1 : 

5. 



ez esetben azonban az UTU és UTZ mennyiségek az elemei: 

r ::J 
UTU= U- I [c 

Li1TJ 

71" 
lI,U" I 

lV 

"') l'tJ 
II 11- ... u]= : 

il' LU/ 

NP." 
.El/7 

Eu; 
Eut 

az li vektor magasabb rendü momentumainak empirikus becs!ései. 

(5.191) 

A regressziós eg.yütthatók ál becsléseit a következő, az (5.186) egyenletrendszer­
rel formailag aZOl~OS : 

rt iJO él 0+ /1 iT 1,0 0'1 + ... + fi i+}.f,O 8.;.\1==-/-1. i, l' 

ahol: 

l ,\, 
,ü j ,j=7\T_1 .:z lI;;z{ 

.L> k=! 

egyenietrendszer megoldásáy,ü nyerjük. 

i=O, 1,2, , .. , NJ, (5.192) 

(5.193) 

A többdimenziós, l-nél magasabb fokú regresszlOS felület tapasztalati úton 
(megfigyelések alapján) történő származtatása az (5.192)-néllényegesen bonyolultabb 
feladat, hiszen az egyes független változók hatványain túl, azok szorzatait is figyelem­
be kell venni. Az 5-dimenziós U-cd fokú közelítő regressziós felület a következő: 

, 
'" , 

ill. az abkban: 

Z! - fUI! l r
l 

Z2 U 12 I l 
Z3 ~IU:' til 
t : lu;s L 

lill U3! 

U 22 U 32 

Ul3 U 33 

!l2S 
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? 

:( 122U2-T- ... 

Us! u~! 
Us2 U~2 

? 
Us3 Ui3 

~ 

UsN Zl2b/ 

(5.194) 

llí;::-
I ,-
-'-I'/3 fr:; 19'\ , • \.1. .I) 

: I 
I . J 
lll,\" 



Az (5.194) közelítő függvényben szereplő regressziós együtthatók származtatása 
az előbbiekhez hasonlóan az (5.192), ill. az általános (5.169) összefüggés szerint 
történik. 

Hangsúlyozzuk ismételten, hogy (az előbbi megjegyzésben elmondottaknak meg­
felelően) az általános (5.169) megoldásban szereplő uru. és UTZ mátrixok nem az li 
és z egyszerű változóknak, hanem az (5.194) modellben szereplő hatványainak és szor­
zatának az empirikus auto- és keresztkovariancia mátrixai. 

lvfegjegFés,' A regresszió kiszámításához használt megfigyelések nem szükségképpen 
azonos mértékben megbízhatók. Az (5.145) hibavektor modellezésénél színes zaj 
(l. 3.5.1. pont) esetével is foglalkoznunk kell. A sZÍnes zaj modellje itt azt az a priori 
ismeretet fejezi ki, miszerint a megfigyelések eltérő szórásúak (vannak .. pontosabb" 
és "kevésbé pontosabb" megfigyelések) és korreláItak. Ilyenkor: 

var (n)= I:1l,,, r" 10'2 

és (l. 3.4.2. pont, súlyozott legkisebb négyzetes hibájú lineáris becslés): 

&= (UTI:;,~U)-lUT2:;,~z, 

var (&)=(tjTI:;~U)-l. 

TapL/s:: !a la ii reg/'esszióval kapcsolatos hibaszámítás 

(5.196 ) 

(5.197) 

l\1ivel a a megfigyelésekből származtatott mennyiség, lényegeS a becslés hibájának 
meghatározása. A hibaszámítás akkor végezhető el, ha az il megfigyelési Zélj statisztikai 
tulajdonságait rögzítjük, mivel csak ilyenkor tudjuk kiértékelni az c= hiba (5.146) 
szerinti kifejezését. 

Tételezzük feL hogy <1 megfigyelési zaj normális eloszlású [l. (3.108)]. A 3.4.2. 
pont eredményei alapján tudjuk, hogy az ci vektor elemei lineáris, torzítatlan, minimá­
lis varianciájú becsiései az egyes regressziós együtthatóknak. A normális eloszlúsra 
vonatkozó a priori ismeret lényegtelcn volt az (5.169) becslés származtatása szempom -
jából, ha a hibák azonban mégis normális eloszlásúak, az (5.169) becslés egyben li 

maximum likelihood becslés is (l. 3 4. szakasz). A normális eloszlás feltételezése 
a Sludenl-f~le t-eloszlásra tárnaszkodÓ. a re2.ressziós és egyt..'-

nesre vonatkozó konfidenciaintef\'dlumok előáílításánál. 
lo"z ci becslések és az ih mes:j",velési vektor ismeretében (ahol Ur. az mátrix 

k-adik sma) tekintsük e]öszbr a ;.\1~í,özelítő függő változó: " 

bec~lését. 

A Z .\f.;~ becslés varianciája : 

var (':"d,k) = var 

A 0'2 szórást, ha ismeretlen, 
[1' jeknti a szórásbec~;lés dC)állítúsáLuL felhasz 
(l. 5.2. szakasz)]. 

) 

( 5.199) 

l~~i s~," be;:slésé\d, hei}.?ttes~tjü.k 
fuggetlcn velctlen \·altozoK szaniat 

Az (5.197) és (5.199) variallCiák ismeretébe!! szerhssziik illC:!. a jó"olt Z '. r ' és 
az egyes á j r;::grcssziós eg~'ütthatóbccslések konfidenciaintef\allllm:~t. l\'Ii\d a""" 

rí. 



(ahol a [var (ét)] ii a var (ét) varianciamátrLxfőátlóján helyezkedó i-edik elem) véletlen 
változók Student-eloszlásúak (l. 5.2. szakasz) s~.u szórást figyelembe véve, a 
100(1- c)%-os megbízhatósági szinthez tartozó konficlenciaintervalIumok II követ­
kezök : 

és 

v ii' 

Illusztráljuk az elhangzott ak at egy eg>~zerű példá\al. 

5.3. példa: (Hibaszámítás egydimenziós lineáris regresszió cserében) 

Tekintsük közelebbról az egydimenziós iinec'ris regresszió szerinti összefüggé:,[ : 

és: 

becslt?s 
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'" l 
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,\' 
O 

ll; z U j ::: j 

,\; 

változó bl:cslése: 

(5 



Az (5.206) variancia az Uk= /lu helyen minimális, a tapasztalati regressziós egyenes a 
CPu, {lJ pont körül a legpontosabb. 

A jelenséget az 5.20. ábra szemlélteti, amelyen feltüntettük a regressziós egyenes 
100(1- e)% megbízhatósági szinthez tartozó konfidenciahatárait. 

Az (5.206) variancia és az 5.20. ábrán feltüntetett konfidenciahatárok (folytonos 
vonal) a z függő változó középértékére vonatkoznak egy adott Uk megfigyelés mellett. 
Az eredmény a z pillanatnyi értékére is kiterjeszthető a következő módon. Tegyük 
fel, hogya z értékét L-szer figyeljük meg az Uk helyen. Ilyenkor, tekintettel arra, hogya 
pillanatnyi z érték a szórással oszcillál középértéke körül, a variancia: 

( A) *0 (1 1 var Zk =sn:v T+ (5.207) 

ahol Zk=P=k' 

A két konfidencíaíntervallum részletesen kiírva: 

( 5.208) 

li =k t t'.! -, 

A regressziós együtthatókra vonatkozó konfidenciaintervallumok az (5.203) 
és (5.201) összefüggések ből olvashatók ki. 

Ha pedig az CC J együtthatót vizsgáljuk, akkor 

*' 
var (á J)= CN ~~í-)S:2 (5.209) 

és a konfidenciaintervallum : 

(5.210 j 

A 

).J Z 

/ 

!JI 

5.20. ábra. :~ \~lfi~lncL: 05 a tapaslt~:lati regressziós egyenes 
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A 3. és 4. feiezetben mc,úsmer};.edtünk néhánv olva n módszerreL amik se!?Ítsé!?évd 
optimális mSrési cijárások származtathatÓk. Láttuk, hogy il mérési eljárás oI;Lim~litá­
sát mindig a mérendő jellemzőre vonatkozó valamilyen hibakritériul11 alapján énel­
mezzük, tehát a mérési hiba és az optimális mérési eljárás fogalma közvetlen kap­
csolatban vannak egymással. A mérési hiba természetesen nemcsak a méréseIméletnek, 
hanem a gyakorlati méréstechnikának is központi fogalma. Ennek megfelelően a gya­
korlati méréstechnika oldaláról is kialakuít a mérési hibához kapcsolódó fogaiom­
készlet és hibaszámítási technika, arllÍnek megvan a mérésdméleti értelmezése. A kö­
vetkezők ben röviden összefoglaljuk eZeket a fogalmakat és hibaszámítási módszereket, 
amik gyakran mint szabványosított metrológiai alapfogalmak jelennek meg. 

5.5.1. lllérési 

Minden mérés, elvi vagy gyakoriatí okok miatt, hibával tcrhdt. A mérési hibák szár­
mazhatnak a megfig)"elés és mérés körülményei ből, a mérőeszköz tulajdonság ai ból, 
ct m;:;r;:;si folyamatoL befolyásoló külső zavarokból. E hibaforrások eredménye il méré­
si hiba. ami az ideális mérési eredménytéíl vett eltérés mértéke. i\ mérési hibának a kö­
vetha6 típusait k ülönböztetjük meg: 

Az abs:::oiúí hiba a mérési eredmény és a helyes érték közötti különbség énéke. 
EQ\' lnéré:;j cliúrúsnúl az ab::;zolút hiba b::cslését éi kontidt:ncia sZ(ÍniÍtúsnCll 
m-Ódon határ,)zhatjuk meg. 

LÍV hibát használjuk Iilérócszközök és rnóclszerek j~l1(-nlZ(?sérc. /\z. 
~zl"rű alkalr:li:lznL jellegétől 

cél-

, , 
':eln eppcn SL~0. 

hor fordUL clL)" 

" _:.... ~ ~~z :':;'lS() 

~r[ékr~: °'"y~;l~HkoztaTOlt feLniy hiba .. cl 

ki~zú nl()lnl egy Ir!érés 
rdatÍv hibújál : 

/ o ~ 

!~(:\'czünk. Lú1hn~ó. 



hogy a gyakorlati méréstechnika abszolút és relatív hiba fogalma alapvetően a skalár, 
időfüggetlen mennyiségek méréséhez kapcsolódik, becslésdméleti hátterüket pedig a 
konfidenciaszámítás adja. 

A rendszeres hiba olvan hibatényező. amelv egy adott mennviség, azonos feltéte­
lek közötti többszöri mé;ésekor nagyságára és ;lőJ~lére nézye álÍand6 marad, vagy a 
feltételek megváltozásakor ismert törvényszerűségek szerint változik. A rendszeres 
hiba fogalma közel megegyezik a becsléseImélet "torzítás" fogalmával, de nem tarto­
zik hozzá az olyan torzítás, ami előre nem határozható meg. Ezt a részt össze',-onjuk a 
..,-életlen hibákkaL A rendszeres hibáYal ennek megfelelően korrigálható a n~érési ered-
mény, így a rendszeres hiba elvileg eliminálható.- -

A .."életienhiba az a hibakomponens, aminek konkrét nagyságát egy mérés eh'ég­
zésd~or megjósolni nem tudjuk, így azzalkorrigáJni nem lehet. A véletlen hibát több­
nyire mint konfidenciaintervallumot adjuk meg. 

Az időfüggetlen hihákat slaIilws hibának nevezzük. A statikus hiba használható 
az időfüggetl;; mennyiségek mérésénéL amikor a mérőcszköz kimenetét már stabil 
állapotában nézzük, a mérési idő tehát a mérőeszköz tranziens idejénél nagyobb. 

A dinamikus hibákilál a hiba időfüggvény . .Általában dinamikus hibát kell figye­
lembe venni időfügg6 mennyiségek mérésénél és a méröeszközök u2nziens viselkedé-
sének leirásánál. 

A felsorolt bibafogalmakhoz kapcsolódik még néhány mérésteclmikai alapfo­
gal0I11. HIDi a D1érőeszk6zök leirásánáf szabváDyosít~·a \'an ... 

Befolyásoló mennyiségek 

mérőműszertől nem várhatjuk el, hogy bármilyen körillmények közön a megadott 
pontossággal mérjen. Legszembetiínőbb a hőmérséklet hatása: a klasszikus elektro­
mechanikus és a modern elektronikus műszerek működését egyaránt befolyásolja a 
körnvezet hőmérséklete. Ha a hőmérséklet igen nagv igen kicsi, a műszer nem 
nlűk~dik toyább, tönkre is Illehet. 1-1a a hőn1;rsélde~'" '- nen} ilyen szélsősé-
ges~ a rnüszer üzeInképes rnarad, de a pontossági előírásokat neDi teljesíti. KelJ azon-

a szobahőnlérséklet körül ahol a ll1űszer . 

intcfvallumon n1ár TIen1 ismernénk 
befolyásoló rnennyiségnek nevezi a Elérés 

I11cgváitoztalja a l11érőnlűszer értékDlutatását. ft ... 
és \.-jjhllll0S tér, 

a befolyásoló 
rnclleu. a I11érőnlűszcrek illérésttcl:nikai jelleI11Z6i 

51?-

TIIŰSZcf rcfcrcncia-hórnérsékle11f1rl0rnán) a: 20 ::C _l_ 1 '-C~ A. 
ierjedtebb elcklrolllcchanikus 111űszelck befOlyásoló nlcilnyiséf:~intl, rcfcrcnciatarto­
l'llÚnyait szab\·án\·ok 

lia befolyásoló mennyiség kikp termé:-;zetcscD az 
azL ti rniiszer hasznúlhatatlann3. "Válik. Az értékrnuIHtás 

a befolyásoló mennyiségek által il n'érendő .okozott 
nlérőeszközt Denl a fcfcrenciafeJtételek között . BH ezt szánlszerűen 

nlcgadják~ akkor li reft-rcllcÍatartoDlányoD k h/ül is Illeg adni nlérésünk hibáját. 
Ternlészctesen neD1 távolodhatunk el báriTIilyen rnessz]re a refercncültnrtonlúnytól: 
a cgy értékétől a hiha\'áhozús n(IJilincúrlssá 
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válik, tovább már nem számítható. A befolyásoló mennyiségek nek azt a határát, 
ameddig a hibaváltozási összefüggés megadható, névleges használati tartománynak 
nevezik. Az elektromechanikus műszereknél ezeket a határokat is részletesen megad­
ják a szabványok. A névleges használati tartományon túl -:gycs szabványok még a kö­
vetkező tartományokat definiálják (Standard Process Instrumentation Ttrminology. 
ISA-551 ·1/1976): 

Névleges miíködési tarromány a befolyásoló mennyiségek azon tartománya, mely­
ben a műszer még üzemképes. Például, egy meghatározott hőmérséklet alatt kzárhal­
nak a műszer ben levő félvezetők, és a bemenetré nem j"é:agál többé a kimenet. 

A szállítási és rárolási rariomány a befolyásoló mennyiségek azon határa, melyet 
i.úllépve a műszer kikapcsolt állapotban is tönkremehet. Például túl nagy hőmérsék­
leten elolvadhatnak alkatrészek . 

A szabványok még két további hibajellemzőt vezetnek be: 
A mérőműszer ismétlőképessége : ugyanazon mérendő mennyiségen végzett több, 

megismételt mérésseJ kapott mérőszámok egymással való n,egegyezése, ha a méréscJ.et 
egyforma feltételek mellett végezték: 

ugyanazzal a mérőműszerreL 
ugyanaz a személy, ugyanabban a helyi:ségben, 
rövid idő alatt, egymást követően, 
a befolyásoló mennyiségeknek a gyakorlatnak megfddő értékei mtlltlt és 
a rendszeres hibák figyelmen kívül hagyásával. 

Az ismétlőképesség az adott műszerpéldány adott időszakban mérhető véletlen hibá­
jára ad felvilágosítást. Az ismétlőképességet pl. a mén eredményekbő! számított kOi1-
fidenciaintervallummal jellemezhetjük. Egy jól beállított és ép műszernél remélhetjük, 
hogy a példány hibáját leíró ismétlőképesség konfid';nciaintervalluma kisebb, mint a 
műszer specifikált konfidenciaintervalluma. 

Mérőműszertípus reprodukáfóképessége: ugyanezen mérendő ménnyiségcn vég­
zett több méréssel kapott mérőszámok egymással való megegyezése, ha az egyes méré­
seket különböző feltétekk mellett végezték: 

ugyanazon műszertípus különböző darabjaival. 
különböző személyek, különböző helyeken, 
a mérések tartamához képest elég nagy időkülönbséggeL 
a befolyásoló mennyiségek a névleges használati tartományban és 
a rendszeres hibák figyelmen kívül hagyásával. 

i\ reprodukálóképességet szintén az értékmutmúsokból számítOtt konfidencia­
imervallummal jdlemezhetjük. A reprodukúlóLépc.~sé; lú:halóan ném csak él műsb;T 
hibáját, hanem az érték mutatásnak a befolyásoló nlcnnviséQck hatására létrejövéí 
merrváltozásait is marrában fodalja. • • -

~ A mérési hibák tipusainak és-a hibákhoz kaDcso]ódó focalmaknak az áttekintése 
után áttérünk a gyakorlati bibaszámítás egy fontos krüktén-ek vizsgálatára. 

5.5.2. Hibaszámitási módszerek 

Mint a bevezetésbe n említettük, a mérési hiba a méréselmélet központi fogalma, hiszen 
a méréselméleti módszerek rendre arra irányulnak, hogy minél kisebb hihájú mérési 
eljárásokat tudjunk tervezni. Nem meglepő ezért, hogya "hibaszámítási mó<.hzerek" 
CÍmszó alatt, megfelelő csoportosítással fel lehetne sorakoztatni valamenny i eddig 
tárgy;t!t témakört. A lehchéges hihamodellekrc ugyanis a jd- és ícndszerelmélct nyújt 
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megfelelő apparátust, a mérési eljárások 3. és 4. fejezetekben tárgyalt tervezési mód­
szerei egyben magukban foglalják a hibák meghatározásának módját is,és az 5.fejezet­
ben tárgyalt átlagolás, konfidenciaszámítás a hibakiértékelés legismertebb eljárásai. 

A hibaszámítással kapcsolatban a következő általános megjegyzéseket tehetjük. 

L A hibaszámításnál világosan el kell határolnunk - legalább koncepcionáli­
san a mérési hibát és a modellezési hibát. A méréseimélet által nyújtott hibaszámí­
tási módszerek alaDvetően a mérési hiba meghatározását teszik lehetővé, ami termé-
szetesen lehet előf~hétele a modelkzési hjba~ becslésének is. -

2. A hibaszámítás alapvető módSZerei az anaiitikus és az empirikus módszerek. 
Az analitikus hibaszámítást akkor alkalmazhatjuk, mikor ismerjük pontosan a mérési 
eljárást, és így lehetőségünk van arra, hogy adott modell JJ1.ellett kiszámítsuk a mérési 
eredmény hibajeHemzőit. Az analitikus módszerre egy példa az átiagolás tulajdonsá­
gainak vizsgálata a középérték becslésénél (5.1. szakasz). de ide sorolhatók a reg-
~essziószá~ítás hibájávaÚoglalkozó témakörök is.' ~ 

_A,:z empirikus módszerek a definiált mérési hiba meghatározott jeUemzőit becsülik 
a mérési eredmények kiértékelése alapján. Az empirikus hibaszámitási eljárás megter-
vezése tehát egy szokásos mérési eljárás tervezési VeZethető vissza, aminek 
alapmódszereivel a 3. és fejezetben Jól ismert, elemi példa erre a mé-

, . . ami a 3. fejezet egyik 

Ezeken az általános megjegyzéseken túl azonban érdemes konkrétan foglalkoz-
nunk az analitikus hibaszán1ítási rnócszereK egy az úgynevezett 

lc;',l'-l"""Vl\. egy részénél a mérendő paramétert egy vagy tőbb közvetlenül 
mérhető határozzuk meg. Ha tehát y a 

fl közvetlenülI11érhető akkor 

y= (5.2n) 

hiba-

kér-

hibákná! 

remlszeres 

(5.213) 

az aktuális értékei. 

Az összefüggésekben diíferenciálhányadosok il differenciálási Jlap-
meghatározhatók ~ \":lg.y nlegf~lclő rnatenlutikni kéziköny\"ckből ki~cre:)hct(-)k. ~L\z 
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(5.214) összefüggés alkalmazásának feltétele, hogy az Y(x l • x 2' ... , XII) függvény a 
vizsgált hely környezetében sima legyen, továbbá a D.x i változások ne legyenek na­
!!vok. mert ekkor a teljes differencia közelítési hibája kicsi. Ha ezek a feltételek nem 
t~ljesiilnek, akkor a niggvény pontos kiértékelésével, azaz a hibával terhelt (Xl. X 2 , 

... , X n) értékek behelyettesítésével kaphat juk meg az eredményt. 

H ibareljedés véletlen hibáknál 

Ha az (x l' X 2' .•• , x,J mennyiségek véletlen hibával terheltek, akkor úgy tekinthetők 
mint valószÍnűsé!!i változók. Ennek megfelelően az V mérendő mennyisé!! is \<llószÍ­
nűségi változó, hiszen valószínűségi vált'ózók fűggvénveként állítiuk eÍő. rVlint tudiuk. 
y tuiájdonságait valószínűség elo;zlás-, vagy siI;űségfüggvénye 'írja k, aminek szár~ 
maztatása akkor végezhető ej, ha ismert az (x l' X 2' .... -'n) mennyiségek együttes el­
oszlása. 

Az esetek egy részében feltételezhetjük, hogy (x l' X2' ... , .YIl ) egymástól függetle­
nek. Ekkor, ha az y függvényt az Yo hely környezetében teljes differenciájával (5.112) 
közelítjük, szórásnégyzetének meghatározására alkalmazhatjuk éi valószínűségeImélet 
ismert tételét. Eszerint, a független valószínűségi változók Jineáris kombinációjának 
szórásnél::!.vzete ÚgV határozható meg. hogy vesszük a szórásné!2\'zeteknek a lineáris 
kombin{~ió együtthatói négyzetével súlyo~~tt összegét, tehát: _. 

a} ± (O.~~ ]2a~i' (5.115) 
i= l [);'( i Xj=.'iO 

Ha a \ékth::n hibát él ,zórások kOI1stansszorosú-,al szÚrm<iztalOtt konfidenciainten al­
IUl1l11Wi írjuk k. akkor 

ill. ~i relati\ értéket felírva 

J ~ r rl)~ ~xirH 
L::I l (JX/-q=XiO y j J . 

( 5.116) 

(5.l17) 

ezen összefüggések csak ~:kkor alkalrn{Jzhatók~ b~{ az ~Yl~ '"\".:' .•. ~ '\n 

változók függetlenek. 

Megjegyzések 

az y=.r[x j , -';:', ..• , xJ 
fü0.g\ényeinek szorzataként írható feL 

alaK ban. akkor az ln operúciót alkalmaz\ ~i : 

ln y= 2: lnrlx i ) 

i=l 

és mindkét oldalon deriválva és a dltozásoKat összegezve 

...'lXI 
j~(x,.) .'.i=. ,o 

.Y~; 

5.l18) 

(5.:}i9) 

alakot kapjuk. amely meg.egyezik az (5.114), ill. értelemszerűen az ( 5.l jÓ) formulák­
kaL de számítástechnikailag egyes esetek ben egyszerűbb megoldúst ad. 



2. A sztochasztikus modell alapján megadott (5.216) és (5.217) összefügt:ések fel­
tételezik az Xl' X2' ••• , X n mérési eredmények függetlenségét, valamint a konfidencia­
intervallum becslésénél a valószínűségeloszlás ismeretét. MÍ\'el ezehek az előfelté­
teleknek fennállása sok esetben nem ~egyérte]mű, gyaknm használják a relatív hiba 
becslésénél a 

--S,oy 
L... ,e'x 
i= l I U'" i<,X,=-XiO )' 

(5.nO) 

formulát, amely az egyes hibaösszetevők abszolút értékének összegezésú féjezi ki. 
Ennek a kifejezésnek nincs egzakt matematikai háttere, de mivel azonos körülmények 
között nagyobb hibát eredményez, mint az (5.217) összefüggés, égyes esetekben 
.. me~mvugtatóbb" becslést ad. 

.. -3. -A ~1ibakifejezésekben szereplő ~~Li=XiO alakú súlyfaktor azt mutatja, hogy 

az egyes paraméterek mérési hibája milyen súllyal jelenik meg a hibák összegezésében. 
Ezért ez segítséget nyújthat a mérés tervezésében abból a szempontból. hogy az egyes 
paraméterek közül melyik mérési hibája milyen mértékben befolyásolja a számított 
mérési eredményt. 

5.4. példa 

aj Vizsgáljuk az 

összefüggésben az y relatív hibáját, amennyiben x! és .1'2 relatív hibája ismert rendsze­
res hiba, tehát nagysága és előjele is ismert. 

Az (5.214) szerint 

iiJ ---- . 

Egyszerűbben jutunk ugyanerre az eredményre az (5._ 
aH:élimazásávai: 

, ilJ. (5.:!.19) összefüggések 

ln y=nln x!+m ln Xl. 

és ebből köz\etlenül adódik: 

...'1.1' 
---'-= II !il 

V x!o .1'20 

Amennyiben X i és .1'2 hibája véletlen hiba, alkalmazható a sztocha~ztjkus hibamodell az 
(5.217) szerint: 

y 

Végül ha az előző Megjegy::ések 2. eSete forog fenn. akkor 

...'1.1" "':'.1'0 
---'-= ./1 +m---

y X lO .1'::0 

ÖSSzefüggés adhat elfogadható, ill. az előzőnél "megnyugtatóbb" lx;cslésL 
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b) Z impedancián fellép ő teljesítményt mérj ük elektrodinamikus wattmérő-
vel, áram- és feszültségváltó közbeiktatásávaL A mérőtranszformátorok rendszeres 
hibáit (áttéte1i- és szöghibáját) ismertnek tételezzük feL Keressül: a teljesítménymérés 
IlP2/P2 relatív hibáját, amelyet a mérőtranszformátorok rendszeres hibái okoznak. 
A hibátlannak tekintett watt mérő 

U2I 2 cos (h 

teljesítményt mutat. Alkalmazva az (5.218) szerinti felírást: 

ln ln U ln I+b cos q2 

az (5.219) szerint 

IlI1:_ 
Iz 

ahol IlU,/U" a feszültségváltó, 
közötti fAzisszög, pe~dig a " 
ábra szerint. 

e) Ismert nl",'nl,Vl"" 

ksz a rezonanciafrekvencia 

f= 

r 1 
lnf -lln2;r+~(ln ln 

Az (5.219) szerint 

az 

'l. szög !l'l. bizonytalansága? 
a 

ln tg x= ln a-ln b. 
Az (5.119) szerint 

II 'l.. = sin :x cos 7. 

dl. ( 5.220) szerint 
. 1- !lallb 

~'l. Sln:x cos x i __ , + 
t a 

össze~ lViekkora 



Összefoglalás: Az 5. fejezetben áttekintettük a gyakorlati mérésadatfeldolgozás né­
hány alapvető módszerét. A vizsgált eljárások, az átlagolás, konfidenciaszámitás, 
hipotézis teszteL regressziószámítás és hibaszámítás a méréstechnikai gyakorlat 
jól ismert módszerei, amik eredményese n alkalmazhatók mélyebb, méréseiméleti 
me2alapozás nélkül is. A fejezet célkitűzése az volt. hogv megmutassa ezen módszerek 
kapcsolódását az általánosabb méréseIméleti témakör6};:höz-és ezzel bizonyos átveze­
tést nyújtson a méréstechnikai gyakorlat és a méréseIm élet között. 
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Kedves Jegyzethasználó! 

A jó jegyzet nagyon hatékony segítség a tanulásban. A legjobb jegyzeteket pedig még 
aktív mérnökként is használni lehet. Egyetemi tanulmányai alatt valószínűleg különböző 
színvonalú jegyzetekkel találkozott eddig, és fog találkozni ezután. Kérjük, hogy ennek a 
kérdőívnek a kitöltésével segítse alábbi törekvéseinket: 

ennek a jegyzetnek a következő kiadásában kevesebb sajtóhiba legyen és indokolt 
esetben készüljön el az átdolgozott kiadása, 
a jegyzeteket értékelni lehessen, amelynek eredményeként a legjobb jegyzetek szer­
zői nívódfjat kaphatnak. 

Kérjük, hogy a kiküldött kérdőívet a Jegyzetbolt bejárata (V 1 földszint) mellett elhelye-
zett gyűjtőládába dobja be. -

Fáradozását köszöni az Egyetemi Jegyzetbizottság. 

A jegyzet címe: JELEK ÉS RENDSZEREK MÉRÉSTECHNlKÁJA I. 

A jegyzet szerkesztője: Schnell László 

Ajegyzet azonosítója: 51435 

Melyik tárgyhoz használta a jegyzetet: 

Kar: 

Félév: 

Tárgy neve: 

A jegyzet hány százalékát tudta használni (pl. 75 %): 

A jegyzet a tárgy anyagának hány százalékát fedte le (pl. 500/c): 

A jegyzet minősítése: 
(O: használhatatlan. l: nagyon rossz. 2: rossz. 3: tűrhető. -+: jó. 5: nagyon jó) 

Javaslat átdolgozásra: 

A megtalált sajtóhibák: 

(a túloidaion folytatható) 
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