1. Mutassa be az elektromagneses tér forrasmennyiségeit, valamint azok
megijelenési formait es matematikai leirasat!

Toltés
A toltések lehetnek pozitivak és negativak. Az elemi t6ltés az elektron, jele: €™, toltése:

9, =16-10°[C, As]

Toltésmodellek:

Térfogati toltéseloszlas: ok [A' s/ m3] Q, = '[/ pdV
Feliileti toltéseloszlas: o [A~ s/ mz] Q, = J.AodA
Vonalmenti toltéseloszlas: q:[A-s/m] Q = J.| qdl
Ponttoltés: Q: [C, AS] Q= ZQi

A gyakorlatban a t6ltés mérését erémérésre vezethetjiik vissza.
A kapcsolatot a Coulomb-t6rvény irja le:

_Ql'Qz_ r,—-n

F,, =
T4z, r, -

Aram

Az A feliileten ataramld aram:

A
, = lim —Q:d—Q[A]
A0 At dt
Arammodellek:
Térbeli arameloszlas: J: [A/ m2] I, = § JdA
A
Feliileti arameloszlas: K:[A/m] I, = J.Rdl

I
Vonalaram: | :[A] | = Z I,
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Két parhuzamos vezetékben folyd aram vonzza egymast, ha az aramok azonos iranyuak, ellenkez6 esetben
taszitjak egymast.

d:  akétvezeték tavolsaga
[: a vezetékek hossza

(Hal,=1,=1Aéd=l — F=2.107N)

2. Mutassa be a folytonossagi egvyenlet kiilonbozo alakjait!

Kapcsolatot ir le az dramsiirtiség és a toltéssiiriiség kdzott. Induljunk ki a toltésmegmaradas elvébol:

Jelentése: Egy térfogatba be- ¢és kiaramlo aramok 0sszege, megadja az iddegység alatt bekovetkezett
toltésvaltozast.




i op
V=[-Ldv
2] — Jdqud j . d

\Y

Ebbél pedig kovetkezik a folytonossagi egyenlet:

divi + %P o
ot

3. Mutassa be az elektromagneses tér intenzitasvektorait, és kapcsolatukat az
erbhatéssal!

Elektromos térerdsség

E-T [Vim]
Q
Ponttoltés esetén:
-2 1
Are, ¥

Pozitiv toltéseknél kifelé, negativ toltéseknél befelé mutatnak az erGvonalak.
Az azonos elgjeli toltések taszitjak, az ellentétes eldjellick vonzzak egymast.

Maégneses indukcio

F=QlxB) [T,vsim?]

A Lorentz-torvény a magneses térben mozg6 toltésre hato erdt irja le.
A két intenzitasvektor kozott Faraday indukciotorvénye (M.IL.) teremt kapcsolatot:

_o®
ot

Id6ben valtakozo magneses fluxus fesziiltséget indukal.

u, =fEdI



Ahol | a feliiletet koriilvevé zart gorbe.

— d oB
iIfEdI :—ajABdA:—J;EdA

S)

if Edl = I rotEdA
| A

J.(rotE +@JdA -0
ot

A

rotE = o8
ot

4. Mutassa be az elektromagneses tér ,.gerjesztett” vektorait, és kapcsolatukat a
forrasmennyiségekkel!

Elektromos eltolas

D=c¢E [As/mz]

Gauss-tv. (M.1V.):

{EdA:% - {eEdA= pdv

A
j divDdV = j odV
\% \%

divD=p

Gauss-Osztrogradszkij-tétel:



if vdA= I div v dv A : Egy térfogatot korbezaro feliilet
A v

Stokes-tétel:
{ vdl = I rotvdA | : Egy sikot kdrbezard gorbe
| A

Magneses térergsség

Gerjesztési-tv. (M.1.):

if Hdl = IAjbsssz =1+1, I,:azeltolasi dram
|

I, =¢ I ok dA= I ob dA - Jp = ob eltolasi aramstirtiség
o, Ot ) ot ot
Vagyis:

I rotHdA = I (3 + @JdA “«— Stokes-tétel
A A at

rotH =3+ 2P
ot

Kozeg jelenléte nélkiil, szabad térben, E és D illetve H és B csak egy skalarszorzdban kiilonboznek,
ezért fizikai tartalmuk azonos. Az intenzitasvektorok és gerjesztett vektorok eltérd fizikai tartalmat,
csak kozegek jelenléte esetén hordoznak.

5. Mutassa be roviden a makroszkopikus elektromos és magneses
anyadijellemzok bevezetésének modjat és anyagszerkezeti hatterét!

Altalanos esetben (kristalyos kozeg, kemény méagnesek), az E és D ileltve a B és H vektorok nem
parhuzamosak. Ezért talaltak ki a kovetkez6 két anyagjellemz6 allandot. A permittivitds annak a

mértéke, hogy egy k6zeg mennyire all ellen a ra haté elektromos térrel szemben. A permeabilitas
pedig annak a mértéke, hogy egy kézeg mennyire all ellen a ra haté magneses térrel szemben.

Permittivitas

Az elektromos eltolas vakuumban:
D= & E [As /m? ]
Altalanos esetben:
D=¢,E+P
Ahol P a polarizacios vektor vagy mas néven dipolusmomentum stiriiség.

Bontsuk fel a toltéssiirtiséget szabad (free) és kotott (bound) részekre:



P=Ps T Py

p, =—divP I

divE=i(pf +pb) M.IV. (div5=p)
g

0

divE = (p, —divP)
0

dive,E+P)=p, —  p, =divD

Linearis karakterisztikaju dielektrikumok esetében P és E aranyosak:

P= & ;(eE . Az elektromos szuszceptibilitas
D=¢,(1+y)E —  D=geE
H/_/

&r

&, - Arelativ permittivitas

&, =(1/367)-10° =8,854-10 ?[A-s/V -m]

Permeabilitas
A magneses térerdsség vakuumban:
_ B
H=— [A/m]
Ho
Altalanos esetben:
— B —
H=—-M
Ho

M a magnesezettség vektor, azaz a magneses dipolus momentumsiriisége.
Az aramsiiriiséget is felbonthatjuk szabad illetve kotott részekre:

jzjf +3b ahol Jp =rotM

Linearis magneses tulajdonsagu anyagok esetében M és H aranyosak:

M=y, H Xm - A magneses szuszceptibilitas

B= /Uo(l"'lm)ﬁ

Hr

M, . Arelativ permeabilitas
to =47-107V -s/ A-m]



6. Ismertesse a Maxwell-egyenletek integralis es differencialis alakjat, valamint
a koztik levo kapcsolatot!

A Mawell egyenletek differencialegyenletek, egy pont kicsiny kdrnyezetének viszonyait irjak le. Ezért
ezek az egyenletek feltételezik, hogy a hatasok a kdzvetlen szomszédsagban mitkddnek, azaz
kozelhatasi torvények. Evolucids egyenletek is, a tér pillanatnyi értékeinek ismeretében leirjak a tér
alakulasat, valtozasat a jovoben.

I, Gerjesztési torvény:

A vezetési és eltolasi aram magneses teret kelt. Ez a torvény, az EM tér ,,gerjesztett” vektorai kozott
teremt kapcsolatot:

fHdl =] 7+ 9P |4a rotH =3 + 22
| A at

11, Faraday-féle indukcids torvény:

A magneses indukcid idobeli valtozasa elektromos teret indukal, melynek iranya (Lenz-tv.) ellenkezd,
mint az 6t 1étrehozo valtozas. Ez a torvény, az EM tér intenzitasvektorai kozott teremt kapcsolatot:

{Edl =—§£§dA rotﬁz—%

III, Magneses Gauss-torvény:

Mas néven a Fluxus megmaraddas torvénye. A magneses er6vonalak zartak, nincs magneses
monopolus.

j?ﬁdA:o divB =0
A

1V, Elektromos Gauss-torvény:

Zart feliilet villamos fluxusa, a beliil 1év6 Osszes toltéssel egyezik meg.
§ DdA = [ pdv divD=p
A v

V. Anyagjellemzok:

D=¢E  B=uH J=0lE+Es)

VI, Energiastriség:




7. Ismertesse az elektromagneses vektormezdk anyaghataron teljesilo
folytonossagi feltételeit!

Az EM feladatok nagy részénél a kozeg nem homogén. A térjellemz6 vektorok meghatarozasdhoz a
Maxwell egyenletek integralis alakjat alkalmazzuk egy olyan zart gorbére vagy feliiletre, amely
kozvetleniil a hatarfeliilet két oldalan helyezkedik el.

I, Elektromos térerosség:

dl
A Faraday-féle indukcio-térvénybol: Vs
= 0 (5
fEd| = ——J BdA N Et E. ‘ -:f
| ot _ v VN \ e
Mivel a;m Korlatos, ezért a jobboldal 0-hoz £ €9

tart. 1[-,\.1.\

Az elektromos térerésség tangencialis s
komponense kozeghataron folytonos.

Ha az 1. kozeg idealis vezetd (o = 0), akkor

E, = J,/ 0, =0idealis vezets feliiletén.

Ec=0

I, Magneses indukcio:

Fluxus megmaradas torvényébdl: ;‘JK A,\\ ? /
A henger feliiletére: P

[ divBav = { Bda
\ A
§ BdA = B2nAA - BInAA+ dd A4\
A ' s
és mivel adl tart a nulldhoz, ezért ad® a \
henger palastjan fellép6 fluxus is tart a 'R ’
I W n

nullahoz:

ﬁdA:o
A

A magneses indukcié normalis komponense
kozeghataron folytonos.
A masik harom a 8-as tételben!!!



8. Hogvan valtoznak a térjellemzok az anyaghataron, ha ott felileti

o

toltésstiriség, illetve feliileti &ram van jelen? Mondjon példat arra, hogy a

ovakorlatban milyen koriilmények kozott valosulhatnak meq ezek!

1, Mégneses térerdsség:
(Az elektromos tér hatarfeltételének
szamitasahoz hasonlé6 modon)

A Gerjesztési-torvénybdl:

{ﬁon =L{3+§JdA

A feliilet sikjaban folyo dram (K) esetén a

feliileti aramstirtiségnek megfelelden ugrik a
magneses tér tangencialis dsszetevdje.

I1l. Aramslriség:

Jon = ==

oo

ot

11, Elektromos eltolés:
(A magneses indukci6 hatarfeltételének
szamitasahoz hasonl6 mdédon)

Gauss- torvényébol:

:fABdA = pdv =Q

A henger palastjanak a teriilete tart a 0-hoz
(An - O), igy csak a két fedlapot metszi az
elektromos eltolas:

jpdv = pdLAA = oAA

o

D, -AA—D,, -AA=o-AA

DZn - Dln =0

A feliilet sikjaban elhelyezked6 toltés (U)

esetén, a feliileti toltésstiriségnek megfelelden
ugrik az elektromos eltolas normalis
Osszetevije.

Az dramstiriiség normalisa az iddegység alatt megvaltozott feliileti toltésstiriség aranyaval valtozik.

Példa a gyakorlatban:

- Az els0 a tekercs feliiletén

- A masodik a kondenzator lemezfeliiletén, vagy csak sima aramvezetd feliiletén



9. Ismertesse az elektromagneses térben az energiasuruséqre és az
energiadramlasra vonatkozo altalanos Osszefiiggéseket!

Az EM energia, ugyanigy, mint a mechanikai energia, az energianak csak egy fajtaja.( Pl. az ohmikus
ellenéllason atfoly6 dram hatdsara az EM energia belsO energiava alakul az ellenallason, amelyet mint
hét ad at az ellenallas a kornyezetének.)

Egy V térfogatban felhalmozott W = W(t) elektromagneses energia két okbol valtozhat meg
id6ben. Egyrészt a térfogatban fellépnek olyan P = P(t)teljesitményﬁ folyamatok, amelyek a P >0
esetén a tér energigjat csdkkentik (pl. egy feltoltott kondenzator kisiil egy ellenallason: az elektromos

energia hové valik) ill. a P < 0 esetén a térenergiat noveli (pl. egy akkumlator feltolt egy
kondenzatort).

Masrészt a térfogatot hatarolo A zart feliileten ataramlo vagy atsugarzd Py = P (t)

teljesitmény csokkenti a térenergiat, ha Py > 0 ill. ndveli azt, ha Py < 0. Az energiamérleg ezek
szerint a kovetkezo:

dﬂ+P+PS =0
dt

Induljunk ki abbdl, hogy a p teljesitménysiiriiség egy adott térfogatra vett integralja, megadja a
térben, az egységnyi ido6 alatt elvégzett munkat (az energiaatvitel sebessége).

P= j pdV = (Zi(j_V:/ p mértékegysége: (\N / m3)

\

A W energiasiiriiség egy adott térfogatra vett integralja, megadja a térben tarolt Gsszenergiat:
W = IWdV W mértékegysége: (J /m3): (VVS/ m3)
\Y

Innen:

8—W+p+p =0
at S

Es miutan a Ps kisugarzott teljesitménysiirliség a Poynting-vektor (teljesitményaram-stirliség vagy

energiaaram-stiriiség) divergencidja. Energiadram-siiriiség (S ): Megmutatja, hogy melyik iranyba
aramlik az elektromagneses energia, és hogy mennyi energia aramlik at az S -re merdleges
egységnyi feliileten idéegység alatt. Innen:

a—W+ p+divS=0
ot

-2

_w_J _E,73, +div(ExH)

p
Latszik, hogy a vezetési aram okozta disszipalt hdenergia és az elsugarzott energia is veszteségként
szerepel.
Innen pedig adddik az energiamérleg:



-2

j‘]—dv — [EsJudV +§ E x HdA
Vv

oW
Jadv=ls

j@w/ otdV : A térfogatban tarolt 6sszes EM energia megvaltozasa

\

Ijvzd dV: A hé teljesitmény, Joule-hé  /csak +/

v

J.Eb JodV: A nem EM eredetii munka [+, -

v

§AE x HdA:  Sugarzo teljesitmény [+, -1

Bizonyités:
divS = div]Ex H |= V[ExH |= H[V < E|-E[v x H]
divS =H - rotE —E - rotH

Gerjesztési torvény (M.L.):

. _ D (-E) _ _ - _
rotH:Jv+% — —-E-rotH=-E-J,-E-

Faraday féle ind.tv.(M.IL):

— H J— — J—
roth—iEB — H-rotE=—H-8—B

A kett6t 6sszeadva megkapjuk a Poynting-tételt:

H-rotE—E-rotH =—E-J,—| E- 22+ .28
ot ot

Mivel linearis kdzeg homogén és linearis (5 = gE, B= ,uﬁ), ezért a W kifejezhetd a kovetkezo
modon:

Ow=2(L g L p? )t gP Hg yoB| gD, 1B
ot atl2 2 2| ot ot ot at ot ot
diVS=—p—éW

at

ow .
Innen pedig kijon, hogy: i + p+divS = 0 ,amit allitottunk.



10. Ismertesse az elektromagneses térben az erohatassal kapcsolatos
osszefiiggéseket!

Lorentz-ero:

F.=Q-[E+v=B)

Az erdnek két komponense van egy elektromos és egy magneses.

Az elektromos ero:

FE=Q-E
Ha a toltés pozitiv, akkor az elektromos er6 iranya azonos az elektromos térével.

A magneses ero:

EM ZQ-\_IXE

Homogén magneses térben mozgd toltésre a magneses tér sebességre merdleges komponense erot fejt
ki. Mivel a Lorentz-er6 mindig mer6leges marad a részecske v sebességére, ezért munkat nem végez.
Ez azt jelenti, hogy a magneses tér egy mozgo toltott részecske kinetikus energiajat nem valtoztatja
meg, a részecske csak oldaliranyban tériilhet el. A magneses erd iranyat a jobbkéz-szabaly hatarozza
meg.Ez a formula gyakorlati szdmitasra nem alkalmas.

11. Ismertesse az Ohm-torvény differencialis alakjat, valamint a nem
elektromagneses eredetll toltésmozgato hatas figyelembevételének modjait
(példaval is illusztralva)!

Az Ohm-t6érvény differencialis alakja azt mondja ki, hogy a konduktiv (azaz a vezetési) aramsiriiség
egyenesen aranyos az elektromos térersséggel.

Eb: A nem elektromos hatasokat reprezentald beiktatott térerdsség, amely alkalmasint mas nem
fizikai pl. kémiai eredetii. Ez képes valamely kiils6 energiaforras rovasara munkat végezni a
toltéseken, s azokat magasabb potencialu pontra emelni az alacsonyabb potenciala pontrdl.

O : a kozeg vezetOképessége [1/ Qm]

Gyakran hasznalatos ennek a reciproka, azaz a fajlagos ellenallas: p =1/ o

Példa a gyakorlatban:

A Dbeiktatott térerdsségre jo példa, a boltba vasarolhato elem, aminek csak a két végén mérhetd
potencial kiilonbségét ismerjiik. Ebb6l szamithato az Eb.



12. Ismertesse a Maxwell-egyenletek teljes rendszerét (csak differencialis
alakban, de kiegészitve a konstitucios egyenletekkel, folytonossagi feltételekkel,
valamint az erdhatast és az energiaviszonyokat leird eqyenletekkel)!

Maxwell egyenletek Folytonossagi feltételek:
I. Gerjesztési torvény: nx(E,-E,)=0 E, =E,
— — 8D -
rotH =J+— nx(H,-H,;)=K x—Hy =K
ot
Il. Faraday indukcids torvény: n- (Hz - 51) =0 on~Dnp=0
I‘OtE=—8—B n-(B,-B)=0 1n = Pon
ot
- — = oo — — oo
I1l. Fluxus megmaradas torvénye: n-(J,=d)=—"F7 Jpn—-din=""7
ot ot
divB =0
Erbhatas és energiaviszonyokat leird
IV. Gauss- térvény: egyenletek:
divD = o, Az energiasiiriiség id6beli megvaltozasa
ow —oD — 0B
Konstiticios egyenletek: R E ot +H a
D=¢&E+P Az energiasiiriiség:
B=yu(H+M 1 —2 1 2
,uo( ) W= E cE + E /,IH

J=0 (E + Eb)
A Lorentz-er6torvény:

F=Q(E+VvxB)



13. Ismertesse az elektrodinamika felosztasat!

| Elektrosztatika (6 / ot = 0)

Statikus (alland6) elektromos tér. Ha az id6
szerinti derivaltakat elhanyagoljuk, akkor a
Maxwell egyenletrendszer két részre valik szét,
elektrosztatikara €s magnetosztatikara.

rot E=0
divD = p
D=¢E

- Az elektromos tér 6rvénymentes.
- A forras az elektromos toltés-
- A tér homogén

Fogalmak: Elektroda, kapacitas, potencial
Alkalmazas: Nagyfesziiltség technika

1. Magnetosztatika (0 / 6t = 0)

Statikus Magneses tér, ahol aramok sem,
folynak, jellemzden permanens magnesek tere.

rotH =0
divB =0
B = 1, (H + M)
M:a permanens magnes magnesezettsége

Fogalmak: magneses skalarpotencial
Alkalmazas: Villamos gépek

III. Stacionarius aramlasi tér

Stacionarius aramok folynak (j * 0), minden
egyéb az id6ben allandé. (8/6t = 0)
A gerjesztési torvénybdl:

rotH=J3-2
ot
@:O divrot H = divJ =0
ot
divrot H =0

divd =0

rot E=0

J= Oy (E + E_z)
Fogalmak: ellenallas, aramkorok

Alkalmazas: Foldelésbiztositasok, orvosi
méroeszkozok

IV. Stacionérius dramok magneses terek

Fogalmak: Induktivitas, vektorpotencial
Alkalmazas: Villamos gépek, villamos energia
atalakitok

V. Kvazistacionarius tér

rot E=-28
ot
rotH=J
divB =0
B=uH

Fogalmak: Orvényaram, szkineffektus,
behatolasi mélység

Alkalmazas: Villamos gépek, roncsolas mentes
anyagvizsgalat, indukcios hevités

VI. EM hullamok
Forrastol fiiggetleniil vizsgaljuk a teret, tehat:

J=0,1=0

Id6ben szinuszos valtozas, linearis kozeg.

rot H = 22
ot

rotE=_ 2B
ot

B=uH

D=¢E

Fogalmak: Sikhullam, reflexio, polarizacid
Alkalmazas: Antennak



14. Ismertesse es értelmezze az elektrosztatika alapegyenleteit, es jelolje meq
néhany alkalmazasi teruletet!

Elektrosztatika (8 / 6t = 0)

Statikus (allando) elektromos tér. Ha az id6 szerinti derivaltakat elhanyagoljuk, akkor a Maxwell
egyenletrendszer két részre valik szét, elektrosztatikara és magnetosztatikara.

rot E=0 Az elektromos tér drvénymentes
divD = yo, A forras az elektromos toltés
D=¢E A tér homogén

Fogalmak: Elektroda, kapacitas, potencial
Alkalmazas: Nagyfesziiltség technika, nagyfrekvencias (pl. kondenzator)

15. Ismertesse az elektrosztatikus skalarpotencial fogalmat, bevezetésének
modjait, valamint kapcsolatat a fesziiltséggel és a térerdsséqael!

A skalarpotencial segédmennyiség. A vektoranalizis integralfajtainak egyike. Azt a skalarmezot
hatarozza meg, aminek az adott vektormezo a gradiense. Feltételezziik, hogy a toltések mozdulatlanok.

Mivel rot E =0, ezért E leirhato egy skalar gradienseként:

E=-grad® grad: Ei+i]+gﬁ
ox oy 0z

pl.ha @ =3(x? — y?) ,akkor E = —6Xi + 6Y j

crer

rot E = rot(—grad®) = —rotgrad® = 0
@ egy additiv K allandoé erejéig hatarozatlan. K konstans, és helyfliggetlen, ezért gradiense 0.
grad(® + K) = grad® + gradK = gradd

Kapcsolat a fesziiltséggel:

U :J]Edl :J.I(—gradqb)dl =D, D,

A fesziiltség nem mas, mint potencialkiilonbség. Egy pont fesziiltségét egy referencia potencialhoz (
Iy ) képest nézziik.



16. irja fel és értelmezze az elektrosztatika Poisson-egvyenletét, és adja meg a
homogén kozegben érvényes, altalanos megoldasat! Miért korilményes ennek a
formulanak a hasznalata a gyakorlati esetek nagy részében?

c ey

divD = p
div(¢E)=p
div(e(- grad®)) = p

Megkapjuk a Poisson egyenlet altalanos alakjat:

- div(g gradCD)z P

Ha ¢ =allando, a kozeg homogén és izotrop,
—¢ divgradd = p

A A =divgrad a Laplace operatort, ami Descartes-rendszerben:

o> o° 0o
= +—+
[ax?‘ oy? GZZJ

Az igy kapott Laplace-Poisson egyenlet homogén, izotrop kozegre:

—Ap =P
&

Azért koriilményes a hasznalta, mert az egyenlet megoldasahoz sziikséges feltételek, hogy legyen
végtelen kiterjedésii homogén és linearis kozeg, valamint, hogy ismert legyen a toltéseloszlas.

A Poisson egyenlet altalanos megoldésa:

A pontszerii toltés terének ismeretében, a Q toltés potencialja (I’0 = oo):
1Q

drg, I

Egy elemi kicsi dV ' térfogatban elhelyezkedd toltést ponttdltésnek tekinthetiink, igy hozzajarulasa
egy kiterjeddt toltéseloszlas potenciljahoz:

40 = p(F)dV" Cg. d‘*_ *€1F)an d;/gp

~B o), '3 ;

_ T, T g
do = 1 i_ﬂp v’ 3 \ r__‘,.»-"'/ ¥

drey  |r—r|




Fizikai megfontolasok alapjan a megoldas a kdvetkezOképpen allithato eld. Az r helyen lévé dV'
térfogatban helyet foglalé dQ" = P(r') dV" pontszertinek tekintheté t5ltés az I helyen

(/)(r):ivd;—')dv’ ahol  R=|r'—T]

17. Mutassa be néhany egyszeri toltéselrendezés (ponttoltés, egyenes
vonaltoltés, toltott sikfelulet) sztatikus elektromos terét es potencialterét! Milyen
modszerrel lehet, illetve célszerl ezeket szamolni?

Toltéseloszlasok elektromos terét a Gauss-tétel felhasznalasaval kapjuk, hogy
= 1
§E~dA:—deV _Q
A Y €

A potencialteret pedig Ggy, hogy az elektromos térre kapott 6sszefliggést integraljuk a forrastol r
tetszOleges tavolsagban 1év6 ponttol, az I, referenciapontig:

o
xS I E-dr
r
Ponttoltésre:

A tér geometridja gdmbszimmetrikus €s sugariranyu.

Q
E(r)e4ar® =Q E(r)= gy
T Q Q1
¢=!g4ﬂr2-dr A— anol o =0

Egyenes vonaltoltésre:

A tér geometriaja hengerszimmetrikus.

1 qg 1
E(r)2rd ==1 E(r)= -
() & q () 2rze r
¢ q 1 q I
= ~.dr =——In2 ahol r, =1
¢ J.2r7zgr ¢ 2rme r 0

r

Toltott sikfelulet:

Erdekessége, hogy a térerésség nem fiigg a tavolsagtol.

lJ‘,odV:EFG
£y ¢ |l ,orE-LFs

{E-dAzzFE £
A



Ebbdl adddik a térerdsség térrésztdl fiiggden

E=+ +) z>0,ill. () z<0

[

Szamitési médszerek:

A szuperpozicié modszerét felhasznéalva alkalmazhatjuk a villamos tiikrozés.

Az elektrosztatikus feladatok megoldasa egyértelmii adott toltéselrendezés és peremfeltételek mellett.
Olyan elrendezést kell talalnunk, amely ugyanazt a peremfeltételt biztositja, mint az eredeti eset.
TetszOleges toltés/aram elrendezést visszavezetni szuperpozicié mddszerével pontszerli/ vonalszeri
toltések elektromos terére.

18. Mutassa be a sztatikus toltés dipdlus elektromos teret es potencialterét!

Dipélus: Két egymashoz nagyon kozel elhelyezkedd, azonos nagysagu, de ellentétes eldjelil toltés.
Mérndki kozelités szerint dipolusrdl beszEliink, ha a teret elég tavolrol vizsgaljuk.
A forgasszimmetria miatt a gdmbi koordinatarendszerben:

o(r, 9,p) = O(r, 9)
9
Két ponttdltés elektromos terének
szuperpozicidja.
Ha d <<r
d/2
d
1 l d/2 d/2 cosd
¢ = 4Q d - d
"ol r—=cosd r+-cosd
2 2
(a-b)(a—b)=a®-b?
®
d cos $
o= Q >
dre, T

A dipolusmomentum: P=Q-d,ésa @ tdltés iranyaba mutat.

oD 100 1 00
) gy +————8
or r o9 rsing op *

— p cos4

E (r,8)=

r(r ) 2mg, 1P
p sing

E,r,3)=——

(r.9)= -5

E,(r,9)=0




A dipélusmomentum tere

A térerdsség vonalak parhuzamosan indulnak
és végzodnek a dipolus momentummal.

A dip6lus momentum jelentdsége:

- dielektrikumok

- kettdsrétegek

- polarizacio vektor:

E
D=¢,E+P
P jim 2P
AV—0 AV

19. Fogalmazza meq az elektrosztatika peremérték-feladatat, és illusztralja
példakkal a vonatkozd peremfeltételeket!

Egy peremérték-feladatnak harom alkotorésze van: egy V tér tartomany, egy egyenlet, amit a keresett
fiiggvénynek ki kell elégitenie V belsejében; és egy masik egyenlet, amit a keresett figgvénynek ki
kell elégitenie V hataran (peremén). A megoldasat kereshetjiik zart térrészben, vagy nyitott (végtelen)
térben. Az els esetben a zart térrészen kiviil a , kiilvilagban” szerepl6 gerjesztések hatdsat tigy
vessziik figyelembe, hogy a térrésziiket hatarol6 zart feliileten peremfeltételeket irunk eld.

A Maxwell egyenletek megoldasa zart térfogatban egyértelmi, ha a térfogat hatarold feliiletén
a potencial vagy a térer6sség normalis komponense (ez a toltéssiiriségnek felel meg) adott. A
bizonyitas homogén kozeget feltételez.

Dirichlet-peremfeltétel: A vizsgalt peremenrészen S, feliiletre q0|S = f(S) adott.
D

. 0
Neumann-peremfeltétel: A vizsgalt peremenrészen S, feliiletre: @ = n-gradd = g(S) adott.
Nis
N
A feliilet egy részén el6 lehet irni a potencialt, a afeliilet egy masik részén a potencial normalis iranyu
derivaltjat, és ha ezeket az eléirasokat a teljes feliileten mindeniitt megtessziik akkor egyértelmiien
megoldhat6 feladatot kapunk.

AD =P
&

A Laplace egyenletnek a peremfeltételeknek eleget tevé megoldasat kell megtalalni.
A gyakorlatban ezt hasznaljuk fel a helyettesit6 t6ltések modszerénél.




20. Ismertesse a helyettesito toltések modszerét es a toltéstikrozés elvét!
Hogvan épiil ez a modszer a Poisson-egyenlet eqyértelmii megoldhatosagara?

Az elektrodak terét igy szamitjuk (az elektrodakon kiviil), mintha a helyettesit toltések hoztak volna
1étre. Azt varjuk el a helyettesitd toltések elrendezéstdl, hogy a helyettesitd toltések egyiittes
potencialja, valamennyi elektrodat ekvipotencialissa tegye (a potencial konstans legyen minden
elektrédan). Bizonyitas, a helyettesité toltések potencialja eleget tesz a Laplace egyenletnek. A
helyettesit6 toltés eleget tesz a Laplace egyenletnek, kivéve a t6ltés helyét, de ez nem zavar minket,
mert a helyettesitd toltés az elektrodan beliil van és ott ugyse érvényes a perem, csak az elektrodan
kiviil. Masrészt, a konstrukciobol kovetkezOen eleget tesz a peremfeltételeknek is, mert konstans
potencialt hoz létre. A helyettesitd toltések potencidlja konstans az elektrodakon.

Pontszerti helyettesité toltés (gombi szimmetria):

Olyan zart feliiletekre nézziik, amelyek mentén a D elektromos eltolas, ill. a J aramstriiség vagy
allando, vagy a feliilet egy A részén allando, a feliilet tobbi részén pedig nullanak tekinthetd, tovabba
a D, ill. a J vektor a feliiletre meréleges. Ekkor a Gauss térvény, ill. az aramstrliség és az aram

kapcsolata a kovetkez6 alakra egyszerisodik:

Q={DdA=D-A I=[JdA=J-A
A A

Ahol Q az A feliilet altal kortilzart toltés, ill. I az (eredd) aram
(A tovabbiakban a staciondrius aramlas esetére: o — &, J — D helyettesitéssel ugyanigy)

Dr(r):%:47?r2

AD=¢E,ill.aJ= o E 0sszefliggés felhasznalasaval,

£ -D0__0Q

& Are r?

#(1) :IE,(r) ar :I4zr2r2 ar = 47?gr

A két elektroda kozotti fesziiltség:

Uy, = p(r) - o(r,) = i(l—%

drs\1, T,

Egy Q toltésii, gdmbalaku elektroda erdtere ugy szamolhatd, mintha az eredeti toltésen kiviil jelen

rrrrrr

végtelen vezetd folott van.)
Egy ro sugarq, a f61dt6] h magassagu, gombalaku elektroda fesziiltsége:




Vonalszeru helyettesito toltés:

Tekintsiik egy € permittivitasu szigetel6ben 1év6, végtelen hosszinak tekinthetd, q vonalmenti
toltéssiiriséggel bird korhenger alakt elektrodat:
A térer0sség radialis és:

E.(r)= % (az elektrodan kiviil)

A 1y =1 referenciapont valasztassal:

fi T q q ., I
r)=|E,(r)dr= dr=—In—>
(1) -! (1) !27&9!’ 2ne r

o(r)=-0In "
2w T

Tekintsiink most két, korhenger alaku, végtelen hossziinak tekinthetd elektrodat, amelyek tengelye
parhuzamos, sugaruk kicsi a tavolsagukhoz képest, vonalmenti t6ltésstirtiségiik +q, ill. —q. Ekkor a
kettd kozt es6 potencial:

A sikon valo tiikrozés modszere alkalmazhatd olyan esetekben is, amikor a nullapotencialt feliiletek
3= ln szdget bezaré sikok (n=1, 2, 3, ...).

Pl.n=2
Fo
A P g
b| e
=0 _
s
a idedlis
Veetd
=]
Q

A szimmetriabol kovetkezik, hogy a két sik nullapotencial, tehat a négy toltés egylittes tere kielégiti a
peremfeltételt. 9= /n, akkor minden valodi toltéshez n-1 tiikrozott toltés tartozik

Visszavezetés a Poisson-egyenletre:
Valasszunk egy onkényes toltéseloszlast, majd meghatarozzuk a potencialfiiggvényt,

o(r) =L [-21) gy
dre y |r' |

Majd a (D(I‘) = @, ekvipotencialis feliiletet. Ezzel rendelkezésiinkre all egy olyan, a Laplace egyenletet

kielégitd potencialfiiggvény, amely ismert feliileteken alland6. Kell6 szdmu ilyen megoldast
Osszegylijtve, adott alaku elektrodak esetén van olyan potencialfiiggvényiink, amely az elektrodakon
allando, vagyis az elektrosztatikus vagy stacionarius elektromos probléma megoldasat adja.



21. Fogalmazza meg az elektromos teret leird vektormezdk anyaghataron
érvényes folytonossaqi feltételeit a skalarpotencial segitségével!

Legyen a I" (nagy gamma) a hatarfeliilet két eltérdé permittivitasi kozeg hataran.
Ey =Ey > ®,(r)=®,(r)+K

,ahol K =0 konstans és helyfiiggetlen.

Praktikusan [CI)]F =0, folytonosan megy at.
D, =D, +o

A skalérpotencial definiciojabsl (E = —gradd):
n-g,(—grad,®,)=n-g(-grad,®, )+ o

grad, jelentése, hogy a kettes kozegben végezziik a gradiens képzést.

n-grad = 62 (normal iranyu derivalt)
n

00, 0D,
)T = 6‘1 +0
on on
oD
E— |=0O
on

22. Ismertesse a vezetd anyagok viselkedését elektrosztatikus térben, valamint a
vezetO-szigetelO hataron érvényes folytonossagi feltételeket: definialja az
elektroda fogalmat!

Az elektroda fogalman vezetd anyagot értiink. 1
Vezetoket, szigeteloket szabad illetve helyhez

kotott toltések alapjan valaszthatjuk szét. A tér

hatasara a semleges toltések szétvalnak, belso

teret hoznak létre, ami a kiilsét kompenzalja.

Viszonyitas kérdése, hogy mikor vezetd vagy

szigetel$ az anyag. Ez fiigghet alkalmazasi

teriilettdl, frekvenciatol, a toltések

szétvalasanak gyorsasagatol (relaxacios 1d6).

Tegyiik fel, hogy a t6ltésmozgas megtortént!

vezetd szigetel6



Hatarfeltételek:

A feliilet iranyaban nincsen indukalt toltéssiiriiség, ezért a térerdsség ilyen iranyu komponensének
nincsen ugrasa.

E2t = Elt

A hatarfeltételeket potencialra megfogalmazva: ha a potencial mindenditt értelmezett, akkor a
térerdsség végességébdl a potencial folytonossaga kovetkezik. E | ugrasa a feliiletre merdleges
derivalt ugrasat jelenti:

oD oD
®, =D, &, =&
on, on,
Vagyis részben folytonos kozegeknél:
oD
AD =P &5 a feliileteken @ és 56— folytonos.
& n

Mivel itt is a Poisson egyenlet megoldasat keressiik, ugyanazok a modszerek alkalmazhatok, mint a
fémek esetében.
Megjegyzés ha & — oo, akkor:

£ O
D,, =D, = E, =—E, =0 = aa— = Oa hataron a feliilet belseje feldl.
&, n
= CI)|bemI = konst. = E|beIUI =0, = CD|hatéron = konst.
Ez felel meg a fémeknek.
Kovetkezmények:
Az elektroda ekvipotencialis.
Az elektroda feliiletére mer6legesek az erévonalak: E,D

23. Ismertesse a kapacitas fogalmat és energetikai hatterét; fejezze ki a
kapacitast a térjellemz6 mennyiségekkel! Térjen ki az ,.0nmagaban allo
elektroda” esetére is!

Energetiakai hattér:

Az elektrodarendszer energiaja:
1 1
2 J PV =32, 35
Qx

W =23 0,Q, =2 (@'Q+e (-Q)= 2o -o)

2
WziQU L
2 2 2C

(Itt érdemes a négyzetekre figyelni!!)



A kapacitas kifejezése a térjellemz6 mennyiségekkel:

Két elektroda kapacitasa definicid szerint:
{DdA  zf EA
= — = A — = A
U [Edl a-9

ahol ¢,, ¢, az elektrédak potencialjai, tehat U az elektrodak kozott esé fesziiltség.

Onmagéaban 4ll6 elektroda esete

Egy Q toltésii, gdmb alaku elektroda erdtere ugy szamolhatd, ha r > R ésR a gomb sugara, hogy:
= 1
E-_Q =

dre r

I, = oo nullreferenciapont tavolsaggal szamolva, a fesziiltsége (sima integralas I — I):

Q1 Q1
Uzo -0 =022 1
o = Or ( drev) Admer
A kapacitasa:
C=9=4ﬂg;=47rg 2hty

1 1 2h—r,
r, 2h

Tekintsiik egy € permittivitasa szigeteldben 1évo, végtelen hosszinak tekinthetd, q vonalmenti

Vonalszert helyettesito toltés:

toltéssiiriséggel bird kdrhenger alakt elektrodat:
A térer0sség radialis és:

q
E =
1) 27s

(az elektrodan kiviil)

o(n)=[E(dr=[dr=—lin>

nst 2 r

Az 1y =1 referenciapont vélasztassal:

iml
27E

p(r)=

Tekintsiink most két, korhenger alaku, végtelen hosszinak tekinthetd elektrodat, amelyek tengelye
parhuzamos, sugaruk kicsi a tavolsdgukhoz képest, vonal menti t6ltésstirtiségiik +q, ill. —q. Ekkor a
kett6d kozt es6 potencial:

q .5

U=g,-p, =3t

¢~ 0, 2T,
C:EIJ_I: gl r :27u:|
ilni |ni2



24. Ismertesse az elektrodarendszert jellemz6 egviitthatokat, killonos tekintettel
a részkapacitasokra! Adjon az utobbiakra szemleletes értelmezést!

&y =Ciz ltp, -4 )10 /,-¢, )+ o %

-
= g

DS sl
Wy ' @ ?/\;,- \
| W

U(z P

“\J——,Clzgl\ﬁ/’_( 3= 02

U,V | Go chu&, U}aJ"—['-'f,so
G:)D‘ ‘Pa‘O (FDE

Az elektrédarendszert jellemzd egyitthatok:

@; : Az elektrodak potencialjai
Q,: Az elektrodak toltései
A pik potencial egyiitthatok bevezetésével:

n
b :Z P Qx Pik = Py
k=1
A fenti egyenletet a toltésekre kifejezve:
n
Q = Zcikfpk Cik =Cy
K=L

Ezutén kicsit alakitsuk at a kovetkezoképpen:
n

Q = Zi:cik (P + o, — 1) =Z_Cik (o, _¢k)+znlcik¢i

k=1 k=1

Q= zcik (2, =) +Cio, ,ahol C; = zcik és Cy =—C
k=1

k=1

Az é&bran lathato mdodon ugy értelmezhetd, hogy az i-dik és a k-adik elektroda koz¢ egy Cik
kapacitasu kondenzator van kapcsolva, melynek t6ltése Q =C, (¢, —¢,) =C, U, , az i-edik

elektroda és a fold kozé egy C,, kapacitasu kondenzator van kapcsolva, amelynek toltése:
Q=Cip =CiUjp

A nagybetiivel jelolt C,, kapacitasok a részkapacitasok. A két elektroda kozott elhelyezked6t

hivjuk fékapacitasnak, az elektroda és a fold kozott elhelyezkedd C,, pedig foldkapacitasnak.




25. Hogvan szamithato ki a sztatikus elektromos térben tarolt energia?
Ismertesse az elektrodarendszer energiajara vonatkozo formulakat is!

Egy térrészben tarolt elektromos energiat altaldnosan az elektromos energiastiriiség térfogati
integraljaként hatarozhatjuk meg.

Sztatikus elektromos térben tarolt energia:

1 1_ %=
W ==-QU ==-Q| Edr
2Q ZQ;[

Elektrédarendszer energidja:

1

W = E :1(0ka

n=2 esetre:
1 1 1 1
=—pQ+-pQ,=— pllQl2 +— pzzQz2 +PQQ,

2 2 2 2
1 1 1

W = _C10§012 + _C20¢22 + _C12(¢’1 -9, )2

2 2 2

26. Ismertesse es értelmezze a stacionarius aramlasi tér alaposszefliggéseit!
Mely terileteken alkalmazhat6 ez a problématipus?

[rjuk fel a gerjesztési torvényt:

rotH:J+@ divrotH=divJ+div@
ot ot

, . — 0 ) ) . .
De mivel divrotH =0 és a =0, azaz minden id6ben allando, nincs derivalas, és csak a toltések

mozognak, ezért allando aram folyik a stacionarius térbeli aramlas egyenletei:

divJ=0 rotE=0 J=o(E+E,)

Stacionarius aramlasi feladatnal legyenek adottak az idealis vezetdnek tekintett elektrodak alakja, és
arama, tovabba rossz vezetonek vagy szigetelonek tekintett kozeg konduktivitésa.

Olyan zart feliiletekre nézziik, amelyek mentén a J aramsiiriiség vagy allando, vagy a feliilet egy A
részén allando, a feliilet tobbi részén pedig nullanak tekinthetd, tovabba a J vektor a feliiletre
mero6leges. Ekkor az aramstirliség és az aram kapcsolata a kdvetkez6 alakra egyszertisodik:

I :IJ dA=J-A (Iazeredd dram)
A

Pont (g6mb) forrasok esetén:

J-4m? =1



I
47 or?

E:i:
(o3

|
Arr?
A potencial sugartol valo fliggése:

¢(r)=TEr(r)dr=T4l dr = I

g nor? 4dror

Két elektroda kozotti fesziiltség:

Ui, = (1)~ (1) = ﬁ[% —ri]
Az erétér két gomb kozott megegyezik azzal az erdtérrel, amelyet a kdzéppontban levo I pontszeri
aram hoz létre (helyettesitd aram). Abban az esetben, amikor csak két elektrodanak van +1, ill. —I
arama, a tobbi elektroda drama nulla, akkor a két elektroda kozotti U fesziiltség meghatarozasaval
kifejezhet6 az elektrodapar G konduktanciaja:

G=—
U
Vonalforrasok esetén:
J-2ml =1 - J= I
27zr-|
J i
E=—= aholl =i-¢
o 2ror
A potencialfiiggvény Iy =1valasztassal:
T ) H
| I
r)=|E, (r)dr= dr = In-2
o(r) Jr. (1) !2720'r o ¢
i 1
ry=——-=In=
(") 2no I
Gomb-foldeld esetén:
& i
: b
W 1
%
A
v
| | 1 1
Q= + R= ———
4o, v, 4no,2h 4ro, \ T,

Ez a problématipus alkalmazhato a foldelésbiztositasok €s pl orvosi mérdeszkozok tertiletén.



27. Ismertesse a stacionarius aramlasi tér Laplace-egyenletét! Sorolja fel, es
illusztralja példaval az egyenlet egyértelmii megoldhatdosagat biztositd
peremfeltételeket!

Alapegyenletek:

divl=0 rotE=0 J= o(E+E,)

rotE=0 E=-grad®
ha, E, =0 J=o0E,
div(-o - grad®) =0

| div(c-grad®)=0 |

Specidlis esetben homogén kozeg, (0' = konst):
o -divgrad® =0
divgrad®=0 AD=0

| AD=0 o =konst |

ahol A a Laplace operator:

o° o° 0
oy o

Az egyértelmii megoldhatdsigot biztositd peremfeltételek:

S 0,

op
n ‘]Zn = ‘]1n - anr

p, - afeliileti toltésstirliség jele, mert a o mar
foglalt. Ha a J normalisai kozt kiilonbség van,
akkor toltés halmozodik fel a feliileten vagy
toltés tavozik a feliiletrdl. Specidlis esetben

(pr = 0):

Ex=Ey o 90, _ 5 9%, _{aq)} =0
r

D, = O, +Kkonstans
0

[(D]r =0

A potencial ugrasa a gamma feliileten 0.



28. Ismertesse az ellenallas fogalmat, es fejezze ki a térjellemzd
mennyiségekkel!

Az elektromos ellenallas (rezisztencia, jele: R) az anyag azon tulajdonsaga, hogy az aram folyasat
gatolja, és az 17 -R villamos teljesitményt h6vé alakitja.

| E
R=p—]0 _E
pA[] p=3

ahol p[Qm = Vm} az anyag fajlagos ellenallasa, | a hossza és A a keresztmetszete
A

quEd|~|
L

R =UT[Q]iII.G =6[s]

|=§5st=ioEds

jEm
R=_L
fsaEds

Ahol legyen L tetszéleges gorbe. S tetszOleges
feliilet, melyen 0-hoz kozelitd teriiletli lukat
hagyunk a bemené aram szdmara.

29. Hogvan szamithato a térbeli aramlas altal vezetd anyagban keltett
hoételjesitmény (Joule-veszteséq)?

A teljesitménysiiriiség az aramstirliségbol és az elektromos térésségbdl szamithato:

A teljesitmény, pedig teljesitménysiiriiség térfogat szerinti integralja

P=LpdV=I2R

Ez az ellenallason h6 formajaban tavozik, az energiamérlegben negativ eldjellel vessziik figyelembe.



30. Miben all, és meddiqg terjed a stacionarius aramlas es az elektrosztatika
analdgiaja? Mikor es hogyan alkalmazhaté a tiikrozés modszere aramlasi
tereknél?

Stacionarius aramlas:

rotE=0 E,=0

div]=0 E=—grad ®

J=0ok AD =0
Elektrosztatika:

rotE=0 p=0

divD=0 E=—grad ®

D=¢E AD =0

Analogia: két jelenség analog, ha azonos alaku differencia egyenletnek és azonos peremfeltételeknek
tesznek eleget.
A kovetkez6 megfeleltetések értelmezhetdk az aramlasi tér és az elektrosztatika kozott:

Elektrosztatika: | Q o € D E C
Stac. dramlas: | | [0) c J E G

DE: o =0jellemzdjli anyag van (idealis szigeteld), de € = 0 jellemzdjli anyag nincs azoknak a térbeli
aramlasos példaknak, amelyekben o = 0, nincs elektrosztatikus megfeleldjiik, ha az egyik feladatot
megoldottuk, akkor betlicserével megkapjuk a masik feladat megoldasat is az analdgia
kovetkezménye:

dA_zfEdA G:L:I dA o[EdA ~
1

J
12 U12 U12 U12 U 2

c- Q]
U12

cC| Ol

G
C

™ |Q

A tikrozés modszere gy alkalmazhato, hogy az adott homogén, o vezetOképességii kozegben az
eredeti peremfeltételeket kielégité aramlasi teret eredményez.

‘]2 = Jln E2t = Elt

n

31. Ismertesse a stacionarius aram magneses terére vonatkozo alapegyenleteket,
¢s a problématipus fobb alkalmazasi teruleteit!

A Mawell egyenletekbdl kiindulva:
rotH=J  divB=0 B=y,H
Itt feltételezziik, hogy nincs jelen ferromégneses kozeg, ekkor a kozeg permeabilitasa

mindenditt allandd, tovabba hogy a vizsgalt térrész mindeniitt a végtelenbe nyulik.
A folytonossagi feltételek két kdzeg hataran:



Vektorpotencial:

Azt a vektormezdt hatarozza meg, aminek az adott vektormez0 a rotacidja.

Mivel H nem orvénymentes, ezért altalaban nem allithato el6 egy egyértéki skalar potencial
gradienseként. Ismeretes azonban, hogy barmely divergencia mentes B = B(r) vektor
eldallithato egy alkalmas A = A(r) vektor, a vektorpotencial divergenciajaként (a
vektorpotencial SI egysége T/m), hiszen div rot A = 0. ezek szerint:

B=rotA

A vektorpotencial divergencidja szabadon megvalaszthato. A legegyszeriibb és legcélszertibb
valasztas az Gin. Coulomb mérték: divA=0. A vektorpotencial ismeretében meghatarozhato
barmely ¢ zart gorbe altal hatarolt A’ feliilet fluxusa a Stokes tétel felhasznalasaval:

@zIBdA':IrotAdA'=§AdI
A’ A’ |

ahol a gorbe iranyitasa jobbcsavar szabaly szerint van a feliileti normalishoz rendelve (ez
gyakran egyszeriibben szamithat6, mint B feliilet menti integralja)
A vektorpotencidlra vonatkozo egyenlet eldallitasahoz:

B=rot A

1, J =rot B=rotrot A= grad div A— AA
rot(B/y)

A = grad div—rot rot

Mivel div A=0, ezért a vektorpotencidlnak a AA= — Uy J vektoriélis Poisson egyenletet kell

kielégitenie. Ha a permeabilitas csak térrészenként allando, akkor minden térrészben meg kell
oldani a AA =—u,J;, vektorialis Poisson egyenletet, tovabba két kozeg hatarfeliileténél ki

kell elégiteni a folytonossagi feltételeket. Célszerli a vektorpotencialt folytonosnak vélasztani,
vagyis kielégiteni az Ajt = Ajr, Ain = Ajn folytonossagi feltételeket is.

Altaldnos megoldas:
Mint az el6bb lattuk linearis és homogén kozeg esetén a vektorpotencidl a AA=—y,J a

vektorialis Poisson egyenlet megoldasa. Azonban mar ismerjiikk a 5, __ 2 skalaris Poisson
&

egyenlet megoldasat, ennek alapjan példaul a AA =—y,J, egyenlet megoldasa:

X \] \] z
A(r):i ot ey +,e dv’ ahol R =|r'-r]
4 \%

A vektorpotencial helyfiiggésének ismeretében a magneses indukcid €s térerdsség rotacio
képzéssel szamithato.

Fobb alkalmazasi teriilet:

Aramjérta vezeté magneses terének szamitasa, amib6l példaul a tekercsek, ill.
transzformatorok on ill. kdlcsonds induktivitasa meghatarozhato.



32. Ismertesse es értelmezze a Biot-Savart-torvényt! [llusztralja egy egyszeri
példaval!

A Biot-Savart-torvény aramjarta hurkok altal keltett magneses indukci6 szamitasara
hasznéljuk

crer

Jdv'=J Aldl'=1 dI'—>A(r):ﬁl§ﬂ , ahol R:‘r'—r|
dr + R

|
A magneses indukcio altalanos kifejezése értelmében (E =rot R)
=rot .~ £ § Sy f rot
| |
Felhasznalva a rot(a . b) = (g rad a)x b+a-rotv vektoranalitikai osszefiiggést

a=1/R b=dl’ helyettesitéssel azt kapjuk, hogy:

' 0 0
rot 2 = (grad Lyxdr= R ar=din R
R R R? R?

ahol R® = = az r’ pontbol az r pontba mutatd egységvektor
R p p gyseg

Ly gdi(r-r)
H(r) 47,| r—r|3

!

Ezt visszairva a fenti egyenletbe, és leosztva a permeabilitassal, megkapjuk a Biot-Savart torvényt:

dI'xR "
o ahol R =|r'-r| és R, =

H(r):iq

Ez egy Gjabb példa arra, hogy a Maxwell egyenletekbdl matematikai Gton tapasztalati
Osszefiiggések vezethetok le. Vezetékek magneses terét sokszor csak azért szamitjuk, hogy
ennek alapjan meghatarozhassuk példaul egy tekercs 6ninduktivitasat, vagy egy
transzformator tekercsei kozott a kdlcsonds induktivitast.



33. Ismertesse az on- es kolcsonos indukeid fogalmat es energetikail hatterét!
Térjen ki a kiilso és bels6 induktivitas fogalmaral

Oninduktivitas:
¥ () Ha az dramerdsséget valtoztatjuk, valtozik a
iy fluxus magaban a tekercsben, igy Faraday
indukciotorvényének értelmében a tekercs két
A AB(@)

. (f) végpontja kozott fesziiltség keletkezik
> (6nindukcio6s fesziiltség)
Tu,- lul_ C) l"x ()

'y

[
= u -n2E
At
Onindukcids egyiitthaté szamitasa:
L= [H]
A gerjesztési torvény alapjan: A magneses fluxus kiszamitésa:
£§3d|=| ¥ =[BdA
A

MY

Ko6lesonos induktivitas:

Adott két tekercs és csak az elsében folyik
aram. (1, = 0)

Az elso tekercsben folyd aram a masodik
tekercs belsejében fluxusvaltozast idéz eld,
ezért abban fesziiltség indukalodik.

Yi2(t)

Az L,, indukcios egylitthatd szamitésa:

Lleﬁ[H]

I,

A gerjesztési torvény alapjan: A magneses fluxus kiszamitésa:

i;delzll ‘I’n:inAz



Energetikai hattere:
Altalanos estben, n darabbol allo tekercsrendszerre:

Zl_kjlklj

k=1 j=1

n

Wm zlzlkq]k =
243

N |-

ahol Ly; ak és j tekercs kdlesonds induktivitasa.

A kiilso és belso induktivitas fogalmat:

A valosagban egy vezeték konkrét keresztmetszettel rendelkezik, amit a fenti szamitasok soran
figyelmen kiviil hagytunk jelentds egyszertsitést téve ezzel.
Az induktivitas felbonthato egy kiils6 és egy bels6é indukcios egyiitthatora:

Kiils6 indukcios egylitthato (Ly): Az aramvezeton kiviili magneses térbol szarmazik
Bels6 indukcids egyiitthato (Ly): A fluxusbol nem, de az energiabol szamolhato:
o271 oy o
bl _byH dv =W,
1 2
L= [ uH? dv
v

34. Hogvyan szamithatd a staciondrius magneses térben tarolt energia? Ismertesse
a tekercsrendszer energiajara vonatkozo formulat is!

Tekercs energidja:

Minthogy az aram valtozasaval valtozik a d¥v
tekercsben a fluxus, €s a tekercs polusain U; dt
mérhet6 fesziiltség ami:

Ugy valtozik az idéegység alatt a tekercs altal

. : av .. .
felvett energia is: dW =u idt =u,idt = o idt =id¥

Ebbe behelyettesitve a W = LI kifejezést 1
kapjuk az energiara vonatkoz6 osszefliggést: 5

A tekercsrendszer energiaja

W=%(‘Plll+‘{’2|2 .+ L)

Ahol a tekercsek fluxusai: Wo=L 0 + L0, +.L, ]

n'n

P1. két tekercsbol allo rendszerre: 1 2 1 2
W =5 L, +L,0L1, +E LI,



35. Mutassa be az indukélasi jelenségeket (nyugalmi es mozgasi), valamint az
indukalt fesziiltséq szamitasat! Mondjon példakat gyakorlati alkalmazasra!

Nyugalmi indukcio:

Ebben az esetben sem a vezetd, sem a magneses mez6 nem mozog. Az indukcioét az idében valtozo
fluxus hozza létre (M.Il. — Faraday-tv.), amit az id6ben valtozé aram kelt (M.l. — Gerjesztési-tv.). Ez
az indukalt fesziiltség N menetszam tekercs esetén:

dv
U, =—N—
dt
W ( t) Mozgasi indukcib:
Ha egy id6ben allandé magneses tér illetve egy
/—/\ benne elhelyezkedd vezetd darabot egymashoz
o viszonyitva mozgatunk, akkor a vezet6 két
i B (’ ) végpontja kozott fesziiltség mérhetd.
a
+ —_—
—_
u; (t)
BX X X X Ezt a Lorentz-térvény irja le:
X X | X X F. =QE+vxB)
V —o E;=vxB
X X X X

Itt most csak a magneses tér okozta beiktatott vagy indukalt térerésséggel kell szamolunk:
Ei=vxB gy F_=QE
Innen a mozgasi indukciobdl szarmazo fesziiltség:

(0= [E-@=[(vxB)d

A jelenség igy is magyarazhato, hogy a v sebességgel mozgd vezet6 1 hossziisag darabja dt id6 alatt
da=Ivdt felileta —dy =Bl vdt fluxus vonalait metszi, ahonnan az indukalt fesziiltség:

_dy

=Blv=u,
dt

Habar a nyugalmi és a mozgasi indukcio fizikai alapja mas, a két jelenség egységesen kezelhetd abban
az értelemben, hogy a vezetd hurok fluxusanak megvaltozasa, egyrészt a magneses indukcio



id6szerinti megvaltozasa miatt, masrészt a vezetd keresztmetszetének megvaltozasa miatt jon létre,
azaz

P L TP Y WL - P LS GO Y
dt dt) dt ) dt  dt dt

Gyakorlati példak:

Generator:
Mechanikai energiat (mozgési energiat) elektromos energiava atalakitd eszk6z, a mozgasi
indukcio6 gyakorlati alkalmazésat jelenti. A generator forgdsanak megfelelden valtakozo
aramot allit eld.

Transzformator:
Valtakozo elektromos aram atalakitasara szolgalo késziilék, miikddési alapelve a nyugalmi
indukcio. Altalaban kozos vasmagra helyezett két tekercsbdl all. Az egyik tekercsbe (primer)
valtakoz6 aramot vezetve, annak valtozo magneses mezeje a masik tekercsben (szekunder)
valtakoz6 aramot indukal.

36. Ismertesse a tavvezeték elosztott paraméterit modelljét es a tavird
eqyenleteket! Meddiq terjed a modell érvényességi kore, azaz milyen feltételek
mellett irhato le egy hulldimvezetd viselkedése az ismertetett modellel?

A tavvezeték elosztott paraméteri modellje:
Az elrendezés egy differencialisan rovid szakaszat koncentralt paraméterti kétkapuként kezeljiik.

A tavvezeték paramétereit hosszegységre

S U dz Rdz B .
— vonatkoztatjuk:

e YY) 0l

L'=L/h  [H/m]
R’=R/h [ohm/m]
e ' 2+ dz C’=C/h  [F/m]
G’=G/h  [S/m]

Alkalmazzuk a dz hosszisagu szakasz, helyettesité-kapcsolasara Kirchhoff fesziiltség- és
aramtorvényét. A masodrendlien kicsiny tagok elhanyagolasaval:

—u+L'sz+ R'dzi+(u+8—udz):0
ot 0z

—i +C'dza—u+G'dzu+(i +ﬂdz)=0
ot 0z

Rendezve és dz-vel egyszeriisitve megkapjuk a tavir6 egyenleteket:

W_ G g
0z ot
A__ oM gy
0z ot




Az elsd egyenletet differencialva Z szerint és a masodik egyenlet szerinti i/ 0z -t behelyettesitve:

2 2
U_ eV rewre) X irGu
& at at

A modell Feltétele:

Egyetlen, a hosszkoordinatatol fiiggd fesziiltség illetve dramadattal leirhatd
TEM (Transzverzalis Elektromos és Magneses) tipusu terjedés.
Transzverzalis: E és H a terjedésre merdleges sikban fekszik.

37. Mutasson be néhany gvakori tavvezeték-konstrukciot, jellemezze azok
elektromos és magneses terét! Hogvan befolyasolja a tavvezeték geometriaja a
vezetékparamétereket?

Note: the energy propagates Koaxialis kabel:

in an axial direction in the region
between the two conductors

Outer
conductor

2r nr 4
1 1
R'= +
axial o o
/direction lAl 2 AZ
Inner 1
conductor
E electric ﬂﬁeéd]d C'=2ns #
, magnetic fie
v, velt;‘;'ty showin, n(r2 rl)
sl\fowingaxi_al ection
of propagation
G'=2

V4 r, 8
R-2L
oA
1
C'=rme,¢,
In(d/r,)
H FIELD sessss . G'=

"0 In(d r,)



38. Ismertesse a tavvezetékre vonatkozo Helmholtz-egyenletet; mutassa be és
értelmezze annak altalanos megoldasat!

A Helmholtz-egyenletet a tavird egyenlet szinuszos, idébeli valtozasara vonatkozo alakja.
Az iddben szinuszos allandosult allapotot a fesziiltség és az &ram komplex alakjaval irjuk le:

u(z,t) = Re{U (z)ej“‘} i(z,t) = Re{l (z)ej“"}

ahol U =U(z) és az | = I(z) komplex amplitadok. A differencialds jo-val vald szorzésra

egyszeriisodik, a Re{ } miiveletet elhagyhatjuk és el _vel egyszeriisithetiink:

du dl

= — (R+jwl) — =—(G'+jaC'
= (R+jal) 5, = ~(Griec
Az elsé egyenletbdl az dramot kifejezve:
U 1 .
=1 av d | -———|=-(G+jeC'V
R'+jol' dz dz R'+jol'

Bevezetve a terjedési egyiitthatdt illetve a hulliamimpedanciét:

TR SIS R+ jal'
=J(R+]jolL' )G+ jaC Z,= |[————
7 =R+l )G+ joC) 0 \/G'+ja)c:'

A Helmholtz-egyenletet

du
dz’ U =0

Ez egy kozonséges masodrendil differencidlegyenlet, két sajatértéke +y és -y.
Az altalanos megoldas ennek megfelelden:

U(z)=U/e” +U e

Az aramfiiggvény altalanos alakja pedig:

1(2) Y Y
Z0 ZO

I(z)=1/e” -1 e

Ertelmezése:

A fenti egyenlet egy, a z-tengely pozitiv iranyaban terjedd, csillapitott szinuszos fesziiltség, - ill.
aramhullamot ir le. A pozitiv, illetve a negativ z iranyba halad6 hulldmok 6sszegeként allithat6 el6 a
kialakulo fesziiltség illetve arameloszlas. U;" U, I, |, konstansok a vezeték végein elhelyezett
lezarasok (peremfeltételek) ismeretében hatarozhatoak meg.



39. Mutassa be a tavvezeték hullamparamétereit, ill. kapcsolatukat a
fazissebességgel és a hullamhosszal! Térjen ki az idealis tdvvezeték specialis
esetére is!

Legyen a a csillapitasi egyiitthatd,  a fazisegyiitthatd, v = o/p pedig a fazissebesség.
Igy a terjedési egyiitthato:

y=a+if=a+jc
\"
A fesziiltségfiiggvény pedig:

u(z,t) = Re{ufefarzejw(t—z/v) +Ul—e+azej(u(t+z/v)}

Ha U, =0, akkor aze™ tényezd azt jelenti, hogy a fesziiltség amplitidoja z fliggvényében
exponencidlisan csokken. o fejezi ki a csokkenés mértékét,  a fesziiltség késését a z = 0 helyen felvett
fazishoz képest.

Legyen A = 27/p a vezetéken mért hullamhossz, A = c/f a szabadtéri hullamhossz, ekkor:

A
LL'(Z‘!',’J &%t
! u‘ u* [;f) ut (z, t2)

N T

P vlt,~ty)

et -

“(z,t)=U e cos(wt — pz) =U,e ™ cos a(t —E)
v

z
u (z,t)=U,e™ cos(wt + fz) =U, e™™ cos o(t + —)
v

Ez a z-tengely negativ iranyaban terjed v sebességgel, exponencialisan csillapodik. Az egy iranyba
terjedo fesziiltség- és aramhullam komplex amplitiddjanak viszonya tetszéleges helyen:

U@ U (»
1@ 1 ()

Végeredményben a vezetéken kialakul6 fesziiltség és aram szinuszos idObeli valtozas esetén ugy
irhato le, mint két, ellentétes iranyban a fazissebességgel halado és a terjedés iranyaban csillapitott
hullam szuperpozicioja.

Idealis vezeték esetén (R'=0, G'=0, o =0):

=iB=iedLC VR
4




40. Definialja a reflexi6s tényez6t:; ismertesse specialis lezarasok (illesztett,
nyitott véeti, rovidre zart) esetén, az idealis tavvezetéken kialakuld aram- es
fesziiltségviszonyokat!

Reflexids tényezd:
A visszavert és a beesé fesziiltséghullamnak a vezeték végén fellépé amplitado- viszonya:

U,

=
u;

Ha a lezar6 impedancidt felirjuk a komplex Ohm-térvénnyel:

U, Uje™+Ue™ _ U;+U,

z, =—2= + - %o, % -
I2 Uile—yh_uilewh Uz _Uz
Zo Zo
z,-2, U2+ +U%
Uz _Uz

U, kifejezve a reflexios tényezd definiciojabol: U, =T-U, , és ezt behelyettesitve:
U, +TU, 1+T

Z,=2,—2—-*% L,=2y——

U, -TU, 1-T

Innen I' masik definicidja Z, -al és Z, -vel kifejezve:

r: ZZ_ZO
Z,+7Z,

Kifejezheto a fesziiltség illetve aram z szerinti fiiggése a reflexios tényezével:

U(h)=U;(e" +Te™)
I(h)= L;—;(e}h ~Te ™)

0

Specialis lezarasok,idealis tavvezeték (7/ =j ,B)esetén:

[llesztett lezaras: Ha a vezetéket Z, = Z; hullamimpedanciaval zarjuk le, nem 1ép fel visszaverddés

(r= 0) az illesztésnél, igy kikiiszobolhetd a visszavert aramhullam altal okozott veszteség.

U(h)=U; (e +0-e7")=U e/
|(h):l;_;(ejﬂn _O_e—jﬁh)zﬂejﬁh tisztan haladé hulldm

0 ZO



Nyitott végili lezards(szakadas): Minden id6pontban a fesziiltség és az d&ram eloszlasa a vezetéken
szinuszos, de ezek most allohullamok.

. Z,-Z
Z,=» - TI'=lim=%2--"=1
Zoo L, + L,

U(h)=U; (e +1-e 7 U cos(pn)

U, /. ; u, ..
I(h)= =2 (e —1.e7 )= 2=2 jsin(ph)
Z, Z,
] X a-ix er e—jx
Euler formula: sSInxX = — COS X =
2] 2
Rovidre zart lezaras
Szintén alldhullamok alakulnak ki.
. Z2,-Z
Z,=0 - =lim=2=%=-1
Z,-0 Z2 + ZO

U(n)=U; 67 + (2)-e*) 203 jsin(ph)
u; u;

(1) "~ (1) ) =25 cos(n)

41. Ismertesse a tetszOleges impedanciaval lezart idealis tavvezeték fesziltség-
és aramviszonvyait, valamint az allohullam-haladdéhullam felbontast! Mi az

energetikai tartalma a reaktanciaval lezart idealis tavvezetéken kialakulo
hulldmképnek?

Tetszbleges lezaras esetén, idedlis esetben (y = jf):

Z,=R+jX - r:w:|r|ew o<r<1
R+ X +Z,
Ezt behelyettesitve:
U(h)=U;(e" +|relve )
i2
U(h)=U e’ (ej(ﬁh ) |l"|e*j(ﬂn 7‘”/2)) /kiemeltiink e'2

Kivonunk, majd hozzaadunk |F |ej(ﬂh‘¢”2) -t

U(h)=Ujei*’?| elm0/2) _|[leilm-o/2)  |pjgith-e/2)  |p|g it -e/2)

(1—\1"\)61(/’11"’”2) 2|r|cos(ph-p/2)

U(h)= U;@-|re" +Ujei’?2rcos(ph—p/2)

pozitivirdnybahaladéhullam alléhullam




A vezetéken kialakul6 hullamot egy pozitiv irAnyba halad6 és egy allohulldm 6sszegeként irja fel.
Aram esetén hasonlé mddon jarunk el:

1(h)= |2+ew/2(ei(ﬂn—<o/2) _|1~|e—j(ﬁh—w/2))

I(h) = 1ei'2| eiUn-/2) [l ir-0/2) _|[leiln-012) _|pjg-ilm-o/2)

(l+\1"\)ej("‘1‘(”’2) -2\ cos(ph—¢!2)

1(h)= 1;@+[r)e"” 1 e""22rcos (ph—p/2)

pozitivirdnybahaladéhullam alléhullam

Reaktanciaval val6 lezaras azt jelenti, hogy a vezeték vége olyan kétpolussal van lezarva, amely nem
vesz fel hatasos teljesitményt.

4?2 . Hogvan hatarozhatok meg a fesziilts€égamplituddo minimum- €s
maximumhelyei a tdvvezeték menten, a lezaras ismeretében?

A lezaras és a hullamimpedancia ismeretében szamolhato a reflexios tényezo, igy induljunk ki ebbdl a
kifejezésbol:
U(h)= U;@-|re"™ +uUje 22 cos(h—gp/2)

pozitivirdnybahalad¢hullam alléhullam

A fenti egyenlet a vezetéken kialakuld hullamot egy pozitiv iranyba haladé és egy allohullam 6sszegét
irja le. Az alldhullam kdvetkeztében az amplitudo a vezeték mentén valtozik, maximuma az
allohullam legnagyobb kitérésénél, minimuma az allohullam csomépontjanal lesz:

Ul e =V
Ul o = Q=[O

min

A fesziiltség abszolut értéke maximumanal az aram abszolut értéke minimalis és forditva.

43. Definialja az allohullamaranyt, és ismertesse szamitasat! Hogyan
hasznalhatd ez a mennyiséq nagvfrekvencias impedancia-mérésre?

Az allohullam-intenzitas mértékét a tapvonal

mentén mérhetd maximalis és minimalis | | 1+ |r|
fesziiltség hanyadosaként definialjuk, és VSWR = —& —
allohullamaranynak nevezziik. Jele az angol |U |min 1_|F|
,voltage standing wave ratio” kezdébetiiibol

VSWR vagy o .

A fesziiltség abszolut értéke maximumanal az aram abszolut értéke minimalis és forditva, és ezeken a
helyeken az aram ¢és a fesziiltség fazisban vannak. Ezért kimondhatjuk, hogy ideélis vezetéken a
maximalis és minimalis abszolut értékli impedancia egyuttal tiszta valos, és az alldhullamarannyal a
kovetkezoképpen fejezhetd ki. A két impedancia helyének tavolsaga éppen negyedhullam hosszasaga.

_ ZO
™" VSWR

Zo=Zy-VSWR  Z



44. Ismertesse a tavvezeték kétkapuként torténo leirdsat, a lancparamétereket,
valamint a T- es I1- helyettesitoképeket! Tekinthetdk-e ez utobbiak koncentralt
paramétert halozati megvalositasnak?

A tavvezeték legkézenfekvobb alkalmazésa a fesziiltség-, az d&ram- és a teljesitmény-atvitel. A
tavvezetek ekkor kétkapuként irhato le, tobbnyire a generatort a fogyasztdval 6sszekotd kétkapuként
hasznaljuk:

A lancparaméterek:

RDN—C A

generator l U, Uzl fogyasztod

l, I,

Induljunk ki ebbdl:
U(h)=Ue™ +U e"

I(h)= Ui g _Yi g
ZO ZO

Legyen: U,=U(h=1) és I, = I(h=l), ekkor: U, és U, kifejezheto:

Ul+ Z%(Uz "‘Zolz)ei}4

1 _
U1 ZE(Uz_Zolz)e 4§

A vezetek elején fellépd U, =U; +U, fesziiltség és |, = U, U aram kifejezése ezek
0 0
felhasznalaséaval:
" A 7 A
e’ +e e’ —e
U, = 5 U,+2, 5 l,
A_a A A
|1 _ e e U L+ e” +e |2
2 2Z,

Euler formula: % =ch(y-1) — = sh(y-1)

Felhasznalva az Euler-formulat, megkapjuk a lancparamétereket:

ety T
HA

I,

|2



Idealis tavvezetékre
T-tag: n-tag:
I, I

<
® O
U
O o)
45, Ismertesse a hemeneti impedancia fogalmat es szamitasi modjat! Hogyan
hasznalhatd ez a mennyiség illesztési feladat megoldasara?

A bemeneti impedancia: Egy négypoluson mérheté impedancia a szekunder oldal valamely lezaras
esetén. A primer oldali fesziiltség és aram hanyadosaval szamolhato.

1 I
1 1
I .. -
. b bemeneti impedancia:

I,
—L —T

A lanckarkterisztika segitségével kifejezhet6 a

“115 o u l L — l@ zB=ﬂ=z Z,ch(y-1)+Z,sh(y-1)

I, °Z,ch(y-1)+Z,sh(y-1)

Ideélis tavvezetékre

7 =7 ZZ+ZOth(IBI)
° T Z,+2Z,it9( B)

llesztési feladatoknal ezt tgy kell hasznalni,
hogy reflexiomentes legyen az illesztés.
Azaz a masodik vezeték bemeneti
impedancidja megegyezzen az els6 kétkapu

Illesztd

@

M Z.=7,

hullamimpedancigjaval.

Z01 = Zzs

46. Irja fel a homogén hullimeqgyenletet az elektromos, illetve a magneses
térerosséqgre!

Ha az adott kozeg a kdzeg homogén és linearis (o, &, ¢ :allando):
B=uH D=¢ J=o0E

A gerjesztési torvénybdl, illetve Faraday indukcios torvényébdl indulunk ki.



A homogén hullam eqgyenlet E-re:

[ (ML) FotH = oF + £ 25
ot
oH
2 M.IL.): rotE=—py—
[2] (M.11.) ﬂat
oH 0
rotrotE=—-urot—=—-uy—(rotH
prot o =—p o (rotH)
M.I1.
0 OE OE 0’E
rotrotE=—u—|ocE+e— |=— = _
ﬂ@t( g@t} ,uaat ,ugatz

rotrotE=grad divE —-AE=-AE
H,_J

M.1

0
V.divD=0

oE
AE—no—-uc
y o M

O%E
o

0

Az homohén hulldmegyenlet H-re:

rot rot H =orotE+grot§=(o+32j(rotE)
ot ot 1

rot rot H == (a +¢ 2)(
ot

M.IL

——ueH _,
HO——EH

0°H
atZ

oH
"ot

J

rotrotH=grad divH —-AH =-AH
0

M.l .divB=0

oH
AH—unuoc—-—uc¢
M M

o°H
o

0

47. Brtelmezze a térerdsség-vektor komplex amplitadojanak fogalmat (Szinuszos

allandosult allapot), és irja fel az elektromagneses hullamok Helmholtz-

egvenletét az elektromos térerosségre vonatkozoan!

Tiszta szinuszos iddbeli valtozas esetén komplex szamitasi technikaval dolgozunk. A
halézatelméletbol ismert modon a szinuszos jeleket komplex amplitaddji, exponencialis fliggvények

valos részeként értelmezzik:

E(r,t)=Re| E(rle’* |

Re{ H(r)e

H(r,t)

ja)t}



Ahol @ a szinuszos gerjesztés korfrekvencigja, E(r) €s H~(r) pedig a komplex amplitidokat jeloli. Az
elektromagneses jelenségek targyalasa soran mindig a mennyiségek komplex amplitaddjaval

dolgozunk, ezért ezt altalaban nem jel6ljiik kiilon. Szinuszos id6beli valtozas esetén a fent emlitett,
helyfiiggd, komplex amplitud6 vektorok meghatarozasa a célunk

EM hulldmok Helmholtz-eqyenlete

Legyen a kozeg térrészenként homogén, linearis €s izotrop. Olyan térrészek vizsgalatara
szoritkozunk, ahol a p toltéssiirliség nulla és Ej, beiktatott térerdsség nincs.

Mivel komplex frekvenciatartomanyban szamolunk, az id6 szerinti derivalas, pedig egy jo -
val vald szorzasként értelmezhetd. Ekkor a Maxwell egyenletek a kovetkezd format oltik:

M.I.: rotH = (o + jows)E
M.IL.: rotE=—jouH
M.IIL.: divH=0

M.IV.: divE=0

A M.11.-bdl kifejezve hat helyettesitsiik a M.1. egyenletbe:

Hoe—l rotE - rot(—_irot Ejz(a+ng)E
jou jou
1 .
[1] ————rotrotE =(c+ jos)E
Jou
[2] rotrotE=grad divE —-AE=-AE
0
M.IV.divD=0

Az [1] —es és a [2] —es egyenletekbdl adodik, hogy:

AE- ja),u(a+ ja)g)E =0

Bevezetveay =/ a),uiO' + jows ) terjedési egyiitthatot, megkapjuk az elektromagneses hullamok
Helmholtz-egyenletét, amit hivnak id6t6l fiiggetlen hullimegyenletnek is:

AE-y*E=0

H (r) ugyancsak kielégiti a Helmholtz egyenletet:

AH -»*H =0




48. Definialja a sikhullam fogalmat, es irja fel a sikhullam egydimenzids
Helmholtz-egyenletet! Mit jelent a TEM-tipusa hullamterjedés?

Sikhullamnak nevezziik azt a hullamfajtat, amikor az azonos fazisu helyek egy vonalon vannak.

A
.]'r
|
A i
i & P A ,‘/ ) P
KN
/;{‘Hx e i"{d‘/ S R
// T ’.' A ’-" X
TN VT Ny

A sikhullam egydimenzids Helmholtz- egyenlete:

Az el6z6 fejezetben lattuk, hogy a Maxwell egyenletek a kovetkezd Osszefliggésekhez vezettek, itt
idealis szigetel6ben, azaz toltések és aramok nélkiil. (o =0, ezért 1o OE/ ot =0 és

nooH/ot=0)

0°E
2 =
O°H

=

AE—pue 0

0

AH—-ue

Ezek az egyenletek homogén hullamegyenletek. A legegyszeribb megoldas keresésénél tételezziik fel,

hogy az x koordinata-tengely iranyaban terjed a hullam (A = 0%/ ox? ) Ekkor a fenti egyenletek az
alabbi egyenletekbe mennek at:

0°E; 0°E;

ac M

0°H, 0°H, .

Y =ue T ahol 1=X,Y,2

A megoldas csak az X koordinatatol, a terjedés iranyatol fligg. Az arra mer6leges sikban tehat a
térer6sség értéke azonos. Ezért a hullamegyenlet ezen megoldasat sikhullamnak nevezzik.

A TEM tipust hullamterjedés: Transzverzalis elektromagneses hullam. Vagyis mind az E mind pedig
a H meréleges a terjedés iranyara.

49, Ismertesse, hogy miben all a sikhullam-tavvezeték analogia, es meddig
terjed az érvényesséqi Kore, azaz mikor nem alkalmazhatd!

Az analdgia alapja a Helmholtz egyenletek altalanos megoldasa, ami tavvezetékek esetén:

U(z)=U/e” +U e
I(z)=1e" -1 e



Sikhullamok esetén pedig:

E(2)=(E/e” +Ee™
H(z) = (Hye” —H e™

y

HaE ¢és H mer6leges a terjedés iranyara, és z = alland6 sikban helyfiiggetlenek:

Az analogia addig hasznalhatd, amig linearisan polarizalt sikhullam merdlegesen esik be egy
kozeghatarra. Ha a sikhullam tartomanyonként homogén kozegben terjed, és a kozeghatarok a
hullamfrontokkal parhuzamos sikok, akkor a tadvvezetékeknél latott moédon definialhatok a reflexios
tényez0, bemeneti impedancia, allohullamarany, stb. mennyiségek a sikhullamok esetére is.

Tavvezeték L' C’ R |G |U I Z, |7
Sikhulldm v e |_ |o |E |H, |2 |7

A z-tengely menti terjedés esetén.

50. Ismertesse a sikhullam viselkedését idealis szigeteldben! Térjen ki a
hullamparaméterek, a fazissebesséq és a hullamhossz szamitasaral

A Helmholtz egyenletek megoldasa alapjan:

E(z)=(E/e” +Ee" ,

H(z) = (He” —He™ f,
A hullamparaméterek megadasakor figyelembe . . .
vessziik, hogy idealis szigetel6ben valo y=1p=Joyus = JV

viselkedéskor o =0, ezért a terjedési
egyiitthato tisztan képzetes.

Az elektromos és magneses térerdsség kozott, E* E-

H-

a kozegre jellemzd Z, hullimimpedancia AT
teremt kapcsolatot.

Altalanos esetben: Vakuumban:

z, =2 Z,= |Ho 1207 ~ 3770

& &o

Fazissebesség: Vékuumban:

v w @ 1

t=o= = v=c
B oJue Jue

Hullamhossz: Csében mért hullamhossz:

ﬂ, — V_f A — 2_72-

B



51. Ismertesse, hogy miként terjed az energia a sikhulldmban! Vezesse be és
értelmezze a komplex Poynting-vektort!

Az elektromagneses hullam energiat szallit. A Poynting-vektor a térben szallitott energia fluxus
stiriségét és iranyat hatarozza meg.

Amint mértékegysége is jelzi, a vektor az irdnyara merdleges feliiletegységen idoegység alatt athalado
energia. Tegyiik fel, hogy nincs csillapitas (¢« = 0), negativ iranyba haladé hullam (E™ = 0),
valamint hogy a hulldm linearisan polarizalt, ekkor:

E,(z)=E e ahol E =E'e’”

H,(z)=H e = anol H =H'e”=(E"/Z, "

Valamely A feliileten keresztiil kisugarzott P hatasos és Q medd6 teljesitmény megadhato a
P+jQ= §As dA
alakban, ahol a S a komplex Poynting-vektor, amelyet az

S-1E'xH
2

osszefiiggés definial.(a ~ jel a komplex konjugalast jeldli) Ebben a kifejezésben a térerésségek
komplex amplitudoi szerepelnek. Az e k illetve az € % -k a konjugalas miatt kiesnek, igy marad:

§=1E+XH+.ez
2

Ahol E* és H™ a komplex amplitidok abszolutértékei.

52. Ismertesse a sikhullam viselkedését vezetd anyagban! Térjen ki a
hullamparaméterek szamitasara, valamint a behatolasi mélység fogalmara!
Hogyan alkalmazhat6 ez a jelenség nagyfrekvencias terek arnyékolasara?

A véges vezetoképességli kozegben a hullamegyenlet tartalmazni fogja a veszteséget reprezentalo, o
vezetokeépességgel felirt tagot.

E(x,t)=E,e *el

Jo vezetoknek olyan kozeget neveziink, ahol a vezetési aram sok nagysagrenddel nagyobb az eltolasi
aramnal, ezért feltessziik, hogy: | ja)8| << o Ezt hivjuk kvazistacionarius kozelitésnek.



Hulldmparaméterek
Ebben az esetben a terjedési egyiitthatonak valds része is lesz, igy a hullamok csillapitva haladnak:

= onlor+ je) = Toue = [T Joue == Joua = 1+ )[4

7:

1+
5

Ahol ¢ a behatolasi mélység (szkinmélység):

5= L[mm]
ouc

Adott két végtelen féltér, az egyikben levegd van, mig a masikat jo vezetéképességl anyag tolt ki. A
vezetd féltér feliiletére merdlegesen sikhullam esik be. A veszteség szdmitasa soran a végtelen vezetd
féltér formalisan ugy kezelhetd, mintha a fels¢ O vastagsagu rétegben egyenletesen oszlana el a teljes
| aramerdsség, a mélyebb rétegekben pedig nem folyna aram.

(innen az elnevezés skin = bér hatas).

Z, hullamimpedancia:

7 BT B jou _ |jou 1+ |ouc
° HT H~ a+ja)8‘ T o o 2

jw4<<a

1l

200_5

r
o

Nagyfrekvencias terek arnyékolasara:

A lényeg, itt hogy a t6ltéseknek nincs idejiik elmozdulni a vezetd belsejében olyan mértékben, ami
toltésszétvalasztast okozna. Minél nagyobb a frekvencia, a vezetésben részt vevo keresztmetszet annal
inkabb csokken. (A vezetd keresztmetszet csokkenése miatt a vezeték nagyfrekvencian tanusitott
ellenallasa megnovekszik.)

53. Ismertesse az aramkiszoritas jelenségét, a valtakozo aramu ellenallas
fogalmat es kozelitd szamitdsat hengeres vezetdre!

Valtakozo6 aramu ellenallas: Valtakozo6 dram esetén, nagy frekvencidn, a toltéseknek nincs idejiik
rendezOdni, ezért az aramsiiriiség a vezetd feliiletétdl a belseje felé¢ nézve nem egyenletesen oszlik el.
A vezet0 feliiletén (b6rén — skin) nagyobb az dramsiiriség, mig befelé exponencialisan csokken. Ha

egy haséab vastagsaga a behatoldsi mélységhez képest kell6en nagy (d >>50 ), akkor valtakoz6 aramu

rezisztencidja szamolhato egy O vastagsagu hasab ellenallasaként.

Hengeres vezetd valtakozo dramu ellenalldsa:

Adott egy hosszu egyenes r sugaru, 1 hossziisagu hengeres vezetd, melyben I amplitadoju f
frekvenciaju valtakozo aram folyik. A gerjesztési torvény alapjan a vezetd felszinén a magneses
térerdsség:



Ha a behatolasi mélység a sugarnal joval kisebb: (r >>50 ) akkor a felszinhez kozel kialakuld
elektromos tér lokalisan sikhullammal kozelithetd.

E, =Z,H

z

4

jou
(o)

Ahol a kvazistacionérius kozelitéssel (o >> &) Z, =

A vezet6 1 hosszisagu szakaszanak R ellenallasa szamithaté a Poynting-vektror segitségével, a hatasos
teljesitmény felhasznaldsaval:

oo 3)/ ( j I [
2 2rm 2 2rr\ o
2
_|7 /J‘" |7 |ou :ﬁ;(“ i)
2rr\ o 2 o2rno

7 o2r o o2r o

54. Ismertesse a polarizacio fogalmat sikhullamra vonatkozoan! Alkalmazhat6-e
itt a tavvezeték analdgia?

Adott két sikhullam mely azonos irdnyba terjed. Kérdés, hogy milyen palyan mozog az eredo.

[11 E,(tz=0)=E, cos(at)
[2]  E,(t,z=0)=E,, cos(at + )

Az eredo:
E = Exéx =+ Eyéy

Innen le lehet vezetni, hogy altalanos esetre egy ellipszis egyenletét kapjuk:



E

[1] cos(at) = EXXO
[2] 5 _ cos(wt + ¢) = cos(at ) cos(¢) - sin(awt )sin(e)

A felsot az alsoba atirva:

y

E
E
E

Ey
y0
yo0

Négyzetre emelve a két oldalt:

E E
—+— —ZEEX Y_cos(¢p)=sin?(¢p)

Exo y0 x0 y0

Elliptikusan poléros
Két, egymashoz képest fazisban eltolt, azaz azonos iranyban haladd szinuszos sikhullam ereddje olyan
hullam, amelyben E forog és hossza is valtozik: végpontja egy elliptikus csavarvonalat ir le.

E, LE, _
e
[E o] #|E o] /
@ =90° , ‘
2 2
EX + Ey =1 "\\
ExO2 EyO2 \\,

Cirkuléarisan polaros

A forgo6 elektromos vektor a hosszat nem valtoztatja. Ekkor végpontja a terjedés soran allando sugara
(cirkularis) csavarvonalat ir le.

E, LE,
|Ex0|:‘Ey0‘

@ =90°
E,+E, =E,




Linearisan polaros

[
e
x
+
K
I
o

E

1E |EX0|=‘EVO‘ @

A tavvezeték analogia
Addig alkalmazhatd, amig a sikhullam linearisan polarizalt, és merélegesen esik be egy kdzeghatarra.
(részletesebben: Fodor konyv 239. oldal)

55. Ismertesse a sikhullam viselkedését anyaghataron, kiilonos tekintettel a
meroleges beesésre. Alkalmazhato-e itt a tdvvezeték analdgia?

Ferde beesés esetén a hullam felbonthat6 egy a hatarfeliiletre merdlegesen halado és egy azzal
parhuzamosan halad6 hullamra. A folytonossagi feltételek miatt, a feliilettel parhuzamosan haladé
komponens fazissebessége azonos a két kozegben. Ennek kdzvetlen kovetkezménye a torési torvény:

sina;, n,
sina, n,
S My n m,
|
LY 1
o
S| i
]
,"'aal 1}
(2) n
-l--.;rt:. Lt
H, | H \\
x \ T H, H, 1
+ L - )
(n e p .i. E, h EA
i s -I'-. f i _.."._
e \C:__ -}:‘F:"'.“T H =l -.__i__'j
h: T y M
E N Al Hm
mh E & %
AY |

Merdleges beesés esetén a sikhullam visszaverddése és behatolasa a tavvezetékmodell és az
impedancia alkalmazéséval targyalhato.

Akkor nem lesz az els6 kozegben reflektalt hullam, ha a reflexios tényez6 zérus. Ennek a feltétele,
hogy a bemeneti impedancia (az els6 kozeg felol a masodik kdzeg felé¢) megegyezzen az elsé kozeg
hullamimpedancidjaval.

Tavvezeték analdgia:

Ha kiilonboz6 tulajdonsagu térrészeket elvalaszto feliiletek, merélegesek a terjedés iranyara, akkor E
¢s H parhuzamosak az elvalasztd sikkal, ezért a tangencialis komponensek folytonossaga és a
tavvezetékmodell folytonossagi feltételei megfeleltethetok egymasnak.



56. Ismertesse a Hertz-dipolus fogalmat valamint elektromos és magneses
tereknek 10 jellemzdit! Mit jelent a kozeltér es a tavoltér?

A Hertz-dip6lus rovid, | hossziisagu vezetékdarab, amelyen tiszta szinuszos id6fiiggésii aram folyik
i(t) =1 Sin(a)t), amelynek értéke a vezeték hossza mentén allando. Ez akkor lehetséges, ha vezeték

hossza sokkal kisebb az adott frekvenciahoz tartozé szabadtéri hullamhossznal (| <<A, ) Az

elrendezést érdemes gdmbi koordinatarendszerben targyalni. Helyezziik a dipolust a koordinata-
rendszer origojaba tigy, hogy az antenna tengelye a ¢ elevacios szdg irdnyaba mutasson. Az
elrendezés forgasszimmetrikus, azaz a ¢ koordinatatol nem fiigg egyik térjellemz6 sem.
o P(rd,g)
A tér hdrom részre oszthat aszerint, hogy az
) elektromos és magneses térerdsség milyen
A gyorsan tinik el r novekedésével. Az 1/r° és
" 1/r? szerint eltiing Gn. sztatikus és indukcids
térnek gyakorlati jelentdsége nincs, mivel
hatasos teljesitményt nem szallit. Ezzel
L', szemben az 1/ 1 szerint elting tavoltér hatdsos

teljesitményt szallit. A tavoltérben az
elektromos térer@sségnek csak 3 irdnyu, a
magneses térerdsségnek csak ¢ iranyu
rendezdje van:
+0 ¢ ]
Ja B [-1sing _,
I E, (r, 3) =7,—>Ze
/O T~ 24 1
I R A l-1sing _
— _;- " Hw(r,lg): eflﬁr
v 21 r
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Ahol B=27r/A afazisegyiitthatd,a A =cC/ f hullamhosszt pedig a gerjeszt6 aram frekvenciaja

hatarozza meg. Lathat6, hogy E és H merdlegesek egymasra a tavoltérben, és azonos fazisban vannak
minden r esetén.

Hertz-dipdlus jelentosége abban all, hogy vékony vezetékbdl kialakitott antenna kis szakasza
helyettesithetd vele. Az egész antenna elektromagneses tere a dipélusok terének szuperpozicidja.

57. Ismertesse a Hertz-dipolus tavolterének jellemzoit! Térjen ki a
teljesitményaramlasra is!

Harom legfontosabb tulajdonsaga:

- Az elektromos és magneses tér merdleges egymasra €s a haladas iranyara.
- A térerdsségvektorok kdzott valos hanyados a hullamellenallas.

- A térerésségvektorok 1/ 1 -el ardnyosak.

[-1sing _;
C 1 =7 2 Vi
A tavoltér hatasos teljesitményt szallit. A E, (r’ 9) =7, 21t €
tavoltérben az elektromos térerdsségnek csak L1 si
& iranyu, a magneses térersségnek csak ¢ H (I’ 3) _'we*iﬁ'f
¢) l

iranyt rendezéje van. 24 1



Ahol f=2x/A afazisegyiitthatd,a 4 =c/ f hullamhosszt pedig a gerjeszté aram frekvenciaja

hatarozza meg. Lathat6, hogy E és H merdlegesek egymasra a tavoltérben, és azonos fazisban vannak
minden r esetén. A Poynting-vektor kifejezése alapjan az antenna tavolterében az energiasiiriiség:

_ . - 2 2 2 )
s(r,s):% /&['27'_5':‘9j e, :%(%j z, 9N 2
&, r
(e‘j’)’r el =¢f :1)

Ha integraljuk a Poynting vektort a dipolust koriilvevo zart feliiletre, megkapjuk az antenna altal
elsugarzott P teljesitményt. Feltéve hogy az antenna veszteségmentes, P kifejezhetd az [ aramerdsség

és az R sugarzasi ellenallas segitségével:

= 1 1Y’
P=§s(r,9)dA=E|2RS “« RS=807ZZ(EJQ
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58. Ismertesse az alapveto antennajellemzoket (iranykarakterisztika, sugarzasi
ellenallas, iranyhatas, antennanyereség, hatasos feliilet), es adja meg ezek
értekét a Hertz-dipolusra!

Irdnykarakterisztika: Mas néven sugarzasi karakterisztika. Az olyan pontszeri (valésagban nem
1étezd) antennat, amely minden iranyban egyforma intenzitassal sugaroz (a koré rajzolt gombfeliilet
minden pontjan azonos térerdsséget hoz létre), izotrop antennanak nevezik.

A valdsagos antennak azonban anizotrop A hertz dipolus egy ,,fank” formajaban
jellegliek, azaz a koréjiik rajzolt gombfeliilet sugaroz, aminek a keresztmetszete:
kiilonboz0 részein kiilonbozo térerdsséget
létesitenek. Az antenna sugarzasi
karakterisztikaja mutatja meg, hogy az antenna
milyen irdnyban mekkora intenzitassal

sugaroz. A sugarzasi karakterisztikat két
egymasra merdleges (pl. vizszintes és
fiigg6leges) sikban adjak meg; a
karakterisztika az adott sikban egyenl6
térer6sségli pontokat 6sszekotd gorbe.

Sugarzasi ellenallas (Rs ): A teljesitményt szolgaltatd generator szamara az antenna a sugarzasi

ellenallassal megegyezo ellendllasnak latszik. A generator nem ,,észleli” hogy a teljesitmény nem
disszipalodik, hanem a szabad térbe tavozik.

2
Rs :80ﬂ2[Lj Q
A

Irdnyhatas (D): Az antenna er6terére jellemz6 mennyiség, amit a Poynting-vektor maximalis és
atlagos nagysaganak hanyadosaként definialunk.

S

r,max r,max

P, /4nar?

S

r,atlag



A Hertz-dipélusra:
A kisugarzott maximalis teljesitmény az irAnykarakterisztikabol lathatoan ¢ =90° van.
Ahol ugyanis sin® $=1

2 2 2
S, o :'—[lj 120zi2=15m2(lj iz
’ 8 \ 4 r A)r

A kisugarzott atlagos teljesitmény pedig:

1 I 2807[2(|

2
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Antennanyereség: (GR ) Ez abban kiilonbozik az irdnyhatéastol, hogy nem a kisugérzott, hanem az
antennaba betaplalt teljesitmény szerepel a hanyadosba:

S

r,max

R

A betéplalt teljesitmény a kisugarzott teljesitményen kiviil az antenna veszteségeit is tartalmazza. Jo
vezetOképességii anyagbdl késziilt antennak esetén a nyereség €s az iranyhatas gyakorlatilag
megegyezik.

Hatasos feliilet: (AR ) Definicidszertien a vevéantannabol kivehetdé maximalis hatasos teljesitménynek
¢s a beeso teljesitménysiiriségnek a hanyadosa:

A reciprocitas tételével bizonyithato, hogy egy antenna nyeresége és hatasos feliilete kozott az alabbi
Osszefiiggés all fenn:

Gr 4r

A, A

59. Ismertesse az antennakra vonatkozo atviteli egyenletet, és értelmezze annak
Osszetevoit!

Az ado-vevo teljesitmény atvitel meghatarozhato. Legyen az add és a vevo tavolsaga r, az ado altal
kisugarzott teljesitmény P, , az illesztett vevd terheld impedancidjan fellépd teljesitmény Py, az ado
iranyhatasa G; , a vevGantenna hatasos feliilete Ay . Feltételezziik, hogy a vevéantenna a maximalis
sugarzas iranyaban all és parhuzamos a tavoltéri villamos térrel. ekkor:

P yk A
P=— T G, Ay =P, —~ G,G « A =G
R At TR T(4ﬂ_)2r2 T YR R R 4z
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