Bevezetés a szamitaselméletbe I1.
Zarthelyi feladatok — pontozasi atmutato
2011. november 24.

Altalanos alapelvek.

A pontozési atmutato célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmu-
tat6 minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt
részpontszamokat kozli. Az utmutatonak nem célja a feladatok teljes értékd megoldasanak részletes
leirasa; a leirt lépések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetsk.

Az dtmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldonak, ha a kapcso-
16d6 gondolat egy attekinthets, vildgosan leirt és megindokolt megoldas egy 1épéseként szerepel a
dolgozatban. Igy példaul az anyagban szerepld ismeretek, definiciok, tételek puszta lefrasa azok al-
kalmazasa nélkiil nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban
valoban szerephez jut). Annak mérlegelése, hogy az utmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek fi-
gyelembevételével a megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javito hataskore.

Részpontszam jar minden olyan Gtletért, részmegoldésért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolat-
menet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldéasa volna kaphat6. Az itmutatoban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az utmutatoban leirttol eltérs jo megoldas ter-
meészetesen maximalis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. Az elégséges hatara 24 pont. A vizsgajegybe a dolgozat pontszama
szamit bele, igy a dolgozatokra osztalyzatot nem adunk.

1. A G, graf barmely két cstcsa kozt létezik harom éldiszjunkt ut és ugyanez teljesiil a Gy grafra
is. Legyen G az a graf, amit ugy kapunk, hogy a Gy és Gy (diszjunkt) grafok koézé behuzunk héarom
tetszdleges élet. Igaz-e, hogy GG barmely két cstcsa kozt is létezik harom éldiszjunkt at?
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A valasz igen. G1-bdl tetsz6legesen elhagyva legfeljebb két élet GGy Osszefiiggd marad, hiszen barmely
két cstcsa kozott 1étezik 0t, azaz (G; haromszorosan élosszefiiggs. Ugyanez vonatkozik természetesen

Go-re is. (Az allitas természetesen a megfelel6 Menger-tételbdl is kovetkezik). (3 pont)
Megmutatjuk, hogy G is haromszorosan élosszefliggs, amibdl az emlitett Menger-tétel szerint az
allitas kovetkezik. (2 pont)
Legfeljebb két élet elhagyva G-bdl a GGy csticsai altal feszitett részgraf és a G cstcsai altal feszitett
részgraf is osszefiiggs marad, (2 pont)
és a két feszitett részgraf barmely két csicsa kozott is lesz 1t, hiszen a keresztbe mend élek koziil
legalabb egy megmarad. (3 pont)

Menger-tételek hasznalata nélkiil az allitas bizonyitésa elég macerés, egy adott pontbol kiillénbozd
pontokba mendé éldiszjunkt utakat talalni nem olyan egyszert. Aki ebbe az iranyba probalkozik, de
érdemi el6relépés nélkiil, az 1-2 pontnal ne kapjon tobbet.

2. Legyen n tetszleges paratlan szam. Hatarozzuk meg az n? —n + 2 és n® +n? szamok legnagyobb
koz0s osztojat.
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Jeloljiik a és b legnagyobb kozos osztojat (a,b)-vel. Ismert, hogy (a,b) = (a,a — b), illetve innen
(a,b) = (a,a — kb) tetszleges k egészre. (1 pont)
Igy (n®4+n%n?>—n+2)=n*+n>—nn?>—n+2),n>—n+2)=(2n>—2n,n> —n+2) = (2 pont)
(2n? —2n —2(n* —n+2),n*  —n+2) = (—4,n> —n +2). (2 pont)
A kérdéses Inko tehat osztoja —4-nek, azaz 1, 2 vagy 4 lehet. (1 pont)
Mivel n? — n + 2 mindig péros, az 1 nem jon szoba, ( )



4 pedig pontosan akkor lesz a Inko, ha n? — n maradéka 2 lesz 4-gyel osztva, (1 pont)
vagyis ha sem n, sem n — 1 nem oszthato 4-gyel (1évén ezek relativ primek), azaz (mivel n paratlan)
ha az n szam 4k + 3 alak. (1 pont)
A keresett Inko tehat 2 a 4k + 1 alaki szamokra és 4 a 4k + 3 alakd szamokra. (1 pont)

A feladat valamivel egyszertibben is megoldhato, ha észrevessziik, hogy n és n? —n+ 2 relativ primek

(mivel n paratlan), ekkor a keresett Inko n? —n + 2 és n + 1 Inko-javal lesz azonos.

3. Oldjuk meg a
21z =51 (mod 111)

linearis kongruenciat.
x x x % %

111 és 21 Inko-ja 3, ez osztja 5l-et, tehat lesz megoldas (ha valaki csak eddig jut el, arra adhatunk 1
pontot), éspedig 3 darab modulo 111 (erre is adhatunk 1 pontot, ha valaki nem oldja meg a lineéris
kongruenciat). A kongruenciat 3-mal osztva, az eredetivel ekvivalens

7r =17 (mod 37)

kongruenciat kapjuk. (2 pont)
A jobboldalhoz 74-et adva
7r =91 (mod 37),

(4 pont)
ezt T-tel osztva az eredetivel ekvivalens
x =13 (mod 37)
kongruencia adodik. (2 pont)
Innen a megoldasok 13, 13+37=50 és 13+ 74=87 modulo 111. (2 pont)

Persze szamos mas modszerrel is megoldhato a feladat, példaul (a 3-mal valo osztas utéan) 5-tel
szorozva vagy Euklideszi algoritmussal (innen hamar kideriil, hogy 16 - 7 = 112, azaz 16-tal érdemes
szorozni a kongruenciat).

4. Hatarozzuk meg az 0sszes olyan n szamot, melyre

A definici6 szerint p(n) az n-nél kisebb, n-hez relativ prim pozitiv egészek szama (ezért még nem jar
pont), igy a feltétel szerint az n-nél kisebb, n-hez nem relativ prim pozitiv egészek szama pontosan
2. (2 pont)
Ha n-nek lenne két kiilonbo6z6 primosztoja, p és ¢ (feltehets, hogy p < q), ( )
akkor p és ¢ nem relativ primek n-hez, s6t 2p sem, ( )
igy a feltétel nem teljestilhet, hiszen ezek a szamok mind kiilonbozéek és kisebbek n-nél.  ( )
n tehat primhatvany, (1 pont)
legyen n = p®. Ekkor n — 3 = p(n) = p® — p®~!, ahonnan p*~! = 3. ( )
Innen p = 3, a = 2, vagyis n = 9. ( )
Erre valoban teljesiil az egyenlGség és a fentiek szerint mas ilyen n szam nincs. ( )



Ha valaki megtalélja a 9-et, mint megoldast, de nem indokolja, hogy nincs mas, az 1 pontot kapjon,
aki belatja, hogy a primhatvanyok kozott nincs mas megoldas, az még 1-et, aki csak annyit mutat
meg, hogy a primek nem jok, annak nem jar pont.

5. Hatarozzuk meg 2011 utols6 ket szamjegyét (a tizes szamrendszerben).
X ok x % K

A feladat 20111 szézzal valo osztasi maradékanak meghatarozasa. Mivel 2011 és 100 relativ primek
(persze 2011 helyett lehet 11-gyel szamolni, de ezért nem jar pont), (1 pont)
az Euler-Fermat tétel szerint

2011719 = 1 (mod 100).

(1 pont)
©(100) = 40, (1 pont)
igy 112* 40-nel val6 osztéasi maradékat kéne kiszdmolnunk. (1 pont)
Mivel 11 és 40 relativ primek, (1 pont)
az Buler-Fermat tétel szerint

11949 = 1 (mod 40).

(1 pont)
©(40) = 16, (1 pont)
tehat

11?* = 11° (mod 40).
112 = 121, tehat
112 =1 (mod 40),
ahonnan
11* =1 (mod 40).

(1 pont)

gy tehat "
2011 = 20117+ = 2011%°% . 2011 = 2011 = 11 (mod 100),
(2 pont)

vagyis az utolsd két szamjegy 11.

Természetesen 112 = 121 miatt 112 40-nel valé osztasi maradéka Euler-Fermat nélkiil is kiszamol-
hato, a vonatkozo pontok persze ilyenkor is jarnak.

6. Csoport, illetve félcsoport-e a kovetkezs struktura? Az alaphalmaz az 6sszes kenguruk és koaldk
halmaza, két kenguru szorzata (sorrendtdl fiiggetlentil) az idGsebbik kenguru, két koala szorzata
(sorrendtd] fiiggetleniil) az idGsebbik koala, egy kenguru és egy koala szorzata pedig (sorrendtd! fiig-
getleniil) a kenguru. (Tudjuk, hogy nincs két pontosan egyidds kenguru, sem két pontosan egyidds
koala, barmely allat sajat magaval vett szorzata pedig - ha az eddigiekbdl nem lenne egyértelmi -
sajat maga.)
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A megadott szorzas mivelet, mivel az eredmény is kenguru vagy koala. (1 pont)
Vildgos, hogy a szorzas kommutativ (ezért a megfigyelésért alapvetSen nem jar pont, hiszen
kozvetleniil egyik kérdés megvalaszolasahoz sincs réa sziikség, de a leirast sok helyen egyszertsiti,
igy akik érdemben hasznaljak és nem kapnanak 10 pontot a példara, azoknak adhatunk 1-et érte.)
Az asszociativitas is teljesiil, ennek ellenérzéséhez érdemes észrevenni, hogy ha a kengurukat mind
idGsebbnek feltételezziik a koalaknél és két allat szorzatat egyszertien az idGsebbikként adjuk meg,
akkor pont a feladatbeli struktirat kapjuk, igy pedig az asszociativitas magatol értet6dd, hiszen
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barmely 3 erszényes szorzata a zardjelezéstdl fiiggetleniil a legiddsebb lesz koziiliik. (Természetesen

az asszociativités a fenti észrevétel nélkiil, részletes esetvizsgélattal is ellendrizhetd.) (4 pont)
Az eddigiekbsl mar kovetkezik, hogy a struktura félesoport. (1 pont)

Ahhoz, hogy eldontsiik, csoport is-e, elsként az egységelem létezését kell vizsgalnunk. A definiciébol
konnyen adodik, hogy lesz egységelem, éspedig a legfiatalabb koala (nevezziik Beninek), (1 pont)

hiszen ezt barmely x erszényessel szorozva z-et kapjuk. (1 pont)
Most mar vizsgalhatjuk az inverz létezésének kérdését: meg kéne allapitani, hogy béarmely =z
erszényeshez 1étezik-e olyan y erszényes, mellyel x-et szorozva Benit kapjuk. (1 pont)
Koénnyen lathato, hogy ilyen nem létezik (kivéve, ha = épp maga Beni), hiszen a szorzat sosem
fiatalabb a tényezdinél, a kérdéses struktura tehat nem csoport. (1 pont)

Szigortian véve azt is vizsgéalni kellene, hogy a struktdra nem iires-e, hiszen ekkor félcsoport sem
lehetne, de ennek hianyaért ne vonjunk le pontot. Ha az alaphalmaz egyelemt lenne, akkor nem csak
félcsoport, hanem csoport is lenne a struktira és érdemes azt is megfigyelni, hogy ha nincs koala,
akkor a legfiatalabb kenguru lesz az egységelem.



