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Példatarunkkal a Hiradastechnika targy mélyebb megértését és a vizsgakra késziilést
szeretnénk segiteni. A fiizetben szereplé példak legtobbje elmult évek vizsgain és
zéarthelyiken szerepelt. Minden fejezet elején kozliink egy révidebb-hosszabb beve-
zetést, ahol a példamegoldis szempontjabol nélkiilozhetetlen ismereteket kivanjuk
folfrissiteni. Néhany esetben hoztunk olyan érdekességeket, melyek id§ hidnydban
az el6adasbol altalaban ki szoktak maradni, vagy éppen a hézifeladat megoldésat
segitik.

Az els6 harom fejezet a hiradastechnikédban nélkiilozhetetlen alapismeretekkel fog-
lalkozik, (sztochasztikus folyamatok, zaj és analog modulécid), a hatralevs szakaszok
a digitalis adatatvitel alapelemeinek megértését szolgaljak. Hogyan lehet folytonos
forrasok jeleit a lehets legtomorebben szamsorozatokkd alakitani, (mintavételezés,
kvantalas, forraskodolas) és ezeket (a valosagban adott analog) csatornan atvinni
(digitalis modulaciok, digitalis csatornamodell). Végiil az atvitel biztonsagat noveld
hibajavité kédolassal foglalkozunk.

Kérjiik kdeves olvasdinkat, hogy ha hibdkat vesznek észre, irjak meg nekiink
({elek, kovacsl}hit.bme.hu).

A szerz6k



1. fejezet

Sztochasztikus folyamatok

A Hiradéastechnikdban eléfordulé adatfolyamokat nem jellemezhetjiikk determinisz-
tikus jelekkel, hiszen informécio-tartalmuk éppen véletlenszertiségiikben rejlik. (Ha
elére tudnank egy hir kovetkezs szavat, folosleges lenne barkinek is elkiildeni.) A kép,
hang vagy adatfolyamok sztochasztikus folyamattal modellezhet6ek, ami azt jelenti,
hogy a jelek leirdsa és a jelfeldolgozas tervezése csak statisztikai szinten torténik,
a konkrét realizacioknak nincs kiilénosebb jelent@sége. A hiradastechnikéaval foglal-
kozonak tehat mindenképpen tajékozottnak kell lenni a sztochasztikus folyamatok
vilagaban.

1.1. Jelolések

E[] varhato érték operator

me(to) = E[€(to)] a & folyamat ¢ pillanatban vett varhato értéke

Re(t1,t2) a & folyamat autokorrelécids fiiggvénye altaldnos esetben

Re(T a ¢ folyamat autokorrelécios fiiggvénye stacionér folyamat esetén
se¢(f) a & folyamat spektralis strtségfiiggvénye

1.2. Emlékeztetd

1.2.1. Matematikai bevezetés

Két valoszinségi valtozo (&1 és &) szorzatanak varhato értéke az fe, ¢, (@1, 22) un.
egyiittes strtségfliiggvény ismeretében szamithato ki:

E[61&] = / /961332f1,2 (21, x2)dz1do (1.1)

—0o0 —O0

Ha a két valoszintiségi valtozo fiiggetlen, akkor az egyiittes eloszlas a peremeloszlasok
szorzata:

fer e (@1, 22) = [ (#1) fe, (22) (1.2)

2



FEJEZET 1. SZTOCHASZTIKUS FOLYAMATOK 3

és igy

E[&&] = //331$2f1($1)f2($2)d$1d332=

= /$1f1 (ml)dm / x2f2 (x2>dx2 =
= E[&]E[¢]

1.2.2. A sztochasztikus folyamat definici6ja

Intuitiv definicio: 1d6t6l fiiggs véletlen jelek (pl. beszéd jel, adat, video ...stb.)
1. Definicié: A £ (t) sztochasztikus folyamat olyan valdszintiségi valtozo amelynek

Q)

X, (t) — 3.sz. megfigyelés

X (t) — 2.sz. megfigyelés

X (t) — l.sz. megfigyelés

elemei eseményi fliggvények.

Nem konstruktiv definico, hiszen fiiggvényeken nem tudunk mértéket definidlni (me-

lyik fliggvény nagyobb egy masikndal?), igy a valoszintiségszamitas mértékelméletét

nem tudnank hasznélni. Ehelyett a kovetkez§ definiciot hasznaljuk:

2. Definicio: A & (t) sztochasztikus folyamat valoszintsegi valtozok Osszessége {& @ a <t < b}.
Ha tetsz6leges N szamu id6pontot kivalasztunk, s az azokban az idépillanatokban
megfigyelhetd valosziniiségi valtozokat egy vektorba rendezziik, akkor ezt a valoszint-

ségi vektorvaltozot az adott sztochasztikus folyamat véges dimenzids projekcidjdnak
nevezzik, melynek természetesen létezik N dimenzids egyilittes eloszlasfiiggvénye,

amely a legmélyebb statisztikai ismeret az adott vektorvéiltozordl:

Ftl,tg,...,tN (33‘1,(1?2, ,IIZ‘N) = P(&gl <, §t2 < T2,y gtN < IIZ‘N)
A véges dimenzids projekcid striségfiiggvénye pedig:

aNFtl to tN (x17x27"'7xN)
T1,T2, ..., TN) = =
ftl,tg,...,tN( 1,42, ) N) 8$18$28$N

Allitas: ha ismerjiik a véges dimenzids eloszlasokat VIN-re és Viy,to...t y-re, akkor a
sztochasztikus folyamatot statisztikailag tokéletesen jellemezni tudjuk. Sajnos eh-
hez is végtelen tuddsmennyiség sziikséges, ezért ez a jellemzés a gyakorlatban nem
hasznélhato. A miiszakilag tartalmas kérdések:

3



4 FEJEZET 1. SZTOCHASZTIKUS FOLYAMATOK

&)

% (1)

> x5 (7)
VO & x(t)

4
b
gtl §t2 &zn
a sztochasztikus folyamat
n dimenzios projekcidja
o Vdrhatoérték-idd fiigguény:
me (1) =E[E(t)] = / x fe (v) dz (1.3)

e Korreldcids fligguény:
Re (t,u) = B[ (1) € (u)] = / / wyfoe, (@) dedy  (14)

1.2.3. Stacionaritas

Verbalisan megfogalmazva a stacionaritas a statisztikai jellemz6k id6beli invarianci-
ajat jelenti. Attol fiiggden, hogy milyen mélységii statisztikai jellemzdk idGinvarian-
cidjat koveteljiikk meg, beszéliink erds illetve gyenge stacionaritasrol.

Erds stacionaritas
Barmely tetszéleges véges dimenzids projekcid egyiittes eloszldsa idGinvarians, azaz

Ftth...tN (951, T2y eny QUN) = Ft1-|—7’,t2+7’,...7t1\]+7' ($1,3327 ---,ﬂUN) VN (1-5)

azZaz
P(§t1 < X1, é-tz < T2y weey gt]\] < ZUN) - P(£t1+7' < X1, €t2+7' < T2y weey gtN-i-T < CCN)

4



FEJEZET 1. SZTOCHASZTIKUS FOLYAMATOK 5

és ennek kovetkezményeként a stirtiségfiiggvényekre is fenall az idSinvariancia:
ft1,t2...tN (xlu T2y weey .’EN) == ft1+T,t2+T,...,tN+T (xla T2y eeey .T,'N)

Gyenge stacionaritas

A gyenge stacionaritas esetében csak az els§ és méasodrendi statisztikai jellemzdsk
idGinvariancidjat koveteljiik meg:

1.
me () =me (t+T) = EE@]=E[({E+T)] VT
azaz a varhatéérték fiiggvény idstél fiiggetlentil dllando.
2.

Re (t,u) = Re (t+ T,u+T) VT

Kovetkezmény: ha T' = —u vélasztéssal éliink, latszik, hogy

Re (t,u) = Re | t —u,0 | = Re (1)

vagyis a korrelacios fiiggvény csakis a t — u id6pontok kozotti kiillonbségétsl
fligg, azaz az idének csak egyvaltozos fliggvénye.

1.2.4. Ergodicitas

Az ergodicités azt jelenti, hogy az idébeli atlag megegyezik a sokasdgatlaggal. (Ids-
beli atlagon az egyetlen megfigyelt realizaci6 id6beli atlagolasat, mig sokasigatlagon
az adott iddpillanatban a realizéciok sokasdgabol készitett atlagot értjiik.) Formu-
lakkal a kovetkezd képpen fejezhetjiik ezt ki. ElGszor egy példa:

T/2
i / gz () dt =Bl (€)]
—T/2

Fontos kévetkezmény: a folyamat atlagteljesitménye megismerhets egyetlen realiza-
ci6 megfigyelésébdl is:

T/2
Jim / 2 (t)dt = E [¢* (t)]
—T/2
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1.2.5. Az autokorrelaciés fiiggvény és a spektralis stirtiségfiiggvény

A stacionarius folyamatok autokorrelacios fiiggvényének Fourier transzformaltjat -
ha létezik - a folyamat spektrélis strtségfiiggvényének nevezziik.

o0

se(f) = [ Re(ryeiar (16)

—00

o0

Re(r) = [ se(p)etr/af L.7)

—00
Az s¢(f) fiiggvény valos folyamatoknal nemnegativ, paros fiiggvény. Ha a & jelet,
amelynek spektralis strtségfiiggvénye s¢(f), szirjiik egy H(f) atviteli fiiggvényt
sziirGvel, akkor a sztir6 n kimend jelének s,(f) spektralis stirtiségfiiggvénye

sn(f) = [H(f)P - se(f)- (1.8)

Igaz tovabba, hogy a spektralis stirtiségfiiggvény integralja a jel atlagteljesitményét

szolgéltatja:
o0

B[] = Re(0)= [ se(ndr (19
—o
A spektralis striségfiiggvényre azért igazak ezek az allitdsok, mert az autokorrela-
cios fliggvény Fourier transzforméltjaként definidltuk. Ugyanakkor e tulajdonsagok
lehetévé teszik, hogy a spektralis strtiségfiiggvénynek szemléletes fizikai jelentést tu-
lajdonitsunk, s ez a kép gyakran segiti egyes jelenségek, Gsszefiiggések megértését.
Tételezziik fel ugyanis, hogy a & jelet egy keskeny, A sévszélességd, amigy "ide-
alis" savsziirgvel sztirjiik. Pontosabban, a sztird atviteli fiiggvénye:

1, ha f€lfo,fo+ A
H(f)=q 1, ha fe[-fo,—(fo+A)] . (1.10)
0, egyebkent

Erdekes kérdés, mit mondhatunk ekkor a sziir6 kimeng jelének atlagteljesitményérsl.
A sztir6én nyilvan csak a jel azon szinuszos-koszinuszos 6sszetevéi jutnak at, amelyek
frekvenciaja a szlir6 ateresztd savjaba ( fo ésfo+ A kozé) esik. A kérdés tehat egyrészt
ezen jelosszetevik Osszteljesitménye. Masrészt viszont az 1 kimend jel teljesitménye:

BIE) =Ry 0) = [ 5(Nd = [ sl (P ar (1.11)

Kihasznélhatjuk, hogy az integrandus mindkét tényez6je péaros fiiggvény, tovabba,
hogy egyikiik az integralas tartomanyanak jelentés részhalmazain zérus. Igy:

fo+A fo+A
Bl =2 [ s PFd=2 [ s (112)
fo fo
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Ha A elegendden kicsiny, és s¢(f) folytonos, akkor az integralas kézépértéktételei

szerint
fo+A

Bl =2 [ se(f)df ~2sc(fo) & (113)
fo
Tehat megalapozott az a szemléletes kép, miszerint a spektralis strtségfiiggvény

értéke az fo frekvencian az fy frekvencia egységnyi széles kdrnyezetében 1év§ szinuszos
(és koszinuszos) jelosszetevsk atlagteljesitményét adja meg.

se () = fim 20

1.14
A—0 A ( )

(A 2-es faktor a pozitiv ill. a negativ frekvencidkra es6 (valos jelek esetén egyforma)
jelkomponensekbdl adodik.)

1.3. Példa: az autokorrelaciés fiiggvény haszna

Tekintsiik az un. elérejelzési feladatot: megfigyeljiik a & jel értékét a t; idépillanat-
ban, és a megfigyelt érték, &, alapjan becsiilni kivinjuk a jel értékét a to iddpilla-
natban. Ha a legegyszeriibb felépitésii (linearis) becslésre szoritkozunk, és a becslés
hib4jat az in. négyzetes kozéphibaval értékeljiik, akkor (amint latni fogjuk) a legjobb
becslési szabélyt éppen a jel autokorrelacios fiiggvényének ismeretében alkothatjuk
meg.

Példankban egyetlen megfigyelt értékbdl akarunk becsiilni, igy a becslést a

&, = aly, (1.15)

jelenti, valamilyen a érték mellett. (Ha tobb megfigyelésbol akarnank becslést készi-
teni egy jovébeli értékre, akkor a linearis becslés a multbeli minték linedrkombinéci-
6jat jelentené.) A becslés négyzetes kozéphibaja alatt az

. 2
e=E |:<§t2 — §t2> :| =E [(aftl — §t2)2:| (116)
nemnegativ szamot értjiik, amely természetesen fiiggvénye a-nak, hiszen
e(a) = E[&,] - 2aE[&,&,] + a*E [€]] (1.17)

A (négyzetes kozépben) legjobb lineéris becslés paramétere az az ag érték, amelyre
e minimaélis, ez az érték (derivalva és 0-val egyenlévé téve e kifejezését,)

ay = Eléne] _ Re(ty, t2)
E[¢]  Relti,ta)
Megallapithato, hogy a legjobb becslés paraméterét a jel autokorrelaciés fiiggvénye

csakugyan meghatéarozza, csaktgy, mint a legjobb becslés négyzetes kozéphibajat,
hiszen

(1.18)

RZ(t1,t2)
Re(t1,t1) Re(t2, to)

e(ag) = Re(t1,t2) |1 —
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Fontos tanulsagok:

1.4.

Az eldrejelzési feladat igényes megoldasdhoz sziikséges ismeret a folyamat au-
tokorrelacios fiiggvénye. Ez az ismeret ugyanakkor elegendd is lehet az efféle
feladatok megoldasahoz.

Tekintve, hogy a négyzetes kozéphiba semmiképpen sem lehet negativ, ey sem
lehet negativ. Ezért bizonyosan igaz, hogy

R%(t1,t2) < R(t1,t1) - R(ta, ta), (1.19)

ami persze nem mas, mint a Cauchy-Schwartz-Bunyakovszki féle egyenlGtlenség
koriilményeinkre szabott viltozata.

Ha a folyamat (legaldbb gyengén) stacionarius, akkor

— me = E[&,] = E[&,] = const (nem fligg az id6tdl)
— Rg (tz —tl) = Rg (7’) = Rg (tl,tg) (Csak a 7 = to — t; idgkiilonbségtsl
fiigg)

Ebben az esetben az optimalis predikcios egyiitthato formulaja (1.18) egysze-

riisodik:
_ Re(r)

~ Re(0)
RZ (7)
RZ(0)

a()(’i')

eo (1) = Re (0) |1~

valamint

RZ (1) < RZ(0) (1.20)

Ha a becslés josdgat nem a négyzetes kozéphibdval mérnék, a legjobb becslés
megalkotasdhoz nem lenne elegendd a jel autokorreldcids fiiggvényének isme-
rete. SGt, ilyen kevés ismeret birtokdban még a hiba mértékének kiszamitésara
sem igen nyilik lehetdség. Gyakran hasznos, értelmes hibakritérium lehetne pl.
az Un. abszolut kézéphiba,

E[|zy, — m|], (1.21)

amelynek meghatarozasa altalaban az autokorrelacios fliggvénynél mélyebb is-
mereteket igényel.

Példa

Déntse el, hogy a &(t) = Acoswt + Bsinwt folyamat (ahol A és B fiiggetlen nor-
malis valoszintiségi valtozok, nulla varhato értékkel és egységnyi szorassal) erGsen
vagy gyengén stacionarius-e? Hatarozza meg a folyamat autokorrelacios fiiggvényét.
Ergodikus-e a folyamat?
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MEGOLDAS

A stacionaritds mindig valamilyen statisztikai jellemz6 idGinvarianciajat jelenti.
A gyenge stacionaritas teljesiiléséhez az els§ és mésodrendd statisztikak idGinvarian-
cidjat koveteljiik meg: (1. emlékeztets)

1. A folyamat varhatoérték-ids fiiggvénye legyen allando, azaz E [£(t)] = konstans.
FEz esetiinkben teljesiil is, hiszen

E[Acoswt + Bsinwt] = coswtE [A] + sinwtE [B] =0

A szamolasban kihasznaltuk, hogy a varhato érték képzési miivelet linearis
operator, igy tagonként elvégezhetd, illetve a konstans kiemelhets. (Vigyazat,
a konstans itt azt jelenti, hogy a varhato érték képzés szempontjabol konstans,
azaz NEM valoszintiségi valtozo!)

2. Az autokorreldcios fiiggvény csak az argumentuméaban szerepls két idéval-
toz6 kiilonbségetsl fligg (azaz egyvaltozos fliggvény), formalisan: Re(ti,t2) =
Re¢(to —t1). Lassuk teljesiil-e most?

E(t)E(t2)] =

(Acoswty + Bsinwt;) (Acoswts + Bsinwts)] =
= E [A2 coswty coswty + B?sin wtq sin wtg—i—] .

+ [.ABcoswt; sinwts + AB coswty sinwt;| =

= E [AQ] coswty coswty + E [32] sin wtq sin wtg +

+ E[AB]coswt; sinwty + E [AB] cos wty sin wtg

Ré(t17 t2) =

B
B

Mivel A és B fiiggetlenek valamint nulla varhatoértékiek, ezért E[AB] =
E[AJE[B] =0, igy
Re(t1,t2) = E [AQ] coswty coswty + E [B2] sin wty sin wtg =

= cosw(t] — t2)

(az utolso lépésben a cos(a — [)-ra vonatkoz6 trigonometrikus Osszefliggést
hasznéltuk fel). Tehat a masodik feltétel is teljesiilt.

Ezek alapjan a folyamat gyengén staciondrius.

Az erds stacionaritashoz, barmilyen N dimenzi6s projeckcio eloszlasanak (vagy
stirtiségfiiggvényének) invaridnsnak kell lennie az idgbeli eltolasra. Az N dimenzios
projekcié nem més, mint a folyamat t¢1,to, ..., ¢ id6pontbeli megfigyeléseibdl, mint
valoszintségi valtozokbol képzett vektor: (b&vebben 1. emlékeztetd)

[£(t1),&(t2), ..., &(tn)] = [(Acoswty + Bsinwty), ..., (Acoswty + Bsinwty)]

Mivel A és B normalis eloszlastuak, a coswt; tipusu tagok pedig determinisztikusak,
azaz a "statisztika szemszogébdl" konstansok, igy a valdszintiségi vektorvaltozénk

9



10 FEJEZET 1. SZTOCHASZTIKUS FOLYAMATOK

minden komponense normaélis eloszlasu, egyiittes eloszlasuk tehat szintén normélis
lesz. Altaldnosan egy N dimenzids normalis eloszlas strtségfiiggvénye

1

—1(x—m)TK~1(x—m)
CmN2(det K)12¢ (1.22)

f(:vlaan 7$N) —

ahol K a kovariancia matrix és m a varhatoérték vektor, amely egyértelmtien megha-
tarozza a strtségfiiggvényt és rajta keresztiil az eloszlast. Jelen esetben mg(t;) =0
és

Kij = B[§(t:)&(t)] = Re(ti,t5) = cosw(ti — t;)

Ebbél latszik, hogy mivel K és m idGinvarians, igy a folyamat barmilyen N dimen-
7i0s projekciojanak striségfiiggvénye (illetve eloszlasa) is idGeltolasra invarians lesz.
Azaz, a folyamat erdsen staciondrius is.

Az ergodicitas vizsgélatahoz, meg kell nézni, hogy az idébeli atlagok megegyeznek-
e a statisztikai atlagokkal. Az alapdefinico szerint barmilyen korlatos, folytonos g(.)
fliggvényre fenn kell allnia, hogy

T/2
(g (x (1) = lim = / g (1) =Elg (€ (1)) (1.23)

ahol z(t) a &(t) folyamat egy realizacioja. Vizsgaljuk a masodrendd atlagokat! A
statisztikai atlag, ahogy levezettiik R¢(7) = coswr. Az idéatlag vizsgalatahoz ve-
gyiik az A és B valdszintiségi valtozok egy realizacidojat amit a és b jeldl. Ekkor a
masodrendd idatlag ((a coswt +bsinwt)(acosw(t +7)+bsinw(t+ 7)) nem szabad,
hogy fiiggjon a és b konkrét értékétsl. Konnyen taldlhatunk azonban olyan példat
(7 = 0 valasztéassal), amikor ez a kifejezés fiigg a és b konkrét értékétsl, hiszen ekkor

{(acoswt+bsinwt)(acosw(t+7)+bsinw(t+7)) = (a*cos’wt+b*sin’wt) = 0.5(a*+b?)

Ebbél az kovetkezik, hogy a folyamat nem ergodikus.
Megjegyzés: sztochasztikus folyamatok O gyengén stacionér folyamatok D erGsen
stacionér folyamatok D ergodikus folyamatok.

1.5. Példa

Ha £(t) és n(t) folyamatok fiiggetlenek, gyengén stacionariusak, valamint zérus varha-
toértékiek, akkor ugyanez elmondhato-e a 0(t) = £(t) +n(t), illetve a v(t) = £(t)n(t)
folyamatokrol?

MEGOLDAS

A 6(t) gyengén stacionér, hiszen teljesiil ra a gyenge stacionarités két feltétele (1.
emlékeztetd), ugyanis:

E0()] = E[£(t) +n()] = me +my =0

10



FEJEZET 1. SZTOCHASZTIKUS FOLYAMATOK 11

Ry(t,u) = E[0()0(u)] =
= E[(&®) +n)(E(w) +n(u)] =
= E[(t)¢(u )]+E[ (On(w)] + E&(&)n(w)] + E[E(u)n(t)] =
= Re(t —u) + Ryt —u) + E[E(H)n(u)] + E[§(uw)n(t)] =
= Re(t —u) + Ry(t — u)

Az utolso el6tti 1épésben egyszertien alkalmaztuk a folyamatok autokorrelacios fiigg-
vényeire vonatkozo definiciot, az utolsé lépésben pedig a fiiggetlenséghdl kdvetkezGen
hagytuk el a megfelels tagokat. Azaz a folyamat gyengén stacionér.

A v(t) folyamatra vonatkoz6 szamitésok hasonloak:

Ev(t)] = E[§(#)n(t)] = memy =0
a fliggetlenség miatt, és

R, (t,u) =

Az utolsoé el6tti lépésben azt hasznaltuk ki, hogy £ és 7 fliggetlenek, ezért a varhatoér-
ték képzés tagonként elvégezhets. Amint latszik itt is teljesiil a gyenge stacionarités
mindkét feltétele.

1.6. Példa

Tekintstink egy z(t) gyengén stacionér folyamatot, melynek ismert a varhat6 értéke
(my) és az autokorrelacios fiiggvénye (R,). Modulaljunk ezzel a folyamattal ampli-
tadoban egy véletlen fazisu koszinuszos vivét. Jeldlje ezt

y(t) = x(t) cos(2m ft + )

ahol ¢ egyenletes eloszlasu valoszintiségi véaltozo a [0, 27| tartomanyon. Tovabbé fel-
tételezziik, hogy ¢ és x(t) fiiggetlenek.
a) Hatérozza meg az y(t) folyamat varhato értekét!
b) Hatarozza meg az y(t) autokorrelacios fliggvényét!
¢) Szamitsa ki x(t) és y(t) keresztkorrelacios fliggvényét a kovetkezs definicié segit-
ségével:

Rgy(tr,t2) = E[z(t1)y(t2)] -

d) Vajon gyengén stacionérius-e az y(t) folyamat is?

11



12 FEJEZET 1. SZTOCHASZTIKUS FOLYAMATOK

MEGOLDAS
a) A fliggetlenség feltételének kihasznaldsaval:

my = mgE [cos(2mft + )] =my -0 =0

b) A szédmolas soréan kihasznaljuk, hogy fliggetlen valoszintiségi varhatok szorzata-
nak varhatoértéke egyenls a varhatoértékek szorzataval, valamint azt, hogy gyengén
stacionér folyamatok autokorreldcios fliggvénye egyvéltozos.

Ry(t1,t2) = El[z(t1)cos(2mft1 + ¢)x(t2) cos(2mfta + ¢)] =
= R.(to —t1)E[cos(27m ft1 + @) cos(2m fta + ¢)] =

(
= Ry(ta — t1) 1 E [cos(2mf(t1 — t2) + cos(2mf(t1 + t2) + 2¢)] =
= m(tg — tl) COS 27Tf(t1 — tz)

hiszen a véletlen fazisu (mésodik) koszinuszos tag sokasidgatlaga nulla, az els§ tag
pedig a varhatoérték miivelet szempontjabol konstansnak tekinthetd.

c)
Ryy(t1,t2) = E[x(t1)x(t2) cos(2m fta + )] = Ry(ta — t1)E[cos] 2nfta + ¢ =0

hiszen konkrét f és to esetén a véletlen fazisu koszinusz varhatoértéke éppen zérus.
d) Mivel m, = 0 tehat konstans, és R, csak a to —t; idokiilonbségtd] fiigg, ezért y(t)
is gyengén staciondrius.

1.7. Példa

Vizsgéljuk a kivetkezs sztochasztikus folyamatot: £(t) = Ae™t, ahol A normélis va-
l6szintiségi valtozo 0 varhato értékkel és egységnyi szorassal.

a) Szamitsa ki a folyamat varhato érték-idé fliggvényét!

b) Hatarozza meg a t; = 1s és to = 3s iddpillanatokban megfigyelhetd minték kozotti
korrelaciot.

¢) Milyen értelemben stacionér a folyamat?

MEGOLDAS

a)
E[{(t)] =E[A]e™" =0

ugyanis, mint korabban mér hangsilyoztuk, a varhaté érték operdtor linearis operéa-
tor, igy a konstans (itt értsd: determinisztikus) tag kiemelhetd.

b) A feladat az autokorrelacios fiiggvény egy konkrét értékére (Re(t1,t2)) kérdez ra.
Igy legkézenfekvobb, ha kiszamoljuk magat az autokorrelaciés fiiggvényt, s utana
behelyettesitjiik a konkrét értékeket.

Re(t,u) =E[£(t)&(u)] = E [Ae "4e ] =E [AQ] el =gt

12



FEJEZET 1. SZTOCHASZTIKUS FOLYAMATOK 13

At =1t = 1s és u = ty = 3s valasztassal élve a keresett korrelacios érték:
Rg(tl,tg) =e¢ 4 =0.0183.

c¢) A varhatoérték-idé fiiggveny ugyan konstans, de az autokorrelacios fiiggvény fiigg
a konkrét t1,ts idGértékektsl, igy tehat a folyamat még gyengén sem lehet stacionér.

1.8. Példa: a savhatarolt fehér zaj

Egy & jel spektralis strtiségfiiggvénye

50, ha ‘f| < B
= . 1.24

s:(f) { 0, egyebkent ( )
Az ilyen jel sdvhatdrolt (hiszen B-nél nagyobb frekvenciaju dsszetevsi nincsenek), és
fehér (a nemzérus intenzitasu jelosszetevGk azonos erGsségiiek, s a fehér fény Ossze-
tevoi is ilyenek). Hatérozzuk meg e jel autokorrelacios fiiggvényeét!

MEGOLDAS
Az autokorrelacios fliggvény a spektralis stirtiségfiiggvény inverz Fourier transzfor-
méltja:

oo
Re (1) = / se (f) P27 df (1.25)
—0o0
Most
B omf ej271’f7' +B ej27TBT _ e—j27‘(‘BT
R = JETIT df = = 1.26
¢ (7) /806 If = so |:j27TT]_B 50 e (1.26)
Felismerve a szinuszfiiggvény Euler-féle alakjat, irhatjuk, hogy
sin (2w BT)
=2Bsg—————= 1.2
Re (7) %0 2n BT (1.27)
E [€*] = R (0) = 2Bsg (1.28)
Ezzel: in (20 B7)
sin (27 BT
_ 7) 1.29
Re (7) = Re (0) o2 (129

Ez a fiiggvény szdmos hiradastechnikai modellben felbukkan. Lényeges tulajdonsa-
gai:
1. Argumentuméanak névekeds (abszolut) értékeire annak reciprokéval majoral-
hatoan tiinik el (tart a zérushoz). Ez azt jelenti, hogy a jel tavoli mintai kozott
is van szamottevd kapcsolat.

2. Zérus értéket vesz fel, valahanyszor t = k/(2B), ahol k egész, de nem zérus.
3. A fiiggvény globélis maximuma ¢ = 0-ban van.

4. Szépen lathato, hogy péros fiiggvény, de nem mindeniitt pozitiv fiiggvény (vi-
szont pozitiv definit fliggvény, de ez méas kérdés).

13



14 FEJEZET 1. SZTOCHASZTIKUS FOLYAMATOK
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1.1. 4bra. 2228 a 2BrT fiiggvényében
1.9. Példa: exponencialisan lecsengé autokorrelacios fiigg-
vényt folyamat
Egy £ jel autokorrelécios fiiggvénye
Re (1) = Roe~ 2ol (1.30)
Hatarozzuk meg a jel spektralis stirtiségfiiggvényét!
MEGOLDAS

A megadott autokorrelacios fiiggvény Fourier transzformaltjat kell képezni:

o0

se (f) = / Re (1)e 2™ qr (1.31)

—00

Most az autokorrelacios fiiggvény szakaszonként eltérs képlettel irhato le, ezért

0 o)
se (f) = / Rye2(fo—iN)7 gy & / Rye2m(—fo=if)7 g (1.32)
—00 0

Az exponensben szerepl§ fiiggetlen valtozot kiemelve, az integralasokat elvégezve:

- R e2r(fo—ifr 1° o [ i > (133
se(f)=Ro|s—r—=| +Bo|s—FF—= .
: T R PTG I TN
A behelyettesités utan:
1 1 Ry 1 1
se(f)=Rp——— 4R _ n 1.34
«f) Yor (fo—3f) "2 (fo+if)  2nfo 1—3% 1+j% (1.34)

14



FEJEZET 1. SZTOCHASZTIKUS FOLYAMATOK 15

Elvégezve a kijelolt miveletet:
1 1 1

Sf(f):ROW—fOl_’_(f)Q:Sol—F(%)Q (1.35)

fo

Figyelemreméltd, hogy ez a spektralis strtiségfliggvénye az elséfoku alulateresztével
megszlrt szélessava fehér zajnak, ha a sztir§ hatarfrekvencidja fo.

Hip (f) = — Hip () = ——— (1.36)

= 1+j% 1_|_<f—{))
1.10. Példa

Tekintsiik a £(t) Gauss-folyamatot. Varhato értéke mg = 0, szérasnégyzete o*g =1.
a) Adja meg a folyamat stirtiségfiiggvényét!

b) Hatarozza meg a folyamat atlagteljesitményét!

c) Hatarozza meg R¢(0) értékét!

d) Vezessiik at a folyamatot egy idedlis négyzetreemels aramkoron! Hatérozza meg
n(t) = €%(t) kimeng folyamat varhatoértékét!

¥

MEGOLDAS

a.) A stacionarius Gauss-folyamat minden N-dimenzios projekcioja N-dimenzios
normélis valoszintiségi vektrovaltozo. (Egyszertibben: barmely pillanatban tekintjiik
a folyamatot, gauss-i valoszintiségi valtozot "latunk".) A stacionaritas miatt a var-
hatoértek idsfiiggvény konstans. A mintak korreldlatlansaga esetén a o? is fiiggetlen
az id6tol. (Bovebben 1. 1.15). Ennek fényében valik értelmessé a feladatban szerepld
"folyamat stiriiségfiiggvénye" kifejezés.
A Gauss (azaz normalis) eloszléas strtsegfiiggvénye altalanosan:

fla) = e T
xT) = e 20
V2o

ahol m a valészintiségi valtozé varhatoértéke, o2 pedig a szorasnégyzete. (Megjegy-
zések: 1. Ezt az Osszefiiggést érdemes fejbdl tudni. 2. Vegyiik észre, hogy a normalis
eloszlas striiségfiiggvényét (legteljesebb statisztikai leirasat) teljesen meghatarozza
a varhatoértéke és a szordsa. Ebbél kovetkezik az a kozismert tulajdonsiga, hogy
normaélis valoszintiségi valtozok korrelalatlansidga egyben fiiggetlenséget is jelent.)
b) A folyamat atlagteljesitménye nem més, mint a négyzetének a varhatoértéke (ma-
sodik momentuma): E [52(75)]. Mivel a varhatoérték zérus, igy ez most megegyezik
a szorassal, vagyis a valasz: 1 (hiszen ag =E[&(1)] - mg)

¢) A korrelacios fiiggvény definiciojat felirva:

Re(7) = E[E(1)E(t + 7))

és 7-ba 0-t helyettesitve adodik, hogy R¢(0) = E [¢%(t)], tehat ugyancsak a szords
értéke az eredmeény.

15



16 FEJEZET 1. SZTOCHASZTIKUS FOLYAMATOK

d)Mivel E [n(t)] = E [¢2(t)] értéket keressiik, ezért a valasz megintcsak megegyezik
az el6z6 pontban kapott eredménnyel.

(Megjegyzes: Figyeljiink arra, hogy a szorasnégyzet és az atlagteljesitmény csak 0
varhato értéki folyamatok esetén egyezik meg.)

1.11. Példa

Egy &(t) gyengén stacionér, nulla varhatoértékd, Gauss folyamat spektralis stirtiség-
fiiggvénye:
| —T<f<T
— 2 =>1 >3
se(f) { 0 egyebkent

ahol f 1kHz-re normalt frekvencia.

a) Irja fel a ¢ id6pontban megfigyelhets egydimenzios minta valoszintiségi stirtiség-
fliggvényét és adja meg, hogy ez a minta milyen valoszintiséggel pozitiv!

b) A folyamatot egy

_Joeos(f) —5<f<3
H(f)= { 0 e2gyebkent2 ) ’

karakterisztikaju sztirén atengedve, mi lesz a kimend 7(t) folyamat atlagteljesitmé-
nye?

MEGOLDAS

a) Gauss-folyamat esetében a minték eloszldsa gaussi, azaz:
(z—mg)?

1 - 20%

= e
V2mog

Ebben a kifejezésben csak a szoras ismeretlen, a varhatoérték meg volt adva (0). Mi-
vel a folyamat 0 varhato értékd, ezért a szérds megegyezik a masodik momentummal,
azaz a jel atlagteljesitményével, amit megkaphatunk a spektralis strtségfiiggvény in-
tegraljaként:

fe(2)

) 00 w/2

o¢ :/ se(f)df = df =m
—o0 —7/2

A Gauss-strtségfiiggvény szimmetrikus a 0-ra (0 varhato érték esetén), igy P (£(t) > 0) =

0.5.

b.) A transzformalt (sztrt) jel spektrélis stirtségfiiggveénye (1.8) alapjan szamolhato,

az atlagteljesitmény pedig megkaphat6 a spektralis strtségfiiggvény integraljaként:

= [ s = [P st -

= cos(f)df =

/”/2 ™/2 1 4 cos(2f)
—m/2 —m/2 2

™
df =3

16
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Megjegyzés: Ennek a feladatnak a megoldasdhoz nem feltétleniil sziikséges tudni, de
érdemes megjegyezni, hogy Gauss-folyamatot linearis sziir6n dtengedve a kimenet is
Gauss-folyamat lesz.

1.12. Példa: Visszhang hatasa

Az n folyamat a zérus varhato értékd, Re(T) = Ro- e~ 7| autokorrelacios fiiggvényt,
& stacionérius folyamat linearis transzformaéltja: 7, = & — &—_p. Hatarozzuk meg
az 7 folyamat autokorreldcids fliggvényét, tovabbé a £ és az n folyamatok spektralis
stirtiségfiiggvényeinek hanyadosat a frekvencia fiiggvényében!

MEGOLDAS
Az autokorrelacios fiiggvény:

Rn (tlv tQ) = E [(fh - gtl_T) (&2 - ftz—T)] =
= E6,&,] —E& -1ée] — El6, &o-1] + E &y -1&,-1] =
= Rg(tQ—tl)—Rg(tg—tl—l-T)—Rg(tQ—tl —T)+R§(t2—t1) =
= QRg(T)—Rg(T—l—T)—RE(T—T)

Az autokorrelacios fliggvény csak az idSkoordinatdk v = ¢ — t1 kiilonbségétsl fligg,
igy a kimend folyamat stacionarius. A kimeng jel autokorrelacios fiiggvényének Fo-
urier transzformaltja, azaz spektralis strtségfiiggvénye:

Sn(f) = 285(']") — Sé(f) . €j27"fT _ Sg(f) . e*j?ﬂ'fT _
() (2 — 2cos(2nfT)) = 4- s¢() - sin (n/T)

A keresett hanyados tehat:
4sin® (7 fT) (1.37)

Mds megfontoldssal:
A rendszer impulzus valasza: h(t) =0 (t) —d (t —T'). A rendszer atviteli fiiggvénye:

H(f)=F{h(t)} =1—e 92T =1 — cos (2nfT) + jsin (27 fT) (1.38)

snlf) _ |H (f)]? =1 —2cos (2nfT) + cos? (2n fT) + sin® (2r fT) =
= 2(1 — cos (2nfT)) = 4sin? (x fT) (1.39)

1.13. Példa: Derivalt folyamat

Vizsgaljuk meg, hogyan viselkedik a B savhataru fehér zaj derivaltja! Hogyan ér-
telmezhetd, stacionérius-e, mit mondhatunk az autokorrelacios fliggvényérsl és a
spektralis strtségfiiggvényérsl?

17



18 FEJEZET 1. SZTOCHASZTIKUS FOLYAMATOK

MEGOLDAS

Probalkozzunk azzal az uttal, amellyel kozonséges fiiggvények esetén célt értiink.

Tekintsiik a .

m(A) = N (§t+n — &) (1.40)
kiilénbségi hanyadost! Azonnal latszik, ez nagyon hasonléan viselkedik, mint az el§z8
feladat visszhangos jele. A varhaté érték idofiiggvény nyilvan zérus, a spektrélis
stirtiségfiiggvény pedig (az el6z8 példa alapjan)

sin? (7
) = agh-self) -sin?(rf ) = 4 se() - IR

Ha a bemend folyamat sdvhatarolt, akkor ezzel a stirtiségfiiggvénnyel semmi probléma
nem lehet, s akkor is létezik, ha A — 0. Ekkor pedig:

(IO ) ns? = se P Ues? (102
(rfA)

Tanulsag: a derivalas, mint linearis transzformécio ugyanigy viselkedik (legalabbis
"szelid" bemend jelekre), mint a konvoluciés integrallal leirhat6 transzforméciok.
Megjegyezhets, hogy a kimeneti jel autokorrelacios fiiggvénye:

sy (f) = s¢ (f) (2rf)? lim

A—0

2 T
Ry (1) = —%;() (1.43)

Mert ha X (f) = F {z (t)}, akkor f{dfgf)} = jomfX (f)és f{di;g”} — jonfi2nfX (f) =
—(2nf)* X ().

1.14. Szinuszos jel stacionarius modellje
Vizsgéaljuk meg, milyen feltételek mellett lehet a

() = Acos(wot + ) =
= Acos (wpt) cos p — Asin (wot) sin ¢
sztochasztikus folyamat stacionérius! (A és wg konstans, ¢ pedig egy folytonos va-

loszintségi valtozo.)

MEGOLDAS
Legyen a ¢ valoszintiségi valtozo strtségfiiggvénye f, (z)! Ekkor folyamatunk var-
hato érték idsfiiggvénye:

mg (t) = E[&] = A cos(wot)E [cos ] — Asin(wot)E [sin ] =

= A cos(wot) / fo (x) cos (z) doz — Asin(wot) / fo (x)sin(x)dx =

18
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= Acos(wot) K1 — Asin(wot) Ko (1.44)

Ahol:
K = E|cos ( / fo (x) cos () dz (1.45)
Ky = E[sin ( / foo () sin ( (1.46)

Tekintve, hogy a szinusz- és a koszinuszfiiggvény linearisan fiiggetlenek (allando
egyiitthatos linearis kombinaciojuk nem lehet azonosan zérus), a varhato érték ids-
fiiggvény csak akkor lehet allando6 (zérus), ha K; = Ky = 0.

Az autokorrelécios fliggvény:

Re (t1,t2) = E[Acos (wota + ¢) Acos (wot1 + ¢)] = (1.47)
= A%E [cos [wo(ta + 1) + 2¢] + cos [wo (ta — 11)]] =
= A%E [cos [wo(ta + t1)] cos [2¢] — sin [wo(ta + t1)] sin [2¢] 4 cos [wo (t2 — t1)]] =
= AZ cos [wo(ta + t1)] E [cos [2¢]] — A2 sin [wo(t2 + t1)] E [sin [2¢]] + A2 cos [wo(t2 — 1)]

Bevezetve a

K3 = E|[cos (2¢)] /ﬁp cos (2x) dx (1.48)
Ky = E[sin (2¢)] /ﬁp sin (2x) dz (1.49)

jelolést, ezzel
Re (t1,t9) = A% coswo (t2 — t1)] + K3 A% cos [wo (t2 + t1)] — K4 A?sin [wo (t2 + t1)]

A kapott Gsszeg elsG tagja csak az id6pontok kiilonbségétsl fiigg. A maéasodik és a
harmadik tag bizonyosan elrontana ezt a fiiggést, ha nem volna zérus (csakiagy, mint
a varhato érték idsfiiggvény esetében lattuk). Ezzel:

R (1) = A% cos [woT] (1.50)

me (t) =E[&] =0

Jeliink tehat akkor stacionérius, ha

K%kg) E [cos (k)] /f@ cos (kz)dxr =0 (1.51)
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20 FEJEZET 1. SZTOCHASZTIKUS FOLYAMATOK

)

K§k4) = E [sin (kp)] = / fo (x)sin (kx)dx =0

Példaul ha f, (z) egyenletes eloszlast a [0, 27| intervallumban, a fenti feltételek
teljesiilnek.

oo 27
K£k3) = / fo (x)cos (kx) dx = 2i /cos (kx)dr =0 (1.52)
' T
o 5
0o 2T
Kékzl) = / fo () sin (kz) dox = 2i /sin (kx)dx =0 (1.53)
’ s
o s

1.15. Diszkrét idejii Gauss folyamat

Tekintsiink egy diszkrét idejt, stacionarius id6 sorozatot, melynek p, mintai T id6-
kozokben kovetik egymast. A mintakat tekintsiik zérus varhato értékid valoszintiségi
valtozoknak, melynek eloszlésa legyen normaélis (Gauss).

Hatarozzuk meg a jel teljesitményét, autokorrelacios fiiggvényét és spektralis tel-
jesitmény stirtiség fliggvényét!

Mi lesz az eredmény ha a folyamat nem zérus varhaté értékd?

MEGOLDAS
A varhato értéket a jel atlag értékének (egyenaramu 6sszetevijének) tekinthetjiik. Ha
a varhato érték zérus, ez azt jelenti, hogy a jel csak véltakozé drami komponenseket
tartalmaz.

A zérus varhato értékid Gauss eloszlas (amplitudo) strtség fliggvénye:

o) = e <—%) (1.54)

ahol o, a szorés értéke. A jel (4tlag) teljesitményén a mintdk négyzetének varhato
értéket értjik:

o0

E 2] = / 2?f, (z)dx = 03 (1.55)

—0o0

Zérus varhaté érték esetén a jel teljesitménye a szoras négyzetével egyezik meg. Az
autokorrelacios fliggvény (diszkrét idejii esetben: sorozat) definicié szerint:

Ry (k) = E [pntkpin] (1.56)

Ezt a varhato értéket a p, és a py,1p valésziniiségi valtozok egyiittes stiriség fiiggvé-
nyének ismeretében tudjuk kiszdmitani. Gauss eloszlas esetén a zérus varhaté értékid
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egyiittes strtiség fiiggvény:

f,LL/.L (.’L'l,.’L'Q,k) = D) €xXp 2%

1 <_x% —2ry (k) z1220 + x%) (157)
m

2

m

ahol 7,(k) a folyamatra és a k minta tavolsagra jellemzé allandé. Ha k=0, akkor:
RH (O> =E [,U'nlu'n] =E [/%21] - U;% (1-58)

ami a jel teljesitménye. Az egylittes siirtiség fliggvény ismeretében a szorzat varhato
értékét az alabbi képlet szerint szamithatjuk ki:

RN (k) =E [Mn—i—k/hm] = / / mlw?fliu (xl, o, k)dxldl’g (159)

—00 —O0

A fenti integral ( a szamitasok mellgzésével) az alabbi eredményt adja:

R, (k) = Ufﬂ“u (k) = Ry (0) ry (k) (1.60)
amibdl: R, (k)
ru (k) = RZ © (1.61)

Az r, (k) tehat a relativ korrelacios egyiitthato. Ha azt mondjuk, hogy ismerjiik a
Gauss folyamat egyiittes eloszlas fliggvényét, az azt jelenti, hogy ismerjiik az auto-
korrelécids sorozatot.

A spektralis teljesitmény strtiség fliggvény az autokorrelacios fiiggvény Fourier-
transzformaltja. (Fourier-transzformélt alatt most a diszkrét idejd F.tr.-t kell érteni.)

su(f) = i R, (k) e 32mI*T (1.62)
k=—0o0

Mivel az autokorrelacios sorozat (a definicié szerint) valos és paros, a teljesitmény si-
riiség fiiggvény is valos és paros. (A nemnegativ értéki teljesitmeény stirtiség fiiggvény
diszkrét idejd esetben fs = 1/T szerint periodikus is.)

oo oo

su(F)= Y Ru(k)e »™* =R, (0)+2) R, (k)cos2rkfT (1.63)
k=—00 k=1

Vizsgaljuk most meg azt az esetet amikor az egyes mintak korreldlatlanok!

27 _— 2 _
e e B I (1.64)

Ennek a folyamatnak a teljesitmény stiriiség fliggvénye:
s, (f) = Ry, (0) = 02 = const (1.65)

I
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22 FEJEZET 1. SZTOCHASZTIKUS FOLYAMATOK

A konstans teljesitmény stirtiségd folyamatokat szokéas "fehér" folyamatoknak ne-
vezni. Ha r,(k) =0 (k # 0), akkor az egyiittes strtség fliggvény szorzatta bont-
hato, ami a mintak fiiggetlenségének feltétele. f,,, (x1,22,k) = f. (21) fu (x2) Tehat
a korreldlatlan mintdk fliggetlenek is Gauss eloszlas esetén.

Matematika tanulanyainkbél tudjuk, hogy ha Gauss eloszlast valdszintiségi valto-
z0k linedris kombinéaciojaként allitunk eld egy 1j valoszintiségi valtozot (v.v.), akkor
az szintén Gauss eloszlasu lesz. Egyediil a normaélis eloszlast v.v.-k tesznek annak
eleget, hogy a stlyozott Osszegiik eloszlasa, a tagok eloszlas tipuséval egyezik meg.
Diszkrét ideji linearis rendszerekben, ahol a kimend jelet més jelek linear kombina-
cigjaként allitjuk eld, a kimend jel is normalis eloszlasa lesz, ha a tobbi is az. Ha az
Osszegben a tagok nem normaélis eloszlastak, akkor altaldban nehéz meghatarozni a
kimend jel eloszlasat.

A valoszintiség szamitas hatareloszlasi tétele értelmében, az egyforma v.v.-k Gssze-
gének eloszldsa a Gauss eloszlashoz tart a tagok szdmanak novekedésével. Ezért
fontos és gyakran hasznalt modell a normélis eloszlés.

Ha a jel nem zérus varhaté értékd, akkor azt elgallithatjuk egy zérus varhatéd
értékd folyamat és egy konstans dsszegeként. Az Osszeg folyamat varhatd értéke a
konstans értéke lesz. Szamitasaink leegyszertisitése érdekében éliink altaldban ezzel
a felbontéassal. Ha a rendszer linearis, akkor érvényes a szuperpozicio, azaz szamol-
hatunk a ket jellel kiilon-kiilén, majd az eredményt (értelem szerint) Osszeadjuk.
Legyen:

§n = pn +c (1.66)

Ennek a varhato értéke:
El6.] =Epn + ] =E[u] +c=c (1.67)
A jel teljesitménye:
B[€2] =B [(un +0)°] =B [42 + 2cp + 2] = B [12] +2¢E [uy] + ¢
El&] =B+ =0p +¢ (1.68)
Az autokorrelacios fiiggvény:

RE (k) =E [gn-l-k:gn] =E [Un-i—k:un + Clintk + Clin + 02] = RH (k) + c? (169)

A teljesitmény strtiség fiiggvény:

[e.9]

s¢(f) = Z Re (k) eI = Z (R, (k) + c*)e 2T =Su (f)+c? Z e I2mIRT —

k=—00 k=—o0 k=—00

P—
=su (N +7 2 0(f—if) (1.70)

1=—00

Az Osszefliggésben szerepld (Dirac-deltds) masodik tag az ami nehezen kezelhetévé
teszi a nem zérus varhato értéki jeleket. (A (1.70)-ben felhasznélt Osszefiiggést
forditott irdnyban lathatjuk be konnyen az eredmény Fourier sorfejtésével.)
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1.15.1. Példa: Gauss folyamat athaladasa diszkrét ideji, linearis
rendszeren

Tekintsiik azt a diszkrét idejd, linearis, kauzalis, idGinvarians, stabil rendszert, melyet
az alabbi differencia egyenlet definial (ARMA rendszer):

M N
En = Giftn—i— Y bibni (1.71)
i=0 i=1

A bemeng ill. a kimend sorozat mintéi p, ill. &,, (a;, b; konstansok). Legyen a u,
bemeneti sorozat zérus varhato értékii, Gauss eloszlasu valésziniiségi valtozo, mely-
nek autokorrelacios sorozata (egyiittes stirtiség fiiggvénye) ismert. Hatarozzuk meg
a kimeneti &, sorozat statisztikdit (egy- ill. kétdimenzids stiriiség fiiggvényeit)!

MEGOLDAS
Az el6z6 feladatban leirt indoklas szerint, a kimeneti &, folyamat is zérus varhato
értékd Gauss folyamat lesz. (Ha a bemeneti jelnek nincs egyenaramu Osszetevije,
akkor a lineéris halozat kimenetében sem lesz egyenaramu dsszetevd.)

A kimeneti &, sorozat amplitudo- és egyiittes strtiség fliggvénye jellegre tehét
megegyezik a bemend jel megfelels fliggvényeivel:

1 x?
fe () = Vamoe O <_Q> (1.72)

1 ?—2r¢ (k + a5
Jee (1,22, k) = 5 €Xp e )2:61332 = (1.73)
27rag 20£
csak a benniik szerepl§ o¢ és r¢ (k) paraméterek ismeretlenek egyenlére. A feladatunk
ezeknek a meghatarozasa.
A diszkrét ideji rendszer H(z) transzfer fliggvénye polinomialis, ill. gyoktényezds
alakban:

és

M .
> aiz! H (1—2zz"1)

H(z) = —= = ag’ (1.74)
14> bzt H (1 —piz—1)
=1

ahol z;-k a rendszer atviteli zérusai és p;-k az atv1teh pélusok. A kimenet és a be-
menet statisztikai kdzott a frekvencia tartoményban tudunk egyszertien kapcsolatot
teremteni a rendszer transzfer fliggvényének felhasznalasaval. A szamitéas algorit-
musa a kovetkez6:

1. A bemenet autokorrelacios fiiggvénye: R, (k) = Ry, (0)7, (k) ahol R, (0) = o7

2. A bemeneti folyamat spektralis teljesitmeény stirtiség fliggvénye (a diszkrét ideji
Fourier transzformélt):

i R, (k) e 72mIkT (1.75)

k=—o00
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24 FEJEZET 1. SZTOCHASZTIKUS FOLYAMATOK

3. A kimenet spektralis teljesitmény stirtiség fiiggvénye:

se(f)=H <ej2”fT) H (eijZﬂfT) su(f) = ‘H (ejQﬂfT) ‘QSH (f) (1.76)
Mésrészt igaz:

se(f)= D Re(k)e 7>/ (1.77)

k=—o00

amiben egy Fourier sort ismerhetiink fel.

4. A Fourier sor egyiitthatdit a sorfejtés képletébdl hatarozzuk meg:

1 1

2T 3T
. ‘ 5
Ré— (l{j) =T / 55 (f) eJQTkaTdf:T / S,Uf (f) ‘H (6]27FfT)‘ eJQWfdef

o7 L
2T 2T

(1.78)

5. Az autokorrelacios sorozat ismeretében a keresett mennyiségek:
Re (k)
re (k) = 0f = Re (0) (1.79)
‘ Re(0) "¢ ¢

A fenti gondolatmenetben kétség kiviil a legnehezebb lépés a (1.78) szerinti in-
tegral kiszamitasa. Tekintve H(z) (1.74) szerinti alakjat, a primitiv fliggvény meg-
talalasa nagy nehézségekbe iitkozik.

Az integralas megkeriilhetd, ha bevezetjiik a komplex valtozoju teljesitmény si-
riség fiiggvényt! (Az autokorrelacios sorozat Z- transzformaltja)

Su(z)= > Ru(k)z"" (1.80)
k=—o0

Ennek kapcsolata a valds értékd fliggvénnyel:

su(f) =5u (z:eﬂ”fT) (1.81)
Diszkrét idejd rendszerekre igaz:
Se(2) =H(z)H (z7) S, (2) (1.82)

A (1.80)-ban egy komlex valtozoju fiiggvény Laurent-sorat ismerhetjiik fel. A sor
egyiitthatoit a Laurent-sorok sorfejtési képletébdl hatérozzuk meg. (Inverz Z- transz-
formacio)

1

Re (k) = 5 ?i Se(2) 2+ dz (1.83)

ahol a ,C” gorbe a konvergencia tartomanyban elhelyezkedd egységkor (az 6ramutato
jarasaval ellentétesen iranyitva).
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A (1.83) integral kiszamitéasahoz Cauchy reziduum tételét hivjuk segitségiil, mely
szerint, egy F(z) figgvény ,C” zart gorbére vett integrélja csak a F'(z)-nek a p;
helyeken vett reziduumaitol fiigg. A p; helyek az F(z)—nek a ,,C” gorbén beliil

elhelyezkeds poélusai:
1
— ¢ F(2)dz = Res |F ; 1.84
37 §,F ()82 = L Res(F (). (1.84)

Egyszeres multiplicitast pélusok esetén a reziduum:

Res[F (z),pi] = lim (z —p;) F (2) (1.85)

Z—p;
A reziduumok hasznélataval az integral kiszamitasa algebrai feladatté egyszertisddik.

Az apparatus hatékonysigat a kdvetkezd példakon szemléltetjiik.

Fehér Gauss folyamat athaladasa masodfoka, auto-regressziv (AR) rend-
szeren

Legyen a bemeneti jel zérus varhaté értékd, Gauss eloszlasu, stacioner sorozat, mely-
ben az egyes minték korrelalatlanok (fehér folyamat):

1 ha k=0
A diszkrét idejid (AR) rendszert leiré differencia egyenlet:
fn = Mn — blfnfl - b2§n72 (187)
Hatarozzuk meg a kimenet autokorreldcids fiiggvényét!
MEGOLDAS
A rendszer H(z) transzfer fliggvénye:
1 1
H = = 1.88
(2) T4+b127 40272 (1 —prz= ) (1 —poz1) (1.88)
ahol: .
—by £ /by —4b
pro=—> 5 1~ (1.89)
illetve:

br = —(p1+p2) & by =pip2
A rendszer stabilitasanak feltétele: |p1| < 1 és |pa| < 1. A bemenet autokorrelacios

fiiggvenye (1.86) alapjan

2  ha k=0
o
{ 0 ha k#0 (1.90)
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26 FEJEZET 1. SZTOCHASZTIKUS FOLYAMATOK

A bemenet komplex értékii teljesitmény siirtiség fiiggvénye:

Su(z2)= > Ry (k)z™% =R (0) =0} (1.91)

k=—00
A kimenet komplex értéki teljesitmény stirtiség fiiggvénye:

Se(2) = H (2) H (+7") Su(2) =

2
1
= o2 : (1.92)

Pz =p1) (2 =p2) 1 =p12) (1 — p22)
A (1.83) szerinti integrandus:

B kel 02 zk—i—l 1
Fy(2) =S¢ (2) 2" =0y, ) =) =2 (L —p27) (1.93)

Az Fy(z) fiiggvénynek k > 0 esetén az egységkoron beliil csak a p; és a po helyen
van poélusa. A p; helyhez tartozé reziduum:
Zk+1 1

Res [F) = li —p1) Fy (2) =02 1i -
es [F (2) , pi] zg}r}l (z=p1) Fi (2) J“zggl (z = p2) (1 = p12) (1 — pa2z)

2 Pif“
., (1.94)
“(p1 —p2) (1= p3) (1 — pip2)

A pg helyhez tartozé reziduum:

k+1
. P
Res [Fy, (2) ,po] = lim (z — p2) F (2) = 02 (1.95)
2P “(p2 —p1) (1= p3) (1 — pip2)
A kimenet autokorreldcios fiiggvénye a k > 0 esetekre:
2 (1 - p?) pht — (1= p3) ph*!
i) s (1-p3) pi
Re (k) = Res [Fy,pi] = o> (1.96)
¢ ; ' “(p2 —p1) (1 —pi) (1 —p3) (1 — pip2)

A k < 0 esetekre (mivel az autokorrelacios fliggvény péaros): Re (—k) = Re (k).
A (1.96)-be behelyettesitve a (3.38.) szerinti Gsszefiiggéseket, a sorozat elsé harom
eleme az egyiitthatokkal kifejezve:

1+ by 1
Re (0) =02 =0? : 1.97
O =, Ty B (97
by b2 — by (1 + ba)
Re (1) = Re (—1) = — Re(0); Re(2)=Re(—2) = Re (0
(1) =Re(=1) = =77 -Re (0); R (2) = Re (-2) 110 ¢ (0);
A teljesitmény strtiség fliggvényt transzformalo kifejezés:
1 1
H(z)H (27" = =

1 4biz7 bz 21 4 byz + by2?
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1
(1+02+03) +b (1+b2)(z+271) + by (22 +272)

A transzfer fliggvény abszolutérték négyzetét a frekvencia tartomanyban a fenti ki-
fejezésbol szamitjuk ki a z = e/2™/T helyettesitéssel:

A 2 1
G(f) =i (e*T)|" = 1.98
(/) ¢ co + cicos (2mfT) + cacos (4m fT') (1.98)
Ahol:

co=1+b2403, c1=2b1(1+by), cz=2by (1.99)

A kimenet spektralis teljesitmény stirtiség fliggvénye:

2 o

se () =G (f)su(f) =G (f)o, = ¢ (1.100)

co + c1cos (2mfT) + co cos (4m fT)

Ezek utdn nézziik meg egy példdban a numerikus viszonyokat! Legyen a bemeneti
feheér folyamat szorasa egységnyi: o, = 1.

Az autoregressziv, diszkrét idejii halozat paraméterei: b;— -1.5588; bo— 0.8100.
A kimeneti sorozat autokorrelaciés fliggvényének elsé elemei:

1+ by 1
_ 2 _ 2 _
Re(0) =0 =iy oy = 1201
by
Re(1) = Re(-1) = - Re(0) = 0.6968
b2 — by (14
Re(2) = Re(—2) = 1020582 by 59050

1+ by

hianyzé abra

1.2. dbra. A kimeneti spektrélis teljesitmény strtiség fiiggvény a [0, fs/2] frekvencia
tartomanyban a (1.100) alapjan

A kimeneti jel atlag teljesitménye:

of = R (0) = 11.2591
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Fehér Gauss folyamat athaladasa maéasodfokt, mozgoatlag-képzé (MA)
rendszeren

Legyen a bemeneti jel most is zérus varhato értéki, Gauss eloszlasi, stacioner soro-
zat, melyben az egyes mintak korrelalatlanok:

1 ha k=0
ru (k) = { 0 ha k40 (1.101)
A diszkrét ideji (MA) rendszert leiro differencia egyenlet:
fn = agln + aQ1pbn—1 + A2ftn—2 (1-102)

Hatarozzuk meg a kimenet autokorrelécids sorozatat és spektralis teljesitmény stird-
ség fliggvényét!

MEGOLDAS
A bemenet spektalis teljesitmény stirtiség fiiggvénye konstans: s, (f) = aﬁ. A rend-
szer H(z) transzfer fiiggvénye:

H(2)=ag+ a1z +agz? (1.103)
A kimenet komplex értékd spektalis teljesitmény stirtség fliggvénye:
Se(z)=H(2)H (z71) Sy (2) =
= 0;21 (a0 + arz '+ azz_Q) (a0 + a1z + CZQZZ) = (1.104)
= 0;21 [(af + af + a3) + a1 (ap + as2) (2 + 27 1) + agas (22 + 272)]

Masrészt a definicio szerint:

o0

Se(2)= Y Re(k)z" (1.105)

k=—0o0
A két kifejezés Osszevetésébdl:
Re (0) =072 (af +af +a3); Re(f1) =oha1 (a0 +a2); Re (£2) = o2aphd 06)
Re (k) =0ha k[ >0
(1.107)

A kimeneti spektralis teljesitmény stirtiség fliggvényt agy kapjuk meg, hogy a (1.104)-
be a z = e727fT kifejezést helyettesitjiik:

se(f) = ai [(a% +a? + a%) + 2a1 (ag + ag) cos (27 fT) + 2apaz cos (4r fT)] (1.108)
A kimeneti jel teljesitménye:

0 = R (0) = o7, (af + ai + a3) (1.109)
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Nézziink egy konkrét példat az alabbi adatokkal: Legyen: o, = 1, ap= 1.0000; a1—
0.8660 as= 0.5000.
FEzekkel az értékekkel:

Re (0) = o7, (ag + ai + a3) = 2.0000;

Re (1) = 07a1 (ag + az) = 1.2990;
Re (£2) = 07apaz = 0.5000
Re (k) =0ha k| >0

hianyz6 abra

1.3. abra. A kimeneti spektralis teljesitmény stirtiség fiiggvény a [0, fs/2] frekvencia
tartomanyban

A kimeneti jel atlag teljesitménye:

o = R (0) = 2.0000

Fehér Gauss folyamat athaladasa els6fokii rendszeren

Legyen a bemeneti jel zérus varhaté értékd, Gauss eloszlasu, stacioner sorozat, mely-
ben az egyes minték fiiggetlenek:

7m%)={ é ﬁz Z;g (1.110)

A diszkrét idejid (ARMA) rendszert leiré differencia egyenlet:

&n = Hn — apin—1 + b&n—1 (1.111)

ahol: a tetszdleges és |b|<1. Hatarozzuk meg a kimenet autokorrelacios sorozatéat és
spektralis teljesitmény stirtiség fiiggvényét!

MEGOLDAS
A bemenet spektalis teljesitmény stirtiség fiiggvénye konstans: s, (f) = O‘Z. A rend-
szer H(z) transzfer fiiggvénye:

1—az!

H{(z) = 1—bz1

(1.112)
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30 FEJEZET 1. SZTOCHASZTIKUS FOLYAMATOK

A kimenet komplex értéki teljesitmény stirtiség fiiggvénye:
92—al—az

=0
Hz—b1-10z

A kimenet autokorrelacios fliggvényét a reziduumok segitségével fogjuk kiszamitani.
Az integralando fiiggvény (lasd (1.76)) a jelen példaban:

Se(2)=H (2)H (2_1) S, (2) (1.113)

0z —al—azzF

:U“z—bl—bz?

Fy. (2) (1.114)

Ha k=0, akkor az egységkoron beliil (1.108)-nek polusa van a z= 0 és a z = b helyen.
R¢ (0) = Res [Fy (2) ,0] + Res [Fy (2) ,b] =

9 hmz—al—az _ z—al—az}: (1.115)

:U“{z—>0z—b1—bz+zlg}> 2 1-bz

Q[a b—al—ab]: ) HM]

=0

S R — p 1— b2

Ha k > 1, akkor (1.114)-nak az egységkoron beliil csak a z = b helyen van poélusa.
Ennek megfelelGen:
_ ob—al—ab

Rg(k):Res[Fk(z),b]zllni(z—b)Fk(z)—au 1o

b (1.116)

Mivel az autokorrelacios fiiggvény paros Re (—k) = R (k), ezért a |k| > 1 esetekre:

ob—al—ab
B —

A komplex értéki teljesitmény strtiség fiiggvény a (1.113)-bél:

bl¥| (1.117)

Re (k)

Sg(z)zazl—azill—az2021—|—a2—a(2+z:1)
F1—bz711-02 F14+02=b(z+271)

(1.118)
A kimeneti spektralis teljesitmény stirtiség fliggvényt ugy kapjuk meg, hogy a (1.118)-
be a z = e/27fT kifejezést helyettesitjiik:

1+ a? —2acos (27 fT)
_ 2
se(f) =0, 1+ b2 —2bcos (27 fT)

(1.119)

Nem fehér spektrumu jelforrasok

Az el6z6 példakban azt lattuk, hogy kimeneti spektralis teljesitmény strtség fiigg-
vények erdsen fliggtek a frekvenciatol. A fehér” spektrumtol eltéréen ezek a spekt-
rumok ,szinesek” voltak.

Ha egy jelforrés ilyen szines spektrummal bir, akkor a forrdst modellezhetjiik
olyan modon, hogy az egy ,fehér” forrdsbol, és egy megfelelden vdlasztott diszkrét
idejd halozatbol &ll. A fenti példék igy szines spektrumii, Gauss forrasokra is vonat-
kozhatnak.
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2. fejezet

A termikus zaj]

2.1. A jelforras termikus zaja

FElektronikus aramkéreinkben minden rezisztiv alkatrész termikus zajt kelt. Ha a zaj
hatasat figyelembe akarjuk venni, akkor az ellenallasok helyettesitd képe:

R Ui R

—:—E—‘é—:—

A zérus varhato értéki, Gauss eloszlasu fehér zaj fesziiltségének négyzetes varhato
értéke, ( az effektiv érték négyzete):

E[UZ;] = U? = 4kTR,B[V?]

zaj

ahol k a Boltzman alland6, k = 1.38 10723 [Ws/K], T az abszolit hémérséklet Kel-
vin fokokban, B a vizsgélt savszélesség [Hz|-ben. Az ellenallasok zajtermels hatésa
elsGsorban a kis jelszintii fokozatokban (bemeneti fokozatokban) érdekes, ahol a jel-
fesziiltség O6sszemérhets a zajfesziiltséggel.

Tekintsiink egy R, belsé ellenalldsa jelforrast, amelyik a fentiek szerint a hasz-
nosnak tekintett jelen kiviil termikus zajt is kelt:

4—

C Mérd

Ujel l C) Upe l berendezés
be

Ha a generator terhelése illesztve van a generatorhoz (Ry. = Ry), akkor a mérd
berendezésbe jut6 zajteljesitmény:

(&)2 U2
Pyo=-~22 =2 —kTB 2.1
b R, iR, (2.1)
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32 FEJEZET 2. A TERMIKUS ZAJ

Az illesztett jelforrdsbdl kiaramlo zaj spektralis teljesitmény stirtisége:

i zbe
Np = = kT 2.2

ami szobahémérsékleten:
w

No (200K) =4 -1072! | —

of ) [Hz]

2.2. Zajos erdsiték

Elektronikus jelkezels egységekben (tipikusan erdsitékben) a zajnak szamos forrésa
van (az ellenéllasok termikus zaja, a tranzisztorok sorét zaja, a flicker zaj, a tapfe-
sziiltség zavaraibol adodo u.n. brumm”; az idegen jelek atszivargasa, stb.). A célunk
legyen az, hogy eltekintve a részletektsl, egy konkrét dramkdri fokozatot egyetlen
mennyiséggel: a zajtényezdvel jellemezziink.

A teljesitmény viszonyokat az alabbi modell szerint értelmezziik:

Zajos erdsitd

P, P

G

A jelforras termikus zaja: P, = kT B az erGsitG altal termelt (a kimeneten
mérhetd) zaj: P,.

Pri = G (Pjeipe + Pape) + Po = Pjeiki + Pepi (2.3)

Az er6sité G(f) teljesitmény erdsitésének frekvencia fiiggéseétdl eltekintiink, a vizs-
galt frekvencia sdvban konstansnak tekintjiik. A frekvencia fliggés hatasat a zaj-
sévszélességben vessziik figyelembe. A B zaj-sdvszélességet (alulateresztd karakte-
risztika esetére) az alabbi egyenlet definialja:

1 oo
B=—— [ G(f)d 24
o e (24
0
Az fo savkozép frekvencidju savatereszts karakterisztika esetén:
B= 7G(f)df (25)
G (fo) ) ‘

A kimeneti zaj:

P,
P.; = GPye + P, = GKTB + P, = GkB (T + GkB) —GkB(T+T.) (2.6)
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FEJEZET 2. A TERMIKUS ZAJ 33

ahol T, az er6sit6 bemenetre redukalt u.n. ekvivalens zajhémérséklete:

P,
T =
° GkB

(2.7)

A (2.6) egyenlet azt fejezi ki, hogy az erGsitG altal termelt zajt bemeneti zajként
értelmezziik, tgy, mintha a zajforrds hémérséklete megemelkedett volna a T + T,
hémeérsékletre.

P, =kTB  kT,B

zbe

Zajmentes erdsitd

})je/be 4ﬁé—é | > Pki

LG

A zajtényezd azt fejezi ki, hogy a kimeneti zaj hanyszorosa a felerdsitett Ty szo-
bahémeérsékletd bemeneti termikus zajnak:

sz:i

B _ GEB(Ty +T.) T,
- Gsze

=1+-—=2>1 (2.8)

F — 20 ' 7e
e, GkBT, T

Ha egy erssité zajmentes (idealis esetben), akkor a F' = 1, ami azt fejezi ki hogy
nincs jarulékos zaj. A zajtényez6 kapcsolata az ekvivalens zajhémeérséklettel:

T.=(F-1)Ty (2.9)

2.2.1. Kaszkad fokozatok eredd zajtényezdje

Kaszkadba kapcsolt fokozatok helyettesité képe:

P P P
Zk1 Zkt ki
P, —»G, T G, Ty > = Py —G.,. T, >
PY) = GikTB + G1kT., B (2.10)

PZ(ZS G2G1ETB + GoG1kTe1 B + GokTo B =

= G1G9kB <T + T + %) = G.kB (T + Ter)
1

ahol: Ger = G1Go és Ty = Tey + 7(;@12 Az ered§ zajtényezé:

G1GokB (Ty + Ty + L2
_ - (2.11)
. GGk Ty B

(2)
szi
Geerbe

Fer =
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34 FEJEZET 2. A TERMIKUS ZAJ

T0+(F1—1)To+%
To
Fy—1
G1

= [+

2.2.2. A csillapité

Az illesztett csillapité zaj analizisét az aldbbi dbra segitségével végezziik el:

R e Ri= Ry
1750 e
Py —» Py —»

Az R, belsé ellenallast (zajos) jelforrast passzivva tettiik (Uje= 0), és keressiik
az Ry lezarasra jutd zajteljesitményt. Az L csillapitasa csillapité illesztve van a
lezarasaihoz, azaz: Ry = Ry és Ry = Ry,;.

A zajos jelforrasbol a csillapitoba juté zajteljesitmény (1asd el6z6 példa) :

P, = kTB (2.12)

A lezérasra juté zajteljesitményt (anélkiil, hogy az Osszes ellenallas hatasat kiilon-
kiilon vizsgélnank) egyszertien meghatarozhatjuk azzal a gondolat menettel, hogy a
csillapitoval kiegészitett halézatot tekintjiik jelforrasnak, aminek a belss ellendllasa
Ry;. Mivel a kimenet is illesztve van, a fentiekhez hasonl6an:

P, = kTB (2.13)

Ezek alapjan értelmezhetjiik a csillapité bemenetre redukalt ekvivalens zajh6mérsék-
letét:

1 1
P.ri = = (Pape + KT.B) = ZkB (T+T,) =kTB (2.14)

7
Amibél:
T.=T(L-1) (2.15)

A csillapit6 teljesimény "erdsitése":
Gcs = =< 1

A csillapité zajmodellje az alabbi 4bran lathat6. Ezzel a modellel a csillapitot a zajos
er¢sit6khoz hasonléan tudjuk targyalni.
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FEJEZET 2. A TERMIKUS ZAJ 35

P, =kTB  kI.B

zbe Zajmentes csillapitd

P jelbe 4’é_’é I > Pki

1
L
A csillapito zajtényezéje (a 6.9. alapjan):
T,
Fos =1+ ?0 (2.16)
Ha a csillapité szobah&meérsékletti:
T, To (L —1)

F.=1+=-¢=—14+22= " _1 217
e =l =14 — (2.17)

A csillapitot azért targyaltuk az erdsit6hoz hasonléan, hogy az alabbi két kaszkad
elrendezést Ossze tudjuk hasonlitani az ered§ zajtényez6 szempontjabol:

LT, GF |, __MGF LT, |,

Az F., = Fy + £271 Ssszefiiggést hasznélva:

G1
F—1
F=L+~—~-=L(1+F-1)=LF (2.18)
L
altaldban teljesiil az
F? << F (2.19)

viszony, melynek feltétele:

L—1
Fi=o= <LF = FG+(L-1)<FGL = (L-1)<FG(L-1) (2.20)

Innen:
FG>1 (2.21)

Tehat ha (2.21) teljesiil, akkor fennall (2.19), amib6l azt az altaldnos rendszertech-
nikai megallapitast olvashatjuk ki, hogy a jelet még (az esetleg elkeriilhetetlen) csil-
lapitas el6tt kell erésiteni.

2.3. Példa: Az antennakiabel hatasa

Hatarozzuk meg a levezets kabelbdl és egy elGerdsit6bdl allo rendszer ereds zajté-
nyezd@jét mindkét sorrendii dsszekapcsolas esetén!
Adatok:
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36 FEJEZET 2. A TERMIKUS ZAJ

A kabel hossza: h=15m

fajlagos csillapitésa: a=1dB/m

hémeérséklete: T, =290 K

Az erésitl zajtényezbje: F, = 3 dB

erdsitése: G. =20 dB
MEGOLDAS

A 15 m hosszisagi kabel LB = ha = 15m - 1dB/m = 15dB csillapitast okoz. Az
erfsité zajtényezdje viszonyszdmban:

FIB —3dB = 10lg(F,) = F.=10"%=1.995

A kébel zajtényezdje megegyezik annak csillapitasaval (mivel hdmérséklete 290 K),
tovabba dB-ben kifejezett erdsitése megegyezik a dB-ben megadott csillapitasdnak
-1-szeresével.

FIB - 1B 1548 = F, =31.62

A csillapité "erdsitése":

1 1
Gr =7 = 3160

Vizsgaljuk meg elészor a kabel-erGsits egyiittest:

L, Ty
Lg e

A (6.21.) alapjan az eredd zajtényezs: Fy_..= LF. vagy dB-ben kifejezve:

pdB — pdB 4 pdB _ 454 3= 1848
Altaldnos szabdly: Ha egy csillapito kapcsolodik egy atviteli elem elé, akkor az eredd
zajtényezd a csillapitassal novekszik (a csillapité hémérseklete 290 K).

A maésik sorrendt Gsszekapcsolasnal (6.22.):

L, T
S ——
L

F,—1 31.62 —1
ok —19954+ 22~ =2301 = 3.6dB

F_,.=F
e—k = et — o 100

Kowvetkeztetés: A kabel csillapitdsa altal okozott zajtényezs ndévekedést mér nem
lehet kiszaju erGsitével sem kompenzalni.
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FEJEZET 2. A TERMIKUS ZAJ 37

2.4. Példa: Az antennakibel hatasa a zajhémérsékletre

Mekkora romlast okoz az ered zajhémérsékletben az antennét és az el§erdsitét 6ssze-
kéts 1 dB csillapitasa, 290 K hémérsékletd kabel, ha az antenna sajat zajh6mérsék-
lete 20 K? Az elGerdsitd bemenetétsl mérve a vevs zajtényezbje 0.5 dB. Adjuk meg
a romlast dB-ben!

MEGOLDAS
A vevs (receiver) zajtényezbje: Fre. = 1009 = 1.122. Az 6sszekots kabel nélkiili
esetben a vevs bemenetre redukalt zajhémérséklete:

T7E¢ = Ty (Free — 1) = 290 (1.122 — 1) = 35.39 K"

P, =kT'B  jprp kT,B

zbe
o Zajmentes erdsitd Zajmentes erdsitd

P)je/be —}é_’éigb——b 4%*‘{}*
G P, P G B

Jelbe

2.1. dbra. A kébel és az erGsitd zajanak modellezése

Az antenna T4 zajhémérséklete osszeadodik a vevs (bemenetre redukalt) T7¢¢
zajhémeéréskletével:

Ty = T4 + T7f° = 20 + 35.39 = 55.39K°

A kabel beiktatasaval (az el6z6 példa alapjan) a rendszer zajtényezdje a kébel csil-
lapitasaval romlik: 1.5 dB-el novekszik.

0.5+1.5

Fl® = LFre =10 10 =101 =1.413

Ebben az esetben a kibel bemenetére redukélt zajhémérséklet:
e = Ty (FF*° — 1) =290 (1.413 — 1) = 119.8K°
Az ered6 hémeérséklet:
Ty =TA +T75° =20+ 119.8 = 139.8K"°
A kabel beiktatdsa miatt a romlas igy:

T 139.8
10lg =2 — 101g —=° — 44B
Ols 7 =10l
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38 FEJEZET 2. A TERMIKUS ZAJ

2.5. Példa

Adott egy antenna, melynek tovébe elhelyeziink egy elGerdsitét (atvitele: G1(f)),
melyet ideélis kébellel kotiink Gssze a vevSkésziilék erdsitGjével (atvitele: Ga(f)).
Adatok:

Zajtényezdék: ) = 10; Fr =3

Antenna zajhémeérséklete: T = 300K

Erssitések: G1(0) = 3; Go(0) =4

Mekkora lesz a vevGerdsité kimenetén a zajteljesitmény?

A G(h G.(H

» »

B,=4kHz B,=4kHz

MEGOLDAS
Elszor az erdsiték effektiv savszélességét kell kiszamolni, majd a zajtényezdket at-
valtjuk redukalt bemenetre redukalt zajhdmérsékletre. Az elGerdsitére:

1
G1(0)

1

B — / GL (Nl = 51 (0B = By
0

T’/‘edl = (Fl - 1)T0

A vev@erssitore:

B=BY= o [Go(f)df = o A= 2
/

Tred2 = (F2 - 1)T0

Most kiszamitjuk az elerdsité kimenetén megjelend zajt:
P.it = G1(0)k(T + Treq1)BY = 4.82- 1071w
és igy mar kiszamithat6 a vevGerdsité kimeneti zaja is:
Poriz = G2(0) Pagit + G2(0)k(Treaz) B®) = 5.46 - 107"
Poi = Pupio = 5.46 - 10715

38



FEJEZET 2. A TERMIKUS ZAJ 39

2.6. Példa

Ha az antenna és a vevGkésziilék kozé egy L csillapitast, szobahémérséklet levezetd
kabelt iktatunk, a vevs kimenetén a jel-zaj viszony megvaltozik. Vezesse le a jel-zaj
viszony képletét! Az antenna-latta hattér zajhémeérséklete Ty, a szobah&mérséklet
To, a vevs zajtényezbje I, csillapitas nélkiil a jel-zaj viszony .

MEGOLDAS
Elgszor kiszamoljuk a csillapitd és a vevd egyiittes zajtényezdjét: LF. Az antenna
talppontjara redukalt zajhémérséklet igy Gsszességében:

Ta+To(LF —1)
Csillapité nélkiil ugyanez a zajhémérséklet:

Ta+To(F —1)
volna. A jel-zaj viszony igy:

 Ta+To(F—-1)
L O T Ty (LF — 1)

2.7. Példa

Analog, vezetékes tavkozlési rendszerekben L csillapitasi, szobahdmérsékletii kabel-
szakaszok csillapitasat G = L (teljesitmény)erdsitésti erdsitGkkel kompenzaljak.
a.) Hany kabelszakaszbol allhat az dsszekottetés, ha az 1 mW teljesitményt, 2 MHz
savszélességii hasznos jelre vonatkozéan 60 dB jel-zaj viszonyt kell az Gsszekottetés
végpontjain biztositanunk (feltéve, hogy zajt csak a kabel okoz, és L = 30 dB)?
b.) Mi a véilasz az el6z6 kérdésre, ha az er6sitk zajtényezdje nem 0 dB, hanem 12 dB?

MEGOLDAS

A kabel-erésits egyiittesek erdsitése 1, lancuk erdsitése szintén 1, tehat a kimeneti zajj
megegyezik a bemenetre redukalttal. A jel-zaj viszonybdl kiszamolhaté a bemenetre
redukalt ered§ zaj hémérséklete:

Pjel
o

Az igy meghatarozott eredé zajhémérséklet masrészrél viszont T, = nT,gytag, ahol
n az erGsitett szaakszok szdma, tovabba egyetlen erdsitett szakasz eredd redukélt
zajhémeérseklete: Tegyiag = To(LF —1).

a.) Az idedlis erdsit6 (F' = 0 dB) viszonyszamban F' = 1, és igy Tegytag = ... =
2.93-10° = n ~ 122860. Vagyis idealis erésits esetén rendkiviil sok fokozat
egymasutan kapcsolhaté a jel-zaj viszony lényeges romlésa nélkiil.

b.) F = 12 dB-t aranyra kell valtani a 10log F = FB szabaly szerint (hiszen
teljesitményekrsl van sz6); ezek szerint F=16. Ekkor n = 7 679, ez is éppen elég
sok.

kT.B = =1073-107W = T.~36-10°K
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3. fejezet

Linearis modulacio

3.1. Példa: Stacionarius jel AM-DSB modulacidja

Legyen az alapsavi £ (t) (legalabb gyengén) stacionérius jel, melynek varhato értéke:

El(#)] =0 (3.1)
teljesitménye:
of = E[€* (1)] = R (0) (3.2)
az autokorrelacios fiiggvénye:
Re(t) =E[§(t+7)&(t)] (3.3)

spektralis teljesitménysiiriiség fiiggvénye:
o0
se(f) = F{Re (1)) = / Re (r) e 97 dr (3.4)
— 0o

Az amplitadéomodulalt jel:
p(t) = Uc [1 + mé (t)] cos (wet + o) (3.5)

Ahol: U, a vivéhullam (carrier) amplitudoja, m a modulacios meélység (modulacios
index), w, = 27 f. a vivéhullam korfrekvencidja (rad/sec), ¢¢ a vivéhullam véletlen-
szerii kezdd fazisa, melyrdl feltételezziik, hogy a [-m, +| intervallumban egyenletes
eloszlasu és fiiggetlen a £ (¢) jeltol.

Hatarozzuk meg:
a.) a modulalt jel spektralis teljesitménysiirtiség fiiggvényét, valamint
b.) a hatésfokot, (a hasznos jeltartalom és a teljes jel teljesitményének hanyadosat)!
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FEJEZET 3. LINEARIS MODULACIO 41

MEGOLDAS
Elgszor az autokorrelacios fiiggvényt hatarozzuk meg, melynek a Fourier-transzformaéltja
a keresett fliggvény. A modulalt jel autokorrelacios fliggvénye (definicio szerint):

Ru(r) = Elpt+7)u®)]=
= UZE|[cos (we (t + T) 4 ©o) cos (wet + @o)] +
+ U2mPE[€(t + 7)€ () cos (we (t 4 T) + o) cos (wet + @o)] +
+ U2mE[£ (t + 7) cos (we (t + T) 4 ©o) cos (wet + po)] +
+  UZmE[€ (t) cos (we (t + T) + o) cos (wet + o))

Mivel g fiiggetlen & (¢)-t6l, a szorzat varhato értéke a varhato értékek szorzata:

Ry, (1) = UZElcos (we (t +7) + o) cos (wet + ¢o)] +
+ UZmE[€(t+ 7)€ (D) Efcos (we (t +7) + ¢o) cos (wet + ¢o)] +
+ U2mE[ (t + 7)]E [cos (we (t + 7) + ©o) cos (wet + po)] +
+ U2mE[£ (t)] E [cos (we (t 4 T) + o) cos (wet + ©o)]

Szamitsuk ki el@szor a koszinuszos tényez6k varhato értékét:

1
E [cos (we (t 4 T) + ©o) cos (wet + vo)] = §E [cos (2wet + weT + 2p0) + cos (weT)]

1
= gcos (weT)

Mivel g stirtiség fiiggvénye a [-7, +7] intervallumban % :

™
1
E [cos (2wet + weT + o)) = / 5 Cos (2wet + wer +x)de =0 (3.6)
T

—Tr

A (3.1) szerint az alapsavi jel varhato értéke zérus, ezért a (?77)-ben a harmadik és a
negyedik tag zérus lesz. Fzzel a modulalt jel autokorrelacios fiiggvénye:

2
R, (1) = % [1 + m2R§ (T)] cos (w,T) (3.7)
A vivShullamhoz tartozé tag:
2
R.(1) = % cos (weT) (3.8)
Ennek Fourier-transzformaltja:
U2
se(f) =F{R(n)} = 710 (f = fo) + 6 (F — fo)] (3.9)
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42 FEJEZET 3. LINEARIS MODULACIO

A (8.11.) és a (3.8) transzformalt-par kapcsolatat forditott iranyban lathatjuk be
egyszeriibb médon:

Re(r) = F ' {sc(f)}=

U02 r 27 fr

= o | B L)+ (f = fo)l*I7df =
U2 . U2

— “c J27 fer —j2m fetr _ Zc
1 [e +e } 5 cos (weT)

Itt a Dirac-delta fiiggvény alabbi tulajdonsigait hasznaltuk fel:
d(x)=0 ha x#0 és /f(a:)é(x—xo)dx:f(xo)

A (3.7) mésodik tagjanak Fourier-transzformaltja:

327 feT J27 feT )
FiRe(meos(m) = [ Re(n e -

—00

o0 o0
1 . 1 .
= 3 / Re (r)e 2= gr 4 3 / Re (r)e 2 UHT g =
—0 —00
1
= Slse(f —fo) 5 (f + fo)
Ezzel az amplitid6é modulélt jel spektralis teljesitménystiriség fiiggvénye:
Uz

Su (f) = I [5(f_fc)+6(f_fc)+m2sf (f_fc)+m23£ (f+fc)] (310)

A vivéhullamhoz tartozé teljesitmény:

U2

02 =R.(0) = 5 (3.11)

A modulalt jel dsszteljesitménye (3.7) alapjan:

2 U: 2
o, =R, (0) = 76 [1+m*Re (0)] (3.12)
Ezzel a keresett hatasfok:
2 2
n—g’%_ag _ RO Mo (3.13)
o2 1+m2Re (0) 14 m?ag .

42



FEJEZET 3. LINEARIS MODULACIO 43

' Asi(f)
alapsav
So
> f
0
4su(f)
Aa(f—i_fc) Uf Aé(f_fL')
| m2s0 ) mzs0
i | 1N . /
-/ 0 e

3.1. dbra. Az amplitudé modulalt jel spektralis teljesitménysiiriiség fiiggvénye

3.2. Példa: A Hilbert transzformator és a komplex bur-
kolo

A Fourier-transzformacio elméletébdl ismert, hogy a valés z(t) jel X(f) Fourier-
transzformaltjara fenn all az:

X (=) =X"(f) (3.14)

Osszefiigges, ahol a * a komplex konjugélast jeloli. A (3.14) azt is jelenti, hogy a

valés jeleknek a negativ frekvencidkon is van spektralis OsszetevGjiik. Fzek alapjan,
ha olyan jelet kivanunk elgallitani egy valds jelbél, melynek csak pozitiv frekvencid-
kon van zérustol eltérs spekirdlis 0sszetevdje, akkor annak a jelnek komplexnek kell
lennie. A valds jelhez tehat keresniink kell egy megfelel6 imaginarius részt, hogy
kivanalmunk fenn tudjon allni. A megfelel6 képzetes részt a jel Hilbert transzfor-
maltjanak nevezziik. Hilbert transzformdtoron azt a linedris, iddinvaridns hdlézatot
értyik, melynek transzfer fligguvénye:
-7 ha f>0
H(f)=—jsen{f}={ 0  ha f=0 (3.15)
+j ha <0

A valos z(t) jelet egeszitsiik ki az y(t) Hilbert transzformaltjaval, mint képzetes

résszel (y(t) valos!):

Az igy nyert z(t) komplex jelet az eredeti z(t) jel komplex burkoldjinak nevezzik.
A frekvencia tartomanyban leirva a fenti miveletet:

Z(f)=F{zt)} =Fle ) +iy )} = Fle @) +5F{y ()} = X (f) +5Y (f)

ahol
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H(f)

>/

3.2. dbra. A Hilbert-transzformétor transzfer fliggvénye

x(t) » x(1)
t)=x(t) +jy(t
\_»H(ﬂ w20 ¥ +jy@)

3.3. dbra. A komplex-burkol6 elgallitasa

Ezzel
Z(f)=X(f)+iH)X()=[1L+7H (X (3.18)

A val6s bemenetti, komplex kimenetti (valojaban két valos kimenetti) halozat transz-
fer fiiggvénye:

G(f)=1+jH(f)=1+j(=j)sign(f) =1+sgn{f} (3.19)
A (3.19) kifejtve:
0 ha <o
G(f)= 1 ha  f=0 (3.20)
2 ha f>0

zn=cnxmn-{ O e 120 (3:21)

Legyen most x (t) = cos (27 fot). Hatérozzuk meg ennek a jelnek az y(t) Hilbert
transzformaltjat és a z(t) komplex burkolojat! Ennek a jelnek az X (f) spektruma
(lasd: (3.9)):

X(f) = 5[0/~ fo) (7 + fo) (3.22)
A Hilbert transzformalt spektruma (3.15) alapjan:
V() = H (X () = 5=0(f = fo) = 36 (F + o) (3.23)
A Hilbert transzformélt idéfiggvénye:
Y1) = FHY ()= (3.24)
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G()
2 —
1
$ >/
| X )
Konjugalt komplex
‘/l \ szimmetria
. >/
[ Z(I

Nincs a negativ fr.-on
Osszetevod
>/

3.4. dbra. A kompklex-burkol6 szemléltetése a frekvenciatartomanyban

= [yperta -

- % 6(f — fo) = 8(f + fo)] ety

—00

Felhasznélva a (8.15.)-6t, irhatjuk:

y(t) = % [eﬂ”fot — e I% ot — gin (27 fot) (3.25)
Tehat
H {cos (wot)} = sin (wot) (3.26)
A komplex burkolo:
z(t) =z (t) + jy (t) = cos (wot) + j sin (wot) = /0t (3.27)

A (3.15)-ben definialt lineéris, idGinvarians héalozat sulyfiiggvénye (a szémitasok
mellézésével):

h(t)=F Y{H(f)) = % vt (3.28)

A halozat nem kauzalis, tehat nem realizalhato. A kovetkezd példaban egy lehetséges
realizalasat mutatjuk meg a Hilbert transzformatornak.
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,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, Komplex sk
(1)
y()
ot Re
>
H_/
x(1)

3.5. dbra. A komplex-burkol6 fazorabréja

h) 4

3.6. abra. A Hilbert-transzformator sulyfiiggvénye

v

3.3. Példa: A kauzalis Hilbert transzformator-par

Legyen egy megvalosithato (lineéris, idGinvarians és kauzalis) aluldteresztd szird suly-
fiiggvénye ho(t). Definidljunk ennek segitségével két mésik sztir6t, az alabbi modon:

he (£) = 2hg (t) cos (27 fot) (3.29)

hs (t) = 2ho (1) sin (27 fot) (3.30)

(Ha ho(t) kauzalis (ho(t) = 0 ha t < 0), akkor h.(t) és hs(t) is kauzalis lesz.) Az
alulatereszts atviteli fiiggvénye:

Ho (f) = F {ho (1)} = / ho (t) e~ dt (331)
0

Legyen:
m={ 2y e HIh (3.32)

Hatarozzuk meg a két sziir6 atviteli fiiggvényét és e két fiiggvény hanyadoséat.
Tételezziik fel, hogy fo > f. (a sziir§ zarotartomanyénak kezdete).
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Al Hyf)|
t \{ >
S S Ja [ S
3.7. abra. A Hy(f) alulaterezst karakterisztika
MEGOLDAS
He(f) = Fihel(t (3.33)
x j27rf0t —j2m fot )
= 2 / ho (1) ¢ e 2t =
2
0
_ / ho (£)e=i2m (=0l ftgy 4 / ho (t)e=2m I+t gy —
0 0
= Ho(f— fo)+Ho(f+ fo)
Lerajzolva: (77 abra)
ahol fi=fo—f: >0, fa=fo—fa, fs = fo+ fabs fa= fo+ -
| H()|
T T | T T >
Si S +o S S S S fo Sz fa A
3.8. dbra. A H.(f) atviteli fliggvénye
A masik sziir6 esetében hasonléan eljarva:
Ho(f) = Fihs(t)} = (3.34)

o
j2mfot _ —j2m fot )
= 2/h0 (t) 2,6 eIt gy —
J

0
00 oo

1
J
0
= —jHo(f — fo) + jHo (f + fo)

47
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A keresett hanyados:

—jHo(f—fo) _ -
Q=B _[ T =i e >0 (3.35)
Hf) -\ Hagpy =+ ha S <0

Mivel Ho(f+f0> ~ 0 ha f> 0 és Ho(f—fo) ~ 0 ha f< 0.
A H(f) és H.(f) sztir6k tehat Hilbert transzformator sztirépart alkotnak.

H.(f) p—»x@)

xO(t)

Hy) |

3.9. abra. Megvalosithato Hilbert-transzformator sztrgpar

Legyen az xo(t) spektruma savateresztd jellegti az alabbi abra szerint: Ekkor a

X))
AN
AN

3.10. &dbra. Az xo(t) spektruma

z(t) = z(t) + jy(t) komplex jel spektruma az el6z6ek alapjan: Vegyiik észre, hogy

T Z1= Xl

>~

VO E

3.11. abra. Az z(t) + jy(t) komplex jel spektruma

a szirdk véges szélességii dtmeneti tartomdnyainak kovetkeztben, a Hilbert transzfor-
mdltat csak sdvdteresztd jellegt spektrum esetén tudjuk eldallitani(fo > 0).

3.4. Példa: AM-SSB modulacié

A 8.1. példaban szerepl6 AM-DSB modulaciéonal lattuk, hogy a vivéhullam mellett
mind a két oldalsav megjelent a modulalt jelben (14sd a 8.1. példa abrajat). Ha csak
az egyik oldalséavot kivanjuk kisugéarozni, kézenfekvs étlet lenne az, hogy az AM-DSB
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jelet engedjiik at egy keskenysévi sztirén, megszabadulva ezzel a vivShullamtol és a
masik oldalsavtol.

Kielégits sziirést azonban csak igen meredek levagasu (magas fokszami) sztirGvel
tudnénk elérni, mivel a még atereszteni kivant frekvenciatartoméany relative nagyon
kozel van a vivGhullimhoz. Egy sziir§ fokszamat a relativ savszélessége hatarozza
meg: minél kisebb az dtmenetitartomany-savkozépfrekvencia viszonya, anndl koltsé-
gesebb a szlrd.

A sziikséges szliréseket ezért lehet6leg az alapsavban érdemes elvégezni, ahol a
fenti viszony joval nagyobb, ezért a sziir6k lényegesen egyszertibbek lehetnek.

Az AM-SSB modulator szokasos megvalositasa ezért alapsavi Hilbert-par sziir6k-
bdl és egy kétfazisa keverébsl all.

A 8.3.példa példa eredményeit hasznalva, a bemend jelbdl éllitsuk el§ az x(t) és
az y(t) jeleket egy Hilbert sztirparral. A komplexnek tekintett

z(t) =z (t) + jy () (3.36)

jelben (ahogy lattuk) az y(t) képzetes rész Hilbert transzformaltja az x(t) valos
résznek.
A komplex z(t) jelet szorozzuk meg a szintén komplex e/?7/et = cos (27 f.t) +

x(1)

H.() u(t)
Komplex —>

_\_>
xo(?) j szorzd6 |y

Hy() V()
y(t) T T
cos(2nf.t) sin(2mf.t)

3.12. abra. A Hilbert-transzformalt elGallitasa
jsin (27 fct) jellel!

w(t) = w(t)+jv(t)=z(t)e? et = (3.37)
[z (t) + jy ()] [cos (2m fct) + j sin (27 fct)]

Kiirva a valos és képzetes részt:
u(t) =z (t) cos (2w fet) — y (t) sin (27 fot) (3.38)
v (t) =y (t)cos (2m fet) + x (t) sin (27 fet) (3.39)

Ezeknek a jeleknek a spektruma a (??)-hez hasonl6an:

X (f )+ X (T + fl = 3 [0V (F = J) 43 (F 4+ f)] (340

N =

U(f) =
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atcsoprortositva az eredményt a pozitiv és a negativ frekvencidkra esé jeltartalom
szerint:

U(f) = 5 X (= f)+3Y (F = R+ 5 X (FH L) =Y (F+£)] (341)

N —

A képzetes rész spektruma a (?7?) szerint:

Y (F = f)+ Y (F4 L)+ 510X (= f+IX P+ )] (342)

N

V(f) =

VU =3IV (= f) =X (= Sl + 5V (= S +iX (F+£)] (3.43)

Egyszertien belathato, hogy a keverés utan kapott jel v(t) jel Hilbert transzforméltja
az u(t) jelnek:
HA{u(t)} =v(t) (3.44)

hiszen
H{U(f)} = —jsen{f}U(f)=

1

= S = £ Y (= )+ 5 X (4 ) =Y (7 + ] =

1 . . .
= Y f)+Y (= fl + 5[ X (f = fo) +JX(F+ [ =V ()
Ha csak az AM-SSB jel elGéllitasa a célunk, akkor elegendd csak a valds részt elgal-

litani (SSB modulator):
Annak belatésa, hogy U(f) csak az egyik oldalsévot tartalmazza, vegyiik figyelembe

" cos(2mf.1)
H.(f) X

Xo(t) N u(t)

Hy(f) X
() sin(2mf.t)

3.13. abra. Az AM-SSB elsallitasa

a (3.41)-ben, hogy:

Y (f) = —jsgn{f} X (f) (3.45)

amibél:
Y(f_fc):_jsgn{f_fc}X(f_fc) (3-46)
Y(f+fc):_jsgn{f+fc}X(f+fc) (347)
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Ezzel a kimend jel spektruma:

U(f) = 5 senlf — LN X (f = f)+ 5 [1—sen{f + LHX (4 f) (349

A viszonyokat az alabbi abrasoron kiévethetjiik:
A fentebb lerajzolt moduléatorral tehat a fels oldalsavot ( Upper Side Band, USB)

X
AN /
X(+1) X+
AN T an
. . g
1+sign(f-f.)
2J‘( —

% 1-sign(f+f.)
2

....... — /
£ ' -
U
dl N
. ' I g

3.14. abra. Az AM-SSB elgallitdsa a frekvenciatartoményban

valasztottuk ki. Ha a modulatorban az kivoné aramkort Gsszeadd aramkorre cse-
réljiik, akkor az als6 oldalsédv (Lower Side Band, LSB) lesz a kimend sav. (Ennek
bizonyitasat az olvasora bizzuk.)

3.5. Példa: A burkol6 detektor

Legyen az AM-DSB jel:
Uan = [Ue + Upy cos (wint)] cos (wet) (3.49)

Vezessiik ra ezt a jelet egy idealis burkold detektor daramkorre! (A generator és a
dioda belss ellenallasa zérus.)

Rajzoljuk le a modulalt jel spektrumét valamint az egyeniranyité U, (t) kimend fe-
sziiltségének jelalakjat! Milyen szempont szerint valasztand meg az RC tag (7 = RC)
idéallandojat?
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0| 0 b

3.15. Abra. A burkolédetektor

MEGOLDAS
Uanv = [Uc+ Uy, cos (wit)] cos (wet) (3.50)
Un
= U.cos (wct) + - [cos (we + wi) t 4+ cos (We — wi) t] = (3.51)
_ Yoot 4 gmioet] 4 Um [etentiomt 4 gmitetimt 1 gilocmiom)t | g=iloeomt
2

Ennek alapjan a spektrum:
Azokban az idépillanatokban, amikor Ugps(t) > U.(t), akkor a divda kinyit és a

U, Spektrum U,
U, ‘u, U, ’ U,
]t Tttt
Sefo S St | JeJo S St S

3.16. abra. A megoldés spektruma

kondenzator feltoltGdik Uans(t) értékre. Amikor Uaps(t)< Ue(t) a dioda lezar, a
kondenzator fesziiltsége az RC tag id6allanddja szerint exponenidlisan csokken. A
csokkenés addig tart, amig a didéda djra ki nem nyit.

Ha az idgallandé tulsdgosan nagy (az exponencialis lecsengés lassi), akkor a kimend

3.17. abra. A burkolédetektorral demodulalt jel idétiiggvénye
jel nem tudja kévetni a modulalt jel burkolojat. Ha tulsdgosan kicsi, akkor a jarulékos

Jfirész” jel lesz viszonylag nagy. A helyes érték az Uy, /U, moduléacios mélység és az
W /W, viszony ismeretében méretezhetd.

52



FEJEZET 3. LINEARIS MODULACIO 53

3.6. Példa: A szuper-heterodin elvii vevikésziilék

A radiocsatorndban az egyes allomasok Af tavolsdgban helyezkednek el. A vevd-
késziilék sztir6jének mar kell§ csillapitast kell biztositania a szomszéd allomaés jelére
(szelektivités). Ugyanakkor ezt a sziirGt hangolni is kellene (allomés keresés).

Kell§ szelektivitasi, hangolhat6 sziir6t késziteni nem tudunk. Ezért a vevében

5 2 fr ,,Tﬁkéf” allomas
LA 5 i
........... N S (O S
T T >
Je Je2

3.18. abra. A radiosav

a sziirési feladatot allando frekvencia, az u.n. kozépfrekvencia (KF) kornyezetében
végezziik el oly modon, hogy a venni kivént allomés jelét a helyi (lokalis) oszcillator
jelével a KF savjaba keverjiikk. A keverd szorzo tipusu aramkor.

A bemen jel f.; kornyezetében 1év§ spektruma athelyezddik a keverd kimenetén az

~lpv ~10pV ~100pV ~100mV ~1V
l> —»| Keverd | | l> Ly = b l> | »| Demod ) l> 4’[[]
LT | AGC Telj. erdsitd ~5Q
Hangolas oca KF erdsitd

oszcill.

‘

3.19. abra. A szuper-heterodin késziilék véizlata

Osszeg és kiilonbségi frekvencidk tartoméanyaba. A helyi oszcillator f,s. frekvencidjat
ugy valasztjuk meg, hogy pld. az fosc — fo1 = frxr kiilonbségi frekvencia a kézépf-
rekvencidval egyezzen meg. A KF ergsits ezen frekvencia kdrnyezetében biztositja a
szelektiv erGsitést, mig az fose + fe1 # [ F 0sszeg frekvencian nincs atvitel.

Az frxr kozépfrekvencia viszont feo — fose = fxF €S fez+ fose = fxr képpen is ki
tud keveredni, ami azt jelenti, hogy a késziilék az f.o és az f.3 frekvenciatartomany
kornyezetét is erdsiteni fogja. Az itt elhelyezkeds allomésok az u.n. tiikér allomé-
sok. A bemeneti fokozat hangolhaté szlirGje ezeknek az allomasoknak az elnyomasat
szolgalja. A bemeneti sziir6nek tehat csak a 2fxp frekvencia-tavolsagra 1évé tiikor
adokra nézve kell megfelel§ elnyomést (csillapitést) biztositani (és nem a szomszédos
allomésral). Ilyen szlir6t hangolhaté kivitelben méar meg tudunk valésitani.

Ha nagy KF frekvenciat valasztunk, a bemeneti sziirg feladatat konnyitjiik meg,
de a KF sztir6 megvalositasa lesz nehezebb (kisebb lesz a relativ savszélesség, ami a

53



54 FEJEZET 3. LINEARIS MODULACIO

fokszamot hatérozza meg).

Ennek a dilemmanak a felolddsiara néha kétszeres transzpondlast hasznalunk,
melynél az elsé KF a nagyobb, (a tiikor allomasok téavolabb vannak, egyszerd a be-
meneti sziir6) a masodik KF a kisebb frekvenciaju (ahol a szelektivités a szomszédos
adokra nézve konnyebben biztosithato).

o4



4. fejezet

Mintavételezés és kvantalas

Manapsédg lassan kizardlagossa kezd vélni a digitdlis informécio tovabbitas. Ugyan-
akkor az atviendd jelek zome ma is folytonos természetd (beszéd, zene, kép, stb).
A hiradéstechnika egyik legfontosabb feladata tehdt arra a kérdésre véalaszolni, ho-
gyan lehet folytonos jeleket szdmsorozatokka alakitani tigy, hogy a vételi oldalon a
szamsorozatbol (kis hibéval) Gjbol el§ lehessen allitani az eredeti folytonos jelet.

A feladat kett6s: egyrészrol a folytonos jelet idében kell diszkretizalni, azaz adott
id6kozonként megfigyelni az aktuélis jelértéket. Ezt a lépést nevezziik mintavételezés-
nek. A {6 kérdés: vajon milyen gyakorisaggal kell a jelet mintavételezni ahhoz, hogy
az eredeti folytonos jel visszaallithato legyen. Méasrészrél a diszkrét idej szamsorozat
értékkészletét is diszkretizalni kell, hiszen folytonos értékkészletd mintak leirdsdhoz
végtelen sok szamjegyre van sziikség. Ezt a kerekitést nevezziik kvantalasnak, igy a
minték véges hosszisagi szdmmal abrézolhatéova valnak.

4.1. Emlékeztets: Mintavételezett jelek rekonstrualasa

Legyen a folytonos idejd z(t) abszolut integralhato jel. Ennek a spektruma X (f) :
o0
X() =Fla(®).f) = [ wlt)exp(-j2nse) (1)
—00
Legyen ez a jel az fj hatarfrekvenciara nézve savhatarolt:

X(f ha fl<f
xn={ ¢ s Bk “2)

Ha a jel savhatéarolt, akkor érvényes Shannon mintavételi tétele:
Az |f| < fp hatarfrekvenciara savhatérolt x(t) jel visszaallithato az nT diszkrét
idépontokban vett z(nT') mintaibol a kévetkezd képpen:

B ad sin (7w (t — nT) fs)
z(t)= Y x(nT) T (4.3)

n=—oo
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ahol f,; a mintavételi frekvencia és igaz, hogy

> 2fn (4.4)

=l

fs:

4.1.1. A mintavételi tétel értelmezése

A mintavételezés modellezése:
A mintavételezést matematikailag a kovetkezGképpen éertelmezziik: (*-gal a min-

h(1)

x(t) X'(1) x(1)
X » Hf) —»
s()= Y8t~ nT)
tavett jelet jeloljiik)
¥ (t) =z (t) i d(t—nT)= i x (nT)d (t —nT) (4.5)

A mintavételezést tehat egy T periddusidejii dirac-delta sorozattal vald szorzasként
értelmezziik (tulajdonképpen egyenletes id6kozonkeént "megjegyezziik" az aktualis je-
lértéeket). A Shannon-féle mintaveételi tétel arra ad atmutatast, milyen gyakorisaggal
kell a pillanatnyi jelértékeket felvenniink ahhoz, hogy csupan ezekbdl a mintakbol
vissazallithato legyen az eredeti folytonos jel.

A jel rekonstrualasa h(t) impulzus valaszu sztrGvel oldhato meg:

z(t) = /x*(T)h(t—T)dT: > x(nT)/cS(T—nT)h(t—T)dT:
= Z x (nT)h (t —nT)

Itt a dirac-delta (0(t)) kovetkezd tulajdonségait hasznéaltuk fel: (¢ —tp) = 0 ha
t#£toes [ 6(r—to)f (r)dr = f (to).

Ebbél a modellbél akkor jutunk a Shannon-féle mintavételi tételhez, ha a sziirg
az % hatarfrekvenciajua, idedlis aluldteresztd:

T ha lfl < fs/2

#n={ ¢ Ja it (45)

56



FEJEZET 4. MINTAVETELEZES ES KVANTALAS 57

Az idealis alulatereszté impulzus véilasza ugyanis

fs/2

h(t) = / H(f) /> tdf = / Teﬂ“ftdf:—Sin;Zist) (4.7)
oo ~fos2

Ha x* (t) jeloli a matematikailag mintavételezett jelet, ennek spektruma:

(e 9]

XA = Flat ). ) = [ o @exp (~2nse)t =
_ 7 nioox (nT)8 (t — nT) exp (—j2m ft) dt =
_ nioox(n:r) 75(t—nT) exp (—j2m ft) dt =
_ nioox(nT)exp(—j%rfnT)

Amint latszik, a mintavett jel spektruma kifejezhet§ az idémintakkal (a diszkrét
Fourier transzformécié definiciojara ismerhetiink ra):

[e.9]

X*(f)y= > z(nT)e /T (4.8)

n=—oo

vagyis szamsorozathoz rendeltiink spektrumot! Ugyanakkor a mintavett jel spekt-

x(f)

v

4.1. dbra. A mintavételi tétel frekvenciatartoményi alakjanak szemléltetése

ruma (bizonyitas nélkiil) kifejezhetd a folytonos jel spektrumaval is:

XN =7 X X(F-kf) (19)

k=—o00
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vagyis a mintavételezés hatésara a folytonos jel spektruma periodikus lesz.

Fontos tanulsag: A jel fenti rekonstrukcidja csak akkor lehetséges, ha a jel sdvha-
tarolt. Ellenkez6 esetben hamis (alias=4l) jelkomponensek jonnek létre a mintavéte-

lezés soran. Ezt elkeriilhetjiik a mintavételezés el6tt alkalmazott alulatereszts (u.n.
anti-aliasing) szilir6 hasznalataval.

A gyakorlatban sajnos a fenti modell nem realizédlhato, mert
1. Nincs Dirac-delta generatorunk (végtelen impulzus amplitado)
2. Az idedlis alulateresztG nem realizalhaté (nem kauzélis a halozat)

A valésagos mintavevés-tarto (Sampling&Hold) és A/D atalakito mikddésének vaz-
lata:

S&H
x(1) ~
Anti-aliasing —/:L_ x(nT) AD x(nT)
—» 1 . >
szlird T ——»

T nT : Clock T

4.2. dbra. A valésidgos mintavétel és AD atalakitas

A bemenet: az z(t) folytonos idej jel, a kimenet: az & (nT') szdmsorozat (amp-
litadoban diszkrét). A jel "tartasara" az A/D atalakito miikodése miatt van sziikség.

A valosagos rekonstrudlas: A D/A konverter egy nulladrendt tartot (Zero Order

Hold) val6sit meg, melynek impulzus valasza (az egységnyi bemend mintéra adott
valasz: ho(t)).

X(nT) D/A ” Alulateresztd Wt
X

hp)  f——»

—» N

\ 4

nT : Clock A x#(t)
Ar ho(?)

— )7(117')

v

nT

4.3. abra. A valosagos DA-atalakitas
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A frekvencia tartomanyban a nulladrendi tart6 atviteli fiiggvénye:

0o T
m(f) = [ me@es i~ [t - [_j% -
—00 0

ejzwft} T
0

. ; i)
Te—imfT sin (7 fT) — Te—imiT s (W fs

T 7
mf T

Az ereds rekonstrualo alulateresztd szird:

He, (f) = Hy (f) Hrp (f) (410)

Ha a Hpp(f) alulatereszt§ sztir§ amplitado karakterisztikajat az alabbi Gsszefiiggés
szerint igyeksziink kialakitani, akkor a korabbi modellben el&irt eredd karakterisztikat
kapjuk.

_T fs
\HLP<f>\={ my he 1<

(4.11)
0 ha |fl>%

A valdsagos sziir6 zérustol eltérd faziskarakterisztikaja diszperziot okoz. Linearis
faziskarakterisztika esetén a diszperzié jelkésleltetésnek felel meg. Valdsigos esetben
a jel rekonstrualds nem tokéletes, mert

1. A sziir6 nem idedlis ( de, tetszGleges pontosséggal kozelitheto)
2. Az A/D konverzi6 az amplitudot diszkrétté teszi, emiatt kvantélasi zaj kelet-
kezik. (Az A/D konverter szohosszusdgénak novelésével a zaj csokkenthetd.)
4.2. Példa: szivargas

Tekintsiik az alabbi 4bran lathato mintavételezs rendszert! Ahol a rekonstrudlo szird

x(1) x'(2) »()
—» _c/o_ —  » H() —>

f,=8kHz

4.4. dbra. Mintavételezd rendszer sémaja

zérétartomanya nem tokéletes:

0dB ha  |fl| <4kHz
H(f)={ —20dB  ha 4kHz<|f| <12kHz
—oodB  ha  |f] > 12kHz
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Milyen lesz az y(t) rekonstruélt jel, ha a bemend jel: x(t) = Ugcos (2w fot), és
Up=2V, fo=1kHz, fs=8kHz?

MEGOLDAS U U
x (t) = Up cos (2 fot) = ?Oeﬂ%fot + 7Oe_j27rf°t

A mintavételezett jel spektruma az eredeti jel spektrumanak a mintavételi frekvencia
tobbszoroseivel eltolt valtozatainak szuperpozicidjaként kaphat6 (magyarul a minta-
vételi frekvencia szerint periodikus lesz), ahogy ez a (4.2). &dbran lathat6. A kimend
jel a mintavett jel megsziirt valtozata. Az idétartomanyban ugyanez:

X
ny o
X' () H(f)
AA AA
A B B s >
16 8 02468 16 kHz
Yo
U oxra
0.1 /
A A A
N B I B B B B i e >
16 8 02468 16 kHz

4.5. dbra. Az eredeti, a mintavételezett és a rekonstruélt jel spektruma

y (t) = Uy cos (27 fot) 4+ 0.1Uq cos 27 (fs + fo) t] + 0.1Uq cos [27 (fs — fo) t]

y (t) = Uy cos (27 fot) 4+ 0.2Up cos (27 fst) cos (27 fot)

Megjegyzés: A -20 dB itt, mivel fesziiltségerdsitésrdl van sz6, 10-szeres csillapitasnak
felel meg.

4.3. Példa: atlapolédas

Az el6z6 peldéaban szerepld rendszerre vezesiik ra az x (t) = Uy cos (2 f1t) jelet, ahol
most Uy = 2V, f1 = TkHz, f; = 8kHz! (Nem tartjuk be a Nyquist feltételt!) Mi
lesz ebben az estben a kimeng jel?
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MEGOLDAS
A mintavett jel spektruma (ahogy a (4.3). abrardl leolvashat6) ugyanaz, mint az
el6z6 példaban, tehat a kimend jel is azonos lesz (1 kHz frekvenciaju f6 komponens!):

y (t) = Up cos (27 fot) + 0.2Uy cos (27 fst) cos (2 fot)

ahol : fo=1kHz.

X0
f
T T T T T T T T T T T T 71 >
7 0 7 kHz
X HY
AA AA
20 dB f
T 1 T 1 1 T 1 1 1 >
-16 8 02468 16 kHz

4.6. abra. Az eredeti és a mintavett jel spektruma

4.4. Példa: alulmintavételezés

Legyen egy radio vevskésziilék t.n. kozépfrekvencias kimenetén megjelend jel spekt-
ruma a (4.4) abra szerinti. Ezt a jelet digitalizalni kivanjuk, hogy egy digitélis
jelfeldolgozo processzorral tovabbi jelkezelést végezziink rajta (pl. demodulaljuk).
Milyen mintavételi frekvenciat vélasszunk, hogy a legkisebb mintavételi frekvencia
mellett a jel az alapsavba keriiljon?

fa =455 —75=4475kHz f;f=455+7.5=4625kHz B = f;— f, =15kHz

MEGOLDAS

Két dolgot kell teljesiteni: az elsd, hogy a jel az alapsavba keriiljon, azaz az f,
frekvencia a mintavételezés hatasara megjelenjen a 0 helyen is. Vagyis: nfs = f,
ahol n egész. Méasrészrdl be kell tartani a mintavételi tételt, vagyis a minmtavételi
frekvenciara teljesiilnie kell a f; > 2B feltételnek, méghozza ugy, hogy minél job-
ban megkdzelitsiik ezt az elvi als6 hatart. Legyen els§ vilasztasunk a minimalisan
sziikséges fso = 2B = 30kH 2! Ekkor kiszdmithatova valik n, hiszen

n= U—“J = {%J = [14.91166] = 14
s0
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~ IX{» \

v

5 A ‘ fu

v

o x o
4.7. 4bra. Az eredeti és a mintavett jel spektruma

Ezzel:

447.5
fs = Ja = —— =31.96428 kHz
n 14

4.5. Emlékeztets: az egyenletes kvantald jel-zaj viszonya

Kvantéléon azt a memoria mentes nemlinedris egységet értjiikk, melynek y kimeneti
értékei diszkrétek és értékiik csak a tetszéleges amplitiid6ju x bemeneti minta pilla-
natnyi értékétdl fiigg.

A kvantalé egyenletes, ha a kimeneti diszkrét értékek csak a q kvantalési 1épcsd
egészszamu tobbszorosei lehetnek és az ugrasok helyei ¢ szerint valtoznak. Egy ilyen
kvantalot definidl az alabbi Gsszefiiggés:

. q q
y=x+e=mq ¢&s f§§e<§
ahol m egész szam. Az alabbi abran (4.5) ezt a kapcsolatot rajzoltuk le, kiegészitve
a telitési szakasszokkal, ahol a kvantalé tulvezérlédik. Tulvezérlés mentes esetben a
véletlen valtozo jelek széles osztalyara érvényes az a kozelités, hogy a kvantalési hiba
korreldlatlannak tekinthetd a kvantidlando jellel és egy additiv fehér zajjal kozelithet6
a hatasa. (4.5. abra). A fenti karakterisztika esetén a zaj zérus varhaté értékd
folyamat, melynek teljesitménye:

2 q°
E[°] = 5 (4.12)

Az elérhet§ jel-zaj viszony a kvantalando jeltdl fiigg.

4.5.1. Kvantalasi jel-zaj viszony egyenletes eloszlasti bemené jelre

Els6 példakeént tekintsiik egy olyan bemend jelet, amelyik egyenletes eloszlasu a |-
A,+A| intervallumban. Ennek stirtiség fiiggvénye 1/(2A4). A jel teljesitménye:

E[¢?] = / 2 fe (x) do = i idr = %2 (4.13)
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y =x Linedris fiiggvény

-qN/2

\ A

gN/2

-gN/2

€
g n n
—» Q > = é—»@»

4.9. dbra. A kvantalas legtobbszor additiv fehér zajként modellezhetd

Annak érdekében, hogy a tulvezérlést elkeriiljiik, teljesiilnie kell az: Nqg = 2A kap-

csolatnak, amibdl:
A N

. 5 (4.14)
Ezzel a jel-zaj viszony:
E[¢?]  A%12 AN? N\,
NR = =——==4|—| =4—= | =N 4.1
=R T (Q> <2> 119

Ha a kvantalt értéket b biten abrazoljuk, akkor a lehetséges mintak szama: N = 2°.
Ezt felhasznalva: SN R = 220 illetve

SNRIBl = 101g SNR = 2blg2 = 6.02b|dB]

4.5.2. Kvantéalasi jel-zaj viszony Gauss eloszlasti bemend jelre

Gauss-eloszlasi bemend jelre a tulvezérlésnek mindig véges valdsziniisége van, mivel a
jelben elséfordulhatnak igen nagy pillanatértékek is. Jelole A azt a pozitiv amplitudo
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értéket, melynél a karakterisztika telitésbe megy.

N

A tulvezérlédés valoszintsége:

p=P(e| > A) =P (< -A) +P(¢ > A) =2P (€ > A) = 2[1 - P (¢ < 4)] (417)

A
A 3 p
—Z _ 2
P(SSA):Fg(A):\/%%/e QUde:\/% / et2dt2<1><0_—§> (4.18)

Ahol ®(x) a standard (egységnyi szorasi) normaélis eloszlas eloszlasfiiggvénye. Ezzel

a tilvezérlés valdszintisége:
A
p=2 [1_q> <_)] (4.19)
g¢

Elsirt valoszintiség esetén:

A p
= =91 (1-= 4.2
aolp) = ==+ (1-5) (4:20)
A tulvezérlés hatara ezzel: N
A= 54 =0 (p) o¢ (4.21)
amibdl:
o _ N
¢  2a0(p)
A maximaélisan elérhetd jel-zaj viszony:
E [52] Ug N2 22b
SNR=—" =12—2 =12 =3 4.22
e T RO IO 22
A dB-ben kifejezett érték
3
SNRB = 101g SNR = 2blg2 + 101g ey 6.02b — A (p) (4.23)
ag (p
Ahol: 2 ()
_ A \P) -1(1 _P\] _
A(p) = 101g =22 = 201g [CD (1 2)} 101g3 (4.24)

Fontos, hogy a kvantéilé kivezérlési tartomanyat tekintve illesztve legyen a bemend
jelhez. Ellenkez6 esetben gyakrabban 1ép fel talvezérlés, vagy nem érjiik el az elmé-
leletileg elérhetd jel-zaj viszony értéket.
Az illesztés feltétele: a kvantalo telitési hatarat az
A(p)

A =oeag (p) = V3010720 (4.25)

értékre kell beallitani.
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4.6. Példa

A gyengén stacionarius z(t) jelet az alabbi abran lathato (hibamentes) digitalis csa-
tornan kivanjuk atvinni. Az z(t) jel teljesitmény strtség spektruma a 4.11. abran

* — 1 0
——p AID [—p Csatorna L D/A |—p Simité sziiré

f2
Is Iy

4.10. 4bra. Az atviteli rendszer

lathato, ahol Sp = 2.1075 V2 /Hz.
a) Rajzolja le az y(t) kimend jel spektrumét, ha az f; mintavételi frekvencia:

As(D

2S,

So

f
»
[ I T 1T 1T T 177 T 1T 1T T 177 I T i
-100 -80 -50 0 50 80 100 [kHz]

4.11. abra. Az z(t) jel teljesitmény striiség spektruma

al) 80 kHz; a2) 100 kHz; a3) 40 kHz. A rekonstruél6 simito sziir§ idedlis alulate-
resztd, fs/2 hatarfrekvenciaval.

b) Az A/D é&talakitas okozta kvantélasi zaj (az adott jelszint mellett) a digitalis jel-
ben 72 dB-es jel-zaj viszonyt eredményez. (A kvantalasi zaj fehér zajnak tekinthetd.)
Mekkora lesz a kimend jel jel-zaj viszonya?

¢) Ha az idealis bemend jel mellett zaj is keriil a bemenetre, hogyan alakul a kimeneti
jel-zaj viszony a fenti 3 mintavételi frekvencia esetén? A bemeneti zajrol feltételez-
ziik, hogy spektruma fehér a 60kHz 120 kHz savban, azon kiviil zérus. A bemeneti
jel-zaj viszony 60 dB.

MEGOLDAS

a) A mintavételezés hatésara az eredeti (folytonos) jel spektruma fs szerint periodi-
kus lesz, amit az alabbi dbra szemléltet: b) A kvantalasi zaj fehér, azaz egyenletes
eloszlast a [—fs/2,+fs/2] savban és ez a simit6 szlirén keresztiil ki is jut a kime-
netre, ezért a kimeneti jel-zaj viszony megegyezik a kvantalas jel-zaj viszonyéval [72
dB=60+3+3+3+3dB].

P, P
SNqui:pZ.:Fx:SNRq:106'2'2'2'2:8'106
qki q
P,
Fai = SNR,
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Sy
A 25,
m )
f
>
L A B B B (i — (i — T T T T >
100 -80 40 0 40 80 100 [kEiz]
A 5,
T T T T T T T T T T T T T T T T T T T Ll
100 -80 -50 0 50 80 100 kHz]
A SO
f .
T T T T T T T T T T T >
100 -80 20 0 20 80 100 [kHz]

4.12. abra. A mintavett jelek spektruma 80, 100 és 40 kHz mintavételezés esetén

4 S,
No
f
_m | |
T T T 1717 1T T 17T 1T T T T 171 d
-100 -80 -50 0 50 80 100 [kHz]
A S,
[
| f
| | | »
T 1T T 17T 17T 11 1T 1T 1T 1T T T 17T 1T 717 171 "
100 -80 50 0 50 80 100 [kHz]
‘f Sai(f)
| —— |
[ 1 f
[ | | »
T T T T T T T 1T 1T T 1T 17T 177 I T d
-100 -80 50 0 50 80 100 [kHz]
A S
[ 1 .
|
[
[ | f
T | | »
1 T 17 L 1T T T T 1T 17T 17T 171 "
100 -80 50 0 50 80 100 [kHz]

4.13. abra. A bementi zajspektrum és az AD-DA &talakitas utani zajspektrumok 80,
100 és 40 kHz mintavételezés esetén

¢) A bemeneti zajspektrum:

Py

SN Ry = D
zbe

=108

P
P = 1—0% = Ny - 120kHz
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cl) fs = 80kHz esete

P, P, P,
P,.=2-Ny-60kHz-Y = P,;, -2 = Y
zki 0 ZPI zbe Pac SNRbe

SNRy, — Py, _ P, _ SNRye - SNRy ~ 60dB
P + Pyki SNP—}{?M+S§;1}% SNRp. + SNR,

c2) fs = 100k H z esete:
A helyzet ugyan az mint az el6z6 esetben.
c3) fs = 40kH z esete

P, P P,
P, =6-Ny-40kHz=Y =240 - Ny—= = 2- y
zki 0 ZP;,; OPy SN Ry,

Az atlapolodasbol addodo zaj most kétszerese az el§zd esetekhez képest.

P, P, SNRy. - SNR,

Pai+ Pyi 250+ gpie- SNRwe +2- SNE,

SNRy; = —~ 57dB

4.7. Példa

Adott egy savkorlatozott alapséavi jel a [0, 4 kHz| frekvenciatartoméanyban

a) Mekkora mintavételi frekvenciat kell valasztanunk, ha a jel visszaallitasara egy
180dB/D levagéast meredekségii alulateresztd sziirg all rendelkezésre amelynek leva-
gésa a 4kHz-es frekvenciatol kezdddik (a jel elnyomottnak tekintheté ha legalabb
40dB csillapitast szenved).

b) Mekkora a kvantalasi jel-zaj viszony ha mintavételezés utén egy 8 bites kvantalot
alkalmazunk?

MEGOLDAS

)
i) =3 H (r+3)

Ahhoz, hogy kellGen elnyomjuk a mintavételezés miatt megjelend spektrum-osszeteviket,

H,(f)
4 180 dB/D
} >
-4 0 4 f f[kHz]

4.14. dbra. A mintavett jel spektruma
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akkora mintavételi frekvenciat kell valasztani, hogy ilyen komponensek csak a sztirg
zérotartomanyaban keletkezzenek:

40 dB
—8kHz+ —— =8 kHz +0.222 D = 8 kHz + 6.67 kHz = 14.67 kH
Jim ** 180 aB/D 7t 7 ? ?

Megjegyzés: a 0.222 dekad atvaltasa "frekvencidra':

log1 <ﬁ> =0222 = f=6.67kHz

b) Hasznalva az SNR = 322" formulat
SNR =98304 = 49.95dB
Megjegyzés: afenti formuléarél és érvényességének korlatairdl lasd e fejezet "Emlékeztets"-

jét!

4.8. Példa

Egy 5 kHz mintavételi frekvencidval dolgozé mintavételez rendszer bemeneti és ki-
meneti szlir§je azonos:

1 ha |f| <2kHz
H(f)={ 14—|f/5 ha 2kHz<|f|<TkHz
0 egyébként

A rendszer az 1 kHz frekvenciaji szinuszos bemend jelet amplituddhelyesen viszi ét.
Milyen jelosszetevSk keletkeznek, ha a bemenet a kévetkezs:

upe(t) = 2 cos(2m f1t) cos(27 fat)

A frekvencidk: f; =1 kHz; fo =2 kHz.

MEGOLDAS

A bemeneten két koszinuszos 0sszetevs szorzata van. (Ezt a két frekvencia ardnyétol
fiiggden nevezhetjiik keverésnek vagy modulacionak.) Az ismert addicios Gsszefiig-
géseket hasznalva irhato:

Upe = cos(2m(f1 + f2)t) + cos(2m(f1 — f2)t)

Vagyis azonos amplitudéval 1 és 3 kHz-es komponensek vannak a bemeneten.
A bemeneti szlirg hatasa:

e az 1 kHz-es Osszetevd amplituddja 1;

e a 3 kHz-es Gsszetevs amplitudoja 1.4-3/5=0.8
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A mintavételezés hatasara a spektrum periodikussa valik a mintavételi frekvencia
szerint, vagyis a mintavett jel Osszetevéi: n -5kHz £ 1kHz ill. n-5kHz £ 3kHz,
vagyis esetiinkben a kimeneti sziir6 ateresztd ill. atmeneti tartoményaba esé kom-
ponensek: 1, 2, 3, 4, 6, 8 kHz-esek.

A kimed sziir§ az atereszt6 séavjaba es6 komponenseket amplitudohelyesen viszi at,
az dtmeneti tartomanyba esSket csillapitja, illetve a zdroétartomanyban tokéletes el-
nyomaést biztosit. Igy a kimend jelben talalhaté komponensek amplitudéja:

e 1 kHz-es: 1V

e 2 kHzes: 0.8-1V
e 3 kHz-es: 0.8-0.8V
e 4 kHz-es: 1-0.6 V
e 6 kHz-es: 1-0.2V

o 8 kHz-es: 0V

4.9. Prediktiv kédolas

Legyen egy diszkrét idejt, véletlen valtozo, stacionarius forras altal szolgaltatott jel
a zérus varhato értékd &, sorozat.

Tételezziik fel, hogy a &, sorozat teljesitmény stirtiség spektruma ,szines”. Fz azt
jelenti, hogy az egyes mintak nem fiiggetlenek egymastol, vagyis a sorozatban redun-
dancia van. (Van tehat a jelnek egy "el6re lathat6" komponense, ami — mivel elére
lathato — informéciot nem hordoz.) Ha gazdasdgosan kivanjuk a jel altal hordozott
informécioét tovabbitani, akkor célszerd lenne ettdl a redundanciatél megszabadulni.
Ez a gondolat veti fel a predikcié kérdését.

Az n-ik mintavételi id6pontban rendelkezésiinkre all a &, folyamat multja és a
folyamat statisztikdjanak (autokorrelacios fiiggvényének) ismerete. Ebbgl az isme-
retbdl ha kiszamitanank a én becsiilt értéket és csak a 6, = &, — én kiilonbségi jelet
vinnénk &t a csatornan, akkor varhatéan gazdasigosan jarnank el.

Kodolo Csatorna Dekodold

4.15. abra. A predikcios kodolas alapdotlete
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70 FEJEZET 4. MINTAVETELEZES ES KVANTALAS

A vételi oldalon a jel dekodolasara ugyanazt a P(z) prediktort hasznéljuk. A
kodolo és a dekodolo transzfer fliggvénye:

He (2) =1-P(2)

illetve
1

T 1-P(2)

A kodolo és a dekodolo ereds atviteli fliggvényeHpy (2) = Heo (2) Hp (2) = 1, ami a
torzitds mentes atvitel feltétele.

Ha a csatorna digitalis, az d,, mintakat digtalizalni kell (véges szohosszusaguva,
més szoval kvantaltté kell tenni). Ha mar eleve digitélis formatumu volt az d,, minta,
akkor gyakran az adattomorités érdekében révidebb szohosszusagra kell attérni, ami
szintén kvantalast jelent. Ezért a vizsgilatot egészitsiik ki a kvantalé hatésénak
vizsgalataval.

A kvantalé mint nemlinedris aramkori elem modellezhets egy additiv fiiggetlen
zajforrassal (linearizalt additiv zajmodell). A linearizalt modellben egy két bemetti,
egy kimenetti halézatot latunk (a szuperpozici6 elve érvényes).

HD (Z)

Kodold Csatorna Dekodold
"y

n

5,
I. a‘” Kvantalo

Z,

4.16. dbra. A predikcios kodolo linearizalt zajmodellel

A jel-bemenetrdl a transzfer fiiggvény 17 értékd, mig az e, zaj ,bemenetrdl”
Hp(z) az atvitel. Ezen utobi atvitel a kvantalasi zaj értékét nagy meértékben fel-
sokszorozhatja a kimeneten, igy a dekdéderben a prediktor nem ugyanazon mintdkat
kapja a bemenetére mint a koédoléban 1év§ prediktor.

Ennek kovetkeztében a predikalt jel sem lesz ugyanaz mint a kvantélasi zaj nélkiili
esetben és ezért viszonylag nagymértéki torzitasra (kimeneti zajra) szamithatunk.

A kvantélé fentebb leirt kellemetlen hatésa kikiiszobolhetd a kodolé megfelel
atalakitasaval. Konnyen beldthatd, hogy az atviteli fliggvény szempontjabol az alabbi
két halézat ekvivalens:

Kodolo

4.17. abra. A predikcios kodolo és ekvivalense
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Helyezziik a kvantalot a kodoloban a kiilénbség képzé utan! Ezzel az atalaki-
tassal a kodolasi- dekodolési sémank a kovetezs lesz:

Kodolo o Dekodolé
Kvantalé

Csatorna

4.18. 4bra. Javitott predikciés kodold

Tovabbra is a kiilonbségi jelet kvantaljuk, de most a dekédoloban a predikcié
ugyanabbdl a jelbsl torténik mint a kodoléban. Ennek kovetkeztében a zaj fel-
sokszorozddéasa elmarad és igy a gg; kimeneti jel-zaj viszony lényegesen nagyobb lesz
a kvantalo o jel-zaj viszonyandl.

A kodolas feladatat tipikusan egy jelfeldolgozd processzor végzi, ahol is a kvanté-
last gy hajtjuk végre, hogy a d,, = &, — én kiilonbségi jelet kiszamitva a v, kimend
jelet kisebb széhosszusdgon mentjiik el az akkumulétorbol.

A fentebb emlitett kétbemenetd modellre hivatkozva beldthatjuk, hogy a ,zaj-
bemenetrsl” a transzfer fiiggvény a moédositott elrendezés esetében ugyan az, mint
a jel-bemenetrsl (H, =1), ezért a kimeneti zaj megegyezik a keletkezés helyén 1évi
zajjal, amit az adittiv modellben fehér zajnak tekintiink.

Kodolo Dekodolo

Csatorna

4.19. abra. Az predikcios kodolé és dekodolo

A linearizalt modellben a szuperpozicié elvét hasznélva a kimeneti minta:

€n=En+en (4.26)
A kimeneti jel-zaj viszony:
E 6]
SNRy; = ok = - 4.27
b= 0k = ) (4.27)
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72 FEJEZET 4. MINTAVETELEZES ES KVANTALAS

Vizsgaljuk meg azt a kérdést, hogy érdemes-e predikcios kodolast hasznalni, illetve
alkalmazasaval mekkora nyereség érhetd el! Ennek érdekében bévitsiik (4.27)-at az
alabbiak szerint!

E6] _E[&]E5]

S Rk’b Qk‘l E [E%] E [52] E [52] GPQ(] ( 8)

Ahol Gp a predikciés nyereség:

E [¢2]
Gp = 4.29
) (4.29)
és o4 a kvantélo jel-zaj viszonya:
E [62]
NR, =, = —= 14 4.
SNR,; = o4 e (4.30)

n

Ha nem hasznalnank predikciot és az lizenetet direkt médon kvantalnank a kimeneti
jel-zaj viszony a kvantédld jel-zaj viszonyéval egyezne meg. Amennyiben a jelet jol
tudjuk predikalni (el6re jelezni) a d,, = &, —énkﬁlénbségi jel kicsi lesz £, —hez képest,
ami nagy predikciés nyereséget jelent.

Miel6tt az optimélis prediktor kérdését megvizsgalnank, elére annyit mondha-
tunk, hogy a prediktor célja a redundancia kisziirése volt a jelbsl. A redundancia
mentes jel spektruma fehér, tehat a kodold transzfer fiiggvényének olyannak kell
lennie, hogy a kddold kimend jele minél inkabb kozelitse a fehér folyamatot.

sy (f) = ‘H(; (ej%fT) ‘235 (f) = const (4.31)

Ha a bemeng jel mér eleve fehér folyamat, akkor nincs predikcids nyereség.

4.9.1. Példa: Az optimilis prediktor

Legyen &, (legalabb gyengén) stacionérius folyamat, melynek R¢(k) autokorrelacios
sorozata ismert.

A prediktor a sorozat utolsé N mintajabol becsiilje az aktualisan a bemenetre
érkezG mintét!

N
=1

A becslés josdgat mérjik a d,, = &, —énkﬁlénbségi jel négyzetes varhato értékével!
Minél kisebb ez a varhat6 érték, annal jobb a becslés.
A becslés hibaja:

E[6;] =E [<£n - én)j =E <§n - Z]Vlwzfni) (4.33)
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4.20. abra. A lineéris prediktor

Kodold

€, ﬂ—' .
- 8,=¢,-¢,
P(z) €,

A szamitasok mellGzésével vektor-matrix alakban (lasd az elgadést):

E[62] = Ry —2w'r +w' Rw (4.34)

ahol w!' = [wy,wa, ... wp, ...wN] a keresett egyiitthatokbol alkotott (sor)vektor, R az
N x N -es autokorreldciés méatrix:

Ry Ri Rj
R=| R, |=|R R R (4.35)
Ry Ri Ro

melyben
Rij=Ri—j=Re(i—j)=Re(j—1)

valamint r N dimenzios (oszlop)vektor, az autokorrelacios egytitthatokkal
v’ = [Ry, Ry, ..., Ry] (4.36)
Keressiik azt a w vektort, amelyik minimalizalja a hibat. Az optimum feltétele:
grady, (Ry — 2wr + WTRW) =-2r+2Rw =0 (4.37)

amibdl:
r=Rw (4.38)

Ezt atrendezve, az optimaélis prediktor egyiitthaté vektor:
Wopt = R7'r (4.39)
Ekkor a hiba négyzetes varhato értéke:
E[62] = Ry — wl,r (4.40)
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74 FEJEZET 4. MINTAVETELEZES ES KVANTALAS

Tekintsiink egy egyszerti numerikus példat! Legyen a bemeneti sorozat autokorrela-
cios fliggvénye az alabbi sorozat:

Re(k)=a* Wk e o <1
Tervezziink ehhez a jelhez optimalis masodfoku prediktort!

MEGOLDAS
A bemend jel teljesitménye:

E[&] =Re(0)=Ro=1

A (4.17.)-bsl:

Ry = R; (1)=a
és

Ry =R¢(2) =a?

Az autokorrelacidés matrix és vektor:

()] (B[]

Az inverz matrix:
w1

C1-a?2| —a 1

Az optimélis egyiitthaték vektora:

1 1 —a a 1 a—a’ a
WOpt_l—a2[—a 1 }{aQ]_l—aQ[—cﬂ%-aQ}_[O} (4.42)
Az optimalis sziirg els6fokd, mivel wy = a és wy = 0. A kiilonbségi jel teljesitménye:
E[6:] =Ro—wor=1-[a 0] [Zg ] =1-(a®+0)=1-a®>  (443)

Ezzel a predikcios nyereség:

_E[G] 1
Gr =i = 1= > ! (4.44)

n
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5. fejezet

Forraskodolas

A forraskédolas célja az iizeneteink lehetség szerinti legtémorebb abrazoldsanak
elgallitasa. A Hiradastechnika targyban csak az n. veszteségmentes tomoritési el-
jarasokkal foglalkozunk, ami azt jelenti, hogy a tomoritett kodbol az eredeti iizenet
pontosan elgallithato. Megjegyezziik, hogy manapsig elterjedten hasznélnak vesz-
teséges tomoritési eljardsokat is, amelyeknek a lényege az, hogy az érzékszerveink
szaméra kevésbé fontos informéciot eltavolitjuk az eredeti tizenetbdl. (Tipikus példa
lehet példaul a "jpeg" képtomorits eljaras, ahol a kép nagyfrekvencias komponen-
seit elhagyjdk.) Magatol értet6ds, hogy veszteséges tomoritéssel elsésorban kép és
hangjelet érdemes atvinni, egy szoveges iizenetnél vagy egy futtathaté allomanynal
elengedhetetlen a bitrgl-bitre tokéletes atvitel.

5.1. Valtoz6 széhosszisagu kdédolas

A targyalasunkban szerepld lizenetek elemi szimbélumok egymads uténi sorozata-
ként foghatok fel. (Gondoljunk pld. egy szovegre, amikor az elemi szimbélumok
az ABC egyes karakterei.) Az elemi iizenetek alkotjik az u.n.  szimbélum ABC’-
t: {Ay, Ag, As, ..., Ax}. Az ABC elemeihez rendeljiik hozza a {Cq,Cs,Cs,...,Cn}
binéris kodokat. Technoloégiai okok miatt ezeket a kédokat tudjuk tovabbitani a
csatornan.

A legegyszertibb kodolési 6tlet az, hogy az ABC elemeinek sorszamét valasztjuk
kodnak. Egy 26 elemii ABC esetén akkor kiilonboztetheték meg az egyes kodok, ha
a kodszavak legaldbb 5 bitesek ( 2° = 32 > 26). Tekintetbe véve, hogy az ABC
elemeinek el¢fordulasi valoszintisége nem egyforma az iizenetben, valamint azt, hogy
kihaszndalatlan kodok is léteznek, megallapithatjuk, hogy ez a ,kézenfekvs” eljaras
nem gazdasagos.

Hatékonyabban jarnank el, ha elvetnénk az egyforma hosszisagi koédok alkalma-
zasat: a nagyobb valészintséggel el6forduld elemekhez a rovidebb kodokat, a ritkab-
ban eléfordulokhoz a hosszabb kdédokat rendelnénk hozza. Ezt a megoldast nevezziik
véaltozd széhosszisagi kodolasnak. Ha azonban a kdédok nem egyforma hossziak, a
kédok dekodolasa nehezebb.
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76 FEJEZET 5. FORRASKODOLAS

5.1.1. Prefix-mentes kédok

Kérdés, hogy egy bitfolyamban hogyan vehetjiik észre azt, hogy egy elemi {izenet-
nek vége van, és egy 14j elemi {izenet kezdddik, ha nem akarunk elvilaszté jeleket
hasznélni? A megoldas: olyan kodokat kell valasztani, amelyek kozott egyik kodszo
sem folytatdsa egy maéasiknak. Ekkor beszéliink prefiz-mentes kddrdl. Ha ilyenkor a
dekddolas soran a beérkezett bitfolyambdl mar dssze tudunk rakni egy 1étezé kodot,
akkor ez egyben azt is jelenti, hogy a kodszonak vége van, j kodszo kovetkezik (amit
megint addig figyeliink, amig az értelmezhetd nem lesz).

Kérdés az, hogyan lehet szisztematikusan prefix-mentes kodokat elgallitani az
elemi iizenetek {p1,p2,ps,...,pn} valosziniség eloszlasanak ismeretében, illetve ho-
gyan &llithato el§ a legtémorebb reprezentécio, tovabba mi a tomorités elvi hatara?

5.1.2. Kraft-egyenlStlenség

Nyilvan prefix-mentes a kodunk, ha az egy binaris fara illeszthets (ugy, hogy kodot
csak végponthoz rendeliink), hiszen ebben az esetben lehetetlen, hogy egy kodszo
egy masik folytatasaként alljon elg. Ezek utan érdemes feltenni a kérdést: vajon
lehetne-e egyszerti szabélyt adni arra, hogy egy adott kddszo-hossziisag-készlet esetén
definidlhato-e prefix-mentes kodkiosztés. (Tehat elhatarozom, hogy pl. az A, B és C
szimbolumokat szolgaltaté forrast rendre 1, 2 és 3 hosszusagi kodszavakkal kodolom.
Kérdés, lehetséges-e ez? Itt trividlis a valasz, nagy ABC-k esetén a kérdés igen
bonyolultta valik.) A valaszt a Kraft-egyenl6tlenség adja meg:

d o< (5.1)

ahol I; az i-dik kodszo hosszat jelenti. (A bizonyitast itt mellgzziik.)

Megjeqyzés: A Kraft-eqyenldtlenség tehdt kizdrdlag azt mutatja meg, hogy egy
adott kodszohossz-készlet esetén készithetd-e prefiz-mentes kod. Arrdl, hogyan kell a
kodot elddllitani, semmit sem mond.

5.1.3. Entroépia

Az X forrés veszteségmentes tomoritésének elvi hatarat az entropia adja meg (az
erre vonatkozo bizonyitasok nélkiil):

H(X)=- Zpi logy pi (5.2)

ahol p;-vel jeloltiik az egyes szimbolumok el6fordulasi valészintiségét.

5.2. Példa: A Shannon-Fano koédolas:

Legyen egy iizenet szimbolum ABC-je: { Ay, Ay, As,.... , Ay }. A szimbélumok
valoszintiség eloszlasa: P = { p1, p2, p3, -... , pN }. Keressiik a prefix mentes kod
ABC-t: { C1,Co, Cs,....,Cn }
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FEJEZET 5. FORRASKODOLAS 7

A Shannon-Fano algoritmus:

1. A szo6hosszusagok meghatarozasa: I; = {logg p%—‘ t = 1... N szabdly szerint,
ahol [-] a felfelé kerekitést jeldli.

2. Egy segédmennyiség kiszamitasa: Fj1q = F;+p;ahol F1 =0,ési=1...(N—1)
3. A kod generélasa: C; = |25F;| i=1...N ahol |-] a lefelé kerekitést jeldli.

Egy numerikus példa:
A forras eloszlas entropiaja:

i 1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. 9.
pi 1 0.49]0.14]0.14 [ 0.07 | 0.07 | 0.04 | 0.02 0.02 0.01
l; 2 3 3 4 4 5 6 6 7
F, 1000[049]063] 077084 091 | 0.95 0.97 0.99
C; 0 3 5 12 13 29 60 62 126
CPIN'1 00 [ 011 | 101 | 1100 | 1101 | 11101 | 111100 | 111110 | 1111110

9
1
H(P)=> pilog, b= 2.3136
i=1 v

Az atlagos szohosszusag:
9

L(P)=_lp;=2.8900
=1
A kod hatéasfoka: 7P
n(P) = % = 80.06%

" ~—

A binaris fat tekintve lathatjuk (5.1 4bra), hogy némi kodtomoritési lehetéség ki-
nalkozik:  Megjegyzés: A Shannon-Fano algoritmus ugyan szisztematikus eljdrds

i | 1] 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. 9.
Cr (00| 011 | 101 | 1100 | 1101 | 11101 | 111100 | 111110 | 1111110
c; |00 01 | 10 | 1100 | 1101 | 1110 | 11110 | 111110 | 111111

prefiz-mentes kod elddllitdsdra, de ldthatdan nem a legtomaorebb kddot adja, mivel
Hkézi” mddszerrel javitani tudtuk.

5.3. Példa: Huffmann kdédolas

Tekintsiik a kovetkez6 lizenetet: "felteszem, ma nem eszem". Karakterenként ko-
dolva keresse meg az iizenet legtémdorebb bindris dbrazolasat azzal a feltételezéssel,
hogy az iizenet egyértelmiien dekdédolhatd legyen a vevében.
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5.2. dbra. A modositott kod binéris féja

a) Adja meg a szimbo6lum-kod Gsszerendelési tablazatot. (Az idézGjel nem, a vesszd
és a sz0koz viszont része az lizenetnek.)

b) Hany bittel lehet leirni az iizenetet, s mennyi igy az atlagos kodszohossz? (A
kodtablat a vevben ismertnek tételezziik fel)

c¢) 7 bites ASCII kodolast valasztva hany szazalékkal vagyunk "bébeszédiibbek"?

MEGOLDAS
Szimboélumonkénti valtozé szohosszusigu kodolasok koziil a Huffmann-kodolas opti-
mélis, vagyis ezzel az eljarassal kozelithet§ meg legjobban az entrépia.

A Hufmann kédnak a kovetkezs tulajdonsigai vannak, amelyek az optimalitast
(legkisebb &tlagos kodszohossz) biztositjak:
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szimbolum | relativ gyakorisag | kod kodszohossz
a 1/23 00101 5
e 6/23 01 2
f 1/23 00100 5
1 1/23 00011 5
m 4/23 11 2
n 1/23 00010 5
s 2/23 100 3
t 1/23 00001 5
z 2/23 0011 4
veszz§ 1/23 00000 5
sz0koz 3/23 101 3

1. a kédhoz tartozo6 binaris fa minden belsé szégpontjabol két él indul ki;

2. monoton cstkkend valésziniiségekhez monoton novekvs kddszohosszak tartoz-
nak;

3. az utols6 és utolso eltti kodszo hossza megegyezik (ez az elsé tulajdonsag
folyoméanya).

A kodolas maga egy olyan algoritmus, amelyben minden 1épésben biztositjuk a fenti
tulajdonsigok teljesiilését. Az algoritmus végrehajtdsidhoz sziikség van az egyes szim-
bélumok el6fordulési valoszintségére. Ennek hidnyiban, értelemszertien, a relativ
gyakorisagokkal helyettesitjiik a valoszintiségeket. Most is ezt kell tenniink. Elsg 1é-
pés tehat, hogy megszamoljuk, hogy melyik betti hanyszor fordul el§ a kodolni kivant
szovegben: (a tablazat mar az algoritmus végén kiadodo kodokat is tartalmazza, ezt
egyeldre hagyjuk figyelmen kiviil) A kodolas algoritmusa a kovetkezs: Elgszor els-
fordulasi valoszintiség szerint csokkend sorrendbe rendezziik a szimbolumokat. (A
mellékelt abran a lépések nyomonkdvethetsk. A révidebb irdsmod kedvéért a rajzon
a valoszintiségek 23-szorosa szerepel.) Utana kivalasztjuk a két legkisebb valoszini-
séglt (ha tobb van, mint kettd, akkor azok koziil tetszGlegesen valasztunk kettdt).
Ezeket kinevezziik egy binaris fa elagazasahoz tartozd két végpontnak. Az elagazo-
pontra rairjuk a két 6sszekotott szimbolum egyiittes valdszintiségét. A tovabbiakban
ezt a pontot "szerepeltetjiik a versenyben". A kiovetkezd 1épésben megint kivalaszt-
juk a két legkisebb valdszintiségiit, Osszekotjiik, s az eldgazasra rairjuk az egyiittes
valoszintiségiiket. Mivel minden 1épésben 1-gyel csokken a "versenyben" résztvevék
szama, gy vildgos, hogy Osszesen a szimbo6lumok szdmanak megfelels 1épést kell vég-
rehajtanunk. Ekkor érkeziink el az algoritmus soran névesztett binéris fa gydkeréhez,
amelyre (ha nem tévesztettiink), pont 1 valoszintiségnek kell keriilnie. (Ez egyfajta
ellendrzési pont is, hogy jol szamoltunk-e, illetve jol irtak-e ki a feladatot.) A ko-
dokat ezutén a binaris fan a gyokertdl a végpontokig (melyek egy-egy szimbolumot
reprezentalnak) lépkedve olvashatjuk le. Példankon a "felfele" lépéshez az 1-es, mig
a lefele 1épéshez a 0-s bitet rendeltiik. Valasztasunk természetesen dnkényes.
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val. szimb.
6 e
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5.3. dbra. A Huffmann-kodolési algoritmus szemléltetése

Megjegyzés: A kodolas esetiinkben masként is elvégezhetd lenne, hiszen t6bb-
szor fordul el§ olyan eset, hogy 2-nél tobb egyforma legkisebb valészintiségl elem
kozil kell kettét kivalasztanunk, s Osszekotniink. A lényeg az, hogy a kapott at-
lagos kodszohossz, barmilyen megoldést valasszunk is, mindig ugyanannyi lesz (az
optimalitasbol kovetkezGen).

Ezek utan mar csak az atlagos kodszohosszak kiszamitdsa van héatra:

o Az {izenet hossza: 1-5bit + 6 - 2bit + ... = 73bit.
o Az atlagos kodszohossz: 73/23 = 3.17bit.

e A ASCII-Huffmann kodszohosszak arédnya 7/3.17 = 221%.

5.4. Példa

Adott egy emlékezetmentes forras (X) a kovetkez§ abe-vel és hozza tartozod valoszi-
niiségekkel: © € {A,B,C,D,E}; P(A) =0.52, P(B) =0.21, P(C) =0.21, P (D) =
0.05, P(F)=0.01.

a) Hasznaljuk a kovetkezs kodkiosztast: A — 00; B — 10; C — 11; D — 01; E —
101. Egyértelmiien dekédolhaté-e ez a kod?

b) Lehet-e az a)-ban megadott kodszohosszakkal prefix-mentes kodot késziteni? (Ha
igen, adjon ra példat!)

c¢) Keészitsen Shannon-Fano kodot a fenti forrashoz!

d) Mennyire kozeliti meg a Shannon-Fano kod édtlagos szohossza az elvileg lehetséges
als6 hatart?

MEGOLDAS

a) A megadott kodkiosztas nem prefix-mentes, tehat nem lehet egyértelmtien deko-
dolni. (Pl az 101010... bejovs sorozatnéal nem tudjuk eldonteni, hogy B-vel vagy
E-vel kezdgdik-e az iizenet.)
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b) A valaszt arra, hogy egy adott szohosszusag-készlettel lehet-e egyaltalan prefix-
mentes kddot képezni, a Kraft-egyenl6tlenség adja meg. Ha teljesiil, lehet, ha nem,
akkor nem lehet. (Megjegyzés: A Kraft egyenl6tlenség arra nem ad semmilyen ut-
mutatast, hogy ha lehet prefix-mentes kodot késziteni, azt hogyan kell megcsinalni.)

Z2‘li =4.272 192731125

7

tehat a Kraft-egyenl6tlenség nem teljesiil, hiszen a szumma értékének legfeljebb 1-et
szabadna adni.

¢) A Shannon-Fano kodolas alapétlete, hogy mindig teljesiil a Kraft-egyenl6tlenség,
ha a koédszoéhosszakat a kovetkez§ szabély megvalasztasaval allitjuk eld:

1
l; = |log ——‘
o

Az adott forras szimbo6lumainak el6fordulési valoszintiségeire alkalmazva a szabélyt,

rendre a kivetkezd szohosszak adodnak: 1,3,3,5,7. A konkrét kodot egy binéris farol

(hogy a kod prefix-mentes legyen) olvashatjuk le, adott hosszosidgu dgakat véalasztva.
Megjegyzés: Ne feledjiik, a S-F kdd nem optimdlis!

d) Az entropia szamitasa:

H(X)=—) p;logyp; = 1.7188 bit

)

A S-F kéd 4tlagos kodszohossza: | = > pili = 2.1 bit, tehat a ketts kozotti kiilonb-
ség 0.38 bit.

5.5. Példa

Egy X binaris forras T id6kozonként szolgéltatja kimenetén a forrdsszimboélumo-
kat. A forrasszimbolumok fiiggetlenek egyméastol. A forrds entropidja maximalis.
A forrasszimbolumokat forraskddolas nélkiil a jelillesztére kapcsoljuk, amely az 1-es
forrasszimboélum esetében +1V, a 0-s forrasszimboélum esetében —1V amplitudéji,
T = 1s hosszlsagu négyszogimpulzust ad a csatornara.

a) Hatarozza meg a forraseloszléast!

b) Mondja meg, miért nincs sziikség forraskodolasral

¢) Hatérozza meg az atviteli csatorna bemenetén megjelend £(t) folyamat varhato
értékét és szorasnégyzetét!

d) Hatérozza meg az atviteli csatorna bemenetén megjelend folyamat autokorrelacios
fliggvényét!

MEGOLDAS

a) Abbdl, hogy a forras entropiaja maximalis (nyilvan az azonos szamu szimbolum-
mal rendelkezd forrasok kozott keresgélve), kovetkezik, hogy a szimboélumok eloszlésa
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egyenletes. (A bizonyitast lasd a tankonyvben, vagy gondoljunk arra, hogy a leg-
nehezebb a kovetkezd szimboélumot akkor megjésolni, ha egyenletes az eloszlésuk,
s teljesen "varatlanul" johet barmelyik; ez az eset hordozza a legtobb informaéciot.
Ennek ellentettje, mikor teljesen biztos egy esemény bekévetkezése, annak informé-
ciotartalma zérus.)
b) Mivel a forras egyenletes, nincs értelme véltozd szohossziusagi kodolasnak.
c¢) A forras binéris, a szimbolumok elgfordulasi gyakorisaga egyenletes, azaz P (x = 1) =
P(x =0) = 0.5, a csatornakodolas (ami most elemi jelalak hozzarendelést jelenti a
forrasszimbolumhoz) szimmetrikus, tehat a csatornara keriils jel atlagértéke 0 V. A
szorasnégyzet:

of =E[£1t)?] =E[1V]* =1V?
d) Az autokorrelacios fiiggvény:

weor=wieen = {757 L)

Okoskodasunk: ha 7 > 1s, a szimbdlumok fiiggetlensége miatt a korrelicio értéke
is biztosan 0. Ha 7 < 1s, akkor annak a val6szintisége, hogy a jelenlegi pillanathoz
képest 7-val kés6bb még a jelenlegi szimbolum tart, pontosan 1 — 7/7". (A "valtas"
valoszintisége 7/T.) A 7 = 0 esetben az atlagteljesitményt kapjuk, ami 1. Vagyis az
autokorrelacios fiiggvény linedrisan csokken, a 0-helyen az értéke 1, ahogy az aldbbi
abran lathato:

R(z)

5.6. Példa

Egy haromaéllapota forras eloszldsa py = 0.5, po = 0.3, p3 = 0.2, illetve a kodolas
soran hozzajuk rendelt kodszavak hossza [y = 2 bit, Iy = 3 bit, I3 = 4 bit.

a) Lehet-e egyértelmtien dekodolhato kodot taldlni a fenti kodszohosszakhoz ?

b) Optimaélis kodolas esetén milyen hosszusagu blokkokba kellene a forrast kodolni,
hogy az egy szimbolumra jut6 atlagos kodszohossz az elvi als6 hatérndl legfeljebb
1%-kal legyen hosszabb.

MEGOLDAS
a) Mivel a Kraft egyenlGtlenség teljesiil, igen:

Z 27l «=1
7
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J6 valasz adhaté ugy is, hogy rajzolunk egy olyan binaris fat, melyen van 3, a meg-
adott szohosszaknak megfelel§ hosszusdgu dgon 6 végpont. (Ebben az egyszeri
esetben ez gyorsan megcsinalhaté, sok szimbolummal rendelkezd forrasok esetén ez
a modszer nem hasznalhato.)
b) Blokk kodolés esetén biztosan teljesithets az, hogy az egy szimbolumra juté atla-
gos kodszohossz (AY)| ahol N jelsli a blokkhosszt) beszorithaté az alabbi korlatok
kozé:

H(¢) < M < H(¢) +%
Esetiinkben, az 1%-os kritériumot a képletbe helyettesitve azt kapjuk, hogy

3
> 0.0LH(¢) = —0.01 Y _ pilogy p; = 0.01485
=1

1
N

amibdl adodik, hogy N > 68.

5.7. Példa

Adott egy valtozd szohossziasagu kéd a kédszavaival: 1111, 0, 10, 1000, 1001, 1110
a) Miért nem lehet egyértelmiien dekodolni a kédot? Indokolja vélaszat, és mutasson
példat tobbértelmti helyzetre.

b) Lehet-e egyaltalan ilyen hosszisagi kodszavakkal prefixmentes kodot csinalni? Ha
igen, adjon ra példat.

¢) Milyen legyen a forréseloszlds, hogy a fenti kodszohosszakkal és Shannon-Fano
kodolassal optimélis kdédot kapjunk?

MEGOLDAS

a) A harmadik kodszo el6tagja a negyediknek és az 6todiknek. Baj akkor van, ha pl.
az 1000 sorozatot vessziik, nem tudjuk ugyanis eldénteni, hogy a 3. utdna meg két
2. kodszo, vagy egy 4. kodszo érkezett-e.

b) A Kraft-egyenl6tlenség teljesiilését kell megvizsgalni:

6
dooti=1
i=1

tehat ez teljesiil, lehet ilyen szohosszakkal prefix-mentes kodot csindlni. Binéris fat
rajzolva szdmtalan megoldas képzelhetd el, pl.: 1111, 0, 10, 1100, 1101, 1110.
¢) A Shannon-Fano kod esetében a kodszohosszakat gy hatarozzuk meg, hogy

[}

Az entropianak meg kell egyeznie a S-F kod atlagos kddszohosszaval. Ez a feltétel
képlettel megfogalmazva a kovetkezd:

Zpi 10%2}% = Zpili = sz‘ L%-‘ (5.3)
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Tovabb tudjuk, hogy

sz' =1 (5.4)

mivel valoszintség-eloszlast keresiink. A képletekbdl latszik, hogy a feladatnak sok
megoldasa lehet, hiszen esetiinkben 6 szabad paraméter van, ugyanakkor csak két
egyenletet kell kielégiteni. A megoldast megtaldlni mégsem egyszerd, adodik azonban
egy kézenfekvs megoldas. Teljesitsiik a kovetkezd feltételeket:

1 1
logy — = [—-‘ =1
bi bi

log2 pi = —li

vagy atirva:

Ekkor a kiovetkezG megoldasra jutunk: p; = 1/16, po = 1/2, ps = 1/4, py = ps =
pe = 1/16, amely (szerencsénkre) kielégiti a (5.4) egyenletet is.

5.8. Példa

Egy X forrdasnak N db szimbdluma van (N péros szam). A forrés az els6 N/2 szim-
bélumot p valészintiséggel, mig a t&bbit 2p valészintiséggel adja. Mennyi N és p, ha
az entropia H(X) = logy 12 — %?

MEGOLDAS
Behelyettesitve az entropia definiciojaba (xxx):

N 1 N 1 3 1 1 2
H(X) = Eplogzz—jJr 5 2plogy % §Np10g2]—9 — Np = 10g25 3

Felirhat6 egy mésik egyenlet is, hiszen tudjuk, hogy X szimboélumainak el6fordulasa
teljes eseményteret alkot, vagyis a valoszintiségek Osszege 1-et ad:

f:-—N+N2 =1 = > =1
i_lpz—2p 5 “P= oVP =

A két egyenletbdl kovetkezik, hogy p = 1/12 és N = 8.
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6. fejezet

Digitalis adatatvitel analog
csatornan

Az el6z6 fejezetekben azzal foglalkoztunk, hogyan kell a folytonos jeleket digitélissa
alakitani, illetve hogyan kell (forraskodolassal) elGkésziteni az atvitelre. Most azt
vizsgaljuk, hogyan lehet analog csatornan (a valosagban ilyenek léteznek) digitélis
jeleket tovabbitani. Ez a digitalis modulaci6.

Legyen a feladat adatallomanyok (digitdlisan térolt adatok) nagy tavolsagu at-
vitele. Az adatéatviteli csatorna kabel (csavart érpar, koax), nyilvanos tavbeszéls
hélézat, radi6é csatorna, stb lehet.

Ha a csatorna kabel, a zérus frekvencia kornyezetét lefoglalé un. alapsévi Gssze-
kottetés johet szoba. Ha az atvitelt radio csatornaban valdsitjuk meg (vagy a kabelt
a tobbszoros kihasznalas érdekében frekvencia osztasban hasznaljuk), akkor valami-
lyen vivéfrekvencias modulécios eljaras alkalmazasa sziikséges.

Az adatatvitel sorén térekedni kell arra, hogy a rendelkezésre 4ll6 sévszélesség és
jel-zaj viszony mellett, a lehets legnagyobb adatatviteli sebességet érjiik el a zajos
csatorndban kis adatatviteli hiba ardny mellett.

6.1. Az impulzus-amplitadé modulacié (PAM)

Az ad6 oldalon az allomény bitjeit megfelelg protokoll szerint soros bit-folyamma
alakitjuk at, majd ezeket a biteket T" id6kozonként a modulator bemenetére vezetjiik.
A modulator a ‘0’ vagy ‘1’ szimbélumoktol fiiggen vagy egy pozitiv, vagy egy negativ
elGjeld impulzust bocsajt ki, amit bizonyos jelformélas utdn atkiildiink a csatornéan.

A vev§ oldalon T szerint mintavételezziik a jelet és annak elGjelébdl kivetkezte-
tiink a kiildott szimbolumra. A vett szimbolumokbol a véalasztott protokoll szerint
visszaéllitjuk az adatallomanyt. Ez az eljaras a kétszintd PAM. A véilasztott modell
a 6.1 abran lathato.

Az ado oldali jelformalason aluldtereszts sziirét kell érteni azért, hogy a kibocsa-
tott impulzus séavhatarolt legyen (illeszkedve a csatornaban rendelkezésre 4llo sav-
szélességhez).
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Ado Csatorna Vevd
Modulator V(1) Vev 0szird Mintavevd Dontd
‘, n() £
SN (O SN Il SN S
* n+y@ T N, +7,
kT

kT

6.1. abra. A PAM adatatvitel modellje

A vev6 bemenetén is célszeri (alulatereszts) sziirGt alkalmazni, annak érdekében,
hogy a csatorndban lévg, savon kiviili idegen jelektdl és a zajtol megszabaduljunk,
mert ezek a dontés helyességét elronthatjak.

Az impulzus-amlitidé modulécié a fenti elképzelés szerint csak alapsévi Ossze-
kottetés (kabel) esetén johet szamitasba.

Az adatatviteli sebesség névelhetd, ha a bitfolyambol tébb bitet foglalunk 6ssze
egy szimboélummaé, majd a lehetséges kombinaciéknak megfelelGen, tobbféle impulzus-
amplitado értéket engediink meg modulalo jelként. Ekkor a vevd oldalon a dontés is
ennek megfelelen tobbszintd. Adott jel- és zajteljesitmény mellett ilyenkor a don-
tési értékek kozelebb keriilnek egymashoz és ezért az adatatviteli hiba valdszintisége
novekszik.

A tovabbiakban a fenti modellt vizsgaljuk: Mi lehet a szimbélum-athallas mentes
csatorna atviteli fiiggvényét, illetve kifejezziik a bit hiba valészintiség jel-za]j viszony-
tol valo fliggését.

6.1.1. A szimbo6lum-athallas mentes csatorna

Mint fentebb indokoltuk, mind az adéban, mind a vevében sdvhatarold sziirést kell
végezniink. Mint tudjuk, a sziirés kovetkeztében a keskeny impulzusok az idGben
(esetleg tobb szimbolum-id§ intervallumban is) szétteriilnek. A dontés alapjat képezd
pillanatértéket igy nem csak egyetlen (az éppen kiildétt) impulzus, hanem az azt
megel6z6 és azt kdvetd impulzusok sokasiga befolyésolja.

Ezt a jelenséget nevezziik szimbdlum-dthalldsnak (intersymbol interfernce: ISI).

Fls6 1épésben magat az atviteli csatornat zaj- és torzitds mentesnek tételezziik
fel. Erre az esetre fogjuk megvizsgélni, milyen eredd H(f) atviteli karakterisztika
sziikséges ahhoz, hogy ne 1épjen fel szimbolum-athallas. Az eredd karakterisztika
ismeretében tudjuk a felbontést elvégezni adé- ill. vevGoldali sztrére.

Mint latni fogjuk, a sziir6k (az egyszert targyalhatosag érdekében) nem-kauzélis
szlr6knek adoédnak. A szlrdk sulyfliggvényeinek eltolasaval a nem-kauzélis sztirék
kauzalissa tehetsk, és igy mar realizdlhatok lesznek. A sulyfiiggvények eltolasa a jel
késleltetésének felel meg. (Ennek a késleltetésnek a figyelembe vétele nehezitené a
targyalast.) A valosagos rendszerekben a vev oldali mintavételi idépont szinkroni-
zalasa a vett jelhez (az idézités visszadllitdsa) magabol a vett jelbdl torténik, igy a
vett jel késleltetése ebbdl a szempontbol nem érdekes.
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A modulator diszkrét idejd bemenettel és folytonos idejti kimenettel rendelkezé
rendszer. Jeloljiik hg(t)-vel a modulator impulzus valasz fiiggvényét (az egységnyi
impulzusra adott valaszt).

Az atviends 0”7 vagy ,1” szimbolumokhoz rendeljiik hozza a & € {—Ao, +4p}
amplitudo értékeket. Az eredeti iizenet k-ik bitje ezzel a & amplitido értékre kon-
vertalodott. A toviabbiakban ezt tekintjiik az tizenetnek.

A jelzés sebessége: f = 1/T Baud [szimbdlum /secundum], ami kétszittd modula-
ci6 esetében megegyezik az adatéatviteli sebességgel |bit/sec| (egy szimbdlumhoz egy
bit tartozik).

Mivel a modulétor linearis és idéinvarians, annak kimeng jele:

pt)= > &hq(t—kT) (6.1)
k=—00

A modulator tehat az egy darab (egységnyi) diszkrét ideji jelre a folytonos idejt,
u.n. elemi csatorna jellel ( hq(t) ) valaszol. Ennek a jelnek a Fourier-transzformaltja
(Fourier-integréalja) az adosziir6 H,(f) atviteli karakterisztikaja.

o0

Ha (f) = / ha (£) e~ 7271t q (6.2)

—00

A vevésziir6t a H,(f) atviteli karakterisztikajaval definialjuk, melyhez a h,(t) im-
pulzusvélasz tartozik.

h(t)= [ H@0c g (6.3)

Az ered§ atviteli karakterisztika a kaszkdd kapcsolasnak megfelelGen:

H(f)=Ha(f)Ho (f) (6.4)

Az eredd csatorna impulzusatviteli fiiggvénye (sulyfliggvénye) h(t) az ado- és vevs-
oldali impulzusvalasz fiiggvények konvolicidja.
A mintavételezd bemenetén a jel (a zajtol az els6 lépésben tekintsiink el):

n(t)= Y &h(t—nT) (6.5)

n=—oo

A mintavételezd kimenete a kT-ik id6pontban:

me=n(kT)= > &Gh(ET—nT)= &h(O0)+ > &Lh((n—kKT) (6.6)
ntk
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A memoria mentes donté kimenete a bemenet (pillanatnyi) elgjelétdl fiigg:

& = Ao - sgn (1) (6.7)
A (6.6)-bol lathatoan a (6.7) szerinti déntésben & = &, ha:

1 n=0

0 n20 (6.8)

hn:h(nT)zénoz{
A vev§ oldali mintavételezés utéan egy diszkrét idejd bemenettel és diszkrét ideji
kimenettel rendelkezé rendszert kaptunk, melynek az impulzus valasz sorozata a hy,
sorozat.
Ennek a diszkrét idejii rendszernek a frekvencia tartoméanyban a H,,, (f) atviteli
fiiggveény felel meg, amely karakterisztika idedlis (IST mentes) esetben:

Hpo (f) = f} hne 72T = (6.9)

n=—oo

A mintavételi tétel értelmében viszont a mintavett rendszer atviteli fiiggvénye kife-
jezhetd a folytonos idejii csatorna eredd H (f) atviteli fliggnyének periodikus kiter-

jesztéseként:
o

1 1
H, = — H —n—=|=1 1
=7 3 #(r-n7) (6.10)
A H(f)-t6l ezen kiviil még megkoveteljitk, hogy alulatereszts karakterisztikaju le-

gyen.
A (6.10)-ben szerepls végtelen sszegbdl igy a [—1/T,+1/T] frekvencia tarto-

ményban csak az n = 0,+1, —1 indexekhez tartoz6 tagok maradnak meg:

H(f)+H<f+%>+H<f—%>:T:const (6.11)
A 0
W) gl e
1
XX FX X
_L 0 L ;
T T

6.2. d4bra. A mintavételezett csatorna eredd karakterisztikaja

Szavakban kifejezve ez azt jelenti, hogy a mintavételezésbsl adédo periodikus
kiterjesztés kivetkeztében felléps dtlapolodasnak olyannak kell lennie, hogy kiaddd-
jon a konstans (1) érték. Ennek a feltételnek minden olyan karakterisztika eleget
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tesz, amelyik alulatereszts jellegii és paratlan szimmetriaja az 1/27 ( és a —1/2T)
pontokhoz tartozo 0.5 fliggvény értékekre (lasd 6.3 abra).

Annak érdekében, hogy az impulzus vélasz fliggvény az idében gyorsan csillapodd
jellegt legyen, a csatorna atviteli karakterisztikdjat emelt koszinuszos (raised cosine)
fliggvénynek valasztjuk:

4 1)

172

\

~Vv

b
o7

6.3. abra. Az emelt-koszinuszos csatornakarakterisztika

Formuldkban ez a kévetkez6t jelenti:

T ha 0<|[f|<fi
H(f) =4 §i+cos (rYf)] na p<ifi< s (6.12)
0 ha  fo <|f|

ahol f1 = % és fo = % Lekerekitési (roll-off) paraméter: [, tipikus értéke: 0.25,
0.50, 0.75 vagy 1.0. Az impulzusvélasz (a részlet szamitasok mell6zésével):

00 f2
ht) = /H(f)eﬂ’rftdt:2/H(f)cos(27rft)df: =
—00 0

sin ﬂ'% cos (,67['%)
= 7 5 (6.13)
mr 1-(267)
A 9.4. 4bra a sulyfiiggvénynek (csak a pozitiv) idétengely feletti alakuldsat mutatja
a lekerekitési paraméter kiilonb6z6 értékei mellett (a sulyfiiggveény péaros fiiggvény!).
A fliggvény varakozasunknak megfelel, T' egész szamu tobbszordseinél zérus értékd,
azaz biztositja az dthallds mentességet.

Ha a savszélességgel takarékoskodunk, akkor a [ értékét kicsire valasztjuk (lasd
9.3. 4bra). Ekkor a nullitmenetek meredeksége nagyobb, ami viszont abbdl a szem-
pontbol kedvezstlen, hogy a vevs oldalon az iddzités visszaallitast (a mintavteli id6-
pontok kijel6lését) pontosabba kell tenni, mivel annak kis ingadozésa (jitter) nagyobb
szimbo6lum athallast okoz.

A kiszamitott szlirg sulyfiiggvényére nem kauzalis jelet kaptunk, ami abbél ado-
dott, hogy az atviteli fiiggvényt valosnak tételeztiik fel. A sulyfiiggvényt négyszog-
letes ablakkal ablakolva pld a [-8T, +8T] tartomanyra és a pozitiv id6tengely iré-
nyaban eltolva 87" értékkel, azt kauzalissa tehetjiik (A ¢ > 87T esetén a sulyfiiggvény
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6.4. dbra. A normalizélt sulyfiiggvény (csak a pozitiv idGtengely felett abréazolva)

mar elhanyagolhatéan kicsi.). Az idGtartomanyban torténd eltolas a frekvencia tar-
tomanyban linearis fazist eredményez. Mivel az id6ézités visszaallitas a vett jelbsl
van megoldva, az eltolasbdl ad6dé késleltetés nem okoz gondot.

Ha egy oszcilloszkoppal megvizsgalnank a sz(ir§ kimenetén a jelalakot tugy, hogy
az oszcilloszkop vizszintes eltéritését szinkronizdlnank a jelzési 6rajelhez, a 9.5. 4brén
lathato jeleket latnéank. Ezt az abrat nevezziik szemabranak.

A konkrét jelalak természetesen a kiildott tizenettdl fiigg (az abran 10 kiiliinb6z6
lizenet részlethez tartozod véalaszt rajzoltunk fel). A vétel minGségére a szemabra
Jnyitottsdga” jellemzd, vagyis az a tény, hogy a donteési pillanatokban (az abran a t =
0-ban) milyen tavol vanak a dontés alapjat képz6 értékek. Ha a csatorndban lineéris
torzitas (és zaj) van, a szemébra ,zarodik”, ami (kiilonosen t6bbszintd modulacio
esetén) megnoveli a hibas dontés valoszintiségét.

Ezek utan bontsuk fel az eredd atviteli karakterisztikat ado- és vevéoldali sziirg
atviteli karakterisztikdkra. Gyakorlati megvalositasokban a szokdsos valasztas az,
hogy a két karakterisztikat egyformara vélasztjuk tgy, hogy a szorzatuk az eredét
adja:

H, () = TH, (f) (6.14)

A (6.4) alapjan az amplitud6 karakterisztikak:

[Ho ()] =T/ 7 H (f) (6.15)

H ()] =\ () (6.16)

(A kiilonbség abbol adodik, hogy az ado oldalan a sziirg h,(t) sulyfiiggvényét, mig a
vevd oldali sztir6 H,(f) atviteli fiiggvényét definialjuk dimenzié mentesnek.) A (6.12)
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1.5
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6.5. abra. Az idealis csatorna szemabraja kétszintd PAM esetén (5 = 0.25

kifejezéssel adott atviteli fliggvénybdl négyzetgyokot vonva (felhasznélva a kétszeres
szog koszinuszara vonatkozd azonossagot) irhatjuk:

1 ha 0<|f]|<fi
Hy(f) =4 cos (34=1) ha fi<IfI<fo (6.17)
0 ha  f2 <|f]

A (9.13.) szerinti alulateresztG jellegii atviteli fliggvényt inverz-Fourier transzfor-
maélva, kapjuk az ad6szliré impulzus valasz fiiggvényét:

B sin (7 (1 = 3) %) t o\ sin(Brk+7%)
ha(t)—(lfﬁ) (1—,8)% +ﬁCOS<Wf+Z>m+
i t _ 7
+ B cos <7r% - %) Sméfz—T_zll) (6.18)
T — 1

Az 4brabdl lathato, hogy ez a szlir§ T egész szamu t6bbszordseinél nem zérus,
de h,(t)-vel vett konvolucioja (kaszkad kapcsolas!) visszaadja a 9.3. abra szerinti
fliggvényt.

A jel-zaj viszony
Kezdjiik a szamitasokat a forréas analizisével! A modulator bemenete a & € {—A4p, +Ap}

halmazbol veszi fel értékeit. A tovabbitando szimbélumok el6fordulasanak valoszi-
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6.6. dbra. Az adosziirg sulyfliggvénye a [ parameter kiilonbozs értékei esetén (csak
a pozitiv id6tengely felett dbrazolva a paros fiiggvéyt)

niisége egyforma (hiszen optimalis forraskodolast tételeziink fol):

P{&=+40) = P& = Ao} = (6.19)

A csatornén atvitt, hibajavito koddal ellatott lizenetekre ez a megkotés sokszor nem
teljesiil. A vevs oldalon az idézités helyreallité aramkor azonban csak akkor tud jol
miikdni, ha (a tovabbitando allomany tartalmétol fiiggetleniil) a modulator gyak-
ran valtja a kiildétt impulzusok elGjelét, ugyanis ekkor konnyt kinyerni a sziikséges
orajelet a vett jelb6l. Ezért az adoban sziikség van (még a modulécio eltt) egy
olyan fokozatra, amelyik tetszéleges bitsorozatbél alvéletlen sorozatot allit el§. Ezt
a fokozatot nevezik scrambler-nek. A vevében az alvéletlen sorozatbol allitja vissza a
de-scrambler az eredeti tizenetet. Az alvéletlen sorozatra mar teljesiil a (6.15) szerinti
felteveés.

A modulator bemenetén 16v6 & diszkrét idejii folyamatot valdszintiségi valtozo-
nak tekintjiik, melynek varhato értéke és szorasa (4tlag teljesitmeénye):

E[¢) =0 (6.20)
o =E[&] = A3 (6.21)
Ha a moduldtor bemenetére érkez6 minték egymaéstol fiiggetlenek, akkor korreldlat-
lanok is: )
A ha m=0

Ree (m) = E [Ex&pim] = { 0 ha m 40 (6.22)

melynek spektrélis teljesitménystiriség fiiggvénye konstans (fehér folyamat):

o0 .
See (f) = Z Ree (m) e m2mITs — AZ = const (6.23)
m=—o00
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A modulator kimeng jele:

oo
> &nha (t—nT) (6.24)
n=—o00
melynek varhato értéke (6.16) alapjan:

Y &iha (t—nT)

n—=—0oo

o

> Elé]ha(t—nT)=0 (6.25)

n=—0oo

A kimend jel teljesiményének a jel masodrendii momentumét tekintjiik:

Pu(t):E[/'L2 (t)] :E[ Z fnha(t_nT) Z §kha (t_kT)

n=-—00 k=—oc0

Z Z €160 ha (t — KT) hy (t — nT) (6.26)

k=—o0n=—0o0

Felhasznélva (6.22)-et, a belsG Osszegbhdl csak az n = k indexii tag marad meg,
amivel:

Pu() = B[R 0] = 43 S (- kT) (6.27

k=—o0

A kimeng jel (mint valészintségi valtoz6) masodrenddi momentuma fiigg az id6tol,
annak periodikus fiiggvénye (az elemi csatornajel négyzetének periodikus kiterjesz-
tettje). Igy a csatornaba keriilt jel nem lehet stacionarius (ciklo-stacioner folyamat).

Az atlagteljesitményt ugy kapjuk meg, hogy a teljesitmény (6.27) szerinti kifeje-
zését egy periodusra atlagoljuk (integraljuk és osztjuk a periodus hosszéval).

T T
_ 1 1 ) ) A} & 2
_T/P#(t —T/A Zh (t —kT)dt = Z/hat—kT)d
0 0 k—*ooo
(6.28)
A (19.25.) -ben bevezetve a t = t-kT valtozot, irhatjuk:
—(k-1)T 00
_ A2
Z/hgt—det OZ / h2 (t dt_—/hg()d
’C*—OOO L e “0
(6.29)
A Parseval-tétel értelmében:
[riwa= [P (6.30)
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amivel a kimeng jel atlag teljesitménye:
[e.9]
5 _ Ad 2
N AT (6:31)
—00

Mivel az atviteli karakterisztika valés, a teljesitmény értéke zart alakban:

f2 f2
_ A2
o= 2 [z =a3 [ -4 (6.3
—f2 —f2

(Ahol felhasznéltuk (9.13.) ~b6l a H2 (f) = TH (f)osszefiiggést, valamint a 9.3.abra
alapjan lathato, hogy az integral értéke egy.)

Modelliinkben additiv, Gauss-eloszlasi, zérus varhaté értékd, stacionarius fehér
zajt tételezlink fel (v(t)), melynek spektrélis teljesitmény striiség fiiggvénye (Np)
konstans.

A vev6sziir kimenetén (a mintavételez6 bemenetén) a v (t) zaj szintén stacionarius,
Gauss-eloszlést lesz, melynek spektrélis teljesitmény stirtiség fiiggvénye:

1
Sy (f) = [Hy (1) No = H (f) No = = H (f) No (6:34)
Ennek a zajnak az atlag teljesitmeénye (szorasnégyzete):
f2 N f2 N
P=d=nl? = [s,na=2 [nma=2 6
—f2 —f2

A jel-zaj viszonyt a csatornaban 1év§ hasznos jel és a mintavételez6 bemenetén 1év§
zaj teljesitményének hanyadosaként értelmezziik:

P, A2 AT
SNR =4 =20 -0
P,y O,%/ N(]

(6.36)

A jel-zaj viszony tehat a moduléatort taplalo jel Ag amplitudéjatol, a csatornéban
1évs zaj Ny spektralis stirtiségétsl és az 1/T effektiv savszélesegtdl fiigg.

A bithiba valészintisége

Az aldbbiakban az IST mentes csatorndban a zaj hatasara bekdvetkezd szimbolum-
tévesztés valdszintiségének meghatarozasaval foglalkozunk. Keressiik annak az ese-
ménynek a valészintiségét, amikor a ék vett iizenet nem egyezik meg a & kiildott
lizenettel. Kzt az aladbbi, egymast kizard, két esemény feltételes valdszintiségének
Osszegeként tudjuk felirni;

Prorr = P& # &} = (6.37)
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=P {ék = — Ao’fk = —l—Ao} P{fk = +Ao}+P {gk = 4 Ao‘ &= —Ao} P{fk = —A()}
A scrambler kimenetén el6allo iizenet folyamra igaz, hogy:

P{& = A0} = Pt = Ao} = (6.38)

A dontési szabalyt figyelembe véve, a feltételes valoszintségek kifejezheték a zaj
amplituddk elgfordulasi valdszintiségeivel:

P {gk = - AO‘ &k = +A0} = P{+A0 + v < 0} = P{’yk < —Ao} (6.39)

P{& =+ A& =—Ao} = P{~Ao+7 20} = P{y = +40}  (640)

A (6.39)-ban felirt valoszintiség, (definicié szerint) a Gauss-eloszlast zaj F, eloszlas-
fliggvényébdl hatarozhaté meg:

—Ag )
1 ey
P < *AO =F *Ao == / e *vdx 6.41
(7. Ao} = P (~0) = (641)
Vezessitk be a t = = ( a zaj szérdsara normadlt) valtozot, amivel a keresett valoszi-
niiség a standard normaélis eloszlas eloszlasfiiggvényével valik kifejezhet6vé:

—Ao /oy
1

By (~do) = / e Tdt = <—> (6.42)

—00

ahol a standard normaélis eloszlés strtiségfiiggvénye:

Y
® (y) = # / e~ Tdt (6.43)

Mivel feltevésiink szerint a zaj varhat6 értéke zérus, igy a valoszintségi strtség fligg-
vény paros, ezért a (6.39)-ban és a (6.40)-ben felirt események valoszintisége egy-
forma:

A
Py, < Ao} = P{y > +40)} = @ <U—°> - (f SNR> (6.44)

v
A (6.44)-ban felhasznéltuk a jel-zaj viszony (6.36) szerinti alakjabodl, az impulzus
amplituddjanak és a zaj szorasanak hanyadosara adodo Gsszefiiggést. Ezzel az iizenet

tévesztésének valoszintisége, a bithiba arany:
1
Prorr = 5 [@ (— SNR) + o (— SNR)} -3 (— SNR) (6.45)

A 9.7. 4bra a bithiba ardny alakulasat mutatja a dB-ben kifejezett jel-zaj viszony
fliggvényében.

Ezt az eredményt gy kaptuk, hogy tokéletes id6zités visszaallitast, és ISI mentes
csatornat tételeztiink fel. Valosdgos rendszerekben (ahol IST is van), az elérhetd
hibaarany a fentieknél rosszabb.
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6.7. abra. A kétszintti PAM bithiba valdészintisége a jel-zaj viszony fiiggvényében

6.2. A BPSK modulacid

A PAM eljaras hatranya, hogy csak az alapsavban mtkodhet. Igy pld. egy kébeles
Osszekottetés esetén is a kabel tobbszoros kihasznalasara alkalmatlan. Ha azonban a
PAM modulator kimend jelét egy szorzo tipusa keverdbe vezetjiik, akkor az alapséavi
jel spektrumat ,felkeverjik” az w. vivéfrekvencia kornyezetébe. Kiilonb6zg vivitrek-
vencidk hasznalataval igy lehetdségiink van a kabel (vagy a radio csatorna) tobb-
sz0ros kihasznalasara. A vivéfrekvencia alkalmazésa lehetévé teszi az adatétvitelt
savatereszt§ tipusu csatornakban is, mint amilyen pld. a nyilvanos telefonhal6zat.
A PAM modulétor (alapsavi) kimend jele:

pa () = > &ha (t—kT) (6.46)
k=—oc0
A csatornéba felkevert jel:
w(t) = pg (t) cos (wet) (6.47)

A (6.47) Osszefliggés egy elnyomott vivGjd amplitudé modulalt jelet (AM-DSB/SC)
ir le, amit értelmezhetiink ugy is, hogy az w. vivéfrekvencias jelet a p,(t) jel fazisban
modulal. Ugyanis, ha u,(t) elGjelet valt, akkor a viv6hullamban 180 fokos fazisugrés
kovetkezik be. Az amplitudo elGjel valtasa egy speciélis fazis moduléacioként foghato
fel: két allapot lehetséges, ha p,(t) pozitiv, a kimend jel fazisa a referencia fazis,
ha p4(t) negativ, a fazis a referencidhoz képest 180 fokkal megvaltozott. Ez a fazis-
moduldcié jarulékos amplitidé modulécioval jar egyiitt, amit felfoghatunk a hq(t)
sulyfliggvényii adoszird savhatarolasanak kovetkezményeként.

A PAM modulator és a keverg tehat egy savhatarolt fazismodulatort valésit meg
(a PAM a kiildott szimbolumtol fiiggen valtoztatja a kimeneti impulzus elGjelét,
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6.8. abra. A BPSK modulator és demodulator

amit a keverd fazisvaltozasba konvertdl: Binary Phase Shift Keying= binaris fazis
billentytizés).

A vevében a BPSK jel demodulécidjat egy keverével és egy PAM demodulétorral
valositjuk meg. A keverd a jelet egyrészt az alapsdvba, masrészt a 2w, frekvencia
kirnyezetében 1évé savba keveri. Az utébbi savban 16v6 jelet a h,(t) sulyfiiggvényt
vevGszird kisziri, igy a PAM demodulétorra az alapsavi PAM jel keriil.

_ Ma (t) Ha (t)

1 (t) cos (wet) = pg (t) cos (wet) cos (wet) = > + 5

cos (2wet) (6.48)

Vegyiik észre, hogy a vevében a keverd jelét az adoban 1évs keverd jelével azo-
nos fazisunak tételeztiik fel (koherens vétel). Ezt csak tgy tudjuk biztositani, hogy
magabol a vett jelbdl nyerjiik ki azt az informéciot, ami a vevs oldalon az oszcilla-
tor jelének szinkronizaldsahoz sziikséges (carrier recovery). Ez a kérdéskor azonban
vizsgalataink lehet&ségeit meghaladja.

6.3. A kvadratiara modulacid
Legyen i1(t) és q1(t) két valos, az wo frekvencidra nézve séavhatarolt jel, melynek
spektrumai I (w) és Q1 (w). (Savhatarolt: I1(w) = Q1(w) = 0 ha |w| > ws.) (Az

i jelet az azonos fazisu (in-phase), a ¢ jelet a kvadratura (quadrature-phase) jelnek
szokés nevezni). A moduldtor kimeng jele:

u(t) = i1 (t) coswet — q1 (t) sinw,t (6.49)

ahol a vivéhullam (carrier) frekvenciaja : we > 2ws
A frekvencia tartomanyban (a 8.48. alapjan):

U (@) = 51 (w0 =) + 1 (0 wo)] + 5 (@1 (0 = ) = Q1 (w0 +wo)] =
= IR @00 Q1 @ 0o + 5 1 @+ ) — Qi wHw)]  (650)

Vegyiik észre a (6.50)-ben, hogy az elvileg fiiggetlen i1(t) és ¢1(t) jel spektruma
a keverés utéan ugyanazt a frekvenciasavot foglalja el ( w. 4+ w9 és -w. £ wo).
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cos(mct)

cos(m.t)
il iz i}
hv(l) _>
u(t) Csatorna u(t)
— L g
qi q: qs
- hv(t) _>
sin(®.t) -sin(®.?)

6.9. dbra. A kvadratura modulator és demodulétor

A demoduéatorban el6szor a koherens, kétfazisa oszcillator jelével alapsavba ke-
veriink:
in (t) = u (t) coswet = iy (t) cos? wet — qp (t) sin wet cos wet =

1

=3 [i1 (t) + i1 (t) cos 2wt — ¢ (t) sin 2w,.t] (6.51)
g2 (t) = —u (t) sinwt = qp (t) sin® wet — 4y () sin wet cos wet =
1
=3 [q1 (t) — q1 (t) cos 2wet — iy (t) sin 2w,t] (6.52)

Maésodik lépésben alulatereszté sztirGkkel mindkét csatorndban megszabadulunk a
2w, frekvencia kornyezetében elhelyezked$ komponensektsl. Ha az alulatereszté ide-
alis:

1 1

i3 (t) = 51'1 (t) és q3(t) = S0 (t)

Szavakban ez azt jelenti, hogy a két csatorna jelét a vevs oldalon sikeriilt maradékta-
lanul helyreallitani. A specidlis demodulator ugyanabbol a frekvenciasavbol mindkét
jelet ki tudja nyerni. Nem idedlis sziir6k esetében (valoségos sziir6k) a kimend jelek-
ben a szlir6k linearis torzitésa és késleltetése érezteti a hatésat.

A demodulatorban a koherens keverést tételeztiink fel, vagyis azt, hogy a vevé
oldalon a kétfazisu oszcillator azonos fazisban rezeg a modulator oszcillatoraval. Ha
fazishiba van, pld ha a demodulétor oszcillatora ¢ szoggel siet a moduléator fazisdhoz
képest:

i2 (t) = u(t)cos (wet + ) és g2 (t) = —u (t)sin (wet + )

akkor a sziirés utéan a kimeng jelek (a levezetés mell6zésével):

i3 (1) = 3 [i (1) cosp — g (1) sin g (6.53)
s (6) = 5 a1 (6 cosip-+ i1 (1) sing) (6.54)

vagyis dthallds lép fel a csatornak kozott!
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6.4. A QPSK modulacio

Kvadratura fazisbillentytizéses modulaciot (Quadrature Phase Shift Keying) két
PAM modulatorral és egy kvadratura modulatorral hozhatunk létre:

cos(m.t)

Jel — ha (t)
leképzés
(Signal

mapping) L 0

dibit

sin(f)

6.10. abra. A QPSK modululédtor

A PAM moduléatorok legyenek kétszintiiek. Igy mindkét PAM bemenetére egy-
egy bit, azaz Osszesen két bit (dibit) érkezik a bemenetre T’ szimbolum idénként. A
jel leképezo fokozat mindkét kimenete (ig és qo) Ao értékd lehet a bemend dibit
tartalmatol fliggden. Képezziik az ig és go mennyiségekbdl az aldbbi komplex szamot:

20 (KT') = io (KT) + jqo (KT) (6.55)

Ezt a komplex szamot adbrazolva egy komplex sikon, kapjuk az u.n. konstellacios
diagrammot:

Ay
01 00| 000
Ay e’
I
A

6.11. abra. A QPSK konstellacios diagramja

A konstell4cids diagram a leképezés eredményét mutatja, azaz, hogyan fiigg a
dibit értékétsl az alapséavi zg jel fazisa. Ennél a moduliciénal a zp jel amplitudoja
allando (v/24p), a fazisugrasok szimbolum idénkénti ugrasa: 00, 90°, 180 illetve
270° lehet.

20 (KT) = ig (KT) + jao (KT) = V2Agel (F+I0D)3) (6.56)
ahol d(kT): 0,1,2,3 a dibit értéke.

A kvadratara modulator/demodulétor miikddését az el6z6ekben mar targyaltuk.

A demodulator i3(t) és g3(t) kimeneteit mintavételezve (a sztirGk késleltetésétsl el-
tekintve) visszakapjuk az io(kT) és qo(kT) jeleket.
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cos(mct)
. Donto
l2 . .
o N
dibit
u(l) (@) (o]
o
q: 4o ©
no S —»

-sin(cf) kT

6.12. abra. A QPSK demodulétor

A sziirsk késleltetése a demodulacios eljarasban azért nem okoz gondot, mert
az 1d6zités visszaallitasat (timeing recovery) az is(t) és qs(t) jelek felhasznalasaval
végezziik el.

A donts fokozat feladata, hogy megéllapitsa, hogy az ig(kT) +j qo(kT) komplex
vektor melyik siknegyedbe mutat. A siknegyed alapjan eldonthet, mi volt a kiildétt
dibit értéke. (Donts = vektor kvantélo, egy vektor értékétsl fiigg a kimenet.)

Itt jegyezziik meg, hogy a vivShullam fazisanak visszaéllitasa (még idealis koriil-
mények kozott is) csak 7/2 egész szamu tobbszorosének bizonytalansdgaval lehetsé-
ges. Ezért valésidgos rendszerekben a kostellaciés pontokhoz nem a dibit értékeket
rendeljiik hozza. A dibitekhez célszert a fazis megvaltozasat hozzarendelni, mert igy
az abszolit fazis ismeretének hidnyaban is az érvényes adathoz tudunk hozzajutni.
Ezt az elvet nevezziik differencidlis kodoldsnak.

6.5. A QAM modulacio

A kvadratura amplitidé modulacié a QPSK modulaciobél szarmaztathato, azzal
a kis eltéréssel, hogy a két dgban (in-phase, quadrature-phase) elhelyezked6 PAM
modulatorok nem két allapottiak, hanem t6bb allapotot is felvehetnek. A QAM
modulator / demodulator felépitését tekintve megegyezik a 9.9. és a 9.11. 4bran lat-
hato rendszerekkel, azzal a kiilonbséggel, hogy a jel leképezése ill. a vektor kvantalést
végz6 donté kicsit bonyolultabb.

A kiilonb6z6 QAM rendszereket a konstellacios diagramjaik alapjan kiilonboz-
tetjiik meg. Az alabbi abrakon néhany, a gyakorlatban hasznalt QAM eljaras kons-
tellacios diagramjat mutatjuk meg.

Hasznélatosak még a 64, 128, 256, 512, 1024 pontos QAM rendszerek. Minél
magasabb a pontszam, a konstellaciés pontok anndl kozelebb keriilnek egymashoz
(azonos jelteljesitményt feltételezve), igy a dontében (vektor kvantaloban) mar ki-
sebb zaj is hibas dontést eredményezhet. Jé minGségli atvitelhez ezért a jel-zaj
viszonynak is nagyobbnak kell lennie a pontszam noévekedtével.
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6.13. abra. A 16-X-QAM, a 16-M-QAM és a 32-QAM konstellaciés diagramja

A konstellacios pontok szama 2-nek egész szamu hatvanya. A BPSK modulacio-
nél a szimbo6lum id§ alatt 1 bitet tudtunk atvinni, a QAM modulaciénal az atvihetd
bitek szama a hatvany szamaval egyezik meg. Pld. az 1/T" = 2400 Baud [szimbo-
lum /sec| mellett, 128 QAM esetén az adatéatviteli sebesség 2400*7 = 16 800 bit/sec
lenne.

Az el6bbi példdban azért hasznaltunk feltételes modot, mert az ilyen magas al-
lapotszamu QAM adatatviteli rendszerekben a hibajavitas érdekében redundans bi-
teket is hasznalunk. Egy ilyen 1étezs rendszer a nyilvanos telefon hal6zaton iizemels
adatatviteli modem (CCITT V32 ). Ennél a rendszernél az egy redundancia bitet egy
beépitett konvolucios kodold szolgaltatja. Az el6zd példanal maradva a 128 QAM
adatkapcsolat esetén a hasznos bitek szdma ezért csak 6, igy az effektiv adatatviteli
sebesség 2400 * 6 =14 400 bit/sec.
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7. fejezet

A Digitalis csatornamodell

Az el6z6 fejezetben azzal foglalkoztunk, hogyan lehet a valds analdg csatorndkon
digitalis szimboélumokat tovabbitani. Most ett6l a valdésagkozeli latdsmodtol eltavo-
lodunk, és a hirk6z16 csatornat, mint digitalis bementii és kimenet digitélis rendszert
modellezziik. A Hiradastechnika targy keretein beliil csak egészen rovid bevezetdt
adunk a digitalis hirkéz16 csatorndk elméletébe: a legegyszertibb esetet: a bindris
szimmetrikus csatornat targyaljuk.

7.1. A csatornakapacitis, avagy hogyan lehet megbizha-
téan kommunikalni megbizhatatlan csatornan

Modelliink a kovetkezd: megbizhatatlan csatornan szeretnénk binéris informéciot to-
vabbitani, bittévesztés nélkiil. Hogyan lehetséges ez, illetve milyen kokvetkezménnyel
kell szamolnunk? Ezekre a kérdésekre keressiik a véilaszt.

- Megbizhatatlan _
x=(110..11) 5| S - > 5=(1010...01)
K hosszusag
p=PF,=F, \\ f
hibak

7.1. abra. Az atviteli modell

Az 6tletiink az, hogy okosan kiegészitjiik az lizenetet informéciét nem hordozé
bitekkel, olyan médon, hogy egyes bitek meghibdsodasa esetén minél nagyobb valo-
szintiséggel megmondhassuk, melyik poziciéban romlott el az iizenet.

Példaul tekintsiik azt a legegyszertibb esetet, amikor minden bitet t6bbszor egy-
més utén elkiildiink (lasd az alabbi abrét).

A hibavaldszintiség a kovetkez6 képpen szamithato:

5
P = P (az 5 vett bitb¢] legaldbb 3 hibas) = >
k=3

( 2 )p’“ (1-p)°*
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7 = (0110) 0000011111 1111100000 01001 10101 11011 00110 0110

5-s2616z0 Csatorna Tobbségi [,
donto

P

7.2. dbra. Bit-tobszorozéses atvitel

Ha 5-sz0r0zés helyett N-szerezést alkalmazunk, akkor

Pp= 3, <;]€V>pk(1—p)Nk

k=N/2+1

Tanulsag: az atvitel aszimptotikusan hibamentessé tehetd!
Az iizenet kiterjesztésének altalanos modellje a (7.3). abran larthato.

K - hosszusag N — k hosszlsag
izenet kiterjesztés

X' = (0101‘..1 0011...1)
%f—/

X = (0110‘..1) N hosszusag 7'
s Megbizhatatlan
K hosszusag Kiterjeszto csatorna | 2
PL.: hibajav.
kédolas

7.3. abra. Az iizenet kiterjesztése

Koévetkezmény: A megbizhaté informacié tovabbitas érdekében az informécio

kozlés sebessége relative lassul:
K

—<1
NS
A lassulds mértéke jellemz§ a csatornara (minnél rosszabb a csatorna, annél
hosszabb kiterjesztés kell, annél inkabb csokken az atvitel sebessége). A Csatorna-
kapacitds definicidja:
C = max —

N
amivel garantalni lehet, hogy
P E — 0

Ehhez a legiigyesebb kodolasi eljaras, azaz a legkisebb kiterjesztés sziikséges!

7.1.1. A BSC kapacitasa

Tekintsiik a p hibavalészintiségd BSC-t. Legyen az lizenetvektorunk K hosszusagu.
A vett vektor bitjei p valoszintiséggel eltérnek a kiildott vektor bitjeitsl. Otletiink
az, hogy elkiildiink egy c! javitévektort, mely K hossz, majdnem mindeniitt 0-t
tartalmaz, kivéve azokban a poziciékban, ahol az atvitel hibas. Mivel p altalaban
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kicsi szam, ezért a javitdé vektorban az 1-esek el6fordulasa lényegesen kisebb, mint
a 0-ké. Vagyis ez a javitovektor tomorithets. A tomorithet@ségének a hatarat en-
nek a "javitovektor-forrasnak" az entropidja adja meg: H(p). A javitovektor hossza
(tomoritve) tehat K H(p). Ez a javitovektor azonban szintén meghibésodik p val6szi-
ntiséggel, tehat egy tjabb ¢? javitokodot kell atkiildeniink. Ennek (témorités utani)
hossza az el6bbi megfontolast 1jbol alkalmazva: K H?(p). Es igy tovabb. Végiil is a
hibamentes atvitelhez sziikséges 6sszhosszusag:

1

N:Eymﬂ@:KrjﬂB

k=0
ahol a mértani sor dsszegképletét hasznéaltuk. A kapacitas tehat:

K
- _1-H
C ~ (p)

7.2. Példa

Egy p=0.1 hibavalészintiségti BSC-n minden atkiildott bit megdtszorozésével probal-
juk javitani az Osszekottetés mindségét.

101 11111/00000[11111 10101]01000/10011 101

5-sz0r6z0 J Bsc - T'(.ibb”ségi >
donto

7.4. abra. A vizsgalt atviteli rendszer

A tobbségi donté ugy miikodik, hogy minden 5 bites blokkban megnézi, hogy a
nulldk vagy az egyesek szdma nagyobb és ennek megfelelGen nullat vagy egyet ad a
kimenetén.

a.) Mennyire csokkent igy a hibavaloszintiség?

b.) Tételezziik fel, hogy ugyanazon a csatornin nem O6tszorozést, hanem az elvi-
leg leghatékonyabb hibavédelmi eljarast alkalmazva, egy 10'2 hossztusagu blokkot
visziink at. Elvileg, az {izenet milyen mértékd megnovelése mellett varhatunk igy
hibamentes atvitelt?

c.) Mekkora lesz annak a valoszintsége, hogy egy N = 10° hosszusagt blokkban a
hibak szama kisebb mint 3, ha a BSC hibavaloszintisége p = 10797 (Megjegyzés:
Hasznélja ki, hogy N nagy, p kicsi, valamint Np = 1073 < 00).

MEGOLDAS
a.) Hiba akkor kivetkezik be, ha 5-bél legalabb 3 hibas:
5
Pp = Z < Z > PP (1 — p)5_k =10-0.001-0.81+5-0.0001-0.9 4 0.00001 = 0.00856
i=1
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Azaz az eredeti hibavaloszintség kb a 12-ed részére cstkkent.
b.) A BSC-re, ha elvileg a legjobb kodot alkalmazzuk, akkor az eredeti és kiterjesztett

izenet hanyadosa C' = % =1-— H (p), amibédl

= 0.33219 + 0.1368 = 0.46899

1 1
H (p) = plog, ’ + (1 —p)log, 1

és
K 109
1—-H(p) 0.53101
Tanulsdg: Az 5-szorozés, azaz az eredeti atviteli sebesség 6todére vald csokkentése
helyett, elvileg mar az atviteli sebesség felére csokkentésével is biztonsagos adatat-
vitel valosithatd meg.
c.) Mivel a p hibavaloszintiség kicsi és N nagy, valamint pN = 1073 < oo, ezért a
hibak jo kozelitéssel Poisson eloszlastuak lesznek:

N = =1.8832-10%.

Ak
P (hibék szdma = k) = Fe_)‘
ahol A = pN. Es végiil

P (hibsk szama < 3) = (1076 +0.510%)e!?"* = 1.5015 - 10~°

7.3. Példa

A z-csatorna olyan nem szimmetrikus binéris csatorna, amely a 0 biteket hibatlanul
képes atvinni, az 1l-eseknél viszont hibazik p valészintséggel. Legyen most p =
0.1! Az U forras, amelynek az iizeneteit szeretnénk ezen a csatornan tovabbitani a
kovetkezo eloszlassal rendelkezik:

P(u=0)=08 P(u=1)=0.2

Hatarozza meg a bindris z-csatorna

a.) kapacitésat (a valaszaban kihasznalhatja, hogy az adonak tudomésa van a vételi
oldalon torténd téves detekciorol és ennek megfelelGen javito sorozatot tud kiildeni),
b.) és hibavaloszintiségét!

MEGOLDAS
A csatorna egy N hosszu iizenetben pp; N hibat vét (p; = 0.2 az l-es szimbolum
elofordulasi valoszintisége). A javitolizeneteket kiilds forras eloszlasa:

2
P =1—pp—1; plpp—1
Entropidja:
H(p) = —(1 — pp1) logy(1 — pp1) — pp1logy pp1 = 0.1414

Az el6bbiekben bemutatott gondolatmenet alapjan a kapacités most is C' = 1—H (p)-
nek adodik, azaz C' = 0.8586.
A hibéazasi valészintiség nyilvan: pp; = 0.02.
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7.4. Példa

Adott egy bindris szimmetrikus csatorna p hibazasi valészintséggel, melyen K = 250
bit hosszu {izeneteket szeretnénk atkiildeni.

a.) Legalabb mekkorédra kell az iizeneteket novelni ahhoz, hogy p = 0.01 mellett
hibétlan atvitelt tudjunk elérni?

b.) Mekkora lehet a csatorna hibavaloszintisége, ha az {izenetek hosszanak noveke-
désébsl adodo sebességesokkenés nem lehet 30%-nél tobb?

Az f(z) = zlogy 1 4 (1 — z)log, - fiiggvény grafikonja az alabbi dbran lathato:

0 ! ! ! ! ! ! ! ! !
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

7.5. dbra. f(z) = zlogy L + (1 — z)logy T

MEGOLDAS

Levezettiik a binaris szimmetrikus csatorna kapacitasat; ez a mennyiség pontosan
azt mutatja meg, hogy mennyivel kell hosszabb {izeneteket kiildeni a biztonséigos
adatatvitel érdekében (legalabbis elvileg).

1 1
C’—N—l—H(p)—l— <p10g2§+(1—p)10g21_p> =0.92

N:

Ql=

=272
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b.)
C =

2=

1 1
=1- =1—(plogy =+ (1—p)l >0.3
1-H(p)=1 <p0g2p+( p) Oggl_p>_

1 1
1 - 1—-p)l <0.7
p0g2p+( P)ngl p o

Az abrarél leolvasva a feltétel akkor teljesiil, ha p < 0.2.
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8. fejezet
Hibajavito koédolas

Az el6z6 fejezetben targyalt csatornakapacitas azt mutatta meg, hogy elvileg milyen
hosszii javitésorozattal kell mindenképpen kiegésziteni az iizeneteinket a hibatlan
adatatvitel érdekében. Arrél azonan nem esett sz6, hogyan kell ilyen javitosoroza-
tokat késziteni. Ez a hibajavit6 kodolas kérdéskore. Itt most csak a legegyszertibb,
linedris hibajavité kodokkal foglalkozunk.

Tételezziik fel, hogy K hosszusaga binaris u’ iizeneteket (iizenet vektorokat) ki-
vanunk atkiildeni egy digitalis csatornan, mely csatornaban egy-egy bit atvitele p > 0
valoszintiséggel hibas (szimmetrikus, memoria mentes, binaris csatorna). Kodolési
eljarassal hiba elleni védelmet kivinunk megvalésitani, azaz automatizalni szeretnénk
a hiba felismerését és annak lehetGség szerinti kijavitasat. Az eredetileg K dimenzios
(binaris) tér minden pontjahoz értelmes iizenet vektor tartozik. A hiba felismerése
(és kijavitasa) azonban csak akkor lehetséges, ha a hiba olyan iizenetet eredményez,
ami nem értelmezhetd értelmes kddnak. Annak érdekében, hogy ,értelmezhetetlen”
pontok is keletkezzenek, egy nagyobb dimenzié szamu térbe (a kodok N dimenzios
terébe) képezziik le az eredeti lizeneteket (N > K). Ezt a lépést nevezziik kodolas-
nak: az eredeti u’ iizenet helyett a hozzarendelt ¢’ kod vektort kiildjiik 4t a csatornan
(u® = c).

Jelolje x a vett (és esetleg hibas) N dimenzios iizenetet! Ha x nem tartozik az
eredetileg megbeszélt kod ABC-hez (olyan pontra mutat a kodtérben, amihez nincs
kod rendelve), akkor hibdt detektdltunk.

A hiba javitdsa ezek utan gy torténhet, hogy megkeressiik, melyik c¢* kodhoz
van legkozelebb x. Kis p értékeknél ugyanis sokkal nagyobb a valdszintisége annak,
hogy kevés bit hibasodott meg és ezért x ,kozel” marad az eredeti kodszohoz. (Az
izenet maximum-likelihood becslése). Két N dimenzios binéris vektor (szam) Ham-
ming tdvolsdgdn azt a d egész szamot értjiik, ami megadja, hogy hany koordinataja
(helyiérteke) kiilonbozik a két vektornak (szamnak). (0 < d < N)

Tobb atviteli hiba esetén x és a helyes ¢! kod tavolsaga novekszik, ugyanakkor
més kodszavakhoz x egyre kozelebb keriil.

A kod ABC-re a minimdlis Hamming tdvolsdg (dmin) a jellemzs adat. (A ket
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u C C u
u' ¢ X : ¢ o
N Csatorna Algorit- L,
mus
K N
¢'= min(x,c")
k
Tablazat v Inverz tadblazat
2* 2k
8.1. dbra. A kdédolé-dekodold blokk-diagramja
legkdzelebbi kod tavolsaga.)
A kod hibajelz6 képessége (az észlelt hibak szama):
dpmin — 1 (8.1)

A kod hibajavité képessége (a javithato hibak szama):

{%J (82)

ahol: || a lefelé kerekitést jeloli.
A hatékonysag érdekében olyan kodszavakat kell valasztani, hogy diin a lehetd
legnagyobb legyen.

8.1. Linearis szisztematikus kédok

A fentebb leirt kodolasi eljaras hatranya, hogy a keresés 2 db relacio kiértékelését
igényli, (amire nagysebességii adatatvitelnél altaldban nincs elég id6) vagy 2V mérett
tablazatokat kell tarolni (nincs elég hely).

A linearis, szisztematikus hibajavité kodok alkalmazaséaval a miiveleti igény csak
polinomidalisan novekszik az iizenetek hosszéval (ellentétben az el6z8 esettel, ahol a
novekedés exponencialis).

Egy kod linedris, ha ¢ € C ¢és ¢/ € C ekkor ¢ = ¢! +c¢/ € C Vi,j. (Az
Osszegzés atvitel nélkiili osszeadast jelent: bitenkénti XOR mitvelet.) Igy : ¢0 =
c'+c'=0eC Vi

Legyen: u' = [ w{ wh . . wul |ésc=[c & . . . . dy ]
Linearis kodok esetén a kod képzése a K x N dimenziés G genererator matrix segit-
ségével torténik:

c = uGHEN (8.3)

Szisztematikus kodnak nevezziik az olyan kédokat, ahol a kod eleje maga az {izenet:
c=[upl=[ w u . . UK PK+1 - - PN | (8.4)
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ekkor G specialis felépitési:
GK,N _ [ K AWN-K)K ] (8.5)
ahol T%K egy K x K dimenziés egységmatrix. A vételi oldalon az atviteli hibak

felfedésére és javitasara az (N —K)x N dimenzios H (t.n. paritds ellendrzd) méatrixot
hasznéljuk. Ett6l azt kdveteljiik, hogy teljesiiljon:

Hcl' =0 (8.6)
ahol T a transzponéltat jeloli. A (7.4.) alapjan irhatjuk:
Hc! = HGTu? =0 Vu (8.7)

amibdl:

HGT =0 (8.8)
Egyszertien belathato, hogy a szorzat akkor adja a zérus matrixot, ha:

HWV-K)N _ | A(N-K),KT [(N-K),(N-K) (8.9)

Irjuk fel az x vett {izenetet a kiildott ¢ kod és egy e hibavektor (error) Gsszegeként:
x=c+e (8.10)

Ahol az e vektorban ,,1” a koordinata értéke, ott az aktualis bit az ellenkez&jére valt,
azaz hiba keletkezik (XOR miivelet). Ugyanakkor a (8.10) osszefiiggés forditottja
is érvényes. Ha ismernénk az e vektort, akkor vissza tudnénk allitani az x hibas
tizenetbdl a hibatlan kodot(XOR):

cd=x+e (8.11)

Vegyiik észre, hogy az e-ben 1év§ ,,17-esek szdma: az iizenetben 1év§ hibdk szaméat
adja. A hiba vektor meghatarozasat az s szindrdma vektor kiszamitasaval fogjuk

kezdeni.
s = Hx” (8.12)

A (8.10) és a (8.6) alapjan:
s=Hx" =H(c" +e’) =Hc" + He' =0+ He' = He’ (8.13)

Az eredményiil kapott s = He” 8sszefiiggésbél a hibavektort egyszertien nem tud-
juk kifejezni, mivel a H paritas ellen6rz6 métrix nem négyzetes méatrix, igy az nem
invertalhato. (Viszont a tervezés fazisaban kiszamithatjuk és tablazatba foglalhat-
juk az Osszes lehetséges hibavektorhoz tartozé szindréoma vektort, mely tablazatbol
— forditott irAnyban — ki tudjuk olvasni az adott szindromahoz rendelt hiba vektort.)
A vételi oldalon elvégezziik a (8.12) mitveletet, majd az s szindroma vektor isme-
retében az inverz tablazat segitségével meghatarozzuk az e hiba vektort. A (8.10)
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Kdédolo . Csatorna . Hibajavito dekodold
Tablazat
p N €
’ kola >
u ¢ X S e ¢ Csonkolas u
— G BSC H . Dekoder [y
c=uG sT=Hx" C=e®Px

8.2. 4bra. A kodolas és dekddolas szemléltetése

felhasznélaséval kiszamitjuk a javitott ¢’ kodvektort, amibél egyszerti csonkolassal
kinyerhet$ az u iizenet (szisztematikus kod). A fenti eljaras természetesen az Osszes
elképzelhets hibat nem tudja kijavitani. Az inverz tablazat elkészitése ugyanis nem
egyértelmii. Az N dimenzi6s hibavektorok lehetséges szama 2V, az (N — K) dimen-
zi6s szindréma vektorok lehetséges szama viszont csak 20V=K) | Igy az inverz tablazat
nem lesz egyértelmd: azonos szindrémékhoz t&bb hiba vektor is tartozik.

Az egyes szindromdakhoz az Osszetartozo hibavektorok koziil azt a hibavektort
valasztjuk, melyekben az ,1”-esek szama a lehetd legkisebb. Ugyanis kis hibavalészi-
niiségl csatorna esetén a kevés hibanak sokkal nagyobb a valdszintisége mint a tobb
hibanak (mazimum-likelihood becslés).

8.2. Példa: Hibajavit6 linearis k6dol6 tervezése

Tervezziink linearis hibajavito kodolot C(5,2) kodok hasznalataval (N = 5 és K = 2).
A ko6dold generdtor matrixa legyen:
0 11
} ahOIA_|:101:|

a.) Adjuk meg a kodszavakat! Lineéris-e a kod?

b.) Milyen hibajavitasi és hibajelzési képességgel rendelkezik a kod?
)

d.)

1

G = 0

i)

011
1 01

.) Hatarozzuk meg a H paritasellenérzd métrixot!
Tervezziik meg a szindroma dekddolési tablazatot!
e.) Ha a memoriamentes, szimmetrikus, binaris csatorna hibavaloszintisége p = 1073,

mekkora lesz annak a valdszintisége, hogy a csatornaban ketténél tobb hiba keletke-
zik?

MEGOLDAS
a.) Az fizenet vektorok: u’ = [0 0], ul =[0 1], u?=[1 0] é u’ =
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[ 11 ], A kod vektorok ¢ = u G alapjan:

¢ = [00]_(1](1)2(1)1-:[00000]
c = [01]:(1)(1)[1)(1)1::[01101]
= [10]:(1)(1)2(1)1::[10011]
G = [01]:(1)(1)[1)(1)1::[11110]

A kod linearis, mert: ¢ = 0 és teljesiil a c* = ¢! 4+ ¢/ € C feltétel, ahol: i,k =
0,1,2,3. A kod szisztematikus, mert ¢! = [ u’, p'|.
b.) A kodszavak Hamming tavolsaga:

d(0,1) = 3, d(0,2)=3, d(0,3)=4
d(]‘72) = ) d ) _37
d(2,3) =

A minimdlis Hamming tdvolsdg: dpyinm = 3,
A kdd hibajelzd képessége: dpmin — 1 = 2,
A kdd hibajavito képessége: L%J =1.

c.) A paritas ellenérzé matrix:

Hss = | A3T,2 I3 | =

=)
— O
o O =
O = O
= O O

d.) Az s = He” Gsszefiiggésbdl kiszamitjuk a szindroma vektorokat olyan sorrend-
ben, hogy a hibavektorokban az ,1”-esek szdma ndvekedjen:
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e(dec) e(bin) ,1” szama s(bin) s(dec)

0. 00000 0 000 0.
1. 00001 1 001 1.
2. 00010 1 010 2.
4. 00100 1 100 4.
8. 01000 1 101 5.
16. 10000 1 011 3.
3. 00011 2 011 -
5. 00101 2 101 -
6. 00110 2 110 6.
9. 01001 2 100 -
10. 01010 2 111 7
12. 01100 2 001 -
17. 10001 2 010 -
18. 10010 2 001 -
20. 10100 2 111 -
24. 11000 2 110 -
7. 00111 3 111 -
11. 01011 3 110 -
13. 01101 3 000 -
14. 01110 3 011 -
19. 10011 3 000 -
21. 10101 3 110 -
22. 10110 3 101 -
25. 11001 3 111 -
26. 11010 3 100 -
28. 11100 3 010 -
23. 10111 4 100 -
15. 01111 4 010 -
27. 11011 4 101 -
29. 11101 4 011 -
30. 11110 4 000 -
31. 11111 5 001 -

A tablazat kitoltését a 10. jeli sora utan abbahagyhattuk volna, mivel addigra a
szindréma szavak Gsszes lehetséges kombindcidja mér elGallt. A szindréoma szavakhoz
tartozo hibavektorok egy lehetséges hozzarendelése:
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s(dec) s(bin) e(bin)
0. 000 00000
1. 001 00001
2. 010 00010
3. 011 10000
4. 100 00100
5. 101 01000
6. 110 00110
7. 111 01010

A dekodolo rendszert kialakithatjuk tgy, hogy a 6. és 7. szindroma szavak kialaku-
lasat észlelve, a rendszer hibajelzést (figyelmeztetést) szolgaltasson.

Az alabbi tablazat a dekodolds ¢’ eredményét (szamitogépes kiértékelését) mu-
tatja az Osszes lehetséges x bemeneti vektor fliggvényében. Tételezziik fel, hogy az
atvitel hibak szdma (hsz) egy szoban maximalisan 2. A tablazatban c jeloli a kiilldott
kodot, az x-ben a félkovér karakter jeloli a hiba helyét.
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x(dec) x(bin) hsz c S e c’ javitas utan hiba jelzés
0. 00000 0 00000 000 00000 00000 ok -
1. 00001 1 00000 001 00001 00000 ok -
2. 00010 1 00000 010 00010 00000 ok -
3. 00011 1 10011 011 10000 10011 ok -
4. 00100 1 00000 100 (00100 00000 ok -
5. 00101 1 01101 101 01000 01101 ok -
6. 00110 2 00000 110 00110 00000 ok +
7. 00111 2 01101 111 01010 01101 ok +
g8 01000 1 00000 101 01000 00000 ok -
9. 01001 1 01101 100 00100 01101 ok -
10. 01010 2 00000 111 01010 00000 ok +
11. 01011 2 01101 110 00110 01101 ok +
12. 01100 1 01101 001 00001 01101 ok -
13. 01101 0 01101 000 00000 01101 ok -
14. 01110 1 11110 011 10000 11110 ok -
15. 01111 1 01101 010 00010 01101 ok -
16. 10000 1 00000 011 10000 00000 ok -
17. 10001 1 10011 010 00010 10011 ok -
18. 10010 1 10011 001 00001 10011 ok -
19. 10011 0 10011 000 00000 10011 ok -
20. 10100 2 00000 111 01010 11110 hiba +
21. 10101 2 01101 110 00110 10011 hiba +
22. 10110 1 11110 101 01000 11110 ok -
23. 10111 1 10011 100 00100 10011 ok -
24. 11000 2 00000 110 00110 11110 hiba +
25. 11001 2 01101 111 01010 10011 hiba +
26. 11010 1 11110 100 00100 11110 ok -
27. 11011 1 10011 101 01000 10011 ok -
28. 11100 1 11110 010 00010 11110 ok -
29. 11101 1 01101 011 10000 01101 ok -
30. 11110 0 11110 000 00000 11110 ok -
31. 11111 1 11110 001 00001 11110 ok -

Ugyanakkor ha a hibdk szama nagyobb mint 2, akkor el6fordulhat, hogy nem kapunk
hibagjelzést mikozben az atvitel hibas. Példaul ha a kiildétt kod [00000] és a hibak
szama 4 (ugy, hogy a tablazat 29. sora szerinti x vektort kapjuk), a ,javitott” ¢’
[01101] lesz.

x(dec) x(bin) hsz c S e ¢’ javitds utan hiba jelzés
29. 11101 4 00000 011 10000 01101 hiba -

e.) A memoria mentes, binaris, szimmetrikus csatornaban egy bit atvitelekor kelet-
kez6 hiba valészintisége legyen: p (= 1073). Annak az eseménynek a valésziniisége,

hogy a hiba nem lép fel: 1-p ( = 0.999).
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Tobb bit atvitelekor a csatorndban a hibak elmaradésa illetve bekovetkezte egy-
méstol fiiggetlen eseménynek tekinthets. Annak valoszintisége ezért, hogy mind az
5 bit hibatlan:

Py=P(ey=0 & e=0 é e3=0 és e =0 & e5=0)=(1-p)® = 0.9860
Hasonléan, ha mind az 5 bit hibas:
PsP(egy=1 é ex=1 és e3=1 és eg=1 & es=1)=p° =101

Ha az 5 bitbdl k darab hibas (ez az esemény ,5 alatt a k”-féle képpen lehetséges):

Py = < 2 >pk(1—p)5_k

igy
(1)p = P (1= =5p(1 = p)" =4.950-10
_ (52 = (- )P = 10p2 (1 p)® = 9.997 - 10~
2 )P o VP pemE
_ (%) 3 = 31— p)? = 10p* (1 — p)® = 9.998 - 10~
3 )P T G
5 5! 4 4 —12
—p) = Tai? (1—-p)=>5p~(1—p)=4.995-10

Teh4t annak a valészintisége, hogy a hibak szdma nagyobb mint kettd:

P(hsz. >2) =P34+ Py + P; = 1078

8.3. Példa

Egy linearis, szisztematikus blokk-kédban a paritaselemek szama 16.

a.) Meghatarozhato-e a kodszavak hosszanak ismerete nélkiil, milyen méretii a hiba-
javitasi folyamat soran elgallitott szindréomavektor?

b.) Milyen kodszomeéret valasztésa esetén biztosithato, hogy a kod javitson minden
egyhibés hibamintat?

c.) Milyen kodszoméretek esetén képzelhetd el, hogy a kod minimaélis téavolsdga 57
d.) Altalanositsa a c) kérdésre adott valaszat!

MEGOLDAS

a.) A szindromavektornak annyi eleme van, mint a paritaselemek szama, tehat 16.
b.) Az egyhibés hibaminték szdma legfeljebb annyi lehet, ahany (nem csupa nulla
komponensii) szindroma van. Ez viszont 216 — 1 = 65535. Tehat n legfeljebb 65 535.
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c.) Ha a kodtéavolsag 5, akkor legfeljebb két hibas kodszavak javithatok. Ezt felis-
merve hasonléan gondolkodhatunk, mint az el6bb: a legfeljebb kéthibas hibamintak

szama

n+n(n2—1) :n2+2n+2 §216_1'

Ez n = 361 -re még igaz, 362-re mar nem. Tehat legfeljebb 361 bites blokkok esetén
lehet (esetleg) 5 a kodtéavolsag, hosszabb blokknal semmiképpen sem (legalabbis igy,
hogy megkotottiik a paritaselemek szamét).

d.) Bizonyéra tobbféle altalanositasi lehetdség is felmeriilhet. Egy kézenfekvd val-
tozat az in. Hamming korlat, amely szerint ahhoz, hogy egy binaris kéd ¢ hibéat
javitson (a kodtavolsaga legalabb 2t + 1 kell legyen), teljestilnie kell a

t
,L' f— )
=0

relacionak.

8.4. Példa

Adott egy linearis kod a

as

I
O = =
=]
S O =
o = O
= o O

paritasmatrixaval.

a.) Hatarozza meg a generatormétrixot!

b.) Szamitsa ki a kodszavakat!

¢.) Adja meg a minimélis kodtavolsagot!

d.) Optimaélis dekodolési algoritmust hasznélva hany darab hibét lehet jelezni és
héany darab hibat lehet kijavitani?

MEGOLDAS
a.) A Generatormatrix:

10110
G= [ 1101 }
ugyanis szisztematikus kod esetén H = [A, 1] é¢s G = [I, AT].
b.) A kodszavakat ¢ = uG szorzasok utjan kapjuk:

Kédszavak d(c,00000) | d(c,10110) | d(c,01101)
00 000 -

10 110 3 -

01 101 3 4 -

11 011 1 3 3
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c.) A tablazatbol kiolvashato, hogy dmin = 3.

d.) Hibajelzés: dpin — 1 = 2. Hibajavitas: [drgiﬂJ =1.

8.5. Példa

Adott egy linearis hibajavité kod a generatormatrixaval:

1 10
G=|001
1 01

S ==

1
0
1

a.) Hatérozza meg a kod paritas métrixat!

b.) Dontse el, hogy a [000 1 1] vektor eleme-e a kodnak.

c.) A kapott eredmények alapjan indokolja meg, miért értelmetlen ezen kod hasznéa-
lata?

MEGOLDAS
A ko6d nem szisztematikus, igy a paritdsmatrix meghatarozasihoz a definiciobol kell
kiindulni:

GH' =0

vagyis H minden h; sorara teljesiilni kell, hogy
Ghl =0 Vi
Legyen h = [abcde]. Ekkor az el6z6k alapjan harom egyenlet irhat6 fol:
l.a+b+d+e=0
2. ¢c+d=0
3.a+c+e=0

Mivel modulo 2 szdmolunk, ezért a 2. egyenletbdl kovetkezik, hogy ¢ = d. FEzt
felhasznédlva és a 2. ill. 3. egyenletet Gsszeadva adddik, hogy b = 0. Azaz ¢ = d,
b=0¢és a+ c+e=0. Ez utéobbinak 4 megoldasa van, ezeket végignézziik, majd a

A paritasmatrix tehat

ace | abcde | ellenérzés
000 | 00000 -
011 | 00111 +
110 | 10110 -
101 | 10001 +
0 01 11
H_[l 00 01}
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Az, hogy egy vett sz6 kddszo-e, tgy donthetd el, hogy a vett vektort megszorozzuk
a paritdsmatrix transzponéaltjaval. Ha az igy kapott szindréma vektor minden kom-
ponense 0, akkor a vett szé kddszo, ellenkezd esetben hiba tortént. Rogton latszik
viszont, hogy a paritdsmétrixnak a 2. oszlopa csupa 0, ami azt jelenti, hogy a vett
vektor masodik bitje akarmi is legyen, a paritdsmatrix ezzel a poziciéval "nem t6r6-
dik", igy ez a kod hibajelzésre is alkalmatlan, nemhogy hibajavitasra. Igy ezen kod
hasznélata teljesen értelmetlen.

8.6. Példa

A binéris, szisztematikus (23,12) Golay-kod 3 hiba javitaséra képes.

a.) Hany hiba jelzésére lehet alkalmas ez a kod?

b.) Hanyféle szindroma képz&dhet a kod alkalmazasakor? Héany szindroma jelez egy-
, két- és haromhibés hibamintat?

¢.) Mutassa meg, hogy ez a kod nem lehet alkalmas négy hiba javitasara.

d.) Mely elemei hibasodhattak meg a kodszonak, ha a dekddolasnal szamolt szind-
roma s = [00100000100]?

MEGOLDAS

a.) A javithato hibak szdma a minimalis Hamming-tavolsagtol fiigeg: 3 = Ldm%J
Ebbél az kovetkezik, hogy 6 < dpuin < 7. A jelezhetd hibak szama tehat legfeljebb
dmin — 1 = 6.

b.) A szindroma vektornak n — k = 23 — 12 = 11 komponense van, tehat dsszesen
211 = 2048-féle szindromavektor lehetséges. Mivel a kod 3 hibat javitani tud, ezért
biztosak lehetiink, hogy az Osszes lehetséges 1, 2 és 3-hibas hibamintdkhoz "egyedi"
szindroma van a dekédolési tablazatban. Ezek utan csak az a kérdés, mennyi 1, 2,

3-hibas hibaminta létezik Gsszesen. Az m-hibéas hibamintak szama m ) amibdsl

az 1-, 2- és 3-hibas hibamintdk szama rendre 23, 253 ill. 1771.

c.) Ha ehhez még hozzéavessziikk a csupa 0 vektort, akkor éppen 2048-at kapunk,
vagyis elfogytak a szindromék, igy 6nallo szindroma maésféle hibat nem jelezhet és
nem javithat. (Ez is "csoda".)

d.) A paritésellenérz6 matrix (illetve transzponéltja) ismeretlen, de mivel a kod szisz-
tematikus, ezért tudjuk, hogy az als6 11 sora egységmaétrix. A szindréma e sorok
linedrkombinécidja. Az egy, két ill. harom egyest tartalmazé szindromak létrejohet-
nek az emlitett egységmatrix egy, két ill. harom sorénak Osszeadésaval, s6t csakis
ezek jellemezhetik az efféle szindromékhoz tartozé javithaté hibamintakat. Mindeb-
bél kovetkezik, hogy a megadott szindroma egy kodszé 12+-3=15.; ill. 12+9=21.
elemének hibajat jelzi.
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