A Szamitastudomany alapjai
1. ZH javitékules (2024. 10. 31.)

Az dtmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek
megallapitva az értékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam elott szereplo allitas ki-
mondasa, tétel felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését.
Az adott részpontszam megitélésének az a feltétele, hogy a megoldashoz vezeto gondo-
latmenet megfelelo részének végiggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbol. Ha ez
utobbi kideriil, am a kérdéses allitas, tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a
részpontszam legalabb részben jar.

Természetesen az ismertetettektol eltéro, am helyes megoldasokért teljes pontszamok,
részmegoldasokért pedig az utmutatobeli pontozas intelligens kozelitésével meghataro-
zott aranyos részpontszamok jarnak. Szamolasi hibaért altalaban hibanként 1 pontot
vonunk le.

1. Tegyiik fel, hogy az F' fanak a levelein kiviil két negyedfoki, négy masodfoku és
harom harmadfokt csticsa van. Hany levele van F-nek? (A teljes értékii megoldashoz
nem sziikséges megmutatni, hogy a feladat feltételeit kielégité fa valéban létezik.)

Jelolje ¢ az F fa leveleinek szamat. Ekkor F' csucsainak szama ¢/ +2+4+3 =/(+9.

(2 pont)
Az 6ran tanultak szerint F-nek ¢ + 8 éle van. (2 pont)
A kézfogaslemma miatt F' cstcsainak fokszamosszege 2 - (€ 4 8) = 2¢ + 16, (2 pont)
azaz 20 +16=1-0+2-4+3-3+4-2=1/(+ 25, (2 pont)
ahonnan ¢ = 9 adddik F' levelei szamara. (2 pont)

Ha egy megold6 csak annyit tesz, hogy felrajzol egy, a feladat feltételeit kielégito fat,
és megszamolja, hogy annak 9 levele van, akkor erre (legfeljebb) 1 pontot kapjon.

2. Tekintsiik a bal oldali 4bran lathaté G graf iranyitatlan valtozatat. Igaz-e, hogy ennek
a grafnak minden minimalis koltségt feszitofdja tartalmazza a bd élt?

Keressiink egy minimalis koltségii feszit6fat a Kruskal-algoritmussal. (Ez a pont ak-
kor is jar, ha egyértelmiien kideriil, hogy a megoldé ezzel az algoritmussal dolgozik.)

(1 pont)
Az algoritmus az élekrol a koltségiik szerinti névekvo sorrendben donti el, hogy
bekeriiljenek-e a minimélis koltségii feszitéfaba. (2 pont)

(Ha egy megoldé csak felrajzolja a minimélis koltségii feszitéfat, de egyéltalan nem
kovethetok nala az algoritmus lépései, az ezt a 2 pontot nem kapja meg abban az
esetben sem, ha a felrajzolt feszitéfa helyes.)

Egy minimalis koltségli feszitofa a bal oldali dbran lathato. Ennek a koltsége 20.

(2 pont)
Hagyjuk el a bd élt és keressiink igy is egy minimalis koltségii feszitéfat a Kruskal-
algoritmussal. (2 pont)

Ekkor a jobb oldali abran lathaté feszitéfat kapjuk. Ennek a koltsége 21. (2 pont)
Mivel a bd élt nem tartalmazo feszitofak koziil a minimdlis koltségliek dragabbak,
mint a tényleges minimalis koltségl feszitofak, ezért G minden minimalis kéltségi
feszitéfdja tartalmazza a bd élt. (1 pont)




Ha egy megold6 csak annyit mond, hogy a Kruskal-algoritmusnak mindenképp be
kell vennie a bd élt a minimalis koltségl feszitofaba, akkor tovabbi indoklas hijan
legfeljebb 5 pontot kaphat meg, ugyanis az eldadason nem szerepelt, hogy a Kruskal-
algoritmus minden minimalis koltségl feszitéfat megtalal.

. Futtassuk le a szélességi bejarast az a cstcsbol indulva a bal oldali abran lathaté gra-
fon tgy, hogy minden alkalommal, amikor tébb cstics koziil szabadon véalaszthatunk,
akkor valasszuk az ABC szerinti els6 cstcsot. Adjuk meg G éleinek a végrehajtott
bejaras szerinti osztalyozasat. (Az élekre irt szamoktol tekintsiink el. Az algoritmus
lépései egyértelmiien deriiljenek ki a megoldasbol.)

Az 6ran tanult modon futtatjuk a szélességi bejaras algoritmusat, mindig a legkisebb
elérési szamu befejezetlen csticsbdl probalunk 1j cstcsot elérni, ha van ilyen. (2 pont)
(Ez a pont akkor is jar, ha az algoritmus 1épései egyértelmiien kideriilnek a megol-
dédsbol.)

Az abra az algoritmus futdsa utdni allapotot mutatja, a cstcsok melletti szamok az
elérési (és egyben befejezési) sorrendet mutatjak, a megvastagitott élek alkotjak a
bejaras fajat. (4 pont)
Faélek, azaz a bejaras altal hasznalt élek: ae, eb, ed, ef.

Visszaélek, azaz a leszarmazottbdl osbe mutaté élek: ba, da.

Keresztélek, azaz azon élek, melyek kezd6- és végpontja kézott nincs 0s—leszarmazott
viszony: bd, bf, cb, ca, cf, fd. (4 pont)
(Ez a 4 pont akkor is jar, ha egyértelmtien kideriil, hogy a megoldé hogyan oszté-
lyozta az éleket, példaul egy j6 rajz altal. Ha egy megold6 rosszul osztalyozza a c-bol
kimeno éleket, akkor azért 2 pontot veszitsen el. Minden egyéb rosszul osztalyozott
él 1 pont elvesztésével jar ebbdl a 4 pontbhdl.)

. A mellékelt tablazat a felsé becslés valtozasat mutatja a bleldle|]
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A tablazat els6 sorat ugy toltjik ki, hogy a gyokérhez 0-t irunk, az Osszes tobbi
csucshoz pedig végtelent, (1 pont)



vagyis a gyokér a d cstcs. (1 pont)
(Ha egy megoldasbdl nem deriil ki egyértelmiien, hogy miért a d a gyokér, akkor a
megoldd az elsé 1 pontot veszitse el.)

A KESZ halmazba mindig az a KESZ halmazon kiviili cstcs keriil, amelyikre az ak-
tualis felsd becslés a legkisebb. (1 pont)
Az alabbi tablazatban a bekarikdzott szamu csucsok keriilnek az adott 1épésben a
KESZ halmazba, a szamok mellé irt csucsok pedig azt jelolik, hogy melyik csticsbol
kilép& él mentén tortént meg a javitas. (4 pont)
(Természetesen ez a 4 pont akkor is jar, ha mas médon jelennek meg egy megoldés-
ban ezek az informaciok.)
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Az aléb%?ébra mutatja az ez alapjan felrajzolt legrévidebb utak fajat. (3 pont)

. Hatarozzuk meg a jobb oldali &bran lathaté PERT probléma minimalis végrehajtasi
idejét és a kritikus tevékenységeket!

Forrastorlés médszerével (vagy mas, alkalmas médon) meghatérozzuk a G graf csu-
csainak egy topologikus sorrendjét: e, h,c, b, g, a,d, f. (2 pont)
(Ha nem deriil ki a (helyes) topologikus sorrend meghatarozasanak médszere, az 1
pont veszteség.)

Az 6ran tanult PERT-mddszer futtatdsa utan az abran lathaté eredmény addédik. A

legkorabbi befejezési idéket a csicsok mellett allé szamok jelzik, (3 pont)
az egyes csucsokba befutd leghosszabb utak utolsd éleit pedig megvastagitottuk.

(3 pont)
A kritikus tevékenységek b, c, e, f, g, h. (2 pont)

Ha egy megoldo elszamol egy befejezési idét (de utdana azzal helyesen szamol tovabb),
akkor 1 pontot, ha pedig nem jel6li meg az Osszes lehetséges utolso élt, akkor ezért 2
pontot veszit.



Tegyiik fel, hogy a G graf minden éle ki van szinezve a piros, zold, sarga és kék szinek
valamelyikére 1gy, hogy a négy koziil barmelyik szinre szinezett éleket is hagyjuk el
G-bol, a maradék grafnak van Euler-korsétdja. Mutassuk meg, hogy ekkor G-nek is
van Fuler-korsétéja.

A tanultak szerint azt kell igazolni, hogy a G graf izolalt pontoktdl eltekintve Gssze-
fiiggd, és G-ben minden csucs fokszama paros. (2 pont)
Eloszor megmutatjuk, hogy G izoldlt pontoktol eltekintve 6sszefiiggd. Indirekt tegyiik
fel, hogy nem az. Ekkor GG-nek van legaldbb két, élt tartalmazé komponense. Ezen
komponensekbol egy-egy élt kivalasztva a kivalasztott élek legfeljebb két szint hata-
roznak meg, mondjuk pirosat és zoldet. Ha tehat ezektol kiilonb6zo szinti, mondjuk
kék szinti éleket hagynénk el G-bdl, akkor az igy kapott grafnak is lenne két kiilonbo-
70, élt tartalmaz6 komponense. Ez ellentmond annak, hogy a kék szint elhagyva van
a grafnak Euler-korsétdja. Ezért G izolalt pontoktdl eltekintve Gsszefiiggd. (3 pont)
Most megmutatjuk, hogy minden csiics fokszama paros G-ben. Legyen v a G egy
tetsz6leges csticsa, és legyen d,(v),d.(v), di(v), ill. ds(v) a v-re illeszked6 piros, zold,
kék és sarga élek szama. A feladatban megfogalmazott feltétel és az Euler-korséta
fent idézett karakterizacidja miatt e négy egész szambol barmelyik harmat is ad-
juk 0Ossze, paros szamot kapunk eredményiil. Ez csak akkor lehetséges, ha e négy
fokszdm mindegyike paros. Ha ugyanis valamelyik, mondjuk d,(v), paratlan lenne,
akkor d,(v) +d.(v) +di(v) és ds(v) +d.(v) + di(v) parossdga miatt ds(v) is paratlan.
Mivel d,(v) +ds(v) +d.(v) és d,(v) + ds(v) + di(v) parosak, d.(v)-nek és dj(v)-nek is
parosnak kell lennie. Ekkor azonban d,(v) + d.(v) + dji(v) paratlan, ami ellentmon-
dés. Ezek szerint a dy(v),d.(v),di(v) és ds(v) szamok mindegyike paros. A v cstcs
fokszdma tehdt d(v) = d,(v) +d.(v) +di(v) +ds(v) szintén paros, és nekiink pontosan
erre van sziikségiink a bizonyitas befejezéséhez. (5 pont)
Az utolsé 5 pont az alabbi gondolatmenet ismertetésével is megszerezheto. A v csics
fokszamat a piros-, a zold-, a kék- és a sargamentes grafban Osszeadva éppen a v
csucs G-beli fokszamanak haromszorosat kapjuk. Mivel a korabbi észrevételek miatt
négy darab paros szamot adtunk Gssze, ezért az eredmény is paros lesz, ami harom-
mal elosztva tovabbra is paros marad. Tehat a v cstcs fokszama valoban paros G-ben.



A Szamitastudomany alapjai
2. ZH javit6kules (2024. 11. 28.)

Az dtmutatéo mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megallapitva az
értékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam elott szereplo allitas kimondasa, tétel felidézése nem jelenti
automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam megitélésének az a feltétele,
hogy a megoldashoz vezet6 gondolatmenet megfelelo részének végiggondolasa vilagosan kideriiljon a
dolgozatbol. Ha ez utdobbi kideriil, am a kérdéses allitas, tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor
a részpontszam legalabb részben jar.

Természetesen az ismertetettektol eltéro, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, részmegoldasokért
pedig az utmutatobeli pontozas intelligens koézelitésével meghatarozott aranyos részpontszamok jarnak.
Szamolasi hibaért altalaban hibanként 1 pontot vonunk le.

1. Sikbarajzolhaté-e az abran lathaté graf?

Aldbb lathaté6 a graf egy Ks-tel (illetve egy K3 3-mal) topologikusan izomorf részgréfja.

(Természetesen elég az egyik fajta részgrafot megtaldlni.) (7 pont)
Igy a Kuratowski-tétel (annak is a ,konny( irdnya”) szerint a graf nem sikbarajzolhaté. (3 pont)

Az utolsé 3 pont megadhaté akkor is, ha egy megoldénak t&bbszori prébalkozas ellenére sem sikeriilt

Ks-tel vagy K3 s-mal topologikusan izomorf részgrafot taldlni, de a megolddsbdl egyértelmt, hogy

pontosan tudta, mit keres. Természetesen mindez csak arra az esetre vonatkozik, ha a Kuratowski-

tétel helyes alkalmazéasara iranyulé szandék a dolgozatbdl nyilvanvalé; a tobbféleképpen értelmezhetd

vagy nem vilagos céllal késziilt abrakért nem jar pont.
2. Dontsiik el, hogy a p valés paraméter milyen

értékeire van megoldasa az alabbi egyenlet-

rendszernek. Ha van megoldas, adjuk is meg

az 0sszeset.

A Gauss-eliminéciot alkalmazva a kovetkezoket kapjuk.

$1+2[E2+3$3+$4: 3
3f[1 + 7.152 + 9953 + 41’4 = 13
53?1 +6$2 + 15%3 +p-xy = —1

1 2 3 1 3 1 2 3 1 3 1 2 3 1 3
3 7 9 4] 13 ~ 0 1 0 1 4 ~ 0 1 0 1 4
5 6 16 p| -1 0 -4 0 p—5|—-16 0 0 0 p—110

(2 pont)
1. eset: ha p — 1 # 0, azaz p # 1.

Ekkor a Gauss-elimindciét folytatva elszor leosztjuk az utolsé sort (p — 1)-gyel, és igy a kovetkezéket

kapjuk.
1 2 3 03 1 0 3 0] -5
010 0|4 ]~ 0 1 0 O 4
0 0 0 10 0 0 0 1 0

(2 pont)
Vagyis p # 1 esetén a megoldas: x5 = a € R tetszdleges, x1 = —5 — 3, 9 =4, x4 = 0. (2 pont)




2.eset: hap—1=0, azaz p = 1.
Ekkor a Gauss-eliminaciét folytatva a kovetkezoket kapjuk.

123 173 1 0 3 —-1] =5
0 0 Y~lo 10 1] 4
0 0 0
(2 pont)

Vagyis p = 1 esetén a megoldas: r3 = a € R és x4 = [ € R tetszoleges, xr1 = =5 —3a+ 3, xo =4 — .
(2 pont)

1 1
0 0

A szamolasi hibak — egyébként elvileg jo megoldas esetén — darabonként 1 pont levonast jelentenek. Ha
a hiba kovetkeztében a megoldas konnyebbé valik, akkor csak a fentieknek lényegében megfeleltetheto
részekért adhaté pont. Ha egy megoldd (akar helyes) szamitdsokat végez (példaul egy ismeretlent
kifejez, behelyettesit, stb.), de ezek a lépések nem célratoréek, nem mutatjik egy helyes megoldés
irdnyat, azért maximum 3 pont adhaté az elvégzett munka hasznossagatol fiiggoen.

. Linedrisan fiiggetlenek-e az aldbbi, R*-beli vektorok?

1 —2 )
—2 7 2
Q - _3 ) I_) - 8 ) Q - _6
1 -3 1
Tegyiik fel, hogy a-a+ B -b+ - c = 0 teljesiil valamilyen «, 5,7 € R skalarokra. (2 pont)

A Gauss-eliminéaciot alkalmazva a kovetkezoket kapjuk.

1 =2 510 1 =2 510 1 =2 510
-2 7 210 0 3 1210 0 1 410
3 8 =60 [T o 2 90 0o 0 1]0 |~
1 -3 110 0O -1 —41]0 0 0O 0[O0
1 =2 010 1 0 01]0
~ 0 1 010 ~ 0 1 0]0
0 0 110 0 0 1]0
(4 pont)
Vagyis a megoldds o = § = v = 0. (1 pont)
fgy a tanultak szerint a,b, ¢ linedrisan fiiggetlenek (mert ca + fb+vc=0csak az a = =~ =0
esetben lehetséges). (3 pont)

A feladat természetesen megoldhat6 a linedris fiiggetlenség ekvivalens definicidjara alapozva is (vagyis
annak megmutatasaval, hogy a, b és ¢ koziil egyik sem fejezhet6 ki a masik ketto linedris kombindcio-
jaként). Ekkor az a ¢ (b, ¢) éllitas indoklasaért 2 pont, a b ¢ (a,c) és ¢ ¢ (a,b) allitdsok indokldsaért
2-2 pont jar; a hidnyz6 3 pont pedig a definicié helyes alkalmazdséért jar (beleértve tehat ebbe annak
az ismeretét is, hogy ilyenkor mindharom allitas igazolasa sziikséges a linearis fiiggetlenség megmuta-
tasahoz).

. Alljon a V < R altér azokbdl az R3-beli vektorokbol, amelyeknek a paratlan

koordinatai egy 2-kvéciensit mértani sorozatot alkotnak, a paros koordinatainak 3
Osszege pedig 0. fgy példaul a jobbra lathaté v vektor V-beli. Hatarozzuk meg 7
a V' altér dimenzigjat. V= 6
(Egy teljes értékii megoldashoz nem sziikséges bebizonyitani, hogy V' valéban —7
altér.) 12

AV halmaz leirdsa alapjan a V-beli vektorok (xi,zs, 221, —x2,4x1)T alakuak valamely xq, xo valds
szédmokra. (1 pont)
Megmutatjuk, hogy az u = (1,0,2,0,4)" és v = (0,1,0,—1,0)" vektorok V egy bazisat alkotjdk.



(1 pont)
Ehhez azt kell belatnunk, hogy linedrisan fiiggetlenek és V' egy generatorrendszerét alkotjak. (1 pont)
Nyilvan u és v is egy V-beli vektor (u esetében a mértani sorozat els6 eleme 1, v esetében pedig 0).

(1 pont)
Legyen z = (x1, 2,231, —T,4731)" egy tetszéleges V-beli vektor. Ekkor z elddll z = 1 - u + 29 - v
alakban. Tehat az u és v vektorok V' egy generatorrendszerét alkotjak. (3 pont)
Az u és v vektorok linedrisan fiiggetlenek, hiszen a két vektor koziil egyik sem skaldrszorosa a masik-
nak. (Természetesen ez a definici6 segitségével is belathato.) (2 pont)
Mivel taldltunk egy 2-elemii bazist V-ben, ezért V' dimenzidja 2. (1 pont)
. Hatérozzuk meg az aldbbi matrix determinansat a p valds 0 0 2 _1
paraméter minden értékére. 3 0 —4 1
2 =5 0
p 3 0
Fejtsiik ki a determindnst az elsé sor szerint:
g 8 _Z _1 301 30 —4
=212 5 0|—-(-)-|2 =5 0
2 =5 0.0 30 31
» 3 0 P
(4 pont)

Az els6 (3 x 3)-as matrix determindnsat a harmadik oszlop szerint, a mésodikét pedig az elsé sor
szerint kifejtve a kovetkezoket kapjuk.

301 )
2 50 :1~’ 3‘22 3—(=5)-p=5p+6
» 30 p
(2 pont)
50 ~5 0 2 -5
2 -5 0|=3 + (—4) —3.(=5-1—-0-3)—4-(5p+6) = —20p — 39
31 » 3
3 1
(3 pont)
Vagyis a keresett determinéans 2(5p + 6) + (—20p — 39) = —10p — 27. (1 pont)

A determinanst természetesen mashogy, pl. Gauss-eliminacioval is ki lehet szamitani. Minden, a meg-
oldast érdemben nem befolyasolé szamoldsi hiba 1 pont levonést jelent. A determindnsra vonatkozd
egyes alapismeretek teljes vagy részleges hianyabol fakadé elvi hibak viszont darabonként 4 pont le-
vonast jelentenek. Ilyen példdul, ha egy megoldd a kifejtési tétel alkalmazasa soran vagy a definicié
szerinti kiszamitas esetén hibasan hatarozza meg az elGjeleket, vagy ha példaul egy sor konstanssal
szorzasa, vagy sorok cseréje utan nem, vagy hibasan kdéveti a determindns megvaltozasat. Kétes ese-
tekben elvi hibdnak tekintend6 minden olyan hiba, amikor nincs nyoma annak, hogy a megold6 a
szoban forgo ismeretet helyesen probalta alkalmazni.

Legyen B = {b;,by,b3,0,} a V < R9 altér egy bdzisa, és legyen a v vektor koordindtavektora a B
bézis szerint [v]p = (4, 2,42,4242). Igaz-e, hogy B’ = {b;,v,bs,b,} a V altér bézisa?

Megmutatjuk, hogy igaz az allitas.

1. megoldas. Mivel [v]p = (4,2,42,4242), ezért v =4 -b; +2- by + 42 - by + 4242 - b,. (1 pont)
Belatjuk, hogy a b;, v, by, b, vektorok linedrisan fiiggetlenek.

Tegyiik fel, hogy A1 -by + Ao - v+ A3 - by + A\yb, = 0 teljesiil valamilyen Aj, Ay, A3, Ay skaldrokra. (1 pont)
Behelyettesitve ebbe a v = 4-b; +2-by +42- by +4242 - b, Osszefiiggést, majd atrendezve az egyenletet,

(AL +4-X2) by +2Xg -0y + (A3 +42- Xg) - by + (Mg +4242- X)) - b, =0



adodik. (2 pont)
Mivel a by, by, by, b, vektorok linedrisan fiiggetlenek (hiszen V' egy bazisét alkotjdk), ezért ez csak gy

lehetséges, ha A\ +4- X =06és2 3 =06s A3 +42- Ay =0 és Ny +4242- Xy = 0. (2 pont)
Ebbdl azonnal adddik, hogy Ay = Ay = A3 = Ay = 0 is teljesiil. Vagyis az eloadason tanult tétel szerint
a by, v,bs,b, vektorok linedrisan fiiggetlenek. (1 pont)

Mivel a by, v, by, b, egy 4-elemi linedrisan fiiggetlen V-beli rendszer, valamint a b,, b,, b4, b, vektorok
V egy 4-elemii generdtorrendszerét alkotjak (hiszen V' egy béazisat alkotjak), ezért az eléaddson tanult
tétel szerint by, v, by, b, a V egy bazisa. (3 pont)

2. megoldas.

Mivel [v]p = (4,2,42,4242), ezért v =4 - by + 2 - by + 42 - by + 4242 - b,. (1 pont)
Belatjuk, hogy a b;, v, bs, b, vektorok V' egy generatorrendszerét alkotjak. Legyen ehhez w egy tetszo-
leges V-beli vektor.

Mivel a by, by, by, b, vektorok V' egy generatorrendszerét alkotjék (hiszen V' egy bézisat alkotjdk), ezért
w=oaq by +as-by+az-by+ ay-b, valamely oy, as, as, ay skalarokra. (2 pont)

Behelyettesitve ebbe a b, = % ‘v —2-by —21-b;—2121-b, Osszefliggést, majd atrendezve az egyenletet,

a
w=(a1—2-a2)-bl+§-y+(—21-a2+a3)-ég+(—2121-a2+a4)-124

adodik. (2 pont)
Vagyis a w vektor eldall a by, v, by, b, vektorok egy linedris kombinacidjaként. Tehat a b, v, b4, b, vek-
torok valoban V' egy generatorrendszerét alkotjak. (2 pont)

Mivel a by, by, 05,0, egy 4-elemt linedrisan fiiggetlen V-beli rendszer (hiszen egy bézis), valamint a
by, v, bs, b, vektorok V egy 4-elemii generatorrendszerét alkotjék, ezért az eléaddson tanult tétel szerint
b1,v,b3,by &V egy bézisa. (3 pont)

Természetesen az is helyes, ha valaki az 1. megoldasban ismertetett médon latja be, hogy a b,, v, bs, b,
vektorok linearisan fiiggetlenek, és a 2. megoldasban leirt médon bizonyitja, hogy ezek a vektorok V
egy generatorrendszerét alkotjak. Ekkor a koordindtavektor értelmezéséért jaré 1 pont megszerzése
utén a linedris fiiggetlenség bizonyitasa 1+ 1+ 241 pontot, a generatorrendszerség bizonyitasa pedig
1+ 1+ 2 pontot ér.



A Szamitastudomany alapjai
1. pZH javitékules (2024. 11. 18.)

Az dtmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek
megallapitva az értékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam elott szereplo allitas ki-
mondasa, tétel felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését.
Az adott részpontszam megitélésének az a feltétele, hogy a megoldashoz vezeto gondo-
latmenet megfelelo részének végiggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbol. Ha ez
utobbi kideriil, am a kérdéses allitas, tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a
részpontszam legalabb részben jar.

Természetesen az ismertetettektol eltéro, am helyes megoldasokért teljes pontszamok,
részmegoldasokért pedig az utmutatobeli pontozas intelligens kozelitésével meghataro-
zott aranyos részpontszamok jarnak. Szamolasi hibaért altalaban hibanként 1 pontot
vonunk le.

1. Tegyiik fel, hogy az egyszert G grafnak 9 csicsa van, melyek fokszama rendre 4,4, 5, 5,
6,6,7,7,8. Kovetkezik-e ebbdl, hogy a G komplementergraf bizonyosan tartalmaz

kort?

A kézfogaslemma szerint G csicsainak fokszamosszege megegyezik G éleinek szama-
nak kétszeresével. (2 pont)
Ezért G élszéma $(4+4+5+5+6+6+7+7+8) =2 = 26. (1 pont)
Mivel a Ky teljes grafnak (g) —= 36 éle van, ezért a G komplementergraf élszama
36 — 26 = 10. (3 pont)
Az éran azt tanitottdk, hogy egy n-csicsid, kormentes grafnak legfeljebb n — 1 éle
lehet. (2 pont)

Mivel a 9-csticst G komplementergrafnak 10 éle van, ezért G nem lehet kérmentes, igy
bizonyosan tartalmaz kort. Nekiink pedig pontosan ezt kellett igazolnunk. (2 pont)

Az els6 6 pont alabbi gondolatmenet ismertetésével is megszerezheto.

A G komplementergrafban a fokszamok 4,4, 3,3,2,2,1,1,0. A kézfogdslemma szerint
G csticsainak fokszdmosszege megegyezik G éleinek szdmanak kétszeresével, ezért G
élszdma 5(4+4+3+3+2+24+1+1+0) = 3 = 10.

Ekkor a fokszamok meghatarozasa 3 pontot, a kézfogas lemma felidézése 2 pontot, a
G élszamanak kiszamitésa pedig 1 pontot ér.

Ha egy megoldé helyteleniil hatarozza meg a fokszamokat, akkor az ezért jard 3
pont elvesztése utan a tovabbi részpontszamokat még megkaphatja. Ha azonban a
hiba kovetkeztében a megoldas konnyebbé valik, akkor csak a fentieknek lényegében
megfeleltetheto részekért adhaté pont.

2. Van-e olyan e éle a bal oldali abran lathato G grafnak, amire a G — e graf minimalis
koltség feszitéfajanak koltsége 2-vel tobb, mint a G minimalis koltségi feszitofajanak
koltsége?

Keressiink egy minimélis koltségii feszitéfat a Kruskal-algoritmussal. (Ez a pont ak-

kor is jar, ha egyértelmiien kideriil, hogy a megoldé ezzel az algoritmussal dolgozik.)
(1 pont)




Az algoritmus az élekrol a koltségiik szerinti novekvo sorrendben donti el, hogy
bekeriiljenek-e a minimdlis koltségli feszitéfaba. (2 pont)
(Ha egy megoldé csak felrajzolja a minimélis koltségii feszitéfat, de egyéltaldn nem
kovethetok nala az algoritmus lépései, az ezt a 2 pontot nem kapja meg abban az
esetben sem, ha a felrajzolt feszitofa helyes.)

Egy minimalis koltségl feszitofa a bal oldali abran lathaté. Ennek a koltsége 22.

(2 pont)
Hagyjuk el az e = uv élt és keressiink igy is egy minimalis koltségli feszitofat a
Kruskal-algoritmussal. (3 pont)

Ekkor a jobb oldali abran lathaté feszitéfat kapjuk. Ennek a koltsége 24. (2 pont)
Ezért a feladat kérdésére igenl6 a valasz: van olyan éle G-nek, amit elhagyva a mini-
malis koltségli feszitofa koltsége 2-vel novekszik.

a | b | c|d]e
. A mellékelt tablazat a felso becslés valtozasat mu- /
. . : y 0| 0 oo |oo| oo 00
tatja a Dijkstra-algoritmusnak egy nemnegativ él-
124 . Id Ld / . 42 O w 7 w 77
hosszokkal rendelkezo, iranyitatlan G' grafon tor- ox | 0133l 7| 40! 66
téno futtatasa sordan. Igaz-e, hogy bizonyosan ve-
a4 . . : 241 0 [ 28| 7 |42 ] 44
zet él ¢ és f kozott a G gratban? Ha igen, akkor
adjuk meg a hosszat 241028 ) 7 ) 33143
JHE THes 24 0 | 28| 7 | 33|42

A KESZ halmazba mindig az a KESZ halmazon kiviili csics keriil, amelyikre az
aktudlis fels0 becslés a legkisebb, majd a bekeriilt cstucsbdl a kilépo élek mentén
javitunk. (2 pont)
Az alabbi tablazatban a bekarikazott szamu csucsok keriilnek az adott lépésben a
KESZ halmazba, a szamok mellé irt csicsok pedig azt jelolik, hogy melyik csticsbdl
kilép6 él mentén tortént meg a javitas. (4 pont)
(Természetesen ez a 4 pont akkor is jar, ha més médon jelennek meg egy megoldasban
a sziitkséges informéciok. )

a b c d e f
00 @ oo | oo | 0o | o0
42 b 00 @b oo | T7b

d 33 d 42 4 | 66 4
(28) « 42 4| 44 4
(33)c| 43 c
(42) e

Az el6z6 tablazatbdl kiolvashatd, hogy a ¢ cstuicsbdl javitottunk az f-hez tartozoé felso
becslésen, tehat c és f kozott biztosan vezet él, (2 pont)




melynek hossza 43 — 28 = 15. (2 pont)

. Hatarozzuk meg a masodik adbran lathat6 PERT probléma minimalis végrehajtasi
idejét és a kritikus tevékenységeket.

Forrastorlés médszerével (vagy més, alkalmas médon) meghatarozzuk a G graf csu-
csainak egy topologikus sorrendjét: a, b, f,d, g, h, e, c. (2 pont)
(Ha nem deriil ki a (helyes) topologikus sorrend meghatarozasanak médszere, az 1
pont veszteség.)
Az éran tanult PERT-mddszer futtatasa utan az abran lathaté eredmény adodik. A
legkorabbi befejezési idoket a cstucsok mellett allo szamok jelzik, (3 pont)
az egyes csucsokba befuté leghosszabb utak utolsd éleit pedig megvastagitottuk.
(3 pont)
A kritikus tevékenységek a, b, d, g, e, h, ¢, mas szoval f kivételével az Osszes tevékeny-
ség. (2 pont)

Ha egy megoldo elszamol egy befejezési idét (de utana azzal helyesen szamol tovabb),
akkor 1 pontot, ha pedig nem jel6li meg az Osszes lehetséges utolso élt, akkor ezért 2
pontot veszit.

. Van-e Hamilton-kére a harmadik abran lathaté grafnak?

Az alabbi abran pirossal jelzett 3 csicsot elhagyva a graf 4 komponensre esik szét,
(7 pont)

(nevezetesen egy izolalt cstcsra és harom darab Kj-ra),

amibol az eldadason tanult tétel szerint kévetkezik, hogy a grafnak nincs Hamilton-

kore. (3 pont)

Ha egy megoldé tudja, hogy mit kellene keresni, de (lathaté prébalkozasok ellenére)
nem taldlja, akkor az eléadason tanult tétel helyes kimondésaért jaré 3 ponton feliil
a probalkozasok mindségétol fiiggden legfeljebb tovabbi 2 pontot kaphat.



* A negyedik abran lathaté a G graf egy BFS-fdja. Lehetséges-e, hogy bg, fj és ci is
élei G-nek?

Bebizonyitjuk, hogy nem lehetséges.
Az 6rdn az tanitottak, hogy minden grafél legfeljebb egy szintet 1ép lefelé a BFS-
faban. (1 pont)

Megmutatjuk, hogy ebbdl az kivetkezik, hogy a BFS-fa gydkere csak a d cstics lehetne.
Az a csics nem lehetett a gyokér, hiszen az a-tél a b tavolsaga 1, mig a g tavolsaga
4, vagyis a bg ¢él tobb mint egy szintet 1épne lefelé. Szimmetriaokok miatt az e cstcs
sem lehetett gyokér az fj él miatt, valamint a h csics sem lehetett gyokér az ic él
miatt.
A ¢ csics sem lehetett gyokér, hiszen a c-tdl a b tavolsaga 1, mig a g tavolsaga 6,
vagyis a bg él tobb mint egy szintet 1épne lefelé. Szimmetriaokok miatt a g cstcs sem
lehetett gyokér az fj él miatt, valamint a j csics sem lehetett gyokér az ic él miatt.
(4 pont)

Viszont a d csicsbdl indulva barmelyik csticsot is érjiik el az b, f és ¢ cstcsok koziil
elsoként a BFS-bejaras soran, a BFS-faba be kell keriilnie a bg, fj vagy ic él valame-
lyikének. (4 pont)
Tehat bg, f7 és ci nem lehet egyszerre éle G-nek. (1 pont)

Ha egy megoldé a feladatbeli abra alapjan azt feltételezte, hogy a d cstcs volt a
gyokér, akkor az ennek indoklasaért jaro 4 pontot értelemszertien nem kaphatja meg.
Ha egy megoldd csak annyit mond, hogy a d gyokértol nézve a bg, fj és ic élek is
a BFS-fa szomszédos szintjei kozott futnak és emiatt a feladat kérdésére igenld a
valasz, akkor ezért a gondolatért legfeljebb 2 pontot kaphat.



A Szamitastudomany alapjai
2. pZH javitékulcs (2024. 12. 11.)

Az dtmutatéo mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megallapitva az
értékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam elott szereplo allitas kimondasa, tétel felidézése nem jelenti
automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam megitélésének az a feltétele,
hogy a megoldashoz vezet6 gondolatmenet megfelelo részének végiggondolasa vilagosan kideriiljon a
dolgozatbol. Ha ez utdobbi kideriil, am a kérdéses allitas, tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor
a részpontszam legalabb részben jar.

Természetesen az ismertetettektol eltéro, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, részmegoldasokért
pedig az utmutatobeli pontozas intelligens koézelitésével meghatarozott aranyos részpontszamok jarnak.
Szamolasi hibaért altalaban hibanként 1 pontot vonunk le.

1. Lehet-e a K3 teljes grafbol gy torolni 42 élt, hogy a kapott graf sikbarajzolhato legyen?

A K3 teljes graf élszéma |E(K3)| = (V) =6-13 =718, (2 pont)
Ezért a 42 €l torlésével kapott G graf élszama 78 — 42 = 36. (1 pont)
A konstrukciobdl adéddéan G egyszerii graf, (1 pont)
igy ha G sikbarajzolhato is volna, akkor a tanult tétel szerint e < 3n — 6 teljesiilne, ahol e ill. n rendre
G éleinek ill. cstcsainak szamat jeloli. (2 pont)
Mivel most 3n—6 = 3-13—6 = 33 < 36 = e, ezért a kapott graf biztosan nem sikbarajzolhaté. (4 pont)

2. Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszert a valés szamok korében.
r1+2x3+ x4 — 225 = 10
3x1+ X2+ Dbx3 — x4 — 205 = 18
—x1 4+ 229 —4dxs+ 4= —4

A Gauss-eliminéaciot alkalmazva a kovetkezoket kapjuk.

10 2 1 =2]10 10 2 1 =2 10 10 2 1 =2| 10
31 5 -1 =218} ~]101-1-4 4|-12 | ~1 01 -1 —4 41-12 | ~
-1 2 -4 1 0|-4 02 -2 2 =2 6 00 0 10 —-10| 30
10 2 1 =2| 10 10 20 —1|7
~]1 01 -1 -4 4/-12 |~ 01 -10 010
00 0 1 -1 3 00 01 -1/3
(7 pont)
Vagyis 13 = o € R és x5 = € R tetszdleges, 11 =7 —2a + 3, 150 = «, 4 = 3+ 5. (3 pont)

A szamolasi hibdk — egyébként elvileg j6 megoldas esetén — darabonként 1 pont levonast jelentenek. Ha
a hiba kovetkeztében a megoldas konnyebbé valik, akkor csak a fentieknek lényegében megfeleltetheto
részekért adhaté pont. Ha egy megoldé (akar helyes) szamitasokat végez (példaul egy ismeretlent
kifejez, behelyettesit, stb.), de ezek a lépések nem célratoréek, nem mutatjik egy helyes megoldés
irdnyat, azért maximum 3 pont adhat6 az elvégzett munka hasznossagatol fiiggden.

3. Jeldlje vy, vy, v s u az aldbbi Re-beli vektorokat. A p valds paraméter minden lehetséges értékére
dontsiik el, hogy igaz-e az u € (vy,v,, v5) allitas.

—1 1 1 _92

v, = 0 , Uy = L , Uy = 21 s u= =3
1 3 2 0 3 1 1
1 9 —1 D

Az u € (vy,vy,v5) allitds azt jelenti, hogy u kifejezhetd a vy, vy, v5 vektorok linedris kombinacidjaként,
vagyis léteznek olyan «, 3,7 skalarok, hogy a - vy + 8- vy +7v - v3 = u. (1 pont)




A vektoregyenlet az alabbi linearis egyenletrendszerrel ekvivalens:

—a+f+y=-2

B+2y=-3
a+vy=1
at2f-y=p (1 pont)
A Gauss-elimindciét alkalmazva a kovetkezdket kapjuk.
-1 1 1|-2 1 -1 -1 2 1 -1 -1 2 1 -1 -1 2
01 2|-3 0O 1 2| -3 0 1 2| -3 0 1 2| =3
30 11 [“fo 3 4/ -5 |70 0o-2 4 [T|0o o 1] -2
12 —1|p 0 3 0|p—2 0 0 —6|p+7 0 0 O|p—5
(3 pont)
Ha p — 5 # 0, akkor az utolsé sor tilos sor, és ilyenkor nincs megoldas, (1 pont)
azaz p # b esetén u ¢ (vy,v,, v3). (1 pont)
Ha p = 5, akkor a Gauss-eliminaciot folytatva az alabbi adddik.
(1)_1_;—3 1 -10| 0 100] 1
0 0 1l-2 |~ 0 10, 1 ]~]1010] 1
o o ol o 0 0 1|-2 00 1|—
(1 pont)
Vagyis p = 5 esetén a megoldas: a =1, =1és v = -2, (1 pont)
igy ilyenkor u € (v, vy, v3). (1 pont)

Természetesen a p = 5 esetben hivatkozhatunk arra is, hogy mivel a csupa nulla sor elhagyasaval
kapott 1épcsds alak minden oszlopa tartalmaz vezéregyest, ezért van (egyértelmii) megoldésa, amibol
u € (v, vy, v5) kivetkezik.

. Bézist alkotnak-e R3-ban az aldbbi a, b, ¢ vektorok?

1 -3 2

a= 31, b=\|-71, c=1| -8

-5 12 11
Ahhoz, hogy ezek a vektorok bazist alkossanak, az kell, hogy linearisan fiiggetlenek legyenek és gene-
rdtorrendszert alkossanak R3-ban. (1 pont)
A linedris fiiggetlenség vizsgalatahoz tegyiik fel, hogy a-a+ -b+ v - ¢ = 0 teljesiil valamilyen
a, 3,7 € R skaldrokra. (2 pont)

Behelyettesitve az a, b, ¢ vektorokat és elvégezve a miiveleteket a kdvetkezo linedris egyenletrendszerre
jutunk:
a—30+2y=0
3a =T -8y =0
—ba+ 128+ 11y =0

(1 pont)
A Gauss-eliminéciot alkalmazva a kovetkezoket kapjuk.

1 -3 2|0 1 -3 210 1 -3 2|0 10 —19|0

3 -7 80 ~10 2 -14|0]~(0 1 -7/0]~(01 =7]0

-5 12 11|0 0 -3 21|0 0 0 010 00 00
(3 pont)
Vagyis 7 € R szabad paraméter, « = 19y és 5 = T7. (1 pont)
fgy példaul a v = 1 vélasztassal a = 19 és § = 7 adddik, azaz 19u + 7v + w az u, v, w vektorok egy
olyan nemtrivialis linearis kombinacidja, ami a nullvektort adja. (1 pont)

Tehat az u, v, w rendszer nem fiiggetlen, és ezért nem is bézis R3-ban. (1 pont)



5. Szamitsuk ki az aldbbi determindns értékét a determindns definiciéja szerint. (A megolddsban tehat
ne hasznaljunk semmilyen, a determinansra vonatkozo tételt vagy azonossagot, pusztan a definiciéra
alapozva hatdrozzuk meg az értékét.)

6 0 7 —4
00 -1 0
30 -9 1
-5 2 0 8

El6szor megmutatjuk, hogy a determinans definiciéjaban szereplo, eléjelesen 6sszeadandd szorzatok
kozott két nemnulla szorzat szerepel. (1 pont)
Ha ugyanis nemnulla szorzatot szeretnénk kivélasztani, akkor a mdasodik sorbdl csak a (—1)-et, a
méasodik oszlopbdl pedig csak a 2-t valaszthatjuk. Vagyis az els6 sorbdl vagy a 6-ot vagy a (—4)-et
kell valasztanunk. Az el6bbi esetben a harmadik sorbdl az 1-et, az utobbi esetben pedig a 3-at kell
véalasztanunk, igy csakugyan két nemnulla szorzatunk lesz, mégpedig a 6-(—1)-1-2ésa —4-(—1)-3-2.

(2 pont)
Az ezekhez tartozé permutaciok rendre az 1, 3, 4, 2, illetve a 4, 3, 1, 2. (1 pont)
Ezek koziil az els inverzidészdma 2, mivel ebben a permutédciéban az inverziéban all6 elempérok (3, 2)
és (4,2), (1 pont)
a masodiké 5, mivel ebben a permutédciéban az inverziéban &ll6 elemparok (4,3), (4,1), (4,2), (3,1)
és (3,2). (1 pont)
A 6-(—1)-1-2 szorzatot tehat pozitiv eljellel kell figyelembe venniink, mivel a hozza tartozé per-
mutacié inverziészama paros, (1 pont)
a —4-(—1) - 3 -2 szorzatot pedig negativ eljellel, hiszen a hozza tartozé permutdcié inverzidészama
pératlan. (1 pont)
A determinans értéke tehat 6- (—1)-1-2—(—4)-(-1)-3-2=—12 — 24 = —36. (2 pont)

x Tegyiik fel, hogy B = {b;, by, b3} az R? tér egy bézisa, és nincs olyan 0 # v € R? vektor, amire v = [v]p
teljesiil. Igazoljuk, hogy a b, — ey, b, — €,, b3 — €4 vektorok linearisan fiiggetlenek.

Tegytiik fel, hogy a- (by —e;) + 5+ (by —ey) +7v- (bs — e5) = 0 teljesiil valamilyen «, 5,7 € R skalarokra.

Ekkor oo by + B -by+7v-b3=a-¢e + B e +7- €3 (
Legyen v = (a, 3,7)". Az elézéek alapjan [v]p = (a, B3,7)". (
Ekkor a feladat feltételei szerint v = 0, (2 pont
azaz a« = 3 =~ = 0. (
Igy a tanultak szerint b, — ey, by — ey, by — 5 vektorok linedrisan fiiggetlenek (mert o+ (b, — e
(by —€y) + v+ (by — e3) = 0 csak az « = f = v = 0 esetben lehetséges). (



