Bevezetés a szamitaselméletbe I1.
Zarthelyi feladatok — pontozasi atmutato
2012. aprilis 19.

Altalanos alapelvek.

A pontozéasi utmutatd célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az
utmutatoé minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez
rendelt részpontszamokat kozli. Az atmutatonak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak
részletes lefrasa; a leirt 1épések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetdk.

Az atmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcso-
16d6 gondolat egy attekinthets, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy lépéseként szerepel
a dolgozatban. Igy példaul az anyagban szerepld ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa azok
alkalmazasa nélkiil nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megol-
dasban valoban szerephez jut). Annak mérlegelése, hogy az utmutatoban feltiintetett pontszam a
fentiek figyelembevételével a megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javito
hataskare.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gon-
dolatmenet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphat6. Az atmutatoban
szereplé részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az utmutatoban leirttol eltérs jo
megoldéas természetesen maximalis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. Az elégséges hatara 24 pont. A vizsgajegybe a dolgozat pontszama
szamit bele, igy a dolgozatokra osztalyzatot nem adunk.

1. Egy 6t csticsu egyszert graf szomszédossagi matrixanak harmadik hatvanyaban a f6atlo eleme-
inek szorzata 64. Mutassuk meg, hogy a graf kétszeresen élosszetiiggs.
x x % % %

A definici6 szerint egy graf szomszédossagi matrixanak harmadik hatvanyaban a f6atlo i. eleme

az 1. cstcson atmend harom hosszi zart élsorozatok szamaval egyenld. (1 pont)
Mivel a graf (nevezziik G-nek) egyszerd (valojaban elég a hurokélmentességet hasznalni), a harom
hosszi zart élsorozatok épp a harom hosszu korok. (2 pont)
A feltétel miatt a fGatloban nem szerepel a 0, ezért minden csticson atmegy legalabb egy harom
hosszi kor. (2 pont)
Tegyiik fel indirekten, hogy G nem kétszeresen élosszefiiggs, ekkor lesz olyan éle, amit elhagyva a
kapott G’ graf nem lesz Gsszefliggd. (1 pont)
G’ legkisebb komponense (nevezziik K-nak) ekkor legfeljebb két pontbol allhat, hiszen G’-nek
legalabb két komponense van és 6t cstcsa. (1 pont)
K nem éallhat egy csticsbol, mert G-ben minden csticson megy at kor, azaz minden cstcs foka
legalabb kettd. (1 pont)
K azonban nem allhat két cstcsbol sem, mert a barmelyikiikon atmend harom hosszi kérnek két
¢le menne ki K-bol G-ben, ami lehetetlen, ezzel az allitast belattuk. (2 pont)

Erdemes megjegyezni, hogy a feltételnek megfelels graf csakugyan létezik, példaul ilyen lesz az a
graf, ami két olyan haromszogbdl all, melyeknek egy kozos cstucsa van. (S6t, azt sem tul nehéz
megmutatni, hogy val6jaban ez az egyetlen, a feltételeknek megfelels graf.)

2. A 15 pontu G graf egy 4 ponti, egy 5 pontu és egy 6 pontu korbél késziilt agy, hogy az 5 ponti
kor minden cstcsat osszekotottiik (egyetlen éllel) a mésik két kor minden csucsaval. Legyen s a 4
ponti kor egyik csticsa, ¢t pedig a 6 pontu kor egyik cstcsa.

a) Maximalisan hany paronként cstucsdiszjunkt ut adhaté meg s és ¢t kozott G-ben?

b) Maximaélisan hény paronként éldiszjunkt ut adhaté meg s és t kozott G-ben?
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a) Jelolje vy, v, ..., v5 az 5 pontu kor csucsait. Ekkor az (s, v;,t) utak (a szomszédos cstucsok
kozti éleket beleértve) 6t darab, paronként cstcsdiszjunkt utat alkotnak s és t kozott. (2 pont)
Ennél tobb ilyen ut viszont (Menger iranyitatlan grafokra és s és t kozotti csucsdiszjunkt utakra

vonatkozo tétele szerint) nem létezhet, mert a vy, v, . .., v5 cstcsok lefogjak az s és t kozotti Gsszes
utat (hiszen ezeket G-bél elhagyva méar nincs s-bdl ¢-be ut). Vagyis a valasz: 5. (3 pont)

b) Jeldlje s két szomszédjat a 4 ponta koron sy és so és t két szomszédjat a 6 pontu koron
jelolje t1 és to. Az a) feladatban megadott 6t utat kiegészithetjik két tovabbival: (s, s1, vy, tq,1) és
(s, 82,v1,t9,t). Az igy kapott 7 darab ut paronként éldiszjunkt. (3 pont)
Ennél tébb ilyen ut viszont (Menger iranyitatlan grafokra és s és t kozotti éldiszjunkt utakra
vonatkoz6 tétele szerint) nem létezhet, mert példaul az s-re illeszkedd 7 darab él nyilvan lefogja az
s és t kozotti Osszes utat (hiszen ezek elhagyasa utan s izolalt cstcs lesz, ¢ nem érhet6 el belgle).
Igy a valasz: 7. (2 pont)

3. Milyen maradékot adhat egy egész szam 153-mal osztva, ha a 31-szerese 10 maradékot ad
153-mal osztva?
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A feladat a 31n = 10 (mod 153) lineéaris kongruencia. (1 pont)
5-tel szorozva: 155n = 50 (mod 153), vagyis 2n = 50 (mod 153). (3 pont)
2-vel osztva: n =25 (mod 153), (2 pont)
ahol (2,153) = 1 miatt az osztas a kongruencia modulusat nem valtoztatta meg. (2 pont)
Mivel (5,153) = 1 miatt az elGszor végzett 5-tel valo szorzas is ekvivalens 1épés, ezért a megoldas
n =25 (mod153), vagyis a keresett maradék csak 25 lehet. (2 pont)
Ha valaki csak azt ellenérzi, hogy (31,153) = 1|1, igy a kongruencidnak van megoldasa, de a

megoldast kiszamolni nem tudja, az 6sszesen 2 pontot kapjon. A megtett lépések ekvivalens voltéara
valo hivatkozas helyett ellenérzéssel is meg lehet gy6z&dni a kapott megoldés helyességérdl (vagy
lehet hivatkozni arra is, hogy (31, 153) = 1 miatt egyetlen helyes megoldas létezik (mod 153), igy
a kapott megoldas helyes). Szamolési hibékért 1-1 pont vonando le, de a maradék pontszam csak
akkor jar, ha a hiba miatt a feladat nem lett lényegesen konnyebb.

4. Hany olyan 2012-nél kisebb pozitiv egész szam van, amely 19-cel osztva 10 maradékot ad és
37-tel osztva 15 maradékot ad?
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A feladat az n = 10 (mod19), n = 15 (mod 37) kongruenciarendszer 2012-nél kisebb pozitiv
megoldasai szdmanak meghatarozésa. ( )
Az els6 kongruencia szerint n = 19k + 10 alaka valamilyen k egészre. ( )
Ezt a mésodik kongruenciaba helyettesitve: 19k + 10 = 15  (mod 37). (2 pont)
10-et mindkét oldalbél levonva: 19k =5 (mod 37). ( )
2-vel szorozva: 38k = 10 (mod 37), vagyis k = 10 (mod 37). ( )
Igy k = 370 + 10 alakt valamely ¢ egészre. Ezt a fentibe helyettesitve:

n = 19k + 10 = 19(37¢ 4 10) 4 10 = 703¢ + 200.

A kongruenciarendszer megoldésai tehat az ilyen alaku (vagyis az n =200 (mod 703) konguren-

cianak eleget tevs) n egészek. (2 pont)
Lathato, hogy az ¢ = 0, 1,2 esetekben kapunk 2012-nél kisebb pozitiv megoldasokat (ezek 200,
903 és 1606), igy tehat harom ilyen szam van. (1 pont)



5. Legyen p > 2 olyan primszam, amelyre 2p + 1 is prim. Bizonyitsuk be, hogy ekkor fennall az
alabbi kongruencia:

(p—l)(p_z)p 15]9—1 (mod 2p+1)
Xk ok K %
Mivel 2p + 1 prim, ezért (p—1,2p+ 1) =1, (1 pont)
és p(2p+1) = 2p. (1 pont)
[gy az Euler-Fermat tételt alkalmazva: (p — 1)* =1 (mod2p + 1). (1 pont)
Ezt tetszleges k > 0 egészre k-adik hatvanyra emelve, majd (p — 1)-gyel szorozva:
(p—1)F2H =p—1 (mod2p+1). (2 pont)
Ezért a feladat megoldasdhoz elegendd lesz megmutatni, hogy (p — 2)P~! = k- 2p + 1 teljesiil
valamilyen alkalmas k-ra, vagyis hogy (p —2)P"1 =1 (mod2p). (2 pont)
Mivel p prim, ezért 2p valodi osztéi csak 2 és p, ezek pedig (p — 2)-nek nyilvian nem osztéi. Igy
(p—2,2p) =1. (1 pont)
A ¢ kiszamitasara tanult képletbdl ¢(2p) = (2 — 1)(p — 1) = p — 1 kovetkezik, (1 pont)
igy az Euler-Fermat tételt (p — 2)-re és 2p-re alkalmazva éppen a kivant (p—2)P"' =1 (mod 2p)
allitast kapjuk, ezzel a feladat allitdsat bizonyitva. (1 pont)

6. Legyen H = {(a,b,¢) : a,b,c € Rya # 0,b # 0}, vagyis H a térnek azokbol a vektoraibol all,
amelyeknek az elsé két koordinatéja nem 0. Ertelmezziik H-n a * miveletet a kovetkezéképpen:
(a,b,6)  (d e, f) = (ad be,af + ce)

(Igy tehat peldaul (1,2,3)*(4,5,6) = (4, 10,21).) Dontsiik el, hogy H csoportot alkot-e *-ra nézve!
X ok ok %k

Az asszociativitas ellendrzéséhez vegyiink harom H-beli vektort: (a, b, c), (d,e, f), (g, h,1).
Ekkor

((a, b,c) % (d,e, f)) % (g, h,i) = (ad,be,af + ce) *x (g, h,i) =
= (adg, beh, adi + (af + ce)h) = (adg, beh, adi + afh + ceh) (1 pont)
és

(a,b,) = ((d,e, [) * (9,h,3)) = (a,b,€) = (dg, eh,di+ [h) =
= (adg,beh,a(di + fh) + ceh) = (adg,beh, adi + afh + ceh),

(

ami az asszociativitast igazolja. (

Van egységelem a *-ra nézve, mégpedig az (1,1,0) (amely 1 # 0 miatt H-beli), (
ugyanis (a,b,c)*(1,1,0) = (a-1,b-1,a-0+4+c-1) = (a,b,c) (1 pont

és (1,1,0) % (a,b,¢) = (1-a,1-b,1-¢+0-b) = (a,b,c). (

A tetszoleges (a, b, ) elemnek (1, (

(

(

—C

=€) inverze lesz, mert + # 0 %  miatt (£, 3, =) € H(1 pont

1

b a ab
¢s (a'abac)*(%v%ag_g): (a'%ab'%aa';_g+0%) :(17170) ].pOIlt
6 (3,7, 5) % (@0,0) = (30,5 b e+ 25 0) = (1,1,0). " pont

Mivel a definici6 minden feltétele teljesiil, ezért H *-ra nézve csoport. (1 pont

Az utolso 1 pont annak jar, aki a korabbi szamolasaibol helyes kévetkeztetést von le (akkor is, ha
egy hibas szamoléasbol arra kovetkeztet, hogy (H, %) nem csoport). Megjegyezziik, hogy a feladat-
beli H zart -ra, hiszen (a,b,c) € H és (d,e, f) € Hesetén a #0#bésd # 0 # e, igy ad # 0 és
be # 0, vagyis (ad, be,af + ce) € H. Azonban H zartsagat a feladat szovege is allitja, amikor x-ot
miveletnek nevezi. Ezért ennek ellenérzéséért nem jar kiilon pont.



