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7. Gyakorlat

7. Tantermi gyakorlat — Identifikacios algoritmusok

A kordbbi gyakorlatok sordn a szabdlyozdsi korben a szakasz drvitelét a legtobbszor
adottnak tételeztiik fel, vagy fizikai modellje alapjdn kaptuk meg. Ez nem minden
esetben lehetséges, a szabdlyozandd szakasz modelljét gyakran mérések alapjan kell
azonositanunk. A szakaszok identifikdciéjanak igen kiterjedt szakirodalma van, itt a
mintavételes, linedris, iddinvaridns és zajjal terhelt modellek azonositdsdval
foglalkozunk. A tantermi gyakorlatot egy demonstricid egésziti ki, ahol a Matlab
Real-time Workshop, a Matlab Identifikdcids toolbox és egyes dSPACE
(http://www.dspace.de/), illetve Quanser (http://www.quanser.com) hardvereszkdzok
haszndlatdit mutatjuk be. Ezek az eszkozok egyiittesen egy Un. gyors
prototipustervezést lehetdvé tevé kornyezetet biztositanak a szabdlyozdstechnikai
fejlesztései feladatokat elldté mérnokok szamara. A demonstracié végigktveti azt az
utat, amelyet a szabdlyozdstechnikai hardver megvaldsitdsa és kifejlesztése utdn a
mérnok végez: adatgyljtés a folyamaton, a folyamat modelljének meghatdrozdsa, a
szabdlyozdsi algoritmus kifejlesztése és szoftveres megvaldsitdsa, a szabdlyozdsi
rendszer végsd tesztelése és értékelése. Hasonlé feladatot a hallgaték késdbbi
laborgyakorlatokon maguk is elvégeznek, igy ez a tantermi gyakorlat a késobbi,
hasonlé témdjui mérések sikeres elvégzését is segiti.

Szabalyozasi korok dinamikus minéségi jellemzoi (ismétlés)

Egy stabilis (s-ben a bal félsikon 1év0) pdlushoz tartozé tranziens anndl lassabban
cseng le, minél kozelebb van a polus valds része nulldhoz. A zdrt szabdlyozdsi kor
atviteli fiiggvényének nulldhoz legkozelebbi pdlusat vagy konjugdlt komplex
polusparjat a zart rendszer domindns pdluspdrjdnak nevezziikk. Mivel a rendszer
gyorsitisa és a tullovés csokkentése (a stabilitdsi tartalék novelése) éltaldban
ellentétes kovetelmények, ezért a tervezd a legtobb szabdlyozdsndl a zart rendszer
szamdra a két kovetelmény mérlegelésével valamilyen kompromisszumot vélaszt.

Okolszabdlyként elfogadhat6, hogy ha a tobbi pélus a dominans konjugalt komplex
pOluspartdl balra gy helyezkedik el, hogy valds részének abszolut értéke legaldbb
haromszor nagyobb a domindns pdluspar valds részének abszolut értékénél, akkor a
zart rendszer dtmeneti fiiggvényének elsé maximuma helyén a tobbi pdlus tranziense
mar lecseng, ezért a dinamikus min6éségi jellemzoket a domindns péluspar hatdrozza
meg. Mivel a konjugdlt komplex poluspar kéttarolds leng6 tagnak felel meg, ezért a
zart szabdlyozdsi kor jol kozelithetd kéttdrolos lengd taggal. A zart rendszer
polusainak tipikus elhelyezkedését mutatja a 7. 1. dbra.
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7.1. dbra. A zart szabdlyozasi kor p6lusainak tipikus elhelyezkedése

Egy tipikus szabdlyozasi kor tranzienst, a zart szabdlyozdsi kor dtmeneti fiiggvényét
mutatja az 7.2. dbra.
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7.2. abra. Szabdlyozasok dinamikus mindségi jellemzdi

Az abra alapjan a maradé szabalyozdsi eltérés vagy statikus hiba 1—v(e). A
dinamikus mindségi jellemzék a tillovés Av=[v(T,)—v(ee)]/v(e0), az elsd

maximumig terjed6 id6 7,,, a szabdlyozdsi id6 T,, és a felfutdsi id6 7,,. A



494 Lantos-Kiss-Harmati: Szabdlyozastechnika gyakorlatok

dinamikus mindségi jellemzOk szoros kapcsolatban dllnak a zart rendszer domindns
polus-parjaval, amelyet az @, csillapitatlan sajatfrekvencidval és a & csillapitdssal
jellemziink.

A z4rt szabdlyoz4si kor dinamikus mindségi jellemzdi a kéttarolds lengd tagra ismert

Osszefiiggésekbdl szdmithatdk (az Osszefiiggések az els@ tantermi gyakorlat
anyagdban is szerepeltek). Péld4ul nulla statikus hiba esetén:

v(t)=1-Lexp(-0, Hsin (@, 1 + @) =
(1)

e

=1- exp(—Eawyt)sin (y1 - E* @yt + arccos &)

1
V1-&2
S12=—60y L ja, 1_52 =-0,1jo,

e’
5

Av =exp(— ),
1_ 2
a, W1 - 52
In50 4 In20 3
Thg = =— & TIsq = =
O—e O—e O—e O—e

A megengedett Av tdllovésbdl (tdllendiilésb6l) meghatdrozhaté a domindns
konjugélt komplex pSluspar & -je. Mivel arra toreksziink, hogy a zart rendszer minél
jobban kozelitse a W, (s)=1 dtviteli fliggvényt annak érdekében, hogy a
szabdlyozott jellemz6 minél kisebb hibdval kovesse az alapjelet, ezért a zart rendszer
hatarfrekvencidja (és a felnyitott kor azzal j6l megegyezd w, véagéasi frekvencidja)
kb. azonos a zart rendszert kozelitd kéttdrolos lengd tag @,=1/T
torésfrekvencidjaval. A zart rendszer tranziensének gyorsasdgit befolydsolé @, = ),
hatédrfrekvencidb6l ezért meghatdrozhaté a domindns poluspir @,-ja. Vildgos

azonban, hogy ha példdul a szakasz dtmeneti fliggvényébdl identifikdltuk a szakasz

modelljét és hatdroztuk meg a szakasz 7, idddllandéit, akkor a szakasz dtmeneti

fliggvényének relativ hibija a kezdeti v(r) =0 iddintervallum kozelében jelentds,

ezért ritkan fogjuk tgy felgyorsitani a rendszert, hogy kozelébe keriiljiink ennek a
id6intervallumnak, mert ekkor a szakasz modellje mdr a nagy relativ hiba miatt nem

lesz hihetd. Ezért bevezetve a szakasz T, = ZTI szumma-id6éllandéjat (a szakasz
atviteli fliggvényének nevezdjét elsdrendli Taylor-sordval kozelitve, azaz a szakaszt
T, id6élland6ju egytdrolos tagnak felfogva), 6kolszabdlyként elfogadhaté kiilondsen
aperiddikus (egytdrolds tagok soros kapcsoldsaként felirhatd) szakaszok esetén az
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), =5/T, valasztds. A rendszer gyorsitdsdt korldtozzdk a nagy jeleknél fellépd

nemlinedris hatdsok (telités stb.) és a nagyfrekvencids zavard jelek is (utébbiak
hatdsat a zart rendszernek jelentdsen csokkentenie kell).

Tipikus diszkrétideji rendszermodellek

A kiilonféle identifikdcios szoftverek, igy a MATLAB-ra épiill6 és Ljung 4ltal
kifejlesztett System Identification Toolbox (a tovébbiakban IDENT) is kiilonféle
rendszermodellek identifikacidjat teszi lehetdvé. Ezek kozill a tantermi gyakorlat
sordn kizarélag a diszkrétidejli, zajjal terhelt és egyvaltozés (SISO) rendszerek
modelljeire fogunk koncentrdlni. A rendszermodellek elnevezéseiben AR
autoregressziv (auto regressive)) MA mozgditlag (moving average), X kiils
bemend jelet tartalmazd (exogenous signal), OE kimenetre redukdlt additiv zajt
(output error) tartalmazd, BJ Box-Jenkins modell szerinti és PEM 4ltaldnos linedris
paraméterbecslési modell (parameter estimation model) szerinti folyamatokra utal. A
modellek lefrdsdban ¢ =iT a normalizalt id6, amelyben 7" a mintavételi id6 és i a

mintavételi idSpont, x(r) egy lehetséges mintasorozat, z ¥ shift operator, amellyel

27 *x(t) = x(t—k). Az imént felsorolt modellek differenciaegyenleteit az alabbiak
szerint adjuk meg, a polinomok jel6lései megegyezik az IDENT toolbox jeloléseivel:

Az )y =), (AR)

Az )y =B ut—n ) +e), (ARX)

Az My(0) = B(z u(t—ny)+C(z He(r), (ARMAX)
) Bz ciz™h

Az My = ) u(t—n,)+ YD e(r). (PEM)

A modellekben u(f) a hasznos kiils6 bemenet (a szakaszra juté beavatkozé jel),
e(t) fehér 7aj, y(t) a zajjal terhelt kimenet, tovabba
AzM,B(z™H,Czh, Dz, F(z™h polinomok a z! shift-operdtorban €és az
IDENT szohaszndlata szerint n, felel meg a késleltetésnek vagy “holtidének”
(n, T, ahol T a mintavételi idd). Az A(z™'),C(z™"),D(z™"), F(z"") polinomok 1
vezetd egyiitthat6ji  (monic) polinomok a 7 shift-operdtorban, pl.
A(z_l):1+alz_l+'~+anaz_"". Azért, hogy a zajmentes rendszer erdsitése

tetsz6leges lehessen, a B(z™h polinom méar nem lehet 1 vezetd egyiitthatdji:
B(z_l) =b +bzz_1 +"'+bn,, 7 A zajcsatorna erdsitése az e(t)e N(0,0) fehér

zaj megfelelore vdlasztott szérdsdval vehetd figyelembe. A szorés helyett az IDENT
a A=0" paramétert hasznilja. A MATLAB konvenciGja szerint az
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A(z™"),...,F(z”") polinomokat egyiitthatéikkal kell megadni a z (!) hatvanyainak
csokkend sorrendjében, tehit A(z™') esetén az A=[laq a, ... a, | sorvektor

formdjdban. Specidlis megkotés, hogy n, és B egyszerre keriil megaddsra oly

modon, hogy B elején n, darab vezetd nulldt szirunk be.

Egy adott modellt akkor tekintiink identifikdltnak, ha meghatdroztuk a polinomok
ismeretlen egyiitthat6it. A polinomok egyiitthatéi a modell paraméterei.

Az IDENT toolbox szolgaltatasai

Itt néhdny fébb jellemz@jét ismertetjik az IDENT tolboxnak. A toolbox
szolgaltatdsainak eléréséhez egy grafikus felhaszndl6i feliilet is rendelkezésre all,
amely elfedi az eljardsok sordn haszndlt adatstruktirdkat, illetve amely segitségével
az identifikdlt rendszer az LTI bongész0 vagy a munkatér felé exportilhaté. A
grafikus felhaszn4ldi feliilet az 1dent parancs segitségével jelenithetd meg.

ident: Untitled = | B |G
File Cptions ‘Window Help

Import data - Import models -

; Operstions J
[ [ = [ ]
L] -] L
I:l I:l Working Data ‘ H H H ‘
I:l I:l ES‘tlmate i ]‘ ‘ ‘ ‘ H ‘ ‘ ‘

Diata Views hocel Views
To To

[ Time plot Workspacs || LTI Viewer | [T Model output [ Transient resp
[ Data spectra [T Model resids [ Freguency resp
[~ Freguency function I:l [T Zerosz and poles

Exit Mo ledi

* Trash alidation Data IS ici==peeti
Status line is here.
L

7.3. dbra. Az IDENT toolbox szolgaltatdsainak elérését segité grafikus
felhasznaléi feliilet

Az IDENT toolboxon beliill a rendszermodell specidlis th adatstruktirdval
jellemezhetd (amely sajnos eltér példaul a Control System Toolbox ss, tf és zpk
adatstruktirditél). Ha a rendszer ismert (a polinomok egyiitthatéi és a fehér zaj
szorasnégyzete numerikusan ismertek, mert példdul ismert rendszeren akarunk
jeleket eldéllitani szimuldcids vizsgdlatokhoz, pl. az identifikdciés moddszerek
ellendrzése céljabol egy etalon rendszeren), akkor az IDENT a
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th=poly2th(A,B,C,D,F,A,T)

fiiggvényhivas hatdsdra felépiti és th -ban tdrolja a rendszert jellemz6 adatstrukturat.
A héatul all6 C,D,F,A,T paraméterek elhagyhatok hivdskor, ilyenkor értékiik 1
lesz. Szimuldciés vizsgdlatokhoz ezutdn zajos vagy zajmentes kimenetet
generdlhatunk ismert u és e bemend jel és zaj sorozatok esetén az IDENT

y=1idsim([u e],th)
y=1idsim/(u,th)

fiiggvényhivdsaival. A bemend jelek sorozatait oszlopvektorok formdjdban kell
megadni, a kimend jel oszlopvektorokban keletkezik. Bemend jeleket generdlhatunk
példdul a MATLAB rand és sign fiiggvényei felhasznildsdval.

Ismeretlen rendszer identifikacidja esetén mérjiikk az u(¢#) bemenet és a zajos y(t)

kimenet értékeit, ezeket 6sszegylijtjik az u és y oszlopvektorokban, felépitjiik a
megfigyelésekbol 4ll6 és két oszloppal rendelkezd z=[y u] matrixot,

megvélasztjuk a rendszermodellt és az abban szerepld polinomok fokszdmait,
megvélasztjuk a holtidé értékét, és elvégezziikk az identifikdciét az IDENT
szolgaltatdsaival. Mindezen 1épések a grafikus felhaszndléi felillet segitségével is
megvaldsithatok.

Az identifikdciés modszerek feladata, hogy meghatirozza a polinomok valamilyen
értelemben optimdlis paramétereit, mikozben az e(t) zaj értékei ismeretlenek. Erre a

célra a legkisebb négyzetek mddszere (LS, least squares method) vagy ennél
altaldnosabb paraméterbecslési technikdk, a zaj fehéritését megcélzé segédvaltozds
(IV, instrumental variables) médszer, numerikus optimum keresés, vagy esetleg ezek
kombinécidja alkalmazhat6. Az IDENT a rendszermodell tipusatol fiiggden vélasztja
meg az identifikdcibhoz haszndlt numerikus médszert. A segédvaltozdés mddszer
(IV) csak ARX modell esetén alkalmazhat6. A rendszermodell polinomjaiban

szerepld nemtrividlis paraméterek szamat, ami B(z™') kivételével a polinom
fokszdma, egy sorvektorban kell megadni, amely pl. PEM modell esetén az
nn=[n, m, n.n,; n; n.] sorvektort jelenti. A 0 fokszam megengedett, pl. n, =0
esetén A(z ') =1, tehat hatdstalan. Ha a vélasztott rendszermodell nem tartalmazza

az osszes A(z™"),...,F(z™) polinomot, akkor a hidnyzé polinom fokszdmat tilos

szerepeltetni nn-ben. A megmarad6 fokszdamok mindig a PEM esetére megadott
sorrendben szerepeltetenddk nn -ben:

nn=n, (AR)
nn=[n, n, n,] (ARX)
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nn=[n, n, n;| (Iv4)
nn=[n, n, n, n;| (ARMAX)
nn=[n, n, n. ng ny nl. (PEM)

Az IDENT identifikdciés modszerei az identifikdcié eredményét (az identifikalt
paramétereket és A értékét is tartalmazé) megvdlaszthaté nevli th struktirdban
helyezik el:

thar =ar (y,nn) (AR)
tharx = arx(z,nn) (ARX)
thivd =1iv4a(z,nn) ava)
tharmax = armax(z, nn) (ARMAX)
thpem = pem(z,nn) . (PEM)

Az identifikdlt rendszer zajmentes vélasza, vagy szimuldcids vizsgdlatokndl az
ismert e(t) zajsorozat figyelembevételével a zajos rendszer vdlasza is

meghatarozhat6, pl. PEM modell esetén:

y=1dsim(u,thpem)
y=1idsim([ue],thpem).

Az identifikdci6 eredménye az
idplot([y ul)

fiiggvényhivdssal felrajzolhat6. A polinomok egyiitthatéi kinyerhetdk, pl. PEM
modell esetén az

[A,B,C,D,F]=th2poly(thpem)

fliggvényhivdssal. A mérési eredményeket és az identifikdcié eredményeit
Osszerajzolhatjuk és vizudlisan Osszehasonlithatijuk a MATLAB éltaldnos
szolgdltatasaival (plot, stb.). Megjegyezziik, hogy tobb itt szerepld fiiggvénynek
létezik altaldnosabb paraméterezése is IDENT-ben, tovdbba tobbviltozés (MIMO)
rendszerek identifikdcidja is lehetséges.

Az IDENT toolbox a fenti diszkrétidejli paraméter identifikdciés médszereken kiviil
lehetdvé teszi még folytonosidejli linedris 4llapotegyenletek paramétereinek
becslését is specidlis zajstruktirdk esetén, illetve atviteli fliggvények paramétereinek
meghatdrozasat is. Szolgdltatdsai kozott szerepelnek a paraméterbecslés rekurziv
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realizdciéi is, amelyek adaptiv irdnyitdsokndl jelentdsek. Ezeken tdlmenden
lehetdség van nemparaméteres identifikdcidra, valamint a korrelacids fiiggvények és
a spektrumok szdmitdsdra is. Ez utébbi szdmitdsok algoritmusai gyors Fourier-
transzformdacion (FFT, fast Fourier-transformation) és az FFT periodicitisa miatt
alkalmasan vdlasztott ablakozdsi technikdn alapulnak. Az IDENT toolbox
algoritmusai alapjdul szolgdlé elmélet bOvebben Ljung: System identification:
Theory for the user cimii konyvében taldlhaté meg.

Identifikacios modszerek

A tovédbbiakban nem foglalkozunk a holtiddvel, mert ismert n, esetén u(t)
értékeinek eldzetesen elvégezhetd eltoldsdval a holtidot eldre figyelembe lehet
venni.

Tételezziik fel, hogy kivalasztottunk egy bizonyos M modell tipust, ahol ezen beliil
az egyes M(J) modellek a ¢ paramétervektorral paraméterezhetfk, ahol a
paramétervektornak esetleg bizonyos feltételeket kell kielégitenie (stabil modell,
stb.): e Dy, c R”. Vildgos, hogy minden modell lehetdséget kinal a josldsra.
Specidlisan ha a modellosztaly

YO =G Du@)+ H(z™, B)e), (7.1)
akkor a josldsra alkalmazhaté az

M@ : 5@r-D)=H (", DG, Du@)+[1-H (", Dy@). (71.2)

1-1épéssel eldretartd prediktor, amely mellett a predikcids hiba a kdvetkezd lesz:

et,H=H"' (", Dy®) -Gz, Du(r)] (7.3)

Az 1-1épéssel eldretartd prediktor a hibanégyzet varhat6 értékében optimdlis becslést
ad, ha a kovetkezd feltételek teljesiilnek:

i) e+1) és z(—-H ', )y@t) -G, Du®)] fiiggetlenek.

i) e(+1) és G(z Hur+1) fiiggetlenek.
iii) FEe(t)=0, V¢ esetén.

A iii) feltétel fehér zaj esetén mindig teljesiil. Ha a rendszer aluldteresztd jellegt,
akkor kiils6 zaj esetén az 1) és ii) feltételek is teljesiilnek. Zart korben felvett jelek
vagy kvantélasi zaj esetén azonban problémdk lehetnek.
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A paraméterbecsléshez rendelkezésre allo adat:
ZN ={y),u(1), y(2),u(2),... y(N),u(N)} . A kérdés az, hogyan kell a Z" -ben 1év
informacié alapjdn a megfeleld 1§N parmétervektort, és igy a megfeleld M(&N)

modellt kiszelektdlni az M, = {M(&}) : ¥ D,;} rendszerosztalyban:

zZV 58, e Dy, (7.4)

Egy ilyen leképzést modell-identifikdcids céld paraméterbecslésnek neveziink.
Olyan modellt keresiink, amely “lefrja” az adatokat, és gy gondolkozunk, hogy a

I3 94t)

modell 1ényege a modell predikcids képessége. Ez azt jelenti, hogy a “j6” modell

kivélasztdsdhoz a kovetkezOképp kell eljarni: A Z'-ben 1év6 informécié alapjdn
meghatarozzuk az £(t,?) predikcids hibat. A = N idOpontban ugy valasztjuk meg

19,\, értékét, hogy az &(t, 19,\,), t=12,...,N predikciés hibdk a lehetd legkisebbek
legyenek.

Tisztazni kell, mit értiink “kicsi” alatt. A predikci6s hibasorozat egy vektor R" -ben,
ezért hibdjat a norma négyzetével jellemezziik. A korreldcids feltételek javitdsa

érdekében azonban célszerii elébb a predikciés hibasorozatot egy stabil L(z™")
linedris sziir6n keresztiilkiildeni:

ept, =Lz Het,)=H ', DLy -Gz Lz Hu®]  (7.5)
A predikci6s hiba jellemzésére valaszthat6

11
V@ 2" =3 e I (7.6)

t=1

A zg‘N becslést minimalizaldssal definidljuk:

d, =arg min Vy(@,ZY). (1.7)
M

Az ARX modell esetén az optimum analitikusan is meghatdrozhat6, ha nem

korldtozzuk a modellosztélyt (D, = R”), més esetben optimumkeresé eljarast kell
alkalmazni. Foglalkozzunk ezért V) (0,Z") derivaltjainak meghatérozdséval. Ha

Lz =1 (nem sziirjiik a predikciés hibét), akkor a gradiens a kovetkezOképp
hatdrozhat6 meg:
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Vi iz =L LS e 9 LS4 gea s, 08)
N d¥ N <2 N & av
1.9 =L e 91 =L 5. 9) (7.9)
T e G T '
1 N
Vi@.2") == D w9 o). (7.10)

t=1

Tekintsiik ezutdn a masodik derivélt (Hess-matrix) meghatdrozasat. Mivel & skaldr
és a U vektor szerinti els6é derivéltja a — vektor, ezért a masodik derivéltja a ¢

vektor szerint azonos —l elsO derivaltjaval a ¢ vektor szerint, ami matrix, és ezért
1 & 1 &

VN2 == W 9 9) 3y (o 1,0) (7.11)
t=1 t=1

és mivel £(¢,9) az optimum kozelében mar kicsi, ezért az optimum kozelében a

Vi(9,Z") Hess-mitrix kozelithet6 a jobb oldalon 4ll6 kifejezés masodik tagjdval:
N
1 &
Vi@.Z") = Hy (@)=~ >yt oy’ 1.9, (7.12)
t=1

A kozelitésre azért van sziikség, mert l,u'(t, ¥Y) szamitdsara nem 4ll rendelkezésre
haszndlhaté kifejezés. A Hess-matrix kozelitése H , (%) -val lehetdvé teszi a jo

konvergencia tulajdonsdgi kvazi Newton-mddszer alkalmazisat. Az ARMAX és az
annél bonyolultabb modelleknél az IDENT toolbox kv4zi Newton-mdédszert haszndl.
A f0 problémat az optimumkeresésnél az okozza, hogy tobb lokdlis optimum lehet
(kiilonosen bonyolultabb rendszermodelleknél), ezért nagy a veszélye annak, hogy a
keresés révén nem a globdlis optimumot, hanem csak egy lokdlis optimumot
hatdrozunk meg. Ezért sziikség lehet arra, hogy a keresést kiilonbozd kezdeti
értékekrol inditva tobbszor is megismételjiik.

ARX modell identifikdcidja a legkisebb négyzetek modszerével
Az ARX modell esetén

B(z™") 1 ; ;
y(t) = AGT u(t)+ AGT e()=G(z )+ H(z Me(t), (7.13)
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A 4, BGET y
)= AT ——= 1-A
y(1,9) = A(z )A(z-l)”(t)ﬂ ()@ (7.14)
=[1- A )y + B Hu@),
ami a
P ()=[-y(t=1) ... —y(t—n,) u®) ... u(t—n, + 1], (7.15)
d=(a...a, b ...b, )" (7.16)
jelolésekkel a ¢ paraméterben linearis
.= )0 (7.17)

prediktort eredményezi. A predikcids hiba és a minimalizdlandé kritérium ekkor

1,9 =y@t) - @' (1), (7.18)
ve 151 o2
Vy (8,2 )=N;5\ym—¢ GLIE (7.19)

amely egy linedris paraméterbecslési feladat, amelynek megolddsa a Vy (&, Z My=0

feltételbol szamithato:

i N __L N i N . B
MCYANE N;m)y(m N;(p(t)(p ()9=0, (7.20)
QLS 1 u T B 1 y
Oy == 000" )| —D e)y(). (7.21)
N =1 N =1

Egy lehetséges masik alakra jutunk, ha bevezetjik az ¥ = (y(l), y(2),..., y(N))"
vektor és @ =[p(),p(2),...,(N)]" mitrix jel6lést, amellyel V=%||Y—¢L9||2 és

85 =@ o) @Y.
o i ) 13 T
Egy sztochasztikus interpretdcié adhatd, ha bevezetjiikk az R(N) ::NZ(D(I)(D ®
=1

N
és h(N) :=%Z(p(z‘) y(t) jeloléseket, ahol R(N) matrix és h(N) vektor, amellyel az

t=1
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LS becslés @ﬁs =[R(N)]""h(N) alaki lesz. Az R(N) matrixnak invertalhaténak
kell lennie, ami fizikailag azt jelenti, hogy a jeleknek un. "perzisztensen"
gerjesztonek kell lenniiikk. Ha a megfigyelt adatokat a ¢}, valédi paraméterhez

tartozd zajos y(t) = (oT (t)d}, +Vv,(t) rendszer generdlta, akkor

. N N
DL =[R(N)]™ %Z plp" ()8, +v, ()] =8, +[RN)]™ %Z PV, (1). (7.22)

t=1 =1

A @ﬁs becsléstdl elvarjuk, hogy legyen o) kozelében és konvergdljon ¢, -hoz, ha
N — . Ha jelek staciondriusak és ergodikusak (a jel barmelyik elég hosszu
reprezenticidjanak 4tlagai jol kozelitik a valdszinliségi 4atlagokat), akkor
R(N) — R, autokorreldciés fliggvényhez és h(N)— R, keresztkorreldci6s
fliggvényhez tart. Ekkor annak feltétele, hogy az LS becslés konzisztens legyen,
azaz teljesiiljon &ﬁs — ¢, ahol &, a valédi paraméter (amely a valédi rendszerhez

tartozik), ekvivalens az R, =0 feltétellel, vagyis ekkor a ¢(7) megfigyeléseknek
ésa v (t) zajnak korreldlatlannak kell lenniiik.

Az LS-becslés numerikus meghatirozasakor a ¢’ (1) tn. regressziés vektorok
szdmitdsdhoz 4dltaldban csak az y(¢), u(t), I<t<N megfigyelések 4llnak
rendelkezésre, ezért n, és n, értékétdl fiiggd szdmu, és az LS becsléshez sziikséges
t £0 id8pontokhoz tartozd kezdeti értékek hidnyoznak. Ezért az adatsort rendszerint
csak t=n+1 értéktdl tekintjiik, ahol n=max{n,,n, —1}. A probléma atidexeléssel
és N alkalmas 4tdefinidldsdval az eredeti alakra transzformélhato.

ARX modell identifikdcioja a segédvdltozok modszerével

Mint littuk, az $(z,2%)=@" (/)¢ linedris regressziés modell esetén problémat
okozhat, ha a @(¢) megfigyelés és a v (¢) zaj korreldl. A korreldcié csokkentésére
prébélkozzunk meg @(r) lecserélésével egy alkalmasan vdlasztott &(¢) jelre, az tn.

segédvaltozéra (IV, instrumental variable) a becslés képletének alkalmasan
megvalasztott helyén.

Ha a valddi rendszer y(¢) = (pT )Y, +v,(t), akkor v, (t) = y(t) — ¢T ), , ezért az
LS becslés a kovetkezd alakban is megfogalmazhat6:

N
9y =sol {% > oy -9 ()8]= 0} : (7.23)

t=1
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ahol “sol” a megolddsra (solution) utal. Ezért olyan &(¢) segédviltozot keresiink,
amelyre

R 1 ¥
dy =sol {ﬁz‘,f Oy - ¢ )V = 0}- (7.24)

t=1

Ekkor az IV becslés alakja a kovetkezd lesz:

) N N
Oy = FZ&(:M@} iZf(t)ym. (7.25)
N =1 N 1=1

Ahhoz, hogy a z§N becslés tartson a valédi ¢, paraméterhez nagy N esetén,

N
teljesiilnie kell az 1/NZ§(1)VO (t) >0 feltételnek. Ha az atlagokat vérhatd

=1
értékkel helyettesitjiik, akkor a &(¢) segédvaltozonak ki kell elégitenie a kovetkezd
feltételeket:

Ef(t)qu (t) nemszinguldris, (7.26)

EEtWV, (1) =0. (7.27)

Ez azt jelenti, hogy a &(r) segédvidltozénak korreldltnak kell lennie a @(r)
megfigyelésekkel, ugyanakkor korreldlatlannak kell lennie a v, (¢) zajjal.

Az IDENT a numerikusan jé tulajdonsdgi IV4 algoritmust haszndlja az ARX
modell paramétereinek segédvaltozds mddszerrel torténd meghatarozasara.

1. 1rjuk fel a modell struktirdt az (¢, %) = @ (£)2 linedris regressziés alakban, és
hatdrozzuk meg 6 becslését LS mddszerrel. Jelolje 191(\,1) az igy kapott becsiilt
paramétert és é;vl) (z7') a hozztartozé dtviteli fiiggvényt. Legyen
=6 @ u®).

2. Legyenek a segédvaltozok
EVO =[xVt -1 ... =xV(@—n,) u() ... u(t —n, +1)]" és hatdrozzuk meg
a hozzatartoz6 1%2) = ﬁllvv IV becslést. Jeldlje a 13‘;2) -hoz tartozé Atviteli

fiiggvényt CA}](VZ) (z! )= EI(VZ) (Z_l)/;\](\,z) (z_l) és legyen x®@ )= CA}Z(VZ) (Z_l)u(t) .
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3. Legyen v?zj(vz)(t) = Afvz)(z_l)y(t)—Ig’l(vz)(z_l)u(t), és irjunk eld egy n, +n,

fokszamui AR modellt ﬁ;](vz) (t) szdmdra (amely nem mds, mint a masodik modell
esetén fellépd egyenlethiba): L(z_l )v?zl(vz) (t) = e(t) .Hatdrozzuk meg L(z™H
becslését az LS mddszerrel (ekkor ¢-ben hidnyoznak az u -hoz tartozé tagok).
Jelolje az LS becslés eredményét I:N ™.

L.

4. Képezziink az 4j
EDW) =Ly HxP =1 ... = xP @ —n,) u@t) ... ut —n, +1)]"
segédvaltozdkat. Alkalmazzuk az iN (z_l) eldsziirdt @(r) és y(r) sziirésére is,

és az igy kapott @, (¢), yp(t) szlrt (F, filtered) jelekkel legyen a végsdé IV
n 1 N -1 1 N
becslés o3 = [_252) (e~ (z)} =D EPMyp@).
NT NT

ARMAX modell identifikdcidja kvdzi Newton-mddszerrel

Az IDENT toolbox az A(z ')y(t)=B(z u(t)+C(z e(t) ARMAX modell

esetén a paraméterbecslésre a kvazi Newton-mddszer szerinti optimum keresést
haszndlja. Az 1-1épéssel eldretart prediktor algoritmusa alkalmazhaté az ARMAX
modellre, amely alapjan szamithaté 3(¢,7) és &(t,9), ezek ismeretében pedig a

hibakritérium Vy, CVAD gradiense, tovabbd a Hess-mdtrix H , (¢%) kozelitésében
haszndlt y(z,?%) =%[ y(,¥]. Az IDENT toolbox az ARMAX modell

identifikaci6jdhoz is tobblépéses algoritmust haszndl, amelynek indulé 1épése IV4.
Az identifikalt modellel szembeni elvarasok

A diszkrétidejii linedris modellekkel kapott identifikdciés eredményektdl
elvarjuk, hogy mintavételezett folytonosidejii (analdg) linedris rendszerhez
tartozzanak. Ismeretes, hogy ha s, a folytonosidejii rendszer pélusa, akkor

ennek a mintavételezett rendszer diszkrétidejli Aatviteli fliggvényében a
Z, = e’ polusba kell leképzOdnie. Ez azt jelenti, hogy ha z, a negativ valds

tengelyen 1év6 pélusa az identifikalt modellnek és multiplicitdsa paratlan, akkor
a modell nem tartozhat folytonosidejii linedris rendszerhez, mert annak

s; =In(z;)/T komplex értékii pélusai csak az 5, konjugélt komplex parjukkal
egyiitt fordulhatnak eld, ami nem teljesiilhet, ha z, a negativ valds tengelyen
1év6 pératlan multiplicitdsd polus.
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Az IDENT stabil rendszert feltételezve megoldja, hogy a numerikus
pontatlansdgok miatt esetleg az egységkoron kiviilre (az instabil tartomdnyba)
esé z; modell poélusok visszakeriiljenek az egységkor belsejébe aziltal, hogy

|2/ >1 esetén z,-t automatikusan z;" -gyel helyettesiti.

Elképzelhetd azonban, hogy pl. az LS mddszerrel kapott ARX modell jelei jol
kozelitik ugyan az identifikdciéhoz haszndlt, az ismeretlen rendszeren regisztrélt
bemend és kimend jeleket, de pl. a kvantdldsi hibdk kovetkeztében a diszkrétidejii
modell bizonyos pélusai a negativ valds tengely [-1, 0) intervallumiba esnek és

pératlan multiplicitdsiak. Ekkor javasolhaté a bonyolultabb, de pontosabb IV4 vagy
ARMAX modellek haszndlata.

Ellenorzo kérdések a gyakorlathoz

1. Adja meg az autoregressziv (AR) és mozgditlag (MA) folyamatok
diszkrétidejii modelljeinek definicidjat. Adja meg a diszkrétideji ARX és
ARMAX modellek értelmezését ezek dltaldnositdsaiként.

2. Vezesse le, hogy a
bz+b, bz '+bz?  Y(2)

D(z) = = =
Zrazta, l+az+az? U

atviteli fiiggvényii diszkrétidejii rendszer identifikiciéja y(r) = ¢" (1)¢} alaki
linedris paraméterbecslési feladatra vezet a q_kx(t)zx(t—k) eltoldsoperator

bevezetésével. Adja meg a rendszerhez tartozé ¢ (1) és o felépitését.

3. Adja meg az y(t):¢T(t)z9 linedris paraméterbecslési feladat V(&,1)
veszteségfiiggvényét, a linedris paraméterbecslési feladat 4ltaldnos
megolddsdnak két alakjdt és az abban szerepld kifejezések értelmezését.
Mennyiben valtozik a megoldds W siilyozomatrix eldirdsa esetén?

4.  Adja meg az y(t) =G(q)u(t)+ H(q)e(t) (additiv szines zajjal terhelt) rendszer
esetén az optimdlis 1-1épéssel elbretarté y(r17—1) josls és az £(r) reziduél
(becslési hiba) alakjiat. Mutassa meg az eredmény felhaszndldsdval, mi lesz
ARX modell esetén az y(¢1t—1) joslds és az £(¢) rezidudl alakja.

5. Adja meg ARX modell esetén az optimadlis I paraméterbecslés alakjdt.
Mutassa meg, hogy y(r) = ¢" () +v,(t) jel esetén becslési hiba 1éphet fel, és
adja meg, mire kell torekedni ennek kikiiszobolése érdekében.
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6.

10.

ARX modell esetén az optimélis o paraméterbecslés
N
" =sol {%Z POy — 9" (1)B]= 0}
=1
alakban is felirhat. Mutassa meg, milyen modositdst végziink ezen a &(r)
segédviltozé (instrumental variable) értelmezésekor. Adja meg a segédvaltozds

moédszer (IV) ebbdl kovetkezd 3" paraméterbecslésének alakjat. Adja meg a
segédvaltozéval szemben tdmasztott két kovetelményt, ha a jel

y(t)=@" (1)1 +v,(r) alaki.

Adja meg ARMAX modell alakjit, és alkalmazdsa esetén az y(¢|z—1) jéslds
és az &(t) rezidudl alakjat. Milyen numerikus mddszert haszndl a System
Identification Toolbox az ARMAX modell paramétereinek meghatdrozasakor?

Egy ismeretlen rendszeren adatgylijtést végezve rendelkezésre dllnak az
y(t), u(t), t=1,...,N, bemend- és kimendjelek az y €s u vektorokban
oszlopfolytonosan. A rendszer

2
D(2) = bz" +b,z+b,

P +az’ +a,z+a,

diszkrétidejli  linedris modelljét a System Identification Toolbox
tharx=arx(z,nn) fiiggvényhivdsdval akarjuk meghatdrozni. Adja meg a
hivast megeldz6 eldkészitd 1épéseket, a hivast, és az ARX modell identifikalt
paramétereit kinyerd 1épéseket MATLAB utasitdsok forméjiban.

Egy ismeretlen rendszeren zart szabdlyozdsi korben adatgylijtést végezve
rendelkezésre dllnak a szakasz y(¢), u(t), t=1,..., N , bemend- és kimendjelei

az y és u vektorokban oszlopfolytonosan. A rendszer
b,z* +byz + b,

D(z)=— 2
T taq 77 tazt+ag

diszkrétidejii  linedris modelljét a System Identification Toolbox
thiv4=iv4 (z,nn) fiiggvényhivdsaval akarjuk meghatdrozni. Adja meg a
hivist megel6z8 eldkészitd lépéseket, a hivdst, és a modell identifikdlt
paramétereit kinyerd 1épéseket MATLAB utasitdsok formdjaban.

Egy ismeretlen rendszeren zart szabdlyozdsi korben adatgyiijtést végezve
rendelkezésre allnak a szakasz y(¢), u(¢), t=1,..., N, bemend- és kimendjelei

az y és u vektorokban oszlopfolytonosan. A rendszer
bz* +b,z+b,

D(2)=—"—
+az +az+a,
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11.

12.

13.

14.

15.

diszkrétidejii  linearis modelljét a System Identification Toolbox
tharmax=armax (z,nn) fiiggvényhivdsdval akarjuk meghatirozni. A
zajmodellben szerepld polinom fokszdmdt a szakasz rendszdmdval azonosnak
vélasztjuk. Adja meg a hivdst megel6z6 el6készitd lépéseket, a hivdst, és a
modell identifikdlt paramétereit kinyerd lépéseket MATLAB utasitdsok
formdjéban.

Lassan védltozé munkapontok esetén egy ismeretlen SISO rendszer linedris
paraméterbecslésen alapulé y(r) = @' (r)8% modelljének ¢ paramétervektorat
rekurziv paraméterbecsléssel akarjuk identifikalni. Jelolje A€ (0,1] a felejtési
tényez6t. Adja meg a felejtést alkalmazd V(U,r) veszteségfiiggvény alakjat.
Adja meg a z§(t)=[¢A¢T]_1¢AY optimélis becslésben szereplé @D, A, Y
értelmezését. Tudvan, hogy a rekurziv megoldds

B(0) = = 1) + PO y(1) — @' ()t =1)]
alakra hozhaté, mi a P(¢) matrix definicidja, és létezik-e rekurziv szdmitdsdra

szintén zart alak.

Nulla vagy ismert u(f) bemendjel esetén a nemlinedris rendszer
dllapotegyenlete  x(¢) = f(t,x(t)) alakra hozhat6. Legyen &(f) az

allapotegyenlet egy megolddsa (egyensilyi helyzete, hatdrciklusa, vagy mds
megolddsa). Adja meg a &(f) megoldds Ljapunov-értelemben vett

stabilitdsdnak definicidjét, és a definicid illusztraciéjat mérnoki felfogdsban egy
rajzon is (specidlisan xe R' esetén). Mit értiink egyenletes stabilitdson és
aszimptotikus stabilitdson?

Adja meg a V(t,x) pozitiv definit fiiggvény definicidjat. Mi lesz a negativ
definit és a negativ szemidefinit fiiggvény értelmezése? Hol van szerepe a
pozitiv (negativ) definit fiiggvényeknek?

Tegyiik fel, hogy az x(¢r) = f (¢, x(¢)) nemlinedris rendszernek =0 egyensiilyi
helyzete. Adja meg Ljapunov elsé tételét (direkt mddszer) a £=0 egyensiilyi
helyzet stabilitdsvizsgalatdhoz. Adja meg az abban szerepld V (¢,x) Ljapunov-
fliggvény 1d6 szerinti V(t,x) derivéltjanak alakjit V -vel és f -fel kifejezve.
Mikor lesz a rendszer aszimptotikusan is stabil?

Tegyiik fel, hogy az x(¢r) = f (¢, x(¢)) nemlinedris rendszernek =0 egyensiilyi
helyzete. Adja meg Ljapunov mdsodik tételét (indirekt moédszer) a &£=0
egyensulyi helyzet stabilitdsvizsgdlatdhoz, amely kapcsolatot teremt az
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16.

17.

x=A()x linearizdlt rendszer és az x=A(f)x+ fi(t,x) alakra hozott
nemlinedris rendszer £ =0 egyensiilyi helyzetének stabilitdsa kozott.

Adja meg az x = Ax id8invaridns linedris rendszer klasszikus stabilitdsfogalma
és a Ljapunov-stabilitas kozotti kapcsolatot. Adja meg a Ljapunov-egyenletet és
a megolddsdra épiilé V(x) Ljapunov fiiggvényt.

Legyen az x= f(x) id6invaridns nemlinedris rendszernek &£=0 egyensiilyi
helyzete. Adja meg az invaridns halmaz és a maximdlisan invarids halmaz
definicigjat. Adja meg a LaSalle-tételt az egyensilyi helyzet
stabilitdsvizsgdlatdhoz. Adja meg az aszimptotikus stabilitds feltételét a
maximadlis invaridns halmazzal kifejezve.



