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1. Sztochasztikus Folyamatok

Egy véletlen valtozot a striiségfiiggvényével, vagy az eloszlasfiiggvényével
jellemziink leggyakrabban. Altalanos esetben mind az eloszlasfiiggvény, mind
a stirtiségfiiggvény idében valtozik. A fiiggvények kozott az alabbi 6sszefiig-
gések allnak fenn.

1.1. Eloszlasfiiggvény (Elsérendi Eloszlasfiiggvény)

Az eloszlasfiiggvény x pontjanak értéke megmutatja, mennyi annak a valo-
szintisége, hogy a valoszintiségi valtozo értéke a [—oo; ] intervallumon he-

lyezkedik el.
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1.1. dbra. Ermedobas (elsérendii) stirtiség és eloszlasfiiggvénye

1.2. Sirtségfiiggvény (Els6rendd Strtiségfiiggény)

A striiségfiiggvény azt mutatja meg, mekkora annak a valoszintisége, hogy
a valoszintiségi valtozo értéke az adott értéket veszi fel. Diszkrét eloszlast
valoszintiségi valtozoknak szigoru értelemben véve csak altalanositott sist-
résgfiiggvénye van (amit a tovabbiakban ugyantigy striségfiiggvénynek te-
kintiink). A striiségfiiggvény integréalja a teljes tartoméanyon 1.

OFY (z,t1)
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1.3. Varhato6 érték

Egy véletlen valtozo folyamat varhato értéke:

me(t) = Belgn} = [ @ /O t)do

1. Példa

Ha egy érmét sokszor (végtelenszer) feldobunk, ez egy diszkrét idejii va-
l6szintiségi valtozot ad meg. A fejet, illetve az irast 0-val és 1-gyel jelolve az
elsérendd stirtiségfiiggvény, illetve eloszlasfiiggvény az alabbi lesz.



f (@, t) = 0.5 [8(z,t1) + 8(z — 1, t1)

Fﬁ(l)(x,tl) =0.5-[e(z,t1) + e(x — 1,1)

1.4. Magasabb rendii eloszlasfiiggvények és stirtiségfiigg-
vények

A fenti példaban a lehetséges kimenetelek szama 2. A pénzérme feldobaséaval
egy kisérletnek két lehetséges kimenetele lehet. Amennyiben a kisérletet
kétszer végezziik el, két egymaés utani id6pontban, a lehetséges kimenetelek
szama 4-re né (FF,FLIF,II, azaz 00,01,10,11). Ha ezen kisérletek eloszlasat
illetve stirtiségfliggvényét ismerjiik, tobbet tudunk a rendszerrdl, mintha csak
egy kisérlet eloszlasat illetve strtségfiiggvényét ismernénk.

Ezen megfontolasok alapjan FE(") (1, Ta, ...y, t1, ta, ...t,) az n-edrendi el-

oszlasfiiggvény, az n-edrendii strtségfliggvény fé”) (1, To,y oy, y, o, o ly),
ahol t; € {T'} az iddpillanatokat jeloli. A valoszintségi valtozonkrol akkor tu-
dunk a legtobbet, ha a fenti eloszlas illetve stirdségfiiggvény mindent n-re és
minden T-re ismert. Keressiik meg a fenti példaban szerepld eloszlas masod-
rendi strtségfiiggvényét. A lehetséges kimenetelek széma 4 (00,01,10,11),
amelyek egyforma valosziniiségiiek. Ezek alapjan a stirtiségfiiggvény és az
integralasaval kapott eloszlasfiiggvény:
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1.2. 4bra. Ermedobas méasodrendd stirtiség és eloszlasfiiggvénye



1.5. N-edrendi Stacionaritas

Egy folyamat n-edrendben stacionarius, ha az n-edrendi eloszlasfiiggvényére
igaz az alabbi Osszefiiggés, azaz ha az minden ¢; idépillanatban minden 7-val
eltolt pillanatban megegyezik 6nmagaval

Fg(")(xl,xg, Ty 1y Ty ty) = Fé")(xl,xg, Ty b+ Tty + Ty oty +T)

V{T} —re és V1 —ra

1.6. Erds Stacionaritas

Egy folyamat erésen stacionarius, ha Vn-re stacionéarius. Ez egy meglehetGsen
erés megkotés, bar az el6zé példaban szerepls pénzfeldobas ilyen!, altalanos
esetben azonban nem, ezért a gyakorlatban inkabb a gyenge stacionaritas
fogalméat hasznaljak.

1.7. Gyenge Stacionaritas

Egy folyamat gyengén stacionarius, ha a varhatéértéke idofiiggetlen és a kor-
relacios fiiggvénye nem fiigg az id6pontok megvélasztasatol, csupan az idé-
pillanatok kozott tavolsagtol. Példaul n = 2 esetére:

me(t1) = me

R(tl, tQ, AT) = R(AT)

A masodik egyenletet az eloszlasfiiggvényre is megfogalmazhatjuk a ko-
vetkezGképpen:

Fg(n)(m,xg,thtg) = Fg(n)<.fl71,flf2,07 At)

'ha kézben az érme tulajdonségai nem valtoznak
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2. Informaciéelmeélet

Diszkrét Valoszintségi valtozok

Az informéacidelmélet alapjait Ralph Hartley és Claude Shannon fektet-
ték le. Hartley informéciorol alkotott definicioja a kivetkezé volt. Egy olyan
rendszerben, amelyben egy D lehetséges értéket felvevs véletlen valtozo sze-
repel, a lehetséges allapotok szama D".

Hartley tgy gondolta, az informécié mértékét gy kell megvalasztani,
hogy eggyel novelve a lehetséges értékek szamat, a véletlen valtozd infor-
mécidtartalma szintén 1-gyel névekedjen. Hartley felismerte, hogy ezt lo-
garitmusképzéssel érheti el, hiszen ekkor az exponensben szereplé n szorzo-
tényezdként jelenik meg. A logaritmus alapja tetsz6leges a szam lehet. A
leggyakrabban alkalmazott logaritmus a logaritmus dualis (Id), azaz a kettes
alapt logaritmus. Ezen értelmezés szerint az informécié mértékegysége a bit.
Az informacié definicidja :

I =log,D" =n-log, D
[I] = bit

Claude Shannon azonban gy gondolta, a Hartley féle definicié nem tiik-
rozi kell6képpen a valosagot. Peéldaul egy zsdkban legyen 6 golyd, amelyek
koziil 3 piros, 3 fehér szinti. Egy fehér goly6 hiazasandl a 1 bit informaciot
nyeriink lévén két lehetség allapot kettes alapu logaritmusa 1. Legyen a 6
goly6 koziil most 1 piros, 5 pedig fehér. Ha most fehér golyot hizunk nem
lep6diink meg, hiszen erre jobban szamitottunk, mint a piros szintire. Azaz
az események bekovetkezési valoszintisége is informéaciot képvisel, méghozzi
minnél kevésbé valdsziniibb egy esemény, annal inkdbb 'meglep6diink’ a be-
kovetkezésénél, azaz anndal tobb informéciot nyeriink. Ezen megfontolasok
alapjan Shannon az alabbi definiciot vezette be egy diszkrét véletlen valtozo
informéaciotartalmara.

2.1. Informaciétartalom:

I(z;) = 1092]9(1%)



Ahol,

p(z;) - Az esemény bekovetkezésének valoszintisége.

A gyakorlatban azonban nem is egyetlen esemény informéaciotartalmanak,
mint inkdbb az események atlagos informaciotartalmanak, az entropidnak van
jelentGsége. Az entropia kifejezése:

2.2. Entroépia:

1. Példa

Legyenek 0 és 1 egy forras altal kibocsdtando szimboélumok. A két szimbolum
valoszintisége legyen py = p; = 0.5.

Ekkor a forras entrépiaja:

1 1
H(X)=05-log, — +0.5-log — = 0.5+ 0.5 =1
(X) =05 logy 7= + 0.5 log = = 0.5+

2.Példa

Legyen most a pg = 0.25 és p; = 0.75. Azaz a forras most sokkal gyakrabban
ad 1-et.

1 1
H(X) = 0.25 - log, —— + 0.75 - log —— — 0.8113
(X) = 0.25 - logy oz +0.75 - log 7=

A forras entropiaja csokkent. A forras kevesebb informaciot tud atlagosan
k6z0Ini veliink a masodik esetben, hiszen az 1-esek kiildésekor nem ’lep&diink
meg’, anndl inkdbb a 0-k érkezésekor, ezek azonban ritkdbban jonnek.

Az entropia korlatos fiiggvény. Shannon forraskodolasi tétele kimondja,
hogy az entrépia mindig pozitiv azonban kisebb mint a forras szamossaga,
azaz a lehetséges kimenetelek szama.



2.3. Az Entropia korlatossaga (Shannon)

0 < H(X) < logan

Ahol,

n - a forrds szamossaga #X

Bizonyitas

Tegyiik fel, hogy
H(X) < logan
atrendezve kapjuk,
H(X)—logan <0

a méasodik tagot p(x;)-vel silyozva és Osszeadva (ezt megtehetjiik, mivel a
stlyozo egyiitthatok Gsszege pontosan 1)

S plas) log, pl =S plai) logym

z,€X ( l) z,€X

p(z;) log <0
P
a logaritmus azonossagait hasznélva,
1 1
— )In—— <0
oy S e



Az y = In(z) fliggvény az x = 1-nél metszi az x tengelyt, és feliilrsl becsiilhetd
az y = v — 1 egyenessel. Ezt kihasznélva a kovetkezé fels6 becslést adhatunk
az a fenti kifejezésre.

1

i) n —1=0

z,€X

1
1n22p N o) n = e 2= P

p(z;)-vel egyszertisitve, az alabbi kifejezést kapjuk. Az elsg dsszeadandé tag
az 0sszes kimenetelek szaméanak reciproka. Ezt pontosan az esemény kime-
neteinek szamara kell 6sszegezni, igy ez a tag 1-gyel egyenls. A maésodik tag
az egyes események valoszintiségeinek 0sszege, ami a teljes halmazon szintén
1-et ad.

1
1n22*_sz’ ll—1=0<0

r;€X n r,€X
q.e.d.

Feltéve, hogy a forrés eloszlasa pontosan ismert, az atlagos kddszohossz
bevezetésével Shannon forraskodolasi tétele mésképpen is megfogalmazhato.

2.4. Atlagos kédszéhossz

=Y plx

z,€X

ahol [; az adott szimbélum koédszohosszat p; pedig el6forduléasi valdszintiségét
jeloli.

2.5. Shannon forraskodolasi tétele

H(X) < L(z) < H(X) + 1

ahol az egyenlGség akkor all fenn, amennyiben szimbélumok eloszlasa 2 hat-
vanyai szerinti.



2.6. Kullback Leibler tavolsag(relativ entropia)
Ha X egy valosziniiségi valtozo és p(x), q(x) ennek eloszlasfiiggvényei a két
eloszlasfiiggvény relativ entropiaja

p(z)

D(p(@)llg(z)) = >_ pl= 10832(

z,€X q .T)

A Kullback Leibler tavolsdg nem kommutativ, azaz

D(p(z)|lq(z)) # D(q(x)|[p(x))

Ha a forrds nem teljesen ismert, akkor forraskodolési tétel a kovetkezs-
képpen irhato:

2.7. Shannon forraskédolasi tétele becsiilt forraselosz-
lasra

H(X) + D(p(x)]lq(x)) < L(x) < H(X) + D(p(x)llq(x)) +1



3. Informacidatvitel

3.1. Atviteli Csatorna

Forras X Csatorna é Nyeld
X
P() p(y)

3.3. abra.

Az informécids csatorna f6 részei a forras, a csatorna és a nyelS. A forras
magabol p(z;) eloszlasu valoszintiségi valtozot ad ki, a csatorna ebbdl egy
p(y;) eloszlasu véletlen valtozot general, amelyek a nyeldre jutnak. A csatorna
teremt tehat kapcsolatot az Y és X kozott. E kapcsolat jellemzGit targyalja
a kovetkezd fejezet.

3.2. Feltételes Entropia

Y és X kapcsolatat jellemzi a feltételes entropia

1
Y’X Z Z p xz yz‘xz 10g2 (7

T, €EX Y, €Y yl‘xl)
Ahol,

p(z;) - Annak a valoszintisége, hogy a forras x; szimbolumot bocsat ki

p(yilx;) - Annak a valoszintisége, hogy a nyeld y; szimbolumot érzékel feltéve,
hogy a forras x; szimbo6lumot bocsatott ki.

Vagy mésképpen

H(Y|X) = E{I(yi|x:)}
Ahol,

I(y;|z;) - A feltételes informéacio
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3.3. Egyiittes Entrépia

H(x") = Z Z Z (—p(x1, 29...1y,) - logy p(21, T2...2,))

r1€X1 x2€ X2 Tn€Xnp
Ahol,
p(z1, a...x,) - -k egylittes bekovetkezési valoszintsége

Xn = {Xl, XQXn}

3.4. Diszkrét Sztochasztikus Folyamat Entrépiaja

H(y) = lim ~H(y")

n—oo n,

3.5. Kolcsonos Informécio

pl@iy) . plyile)

I(x;,y;) = log = log
(i, ) > p(ay) > ply)

Erdemes megvizsgalni két specialis esetet. Az elsg, ha z; és y; fiigget-
lenek, azaz a forras fiiggetlen a nyel6tdl (teljesen rossz csatorna), akkor
p(yilz;) = p(y;) és igy a kolesonds informacio értéke 0. Ha p(y;) = p(x;)
(tokéletes csatorna), akkor a p(y;|x;) = 1. A késébbiekben latni fogjuk, hogy
a csatornan akkor vihetd at a legtobb informécio, ha a forras entrépidja ma-
ximdlis. Igy példaul p(z;) = 0.5, és p(y;) = 0.5 esetén a kolesonds informécio
1 bit.

3.6. Atlagos Kolcsénos Informacioé

](X, Y) = Z Z P(ﬂfi,yz‘) : I(l"uyz‘)

T, €X yi €Y

11



Z Z P, yi) logy "~ Pz, )

2 €X y;€Y ( ) (yz)

azaz X,y egyiittes eloszlasanak Kullback-Leibler tavolsdga a két eloszlas szor-
zatatol
I(X,Y) = D(p(z,y)|p(x) - p(y))

Valo6szintiségszamitasbol ismert, hogy két eloszlés egyiittes eloszlasa a két
eloszlas szorzatat adja, amennyiben a két eloszlas egymastdl fiiggetlen. Jelen
esetben ez azt jelenti, hogy p(z,y) = p(x)-p(y) ami pedig az Atlagos kdlcsonos
informéaciot 0-val teszi egyenlévé.

3.7. A Posteriori Entrépia

Az atlagos kolcsonds entropia kifejezését masképp felirva az indexeket imma-
ron elhagyva a révidebb jelolés érdekében,

plz, 1 1
p(z,y)log p(z,y)[logy ———logy ——]
=22 2 (@) () ZXXQ 2 5@ % pialy)
1
=3 > p(@) plylr)logy —— — 3 > p(z,y)log, ——
rzeX yeyY ( ) reX yey ( ’y)

A kiilonbség els6 tagja a nem méas mint a forras entropiaja, mivel

3> px) - plyle) logy — ( = > p(z)log, — Zp ylz)

zeX yeYy rzeX yEY

A kiilonbség masodik tagja pedig az un. A posteriori entropia, amely azt
fejezi ki, hogy az Y megfigyelésével mekkora a bizonytalansdgunk X-ben

H(X|Y)=> > plz,y)log, ——

zeX yey ( | )
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fgy a kolesonos informéacié a kovetkezsképpen irhato fel

I(X,Y)=H(X)— HX|Y)

3.8. Csatornakapacitas

A csatornakapacitas definicié szerint nem méas mint az atlagos kolcsonds in-
formécié maximuma p(x) szerint.

C= m(ag({I(X, Y)}
p(z

3.9. Shannon II. tétele

Egy H(X) forras entropiaval, C kapacitassal rendelkez csatornara minden P.
hibavaloszintiséghez létezik Q.(z) = 2’ transzformacio (kodolas) H(X) < C
esetén.

1.Példa

Binéaris Szimmetrikus Csatorna (BSC)

1-p N
Pxo 7 pyO
p
X Y
p
Px1 > pyO
1-p

3.4. abra. BSC

A forras azonos valoszjniiséggel ad ki magabol 0-t illetve 1-et p,o = py1 =
0.5, valamint definidlunk egy hibazasi valoszjniiséget, amelyet p-vel jeloliink.
Ekkor a kimeneten a 0, illettve 1 detekciok valoszintiségei:
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PyoszO'(l—p)—i-pxl'p:O.E)

Pylszr(l—p)—i-pxo'pzo.f)

Azaz a kimeneten 1évG szimbolum detekcidk valoszjniisége nem fiigg a
hibazasi valoszintiségektsl. Ez azért van mert ugyanannyival tobb 1-est érzé-
keliink O helyett, mint forditva, 1évén a csatorna szimmetrikus. A koélesénos
informacio kifejezése:

I(X,Y)=H(X)- HX|Y)=H(®Y) - HY|X)

1 1 1
Y)= p(Yi) - 108y ——— = pyo - logy — + py1 - logy, —
) y;/ ( ) 2 p(yi) 40 2 Pyo Y 2 )

H(Y)=05405=1

HY|X) = Zp ; Zp yilx;) logy ——— oS

1

1 1 1
—— +plogy —| + (1 — p, log + plog
—p ng] ( 0)[(1—p) 27, D Qp]

= peo[(1 — p) log, 1

1 1
= [(1 —p)log, Tt plog, ];]

Shannon els§ tétele szerint az entropia korlatos. H(Y) kifejezését meg-
figyelve hatarértékszamitassal adodik, hogy az entropia kifejezése p, = 0
és p, = 1 értékeire 0. Ahol p, jeloli p,o-t (vagy p,i-et) ennek megfelelGen
py1 = 1 —p, (vagy pyo = 1 — p,. Az entropia tehat maximalis p, = 0.5-nél,
értéke 1. és zérus p, = 0 valamint p, = 1-nél. Ezaltal a binéris szimmetrikus
csatorna kapacitéasa.

C=1- H(Y|X)

Ahol H(Y|X) csak a hibavaloszintségtdl fiiggs tag.
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3.10. Diszkrét Memoériamentes csatorna (DMC) Addi-
tiv Gauss Zaj (AWGN)

A diszkrét memoriamentes csatornat a kévetkezékben az additiv fehér Gauss
zaj esetére fogjuk vizsgalni. A csatorna modellje igy egy 6sszead6, melynek
egyik bemenete a jel a masik pedig a zaj mintai. A zaj mintainak eloszlas-
fiiggvénye Gaussi. A nulla varhato értéki strtiségfiiggvényt a 3.1 egyenlet
adja meg.

_ 1 —(z)?
fn(x)_\/@

Frekvenciatartomanyban a fehér zaj jelz6vel olyan zajt illetiink, melynek

spektralis stiriiségfiiggvénye egyenletes, azaz minden frekvencidn egyforma,
Gauss zaj esetében % értékd ahol Ny = k - Ty, a Boltzmann &llando és az

Osszesitett redukalt zajh6mérséklet szorzata. A sztochasztikus jelek elméle-
tébdl az is ismert, hogy a Zaj teljesitménye megegyezik szorasnégyzetével.
P, = o?

] (3.1)

3.11. Differencialis Entropia (folytonos eloszlasra)

H(X) = = [ f(a)l0g, fo(a)da (3.2)
1.Példa
GWN entropiaja
H(X) yaes = ;log2(27re<72) (3.3)
2.Példa
5 hosszti impulzus entropidja
H(X)imp =—1 (3.4)
A fentiekbdl lathato, hogy a definicié miatt az entropia lehet negativ is.
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3.12. Az AWGN csatorna kapacitasa

Az el6z6 fejezetekben lattuk, hogy a csatorna kapacitésa az atlagos kolesénos
informécié6 maximuma, amely felirhaté a feltételes entropiaval is. Ha figye-
lembe vessziik, hogy additiv fehér gauss zaj esetén, H(Y) = H(X + N) és
H(Y|X) = H(N) ahol H(N) a zaj, mig H(X+N) a jel és a zaj egyiittes ent-
ropidja, akkor Gaussi jelet feltételezve a csatorna kapacitasa a 3.8 egyenlet
szerinti kifejezés lesz.

Cmax - H%aii{H(Y) - H(Y‘X)} (35)
p(z
Crnaz = III(&?{H(X + N) - H(N>} (36)
p(z

1 2, oy 1 2

Crnaz = 5 logy(2me(o,, + 05) — 5 log, (2me(o;) (3.7)
1 o?

Crnaz = 3 log, (2me(1 + ;Z%) (3.8)

A logaritmusban megjelené kifejezés, a % az un. jel zaj viszony. A
fenti levezetés azt feltételezi, hogy végtelen savszélesség &ll rendelkezésre.
A valosidgban azonban adott savszélességgel all rendelkezésre, ekkor a 3.9
egyenlet szerinti kifejezés érvényes.

Crnaz = Blogy(1 +

) (39)
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4. Forraskodolas

4.1. A forraskodolas feladata

A forraskodolas feladata a p(x) eloszlassal rendelkezé x; forrasszimbolumok
l; kodszimbolumokhoz valo kolcsondsen egyértelmii hozzarendelése. A for-
raskodolas csokenteni igyekszik az atvitt informacio koltségét. A nagy valo-
szintiséggel adott szimbolumokhoz rovidebb kédokat rendel, igy cstkkenti az
atlagos kodszohosszt.

| Forras H Forras kédoc’) Forras dekdd. H Nyeld l

4.5. 4bra. Informacid atvitele

4.2. Atlagos kédszohossz

Lo =Y pla)l (4.10)

cs s

nal, de legfeljebb a forras entropiaja + 1.

H(X)< L, < HX) +1 (4.11)

4.3. Pillanatkéd

A pillanatkod olyan kod, amely a vétel pillanataban dekodolhato. Példaul
ilyen kod a Prefix kod

4.4. Prefix és Postfix kodok

Az egyik gyakori pillanatkdéd a prefix kod. Ebben a koédban egyik kddszo
sem kezdGdik ugyantgy, mint egy masik. Legyen példaul a = 0; b = 10; ¢
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= 11. Ekkor a 01110101... kédsorozat egyféleképpen dekddolhatd, méghozza
a,c,b,ba,... az a utdn jovo egyes lehet egy b vagy egy c. Bér ezt a kodszot
még nem tudjuk, az Gsszes elGtte 1év6t igen. A postfix kod nem pillanatkod.
Ebben a kodban egyik kodszoé sem végzédik gy, mint egy mésik. Legyen
példaul a = 1; b = 10; ¢ = 00. Ekkor a kovetkez6 kodsorozat 111000 csak
egyféleképpen dekddolhatd, méghozza a,a,b,c. Ha azonban még egy bit érke-
zik nevezetesen egy 0, Akkor a dekdédolt szimbolumok megvéltoznak, tehat
1110000-hoz a,a,a,c,c tartozik. A postfix kodnal az utolsé bitet tudni kell,
hiszen a kodoléasnal hatulrol indulunk. A koéd tehat kolesondsen egyértelmi,
de nem pillanatkod.

4.5. Kodkonstrukeié Binaris faval

A binaris faval torténd kodkonstrukcional minden elagazasnal egy tovabbi bi-
tet adunk az eddigiekhez. Az agak jelolik a bitek értékét a levelek (végelemek)
pedig a kodok. Az igy konstruélt kod pillanatkod lesz, hiszen az elagazasok
miatt semelyik kod nem kezdédhet gy mint egy masik. A lehetséges kodok
szama ezzel a modszerrel L bit esetén éppen 2F. Ez a kod azonban nem
ad optimalis kddszohosszat, mivel minden kéd ugyanolyan hosszi. Az opti-
maélis kod megtalalasahoz csokkenteni kell azon kddszavak hosszat, amelyek
gyakrabban fordulnak el6.

0000 0001 0010 0011 0100 01010110 0111 1000 1001 1010 1011 1100 1101 1110 1111

4.szint

3.szint

2.szint

1.szint

4.6. dbra. Binéaris fa

4.6. A Kraft egyenlStlenség

A binaris fat szintekre oszthatjuk minden elagazasnal. Ha az i. szinten
elvigunk egy agat, akkor révidebb kodot kapunk, melynek hossza éppen i.
Ekkor az elvagott dggal egy olyan binaris részfat tavolitottunk el, melynek
251 gzintje van. A metszés persze torténhet a levélelemeknél is, ilyenkor
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nem csoOkkentjiik a teljes fat. Ebbdl tehat az latszik, hogy a fan elhelyezhetd
kodszavak maximalis szama 2°. Ez az un. Kraft egyenl6tlenség binaris fara.

2k >N "ol (4.12)

=1

4.7. Huffman kdédolas

A Huffman koédolasnal a forras eloszlasaban a két aktuélisan legkisebb va-
loszintiségli szimbolumot Gsszevonjuk egy kompozit szimboélumba. A végén
az Osszevonasokkal egy binaris fat kapunk. A kdédokat az el6z6 fejezetben
ismertetett eljarassal jeloljiik ki, Az alabbi példaban felfelé 1-es lefelé 0 ko-
dot alkalmaztunk. Az irdnyhoz a kod hozzérendelése binaris esetben azon-
ban tetszGleges, akar szintenként mas modszert is alkalmazhatunk, azaz a fa
"megcsavarhato".

1

11  a-5/16 ; |—1?”6
01 b-3/16

T 16/16
101 c-2,5/164—J
5/16
100 d-2,5M16_0 | — 6/16
001 e-1,5/161—_ 3/16 _ 0
000 f -1,5/160_ 5

4.7. 4bra. Huflman kodolés

4.8. Koédhatékonysag

Egy koéd hatékonysigat az entréopidhoz viszonyitjuk. A koéd hatékonysaga
kod hatékonysaga 100%, ha a forrasszimbolumok A-priori eloszlasa 2 negativ
hatvinyai szerinti.

(4.13)



1.Példa

Szamoljuk ki 4.7 dbrdn megadott eloszlas és a hozza tartozd kod haté-
konysagat.

Az atlagos kddszohossz:
Ly=2-(Z+23)+3- (B2 +22 44 595
Az eloszlas entropiaja
H(X)=2 log, 2+ 2 log, & + & -logy 22 + 2 -log, 22 = 2,45
A ko6d hatékonysaga tehat
h="12 =2 45/2,5 = 98,2%

2.Példa

Legyen a - 0.5; b - 0.25; ¢ - 0.125; d - 0.125 a forras eloszlasa. Ekkor a
Huffman kodolas szerint a kédok: 1; 01; 001; 000. Az eloszlas 2 hatvanyai

szerinti, ilyenkor pedig az Entrépia megegyezik az atlagos kodszohosszal.
H(X)=1,75= L, h = 100%.

3.Példa

Legyen a - 0.25; b - 0.25; ¢ - 0.25; d - 0.25, azaz a forras egyenletes
eloszlasu. FEkkor a hozzarendelt Huffman kod példaul 00; 01; 10; 11. A
forras entropidja H(X) = 4-0,25 - loggoﬁ = 2. Az atlagos kodszohossz
L,=4-025-2=2. A kod hatékonysaga h — 100%.

4.9. Forraskiterjesztés

Ha a forras eloszlasa nagyon messze van az egyenletes eloszlastol, azaz ha
az entropidja kicsi, akkor a Huffman kod hatékonysaga alacsony. Legyen
példaul a forras eloszlasa a - 1/16; b - 1/16; ¢ - 14/16. Az el6z6 képleteket
alkalmazva H(X) = 0.67, L, = 1,12. A kod hatékonysaga tehat ~ 59%.

Ilyen esetben célszerti lehet az eredeti szimbolumok {a,b,c} helyett {aa,
ab, ac, ba, bb, bc, ca, cb, cc} szimbolumokat kodolni. Ekkor ugyanis a
forrasszimbolumok eloszlasa egyenletesebb lesz. Feltételezve a szimbolumok
fiiggetlenségét a két szimbolum egymés utani észlelésének valoszintisége a két
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szimbolum valoszintiségének szorzata. A forras eloszlasa igy P(x;) = {1/256
1/256 14/256 1/256 1/256 14/256 14/256 14/256 196/256}. Ezt nevezziik
forras kiterjesztésnek. Ezzel a modszerrel ténylegesen csokkenthetd az atlagos
kodszohossz. Hiszen a kiterjesztett forraseloszlasra érvényes

e,

N-H(A) < Lyu, < N-H(A)+1 (4.15)

Ebbdl az egy szimbolumra esé kodbitek szdmahoz N-el kell osztani

H(A) < Ly < H(A)+ (4.16)

A fenti levezetés azt demonstralja, hogy az atlagos kodszohossz tetszélege-
sen megkozelitheti a forrds entropiajat. Tovabba az el6z6ekbdl az is lathato,
hogy a forras eloszlasanak nem pontos ismerete nem befolyasolja jelent&sen
a kodolas hatékonysagat. Ha példaul az els6 példaban vett eloszlasban a két
1,5/16 valoszintiségii szimbolumot 1/16-ra 1s 2/16-ra valtoztatjuk a kodolés
még mindig azonos modon zajlik le.

Tovabbi fontos észrevétel, hogy egyenletes eloszlasnél folosleges forraski-
terjesztést alkalmazni, hiszen ekkor a forras entropiaja maximélis. Tovabbé
a ketté hatvanyai szerinti eloszlédsnal is f6losleges e modszer alkalmazasa,
hiszen ekkor a Huffman kodolas 100%-os hatékonysagu kodot ad.

4.10. Aritmetikai kodolas

"Ez a kodolasi modszer hasonlit a Huffman-kédhoz, amennyiben a forrasel-
oszlas a priori ismeretét igényli. Az algoritmus alapoétlete az, hogy minden
forrasszimbolumnak a valosziniisége aranyaban megfeleltetjiik a [0,1) inter-
vallum valamekkora részét. Ha példaul A=a, b, c=0.4, 0.4, 0.2, akkor harom
részintervallumot képeziink: [0, 0.4), [0.4, 0.8) és [0.8, 1).

Az els6 szimbolum (legyen példaul b) kivalasztja valamelyik részinter-
vallumot (jelen esetben a [0.4, 0.8)-at). Ezutan mar ezt tekintjik alap-
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intervallumnak, és ugyanuigy felosztjuk részintervallumokra (a valoszintiségek
aranyaban), mint a [0,1) intervallumot. A példa szerint azt kapjuk, hogy [0.4,
0.56), [0.56, 0.72) és [0.72, 0.8). Ezek koziil a masodik szimbolum (példaul
c) valaszt egyet (a [0.72, 0.8)-at), és igy tovabb. A feldolgozott szimbolumok
szamaval az aktualis részintervallum egyre sztikiil, ha kis val6szintiségii szim-
bélumok jonnek, akkor gyorsabban. Végiil, ha méar nincs tébb kédolando
szimbélumunk, akkor az utolso részintervallumbol valasztott barmelyik valos
szam meghatarozza az egész addig kodolt sorozatot."[1]

Ez a kod agy teljesiti az atlagos kddszohosszra tamasztott kdvetelménye-
ket, hogy egy valdszind szimbolumsorozathoz nagyobb intervallum tartozik,
igy nagyobb az esélye, hogy egy rovid kettedes tortet taldlunk, mig a ke-
vésbé valdszinii szimbolumsorozathoz révidebb intervallum és igy hosszabb
kettedes tort tartozik.

"A dekodolasnél problémat okoz, hogy ha a szimbolumok egy adott hosszi-
sagu sorozatat kodoljuk mindig egy kodszoba, akkor mi garantélja azt, hogy
az igy kapott valtozé hosszisagu kod megfejthets lesz? Ha viszont azonos
hosszisagu kodszavakat alakitunk ki, azaz akkor hagyjuk abba a kodolast,
mikor egy adott kettedestort-hosszat elértiink, akkor honnan tudja a dekdder,
hogy mikor kell le&llni? Erre a probléméara egy tj STOP szimboélum beikta-
tasa lehet a megoldéas. Ezt a forrasABC egyéb szimbolumaival azonos médon
kell kezelni, valoszintiséget kell hozzéa rendelni."[1]
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5. (Csatornakoédolas

5.1. Csatornakddolas alapjai

A csatorna kodolas feladata, hogy a forras kimenetén 1évé iizenethez redun-
dans informaciot flizzon hozza, ezzel lehetGvé tegye a zajos csatorna okozta
hibak detektalasat és javitasat. Az optimalis forraskodold kimenetén egyen-
letes eloszlasu korrelalatlan iizenetek vannak, azaz az entropia maximalis, és
az lizenetek redundancia mentesek.

‘ Forras H Forras kod. HCsatorna kod. satorna dekéd.H Forras deko’d.H Nyeld |

Zaj

5.8. dbra. Informéaci6 atvitel zajos csatornén

Jelolje u az U lizenettér egy elemét, amelyben egy szimbo6lum hossza m
és a kodolt tizenet hossza K. Tehat u = [ujus...ug| egy K hossza vektor,
amelynek u; elemei binaris esetben példaul 0 illetve 1 értéket vehetnek fel (m
= 2). Jelolje ¢ a C kodtér egy elemét, amelyben egy szimbolum hossza q és a
kodolt tizenet hossza N. Tehat ¢ = [cico...cn] egy N hosszii vektor, amelynek
¢; elemei binaris esetben 0 illetve 1 értéket vehetnek fel (q = 2). Ekkor a
kodolas €). egy olyan hozzarendelés, amely az u vektort ¢ vektorba viszi at.
Qe(u)= c

5.2. Hamming tavolsag
Ha x és y két kodot jeldl, akkor a

n

d(z,y) =Y x(xi # i) (5.17)

a i=0

Osszefiiggés az x és y vektor Hamming tévolsdga, ahol x az un. igaz-

sagfiiggvény: értéke 1, ha a mogotte 1éve kifejezés igaz, és 0, amennyiben a
mogotte 1év6 kifejezés hamis.
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5.3. Minimalis Hamming tavolsag

A Hamming tavolsag alapjan definidlhatjuk a minimalis Hamming tavolsédgot
is. Ez nem mas mint két kodvektor kddszavanként vett hamming tavolsiga-
inak minimuma.

dmin = min{d(c, )} (5.18)

5.4. A deko6dolas feladata

A dekodolas két részre oszthatd. Az els rész a demodulator kimenetén meg-
jelens v szimbolumhoz a hozza legkozelebb es6 ¢’ érvényes kodsz6 megkere-
sése. A masodik lépés az Q71(¢’) = u iizenetvektor eldallitasa. A dekodolas
trivialis, amennyiben v = ¢, azaz az adott és vett iizenetvektor megegyezik,
megoldhatatlan, ha v = ¢’ # ¢, tehéat olyan érvényes kod, amely nem az
ado oldali kodszo és lehetséges, amennyiben v # ¢’.

5.5. A jelezhet6 hibak szama

Ha egy kodban az atvitel soran, a miniméalis Hamming tavolsdggal megegyezd
hiba keletkezik, a legrosszabb esetben az egyik kod atcsiszik a maésikba.
Azonban ha ennél eggyel kevesebb hiba torténik, érvénytelen kodot kapunk,
amely jelzi a hibat. Egy kod altal jelezheté hibak szama tehat, a kodszavak
minimalis Hamming tavolsaganal eggyel kisebb érték.

tiet = dpnin — 1 (5.19)

5.6. A javithaté hibak szama

A javithato hibak szama, az a szdm, ahany bit meghibasodasa esetén a de-
kodoldo még el tudja doénteni, melyik az a kédszo, amelyet az ad6 oldalon
kibocsatottak.
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dmin -1
o= |21 o

5.7. Torléses hibak

Egyes vev6berendezésekben a demodulator képes jelezni, ha egy bit értéké-
ben bizonytalan. Ekkor a demodulator plusz informaciot bocsat a dekddold
rendelkezésre, miszerint megmondja a bit poziciojat, ahol a meghibasodas
torténhetett. Ezen pluszinformécio segitségével a dekodolo tobb hibat képes
javitani.

tior = Ay — 1 (5.21)

Legyen példaul ¢ = [000 110 101 011], ekkor a minimélis Hamming ta-
volsadg 2. A fenti Osszefiiggés szerint a javithatoé hibak szama 1. Legyen a
demodulator kimenetén megjelend érték x01. Egyetlen olyan érték 1étezik,
amelynél a 2. és 3. pozicioban 0, illetve 1 érték szerepel ez pedig az 101.
Hasonloan 1x1 és 10x esetén is helyesen dekodolhatd a kodszo.

5.8. Singleton-korlat

Legyen m = q, ekkor a lehetséges kodolatlan iizenetek szama m* = M. A kér-
dés az, mennyi lehet a kodolatlan {izenetek szama, adott kod szimboélumhossz
(q), kodszohossz (N) és minimalis Hamming tavolsag mellett? Ezutobbi a
kod hibajavito képességére tesz megkotést. A valaszt a Singleton korlat 5.22
egyenlet szerinti kifejezése adja.

M < N~ dmintl (5.22)

Bizonyitas

Nyilvanval6, hogy az iizenetek szdma kisebb vagy egyenld, mint az elGal-
lithat6 iizenetek szama m® és ¢ = m, azaz

M < g" (5.23)
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Az is belathato, hogy a minimélis Hamming tavolsag kisebb, mint 1 + a
bévitési faktor, amellyel a kddszohossz nagyobb mint az lizenethossz. Az 1
onnan jon, hogy az 1 hosszisagu kodszavak Hamming tavolsaga 1.

dpin <1+ N - K (5.24)

A fenti egyenletet atrendezve

Ezt az 5.23 egyenletbe behelyettesitve éppen a 5.22 egyenlet szerinti Sing-
leton korlatot kapjuk.

5.9. Hamming-korlat

A Hamming korlat arra a kérdésre ad valaszt, hogy egy adott t;4, hibajavito
képességgel rendelkez6 kddhoz milyen N, K illetve q érték valaszthato.

Azon pontok szdma, amelyek egy adott kodtol maximum ¢,,, tavolsagra
vannak

Vg = S <N> (q—1) (5.26)

i—0 \ !

Példaul i = 1 esetén az N dimenzioés iizenettérben a szomszédos kdédok
szama N. A szomszédos kodok Osszesen N darab kiilonb6zd pozicidban g-1
mas értéket vehetnek fel (mint a viszonyitasi pontban levé kod). Igy a tja,
= 1 javito képességt kodok szama N - (¢ — 1). Hasonléan i = 2 -re azon
pontok szama amelyek 2 értékben térnek el (];[ ), hiszen N-bél 2 értéket kell
kivalasztani, amelyeket megvaltoztatunk. Az értékek pedig dsszesen (g —1)2
mas értéket vehetnek fel, és igy tovabb i nagyobb értékeire.

A Hamming korlat kifejezése tehéat

mk . t (N) (g—1) <" (5.27)



Specidlis esetben m = q

t.
jav N )

( Z. )<q 1)< R (5.28)
7=0

Binaris lizenet és kod szimbélumokra m = q = 2
tjau N
( ) < 2N-K (5.29)

5.10. Koéd-perfekcio

Egy kod perfekt, a Hamming korlat kifejezésében az egyenlség teljesiil. Fz
binéris esetben szemléletesen azt jelenti, hogy az N dimenzios koédtérben a
legalabb t;,, hibat javitani képes kodok szadma pontosan ketté azon hatva-
nya, amennyivel hosszabb a koéd mint az {izenet. Méasképpen fogalmazva a
kodszohossz bovitésével nyert kodok szdma ugyanannyi, mint a legalabb t;,,
hibéat javitani képes kodok szama.

t <N ) = N-K (5.30)

1=0

K [ tiao = 1] tjay = 2
1 3 5

2 7 -

4 7 -

11 15 -

D7 63 -

78 - 90 !!

5.1. tablazat. Perfekt kodok m = q = 2

5.11. Kobdsebesség

A perfekt kodok koziil azokat részesitjiik elényben, amelyek azonos t;,, mel-
lett az adott iizenethez a legkevesebb redundans bitet fiizik hozza. Ennek
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mérdszama az un. kodsebesség.

R:

==

(5.31)

A 5.10 tablazat alapjan ez a kod a 78/90-es lenne de ilyen kod nem
létezik. Hogyan lehetséges ez? A Hamming korlat csak sziikséges feltétel, de
nem elégséges.

6. Linearis Ké6dok

6.1. Binaris Linearis Ké6dok

Linearisnak neveziink egy binaris kodteret, ha a binaris 06sszeadas nem vezet
ki a térbosl. Példaul ilyen kodtér a 000,110,101,011 koédtér, hiszen barmely
kett6t modulo ketts Osszeadva olyan értéket kapunk, amely a linearis tér
eleme. Ellenpélda a 111,001,010,100. Bér ezek minimalis Hamming tavolsaga
érdekes modon szintén 2, példaul az 111 és a 001 modulo 2 6sszege 110, amely
nem a tér eleme.

A linearis tér bazisanak nevezziik annak linearis fiiggetlen generatorrend-
szerét, azaz olyan linearisan fiiggetlen vektorok Osszességét, amelyek linear-
kombinaciojaval a tér elemei elGallithatoak. A fenti példaban a 000 vektoron
kiviil barmely kettG kivalaszthato a tér bazisanak.

6.2. Binaris Hamming kéd

Az 1 bitet javitani képes, linearis, perfekt (blokk-) kodokat Hamming kodnak
nevezziik. Ha ezen feliil a kod binaris akkor Binaris Hamming kédnak nevez-
zik. A Hamming kdédok maximalis kodsebességgel rendelkeznek, az azonos
hibajavito képességgel rendelkezé kodok koziil.
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6.3. Generatormatrix

A generdtormdtrix a bindris linearis tér bazisaibol képzett matrix, a fenti
példabol bazisnak valasztva 110 és 101 vektorokat, a generatorméatrix

(110
101

A generatorméatrix az iizenettér eleméhez a kodtér egy elemét rendeli. K
sora és N oszlopa van.

[

c=u-

I

(6.32)

A fenti példat folytatva u — [00 01 10 11] {izenetvektort G generatormatrix-
szal megszorozva,

0 0 000
01 110\ | 101
10 1o0o1) | 110
11 011

6.4. Paritas Ellen6rzé Matrix

Vezessiik be H paritasellen6rzé métrixot a kovetkezéképpen

i

H' =0 (6.33)

Ekkor nyilvin

IS
[
[is
~
I
=

(6.34)

Ebbél pedig



c-H" =0 (6.35)

Valamint kihaszndlva hogy ¢- H = H - T

[
I
~
|
(e}

(6.36)

6.5. Szindréma vektor

Ha a kdédvektor helyett, a demodulator kimenetén megjelend vektort helyette-
sitjiik 6.36 egyenletbe, akkor az un. Szindroma vektort kapjuk. A hibavektor
e = v—c kifejezését hasznélva, mindkét oldalon beszorozva H-val a szindroéma
vektor:

T

s"=H-v"

. Q p—

I
a
I
=

el (6.37)

1=

Mivel tébbes hiba is el6fordulhat az atvitel soran, a szindroma vektor
nem egyértelm.

6.6. Szisztematikus kédkeresés

Egy N, K paramétert linearis kod szisztematikus, ha minden kédszavéra igaz,
hogy annak elsé vagy utols6 N-K szimboluméat elhagyva éppen a neki megfe-
lel6 K hossztsagu iizenetet kapjuk, méas szavakkal a K hosszisagt iizenetet
egészitjiik ki N-K karakterrel. Egy kod szisztematikus tehéat, ha a generator-
maétrixa elején vagy végén tartalmazza az egységmatrixot.

Szisztematikus kod esetén a kodolasban szerepld (2. miivelet inverzének
elvégzése igy tulajdonképpen a kodszo egy részének (elejének vagy végének)

elhagyasat jelenti.

Szisztematikus kod esetén a generdtor matrix a 6.38 egyenlet szerinti
alakt

G=I[LP] vagy G=[P 1] (6.38)



Ahol I KxK-s egységmatrix, P pedig egy Kx(N-K)-s métrix. A paritasel-
len6rz6 méatrix kifejezése pedig rendre

H=[-P". I vagy H=|[I,—P"] (6.39)

Ahol PT egy (N-K)xK-s matrix és I (N-K)x(N-K)-s egységmatrix,. Bina-

ris esetben igaz még, hogy —QT = ET. A tovabbiakban az elsd alakot fogjuk
hasznalni.

1.Példa

Hatarozzuk meg annak a szisztematikus koédnak a Paritasmatrixat mely-
nek Generatorrendszere
(101
L0 11

N =3, K = 2; Tehat [ : 2x2-es egységmatrix P pedig 2x1-es matrix, tehat
oszlopvektor. Igy

[l

H=(111)

példaul a v — 001-hez tartoz6 szindromavektor igy s — 1

CRRNRY

N =5, K = 2; Tehat I : 2x2-es egységmatrix P pedig 2x3-es matrix. A
paritasmatrixban szereplS egységmatrix igy 3x3-as.

2.Példa

I
|
o -
— O
—_ =
o~
= O

HT
O =
— O
S O
o= o
= O O

A szindréomavektor v = 10000 -hoz példéaul,
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=(110)

V)

Il
[ QT —
_ o =
o O =
O = O
—_— O O

S OO O

Ha a szindréma vektort megvizsgaljuk, akkor latjuk, hogy a Paritas mét-
rix 1. oszlopéval egyezik meg. Azaz megmutatja nekiink, hogy az 1. helyi-
értéken tortént a bithiba. Hasonl6é képpen, ha 01000, 00100, 00010, 00001
kodokat vessziik, a szindromavektor rendre 101,100,010,001 azaz a paritas-
matrix 2.,3.,4. és 5. oszlopaval egyezik meg.

6.7. Hibajavitids metédusa

A Hamming kédok hibajavitasi metodusa a kovetkezd. A paritasellendrzé
matrixot dsszeszorozzuk a demodulator kimenetén 1évs v7 vektorral, ezéltal
megkapjuk a szindroma vektor transzponaltjat. Ez a vektor kijeloli a Paritas-
ellen6rz6 matrixnak azon oszlopat, amelyik pozicibban a hiba tortént. Ezen
index szerinti bitet invertalva a vett jel vektoraban, egy érvényes kodszot
kapunk, ami szerencsés esetben megegyezik a kiildott kodszoval.

2 »

6.8. Generator és Paritasmatrix elgallitasa

Minden binéaris Hamming kodot egy adott szamharmas (N,K,q) - (kodszo-
hossz,lizenethossz,kodszimbolumhossz) jellemez. Ezek ismeretében a kodhoz
tartozo szisztematikus paritasmatrix el@allithato. Vegyiik a (N-K)x(N-K)
méretd egységmatrixot és illessziik a paritasmatrix végére. Ezek utédn a Pa-
ritasmatrix elején talalhato (N-K)xK-s matrixot ugy allithatjuk els, hogy
oszloponként felsoroljuk a |1, 2V =K1 tartomény azon elemeit, amelyeket az
egységméatrix nem tartalmaz. Hiszen a paritasmatrix oszlopainak tartalmaz-
nia kell a 1,275~ tartomany Osszes elemét, mert ezéltal tudja kijelolni
a lehetséges bitpoziciok koziil a meghibasodottat. (Megjegyzés : a csupa
0 kombinaciot azért nem tartalmazza, mert ez pontosan azt jelenti, hogy
érvényes kodszo lépett fel a demodulator kimenetén.)

1.Példa
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Hatéarozzuk meg a (N,K,q)=(7,4,2) szisztematikus kodnak a Paritasmat-
rixat!

A paritdsmatrix végén 1évé 3x3-as egységmatrix felsorolja [1,23] tarto-
méany azaz 1,2,3,4,5,6,7 elemek koziil az 1,24 elemeket. Tehat a paritas-
métrix elején 1év6 matrixnak a 3,5,6,7 oszlopokat kell tartalmaznia. Igy a
paritasmatrix:

HT
— = O
[ e R
O = =
— =
e
o = O
— o o

Es ebbél a megfelels szaballyal elGallitott Generatormatrix

[

I
oSO O
o O = O
o = O O
_ o O O
— = = O
— = O =
_ O = =

Most nézziik azt az esetet, amikor a vett vektor v=(0,1,0,0,0,1,0). Ebben
egyszeres bithiba fordul el6 a 4. pozicioban. Ha a paritdsmatrixot Ossze-
szorozzuk ennek transzponaltjaval akkor az (1,1,1) vektort kapjuk, ami a
paritasméatrix 4. oszlopa, tehat itt tortént a hiba.

6.9. Nem binaris Hamming kédok

Egy fokkal nehezebb feladatnak tiinik, amennyiben a perfekt kodokra vonat-
koz6 5.30 egyenletben ¢ # 2. Tekintsiik a legegyszertibb ilyen esetet, azaz
amikor q = 3. Ekkor az els6 perfekt kod az (N,K,q) = (4,2,3) szamhéarmassal
jellemezhetd. Ennek kédsebessége R = % = % A koédok szorzasanal, illetve
osztasanal ilyenkor természetesen a modulo 3 6sszeadési és szorzasi szabalyok
érvényesiilnek. Negativ szamok modulo értékeit példaul a kdvetkezdképpen
szamolhatjuk. mody;(—13) = mod;(—13+2-7) = mod,(1) = 1.

Mivel a kéd nem binaris, nem lehetiink biztosak abban, mi a hiba ér-
téke, ha meghibasodés tortént. Masképpen fogalmazva, a hibanak nemcsak
helye van hanem értéke is. A lehetséges kodszavak koziil a paritasmatrixot
alkotoknak az alabbi harom szabaly kell teljesiteniiik.
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1. A kodszavak koziil hagyjuk el a csupa 0 kombinaciot.
2. Az els6 nem 0 eleme a kodszonak legyen 1-es.

3. A kodszavak ne legyenek egymas konstans szorosai.

Tehat a {00,01,02,10,11,12,20,21,22} kodszavak koziil a fenti szabalyok
figyelembe vételével a {01,10,11,12} elemeket kapjuk. Ezekbdl megalkotha-
tunk egy szisztematikus paritdsmétrixot.

1 110
H_<1201)

Az ebbdl elgallithato generator matrix alabb lathaté, a modulo 3 sza-
balyok figyelembe vételével. Fontos megjegyezni tovabbé, hogy immar nem
binaris esetben vagyunk tehat —P7 #£ PT.

c_ (10 -1 -1)_(1022
== \lo1 -1 —2) (o121

Ezek utan példaul az tizenettérbdl vett {20} vektort megszorozva a generé-
torméatrixszal kapjuk a {2011} kodvektort. Tegyiik fel ezek utan, hogy a
masodik pozicibban 2-es értékii hiba lép fel, azaz a vett vektor legyen v —
{2211}. A szindroma vektor ekkor:

— =
N
o =
)
S~—}—

A paritasmatrix konstruéalasakor figyeltiink ra, hogy minden oszlop elsé
nem 0 elem 1-es legyen. Ezéltal a szindromavektor elsé (nem nulla) eleme
megadja a hiba értékét. A hiba érétékével elosztva a szindrémavektort meg-
kapjuk a paritdsmatrix azon oszlopét, amelyik poziciéban a hiba el6fordult.
Tehat sT = {2,1} esetén a hiba értéke 2. Ezzel eloszva a szindromavek-
tort modulo 3 szabalyok szerint: mods(2/2) = mods(1) = 1. mods(1/2) =
mods(1/2) + mods(3/2) = mods(4/2) = mods(2) = 2. Ezen egyenlGségek fi-
gyelembe vételével % = {1 2} a paritasméatrix 2. oszlopa, igy a hiba pozici6ja
is 2.
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6.10. Galois Testek (GF - Galois Fields)

A Galois testek véges elemszamu testek, melyekben létezik egységelem és
nullelem. A mitveletek nem vezetnek ki a térbdél, azaz a modulo p aritmeti-
kaban Osszeadésra, szorzasra, kivonésra, osztasra zartak.

6.11. Prim hatvanyu Galois Testek (GF(p))

Amennyiben a test elemei p prim szdm hatvanyai, Prim hatvanya Galois
testrél beszéliink. Ezen test elemei {0,1,...p-1}.

6.12. Primitiv elem

A Galois test barmely olyan nem nulla elemét, amelyet hatvanyozva elGszor
a p-1l-edik hatvanyon lesz egyenld az egységelemmel, primitiv elemnek neve-
zink. Azaz « primitiv elem, ha

0#£a€GF(p), o '=1, de a“#1, ha 0Aw<p—1 (6.40)

1.Példa

Legyen p = 5, ekkor a Galois test elemei {0,1,2,3,4}. Vizsgaljuk meg 2
primitiv elem-e! mods(2') = 2, mods(2?) = 4, mods(23) = 3, mods(2*) =
1, azaz 2 primitiv eleme a testnek. vegyiik most a 4-et. Vizsgaljuk meg ez
primitiv elem-e! mods(2%) = mods(4%) = 1 tehat a 4 nem primitiv eleme a
testnek.

A primitiv elemnek egy érdekes tulajdonsagara vilagit ra ez a példa. A
primitiv elem hatvinyozva végigmegy a Galois test Osszes elemén, és csak a
legutols6 hatvanyon veszi fel az 1 értéket.

2Ez itt matematikailag biztos nem perciz és egzakt
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6.13. Ciklikus kédok

Ciklikus kodok olyan lineéaris blokk kédok, amelyeknél minden érvényes c
kodszo eltoltja c© is érvényes kddszo.

Cc= {607cla'°'CN—27cN—l}7 Qe - {CN—17C();CI7°“CN—2}~ (641)

Legyen ¢ = {co, ¢1, ... cy_1} egy érvényes kodvektor. Ezen kddvektorthoz

hozzérendelhets egy c(p) = ey_1pN ! + eny_opV 2 + ... + c1p + ¢o polinom,

mely a fenti érvényes kodszo polinom reprezenticidja. Ez egy megfeleltetés
az N dimenzibs linearis binaris tér és a N-1-ed foku polinomok tere kozott.

Végezziik el ekkor a kovetkez§ atalakitasokat

c(p) = enaapY ey N P+ L Fapta (6.42)

pe(p) = en_1p™ 4+ en_op™ T+ ep? + cop (6.43)

Alkalmazzk a teveszabalyt.3

pe(p)+en_1—cen_1 = CN—1(pN+1)+CN—2pN_1+...+01p2+cop—cN_1 (6.44)

Vezessiik be a kovetkezd jelolést c1(p) = ey_opN ™t +...4 c1p? + cop +
cy_1, ezt megtehetjiik hiszen ez egy N-1 -ed foku polinom, tehat megfelels
reprezentacioja egy kodnak. Itt felhasznaltuk, hogy binéris esetben még igaz
CN—1 — —CN-—1 is. Azaz

pe(p) = ena1(PY + 1) + e (p) (6.45)

osszuk el az egyenlet mindkét oldalét (pV + 1) -el. Ekkor

pe(p) i (p)
AR ) BN Y (040

3Adjunk hozza 0-t az egyenlet mindkeét oldaldhoz
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igy azt kapjuk, hogy a p-vel val6 szorzas tulajdonképpen ciklikus eltolas-
nak felel meg, a p”¥ + 1 polinomosztas maradékat tekintve.

6.14. Ciklikus k6d generalasa

Adott (N,K,q) -hoz, azaz (p™ + 1) -hez generaljunk olyan két polinomot
tényezGkre bontassal, hogy

p" +1=g(p)h(p) (6.47)

ahol g(p) generatorpolinom, és h(p) paritasellen6rzé polinom. Ekkor a
kodok az u(p) tlizenetpolinombol a kovetkezSképpen allithatoak els

c(p) = u(p)g(p) (6.48)

ahol, u(p) K-1 -ed foku, g(p) N-K-ad foku és ¢(p) N-1-ed foka polinomok.
Ezek utan frhatjuk

c(p)h(p) mod (p" + 1) = u(p)g(p)h(p) mod (p" +1) =0 (6.49)

6.15. CRC - Cyclic Redundancy Check

"A CRC (Cyclic Redundancy Check) kodok csak hibajelzésre alkalmasak,
tipikusan valamilyen hibajavité kddolassal kombinalva alkalmazzak Sket. A
CRC kodok specialis ciklikus kodok, melyek nagymérett (pl. K=1023) blokk-
hoz készitenek rovid (pl. r=24) ellendrzé Gsszeget. Ha ezutan akar a blokk-
ban, akar az ellen6rzdé Osszegben valtozas torténik, akkor az ismételten ki-
szamitott CRC &sszeg nagy valdszintiséggel nem fog egyezni a blokk végén
talalhato CRC 6sszeggel. A CRC kodokat, illetve a szindromat épptigy poli-
nomosztéassal lehet generalni, mint a t6bbi ciklikus kodot"|[1]

Kodgeneralasi mechanizmusa

c(p) = u(p)p™ K = L o p (6.50)



6.16. Reed Solomon kod

A Reed - Solomon kdéd olyan nem binaris blokkdéd amelyben a kddszohossz
eggyel rovidebb a szimbolumhossznal. Azaz N = g-1. t = tj4, jeldlje a
javithato hibak szaméat. Ekkor

N—K=2 dpn=2t+1 (6.51)

Tovabba legyen a € GF(q) galois test primitiv eleme eleme. Definialjuk
a Reed-Solomon koédot az alabbi generatorpolinommal

g(x) = (z + a)(x + a?)...(x + o) (6.52)
Ekkor az u(x) = ug + wix + ... + uy_12¥ "1 iizenetpolinomhoz rendelt
kodpolinom c(x) = u(a®) + u(al) + ... + u(a¥71), azaz a primitiv elem
hatvinyainak lizenetpolinomba val6 behelyettesitésével szarmaztathato.

Matrix reprezentaciéban a Reed-Solomon kod az alabbi generdtormétrix-
szal jellemezhets

S R 1
1 a o Nt

a-|1 o2 ol o 2(N-1) (6.53)
| alK-D(N-1)

Es igy a kodok elallitasa a ¢ = u - G képletnek megfelelGen torténik.
1. Példa

Legyen (N,K,q) = (4,2,5) mér fent lattuk hogy 2 primitiv eleme GF(5)
Galois testnek. Allitsuk el§ a G generatormétrixot. A generatorméatrix az
6.53 egyenletnek megfelelen allithato el (természetesen itt is modulo q
osztést alkalmazunk). Azaz

) (6.54)

— =
N —
B =
W

I
I
—
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Ez a matrix azonban nem szisztematikus, mivel nem tartalmazza az egy-
ségmatrixot. Szerencsére szisztematikussa tehetd Gauss eliminédcioval. Von-
juk ki az els6 sort a masodikbol, majd a masodikat az els6bdl, és igy kapjuk

10 -2 -1 1034
G_<01 3 2)‘(0132) (6.55)

6.17. Interleaving - Atszoveés

Az adatatvitel soran fellépé Burst-0s hibak ellen ugy védekezhetiink, hogy
az adatblokkokat feldaraboljuk, majd beirjuk egy métrixba sorfolytonosan és
oszlopfolytonosan kiolvassuk, ezutan a csatornén val6é atjutas utan az el6z6
miiveletet ismét elvégezve visszakapjuk az eredeti adatsorozatot. KEzzel a
modszerrel, nem egy adatblokk hibisodik meg kritikusan, hanem sok adat-
blokk enyhén. Mivel az ellen6rzé 6sszegek a blokkok végén vannak, az egyes
blokkokban 1év6 enyhe hibak még javithatoak, holott a blokk nagyobb részé-
nek meghibasodasa nem lett volna az.

6.9. dbra. 3x3 interleaving

Adatblokk sorozat

Interleaving utan

7. Dontéselmélet

Az adatatvitel soran a forras altal kibocsatott S;(t) jelalakokkal reprezentalt
jelekhez a csatornan additiv n(t) zaj adodik, és igy a vevére keriils jel a
hasznos jel és a zaj Osszege. A Dontéselmélet soran hipotéziseket allitunk fel,
melyek azt hivatottak megbecsiilni, a forras mely szimbolumot bocséatotta ki.

Az els6 feladatunk a dontéselmélet soran, hogy a megfigyelt szimbo6lumo-
kat tartalmazé teret - a megfigyelési teret (OS - Observation Space) - olyan
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7.10. abra. Zajos csatorna

részekre osszuk fel, amelybe es6 mintak alapjan az egyik illetve mésik hipo-
tézis javara dontiink. Binaris esetben, ha a forras altal kibocsatott Sy szim-
bolumot a Hy hipotézis jeloli, mig S, szimbolumot a H; hipotézis, tovabba
H a dontésiink eredménye, akkor a dontés helyessége az alabbi tablazattal
adhato meg.

F H

H, Hy, OK
H, H, X
H, Hy, X
H, H, OK

7.1. Bayes-féle Dontés

A kovetkez§ dontéselméleti modszert Thomas Bayes (1702-1761) angol ma-
tematikus dolgozta ki. A Bayes-féle dontéshez binaris esetben az alabbi fel-
tételeknek kell teljesiilnie.

1. A forras statisztikajanak ismertnek kell lennie azaz Pr{H,} = P, és
P?”{Hl}:Pli 1—P0

2. Minden dontésnek van koltsége, és ez 0 vagy ismert Cy, ahol k annak a
hipotézisnek az indexe, amelyik ténylegesen bekovetkezik, mig i annak
a hipotézisnek az indexe, amelyik javara dontottiink. Példaul Cy; 1-es
érkezett és O-nak értékeltiik.

3. A hibéas dontés koltsége nagyobb mint a helyesé. Cyy < Coy, C11<Coy.
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4. A dontést ugy probaljuk elvégezni, hogy az atlagos koltséget (Kockazat)
minimalizaljuk. K = min.

7.2. A Kockazat

K = P()COQP]“{]:[ = H0|H0} + P()Clopj“{g = H1|H0}

7.56
+P1011PT{H = Hl‘Hl} -+ P1001P7“{H = H0|H1} ( )
K:%%ﬁrmmmm+%qd mmmm (7.57)

Z0 Z1
Hﬂméﬁmﬂmw+aq%&Pmmm@ (7.58)

ahol, P(r|H;) annak a valoszintségi stiriisége, hogy a H; hipotézis mel-
lett dontiink, feltéve, hogy a megfigyelt érték r. Mivel Z0 és Z1 egyiitt a
megfigyelési tartomanyt adjak,

AQW+Z}Wf1% Qw:1i&om (7.59)

Z1

Kockazat 7.57-7.58 egyenletbdl a kovetkezGképp irhatod
K= Pl(Cgl — Cll) /Z P(T|H1)d7‘ — PQ(CH) — COO) /Z P<T|H1)dT (760)
0 v 40

A fenti kifejezés minimalizalasahoz, a Hi-es hipotézis esetén a kovetkezd
egyenlGtlenséget kell teljesiteni

ﬁ = H1 — P1(001 — CH)/Z P(T‘HI)dT > PQ(CIO — COO)/Z P(T”H())d’f’
(7.61)

Hy hipotézis esetén

H = HO — Pl(C()l — CH)/Z P(?"‘Hl)dr < Po(Clo — 000)/2 P(T’Ho)dr
(7.62)

41



Vagy mésképp (H = H; afelss, H = Hy az also relacio teljesiilését jelenti)

Jzo P(r|Hy)dr > Fy(Cio — Cio) (7.63)
on P(T"Ho)dr < P1<001 —011) '

tovabba figyelembe véve, hogy a stirtiségfiiggvények pozitivak lehetnek

P(’I“|H1)d’f’ > PQ(Cl[) — CO())

P(T’|H0>d’l“ < Pl(C(n —011)

(7.64)

irhato, ekkor a jobboldalon allo kifejezés csak a mérési eredményektdl, r-
t6l fiigg, ezt mostantol A(r)-el jeloljiik. A jobboldali kifejezés pedig pontosan
a megfigyelési tér Bayes féle optimalis felosztasa. Fzt mostantol n-val jeloljiik.
Tehat

P(T‘Hl)dr P(](Cl() — Coo)
Alr) — = 7.65
) P(r|Ho)dr K P1(Cor — Cny) ( )
bevezetések utan a dontést meghatarozo egyenlétlenség
>
A(r) — 7.66
) = (7.66)

1. Példa

Tekintsiik azt az esetet, amikor S; = A, és .Sy = 0. Tovabba feltételezziik,
hogy az atvitelkor additiv Gauss zaj lép fel. Ekkor A(r) kifejezése a kovetkezd
alaku lesz.

N s o [t (= A

2

Hi]\il . exp |:_ 27:;-2 :|

A(r) = (7.67)

AV
=

2no

Logaritmus képzéssel, valamint a szamlalobol és a nevez&bdél kiemelve
kapjuk
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InA(r) "l ee) i Lri— Ay i L (7.68)
nA(r) = —5 5\ — - 537 :
ln(\/QLTI'U)N i=1 202" =1 207"
1 X ) A NA% >

Végiil a mérési eredményekre kifejezve

N > o? N A?
dori = () + = (7.70)
i=1

A fenti eredmény arra mutat ra, hogy a dontéshez nem feltétleniil kell az
Osszes minta értékét egyenként tudnunk. Jelen esetben elég, ha az sszegiiket
tudjuk. Ez az un. Elégséges statisztika.

1. Feladat

Legyen Sy = 0, azaz egyaltalan nincs jel a csatornan. S legyen 0 koriil
Gaussi fehérzaj tulajdonsagt jel, szorasnégyzete o2. A csatornan fellépd
zaj szintén gaussos 0 varhato értékkel és o2 szorasnégyzettel. Adjuk meg a

dontési szabalyt és az elégséges statisztikat
2. Példa

Legyenek Sy(t) = myg, S1(t) = m; Poisson eloszlasi valoszintiségi valtozok,
ismerjiik Fy-t és P;-t és a megfigyelési id§ legyen T. Ekkor az ezalatt beérkezd
n mintara

n ., ,—mo n.,6 e—mi
my - € my - €

Hy = Pr{n} = , Hy=Pr{n}= (7.71)

n! n!

Altalaban feltehetjiik Coo — C1; — 0, azaz a helyes dontés koltsége 0.
Tovabba valassziik Cy; = Cg = 1 -et. Ekkor n = %)

n,,—m
my-e 1 —mq

n! _ mTIL ‘€
mg.ef'mo - mg . e_mo

(7.72)

IATIV
=
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Megemlitjiik, hogy a diszkrét eloszlas miatt az egyenléség is megengedett
Logaritmusképzéssel és atrendezéssel kapjuk, hogy

In(n) +my — my

(7.73)

N
INTIV

A jobboldalon allo kifejezésre bevezetjiik a 'k’ kiiszobérték jelolést. Azaz,
ha a vizsgalati id§ alatt a beérkezd mintak szadma meghalad egy értéket akkor
a H; hipotézis javara dontiink, ha pedig ezen érték alatt marad, akkor pedig
H, javéra, a koztes esetekbnen pedig "hol igy, hol dgy".

n>k H=H
n<k H=H (7.74)
n=k H=QH +(1-Q)Hy Q€ {{0},{1}}, h=05=P

7.3. Dontés Ketténél Tobb Hipotézisre

Ha 7.1 fejezetben targyalt kovetelmények teljesiilnek, valamint Cj; = 0, Cjp;
= 1, akkor

Alr) — = 7.75
nZ 3 (7.5
>
Py(p(r|Hy)) = Fo(p(r|Ho)) (7.76)
Altalanositva
H = H;, amelyre P,(p(r|H;)) = max; (7.77)

A Bayes tételt felhasznélva

(p(r, H;)) _ (p(r, H;))
P(H;) P,

(p(’l“, H’L))
p(r)

p(r|H;) = valamint P(H;|r) = (7.78)
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P(H;|r)p(r) = p(r|H;) P; = max (7.79)

Azaz a maximum a posteriori valdszintségre kell donteni

P(H;|r) = max; (7.80)
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8. Digitalis Atvitel

A vizsgalataink soran elszor a kovetkez6 modellel fogunk dolgozni. A
forras altal kibocsatott m; szimbolum, amely M féle lehet a jelgeneratorba
jutva az S;(t) jelalakot generalja. A jel ezutan az additiv gaussi fehér zajjal
(AWGN - Additive White Gaussian Noise) terhelt csatornan at a Doéntd
aramkorbe jut, amely a becsiilt m-et bocsatja ki. Feltételezziik tovabba, hogy
az id6zitési informacio egy kiilon ttvonalon atjutva mér ismert a dontében.

ldézités (7)

n(t

mn; s(1) 1= s(tytn(f)
tm;. P,

8.11. 4dbra. Digitalis atvitel

A vizsgalataink soran el§szor az olyan eseteket tekintjiik, amikor az m;
< Si(t) hozzarendelés kolesonosen egyértelmi.

8.1. Termikus Zaj - Additiv Gaussi Fehér Zaj

Az additiv gaussi zajt jellemezhetjiik az idGbeli mintaival n;(t)-vel. Tovabba
igaz ra, hogy stacionarius, valamint a fehér’ jelzg arra utal, hogy a spektralis
teljesitmény stirtisége konstans.

N,
Sp(w) = 70 ahol Ny = FkT (8.81)

Ahol F az ered6 zajtényezs, k a Boltzmann alland6 és T az abszolit
hémérséklet. Ny egzakt kifejezése, amely kis frekvencian kozelithets a fentivel
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h h
NO:F-hif, hf << kT, NomFif

= FET 8.82
1 T+ - (552

Radiofrekvencian, tehat élhetiink a fehér zaj kozelitéssel a termikus zaj
esetében, optikai tartomanyban azonban mar nem. FEkkor az értéke kozel
exponencialisan csokken a frekvenciaval.

8.2. A Jeltér Alapfogalmai

Legyenek { S;(t), Sa(t) ... Sa(t) } a jelgenerator kimenetén felléps jelalakok
és { d1(t), Pa(t) ... dp(t) } a jeltér egy ortonormalt bazisa. Ekkor az S;(t)
fiiggvények sorbafejthet&ek a tér bazisaival.

i) = 3 a0 (5.8)

Ahol a;; sorfejtési egyiitthatokat a kivetkezs kifejezés adja

a;(t) = /0 " S0, (t)dt (8.84)

Matematikailag bizonyithatd, hogy az M féle jelalak sorfejtéséhez leg-
fejjebb M bazisfiiggvényre van sziikségiink, tehat dim{D}<dim{M}. Azaz
kolesonosen egyértelmii leképezés létezik S;(t) jelalakok és s; = (as,a:2...a;p)
jelvektor kozott.

Sl(t) A Sl = (ail, aig...aip) (885)

Definidlhatoak a kdvetkezs fogalmak is

Skalarszorzat .
88 = / Si(1)S(t)dt (8.86)
0

%a;; hej ho o;; hej ho... /Balu kapitany/
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Jelenergia

B = s = [ (S(0)%d (8.87)

0

8.3. Gram-Schmidt Ortogonalizacid

Bzt az eljarést arra hasznéljuk, hogy tetszileges vektorrendszerbdl egy or-
tonormélt bazisat allitsuk el§ az adott térnek. Az eljaras a kovetkezs. Az
els6 vektort tetsz6legesen megvalaszthatjuk, majd leosztjuk a hosszéval, igy
éppen egységnyi hosszusdgu vektort kapunk. A masodik vektort gy va-
lasztjuk meg, hogy egy tetsz6leges vektorbodl levonjuk az els6 vektorra vett
vetiiletét (ez éppen a skalar szorzatuk szorozva az els§ egységvektorral (irany
megadasa). Ezutan a masodik vektort is leosztjuk a hosszaval, imméaron 2
egymasra merGleges, egységnyi hosszisagi vektorunk van. Az eljaras igy
folytathato, ameddig el nem érjiikk az adott tér dimenzi6jat. A vektorbol
levonjuk az els6 egységvektor iranyaba vett vetiiletét majd a mésodik vektor
irdnyaba vett vetiiletét... Mindezt képletekkel kifejezve D = 3-ra:

Uy

o1 = @ (8.88)
h
hy = v, — @2?1)@1; P2 = ﬁ (8.89)
h
hy =v3 — (Qg?l)ﬁl - (2392)%7 ¢3 = ﬁ (8.90)

Erdemes megnézni létezik-e negyedik egységvektor, azaz van-e ¢,?

ﬁ4 = Uy — (y4@1>91 - <y4?2)?2 - <Q4?3)93 =V~ U= 0 (891)

Azaz nincsen ¢4 hiszen D = 3 esetén, minden vektor kikeverhet$ a harom
bézis és egylitthatok linearkombindaciojaként, ahol az egyiitthatokat éppen a
vetiiletek adjak.

A fenti modszert a jeltérben megvalositva az alabbiak irhatéak
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¢1(t) = f}%

, ha(t) = Sa(t) — (1) /O " So(t) - e (t)dt. (8.92)

8.4. Binaris FSK

A binaris FSK (Frequency Shift Keying) egy olyan modulécios technika,
amelyben a két jelalakot egymaéashoz eltolt frekvencian 1évé azonos ampli-
tadoju jeladja. Az egyik jelalak a 0-s a méasik az 1-es bitnek felel meg. A
kovetkez6kben a Gram Schmidt ortogonalizaciot hajtjuk végre, illetve kisza-
moljuk az a;; egyiitthatokat a Binaris IF'SK jelre.

Si(t) = /(2)A - cos(wet), Sa(t) = \/(2)A - cos(wet + dwt) (8.93)

Az els§ jel energidja

T T 1 2wt
E, = / 2A% - cos®(wt)dt = / 2A%. (2 + cos(2wc)> dt (8.94)
0 0

Mivel a cos fv Egy periodusra vett integralja 0 ezért az Els6 jel energia-
janak értéke

B, = AT (8.95)

Az ag egylitthatot ezek utéan az So(t) jel és a ¢(t) bazisvektor (S(t)
E;-el normalizalt alakja) skalaris szorzata.

T 2
a9 = / V2A - cos(wet + dwt) - \/; - cos(w.t)dt (8.96)
0

Elemi trigonometrikus dtalakitasokkal kapjuk:

' T
a9 — A\/T . % (897)
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ho(t) = V2A - cos(wt + dwt) — AVT - W\/gcos(wct) (8.98)

oalt) = "2 (5.99)

A fenti modszer elég koriilményesnek tiinik ay; meghatarozaséara, probal-
junk meg valami egyszertibbet! Eddig tudjuk, hogy a1, — AVT, és as —
0. Azt is tudjuk, hogy a két jel energidja megegyezd, hiszen a frekvenciaban
valo eltolas ezt nem valtoztatja. Azt is belattuk, hogy as; = AVT - %.
Mivel a jel energidja a két egylitthaté négyzete:

. 2
By=FEy=a +ad%1 an= AﬁJ 1- (W) (8.100)

8.5. Alapsavi NRZ jelkészlet

Az informéacio legegyszertibb kodolasa az M = 2, D = 1, NRZ (Non-Return-
To-Zero) kodolés. Ilyenkor Sy(t) = -Sa(t). Ez az un. Antipodalis jelkészlet.
Mivel D = 1. Ezért csak bazisvektorunk/béazisfiiggvényiink van, ennek men-
tén mozogva, helyezhetjiik el az értékeket. Ezt mutatja a 8.13 abra.

S4(t) Sa(t)
T T

| \ (E/M)"? ‘ \ 1/T
| \ L(EM)'"™ T

T

8.12. 4bra. Non-Return-To-Zero
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8.6. BPSK - Binary Phase Shift Keying

M = 2, D = 2 Esetben 2 egymésra meréleges bazisfiiggvényiink van és két
jalalakunk. Leggyakrabban alkalmazott eset, amikor ® = 7.

Si(t) = V2A - cos(wet)  ¢i(t) =/ Zcos(wt)

8.101
So(t) = V2A - cos(wet + @) $o(t) = \/Zsin(w.t) ( )
S, S S S
—o
8.13. 4bra. NRZ 8.14. 4bra. BPSK
8.7. QPSK - Quaternary Phase Shift Keying
M =4, D = 2 Azaz 4 jelalakunk van és 2 bazisfiiggvényiink.
Si(t) = V2A - cos(wet)  Ss(t) = —Si(t) (8.102)

Sy(t) = V2A - sin(wet + @) Sy(t)

—5(t)

8.8. Orthogonal QFSK - Quaternary Frequency Shift
Keying

M-—4,D— 4

Si(t) = V2A - cos(w.t + z'QTm) (8.103)
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8.9. Bi-Orthogonal QFSK

Az el6z6 specidlis esete

Si(t) = V2A - cos(w.t) S3(t) = —=51(t)

Sa(t) = V2A - cos(wet + Z)  Sy(t) = —Ss(t) (8.104)

S, S,

S,

8.15. abra. QPSK 8.16. abra. QFSK

Sy

8.10. M-QAM - M Quadrature Amplitude Modulation

D=2

)

Si(t) =a; - A-cos(wet) +¢q; - A- sin(w.t)
(8.105)

2i—1 27—1

% = V()1 4G = V()1

8.11. A Jeltér Felosztasa

A dontés soran a jelteret gy kell felosztani, hogy a hiba minimalis legyen.
P. = min, ha Pr{H;|r} = max;

Pri{H;|r} = Pr{s;|r} = P; - p(r|s;) = max; (8.106)
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gaussos esetetben

1 7 — s4)?
P, ~p(7“’82-) =Fb. W exp | — Ny = max; (8.107)

logaritmus vége

I — 54/

No

D
In(P;) — Eln(ﬂNo) — = max; (8.108)

A konstans tagokat a maximalizalas szempontjabol elhagyva

B Ir]? — 2rs; — E;

In(P;) N, = max; (8.109)
In(P;) + Al max; (8.110)
No
1
iln(No An(P;) — E;) + rs; = maz; (8.111)
1. Példa

8.17. abra. 16QAM

Vegyiik azt az esetet amikor M szibmbolum esetén P, = ﬁ Ekkor lévén
P; ugyanakkora minden értékre, —|r — s;]%-et kell maximalisra valasztani ez

23



ugyanaz mintha azt mondanank |r — s;|? legyen minimalis, tovabba |r — s;|
legyen minimalis. Tehat aszerint kell dénteni, hogy a megfigyelt érték melyik
konstellacios ponttol van a legkisebb tavolsagra. Ezen dontési tartomanyokat

szemlélteti a kovetkezd abra 16-QQAM-re

8.12. A Donté Felépitése

K —
(NP | o © /\>’§ /\>’§ )
m [
(1/2)NgIn(P-E3)
A)—AD P < X 7 ok m
| 2 N X0 | o—AD P <
| | 5 L A
[ [ t {
(112)NIn(Py-Ey) | © oot 2N Er) | o
S r sw(t) ] r
Lk Gk B BN
AX) AD) ~
8.18. 4bra. Dontd vektorokra 8.19. abra. Dontd Jelalakokra

8.13. Dontés Zajos Csatorna Esetén

Legyen {1, ¢2...0p} teljese ortonormalt bazis. A zaj idéfiiggvénye sorbafejt-
het6 az ortonormalt bazisra D — oo esetén. Ha azonban a bazisunk véges
tagbol all, akkor a zaj idéfiiggvénye csak kozelitsleg fejthets sorba.

ny= [ 060, n(0) = X nos0) +nlt) (112

Azaz a zaj id6fliggvényéhez rendelheté D hossztsagt vektor nem koleso-
nosen egyértelmi leképezés. A zaj és a csatorna utani jel stirtiségfiiggvényei
Gaussi zaj és jel esetére a kovetkezdképp néznek Kki.

1 n? 1 _ (n—sy)?
= g P et T (8.113)
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frjuk fel a 8.112 egyenletben szerepls 7 kifejezését végtelen szamit béazis-
vektorra vett sorfejtéssel.

D 0
t) = _noi(t) + Y n;05(t) (8.114)
J=1 j=D+1
Ekkor
D
Z ag+ o0+ Y nsdi(0) (8.115)
Jj=1 j=D+1

A feladatunk egy olyan doénté felépitése, amelyben a mésodik tag nem
jatszik szerepet. Térjiink at vektor reprezentaciora. Ekkor az amennyiben s,
olyan alakt, hogy a D+1-t6l oo-ig csak 0-kat tartalmaz, az r - s; skalarszor-
zatbol D+4-1-t61 co-ig 16v6 tagok kiesnek.

Ez tulajdonképpen egy sziirést valosit meg a jelen, ezért tekinthetjiik
szlir6nek is. Ennek felépitése tehat a kovetkezd.

S; (1)

r(t) % fdi N

8.20. abra.

y(t) = r(t) = s;(t) (8.116)
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