Fels6bb matematika vizsga — 2011-01-03

Név Neptun

Minden feladat 1 pontot ér, kivéve ha meg van adva a pontszam. Az dsszesen szerezhetd 25 pontbdl
legaldbb 10 pontot el kell érni. A bekeretezett részbe kell a wvdlaszt beirni. Csak annyit irjunk be,
amennyit a feladat kér! Részletszamitdsokat sehol nem kérink. A vizsgdn segédeszkdz nem haszndl-

hato.

1. Mit értiink egy vektortér dimenziojan?

2. Legyen adva az R test folotti V vektortér! Mit
jelent az, hogy a V vektortér euklideszi tér?

3. Adva az A maéatrix LU-felbontasa és a b vektor:

2 11 1 0 0f]2 1 1 2
A=1|2 4 2|=1|1 1 0|0 3 1],b=]0
0 3 5 0 1 1| (0 0 4 2

Oldjuk meg az Ax = b egyenletrendszert az LU-
felbontas felhasznalasaval. Irjuk a keretbe a megol-
dandé egyenletrendszereket, és azok megoldasvekto-
rait!

r+y=3
4. Adjuk meg az { 3z + 3y =5 ; egyenletrendszer
2x4+2y =5

optimélis, minimalis abszolut értékd megoldasat!

5. Irjuk fel az e’ matrixot, ha

OO O W
o O W
S w = O
w = oo

6. Egy 11 x 11-es A maétrixnak A 11-szeres algeb-
rai multiplicitasd sajatértéke. A — AI hatvanyainak
rangja rendre 6, 3, 1, 0. Mennyi a Jordan-lancok sza-
ma? Milyen hosszu a leghosszabb lanc? Rajzoljuk le

a Jordan-lancokat! (2 pont)
5 10 10

7. Hatarozzuk meg az A = [0 5 0| méatrix
0 12 13

QR-felbontésat Givens-forgatéssal!

8. Mi a sziikséges és elégséges feltétele annak,
hogy egy matrix (a) diagonalizalhaté (b) unitéren
diagonalizalhato, (¢) ortogondlisan diagonalizalhato
legyen? (1.5 pont)

9. Soroljon fel legalabb harom, a méatrixok hasonlo-
sagéra nézve invarians mennyiséget! (1.5 pont)

a beldle kivilaszthaté maximalis linearisan
fliggetlen vektorrendszer elemszamat.

Hogy definidlva van V-n egy skaléris szorzat-
nak nevezett (.,.) : V x V — R fiiggvény,
hogy
(a,b) = (b, a)
(Aa,b) = A(b,a
(a+b,c) ={(a,c)+ (b,c)

Ly = b7 y = (27_274)7

Ux=y,x=(1,1,1).

A megoldas © = y = 1. (A normalegyenlet
ATAx = ATb, amibsl 14z + 14y = 28. A
sorteret pedig az (1, 1) vektor generélja. Egy
maésik megoldas pszeudoinverzzel:

11 3 2 2_1
281 3 2 5_1')
r 1 1
11§§
30 1 1 3
(&
0 01 1
0 0 0 1

A Jordan-lancok szaman —r(A) =11—-6 =
5. A leghosszabb lanc hossza 4 (A — AI leg-
kisebb O-t ad6 hatvanya).
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o — o — o
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°
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1 0 0

Q, =10 5/13 12/13|, R = QA =

0 —12/13 5/13

5 10 10

0 13 12].

0 0 5

Hogy (a) létezik a métrix sajatvektoraibol
all6 bazis, vagy a geometriai multiplicitdsok
megegyeznek az algebraiakkal, (b) a matrix
normalis, (¢) szimmetrikus legyen.

mindegyik sajatérték (spektrum), determi-
néns, nyom, rang, nullitas




10. Irjuk fel a [_; 8 8} matrix szinguléris fel-

bontésat!

1 1
11. Szémitsuk kiaz |1 2| matrix pszeudoinverzét!
0 0

12. Az 322+ 8zy+5y% 4+ 102 +12y+30 = 0 egyenleti
gbrbének parabola, hiperbola vagy ellipszis a képe?
Melyik matrix vizsgalataval allapitjuk ezt meg, és
hogyan?

13. Primitivek-e az aldbbi matrixok? Valaszunkat

R

o O =
o = O
_ o O

o O
— =

Szamolhato pl. az AT = (ATA)"'AT kep-
lettel:

2 -1 0
+ _
AT=10 10}

Hiperbola, mert kiilonbo6z§ elGjeliiek a sajat-
értékei.

roviden indokoljuk! (2 pont) 5
Mindegyik matrix irreducibilis. A® =1, te-
(0 1 0] (0 1 1] hat sosem lesz pozitiv, igy nem primitiv. B>
A=10 0 1 B=1|1 0 0 nem irreducibilis, igy B*" sem, tehat nem
1 0 0 1 0 0 primitiv. C irreducibilis, és van a {6atldja-
00 1] 0 0 6] Ea}?’g)oz%ti\./tfelem, tehat primitiv. D° > O,
c=111 o D=17 0 8 ehat primitiv.
0 1 0] 10 9 0]
14. Mutassuk meg, hogy ha A pozitiv elemi és minden oszlopaban s az oszlopOsszeg, akkor s a
spektralsugar. (8 pont)
AT nek sajatvektora 1, a hozza tartozo sajatérték s. Mivel 1 > 0, ezért e sajatvektor Perron-tétele
szerint csak a Perron-vektor skalarszorosa lehet s-sel, mint sajatértékkel, és ekkor ez a spektralsugéar.
15. Igazoljuk, hogy kiilonboz6 sajatértékekhez tartozo sajatvektorok linearisan fiiggetlenek! (8 pont)
16. Igazoljuk a szinguléris felbontéas létezésére vonatkozé tételt! (3 pont)




