Algoritmuselmélet - Minta zarthelyi, megoldasokkal
2023 tavasza

A munkaido6 100 perc. A VALASZOKAT INDOKOLNI KELL.
Hivatkozni csak az el6adason tanultakra lehet.

1. Az alébbi fiiggvények koziil pontosan egyre igaz, hogy O(n?)-es.
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(a) Vilassza ki ezt a fiiggvényt és lassa be megfelel6 ¢ konstans és ng kiiszobérték megadésdval, hogy

O(n?)-es.
(b) A masik két fiiggvény egyikérdl (szabadon vélaszthat, hogy melyikrél) bizonyitsa be, hogy az
nem O(n?)-es.

Megoldas

(a) A mésodik fiiggvény O(n?)-es, mert

2" -n(n—1)
3n

2020n log n + < 2020nlogn + n(n — 1) < 2020n* + n? = 2021n*

n

Mindkét egyenlotlenség n > 1 esetén igaz, az els6 becslésnél azt hasznaltuk, hogy n <1 a
mésodikndl pedig azt, hogy nlogn < n? és n(n — 1) < n?

A fentiek miatt ¢ = 2021 és ng = 1 j6 védlasztds O(n?) definici¢jaban.

(b) A harmadik fiiggvényr6l indirekt bizonyitassal latjuk be, hogy nem O(n?).

Ha O(n?)-es volna, akkor létezne olyan ¢ > 0 konstans és ng > 1 kiiszob, hogy 20n?(logn)*+8 < ¢-n?
all fenn, ha n > ny.

Innen azonban
c-n?>20n*(logn)? + 8 > 20n*(logn)?

adédik, amit n?-tel leosztva kapjuk, hogy

c>20- (logn)?

teljesiil, ha n > ng, ami ellentmondas, mert logn minden hataron tdl n6, nem maradhat semmilyen
¢ konstans alatt orokké.

Pontozas vazlata

(a) A jo fuggvény kivalasztésa: 1 pont
J6 becslések: 2 pont
Jo ¢ és ny megadasa: 2 pont
(b) J6 indirekt elindulés: 1 pont
Helyes becslések, amik az ellentmondashoz vezetnek: 2 pont
Az ellentmondés elmagyarazasa: 2 pont

A (b) részben az els6 fiiggvény vélasztasa esetén is hasonléan oszlanak el a pontok.

Az O puszta definiciéjanak felirasaért nem jar pont.



2. Az A[l : n| témb pozitiv szamokat tartalmaz (a szamok nem feltételeniil egészek és lehetnek 1-nél
kisebb értékek is). Szeretnénk megtaldlni azt az Afi : j] résztémbdt (1 < ¢ < j < n), melyben a
szamok szorzata a lehetd legnagyobb. Adjon O(n) lépésszami, dinamikus programozast hasznald
algoritmust az elérhet6 legnagyobb érték megtalalasara az aldbbi részfeladatok megoldasaval: M|j]
adja meg a legnagyobb elérhet6 szorzatot, ha a résztomb utolso celldja j.

Megoldas és pontozas

A részfeladatokat i = 1,2, ..., n sorrendben oldjuk meg. 1 pont
M]I1] = A[1], mert ha egy résztomb az els6 cellaban végzddik, akkor az csak az els6 elembdl all.

1 pont
Az i > 2 esetben M[i| = max(A[i], M[i — 1] - Ali]), 2 pont

mert az i-edik cellaban kétféleképpen végzodhet egy résztomb:

e a résztomb csak az i-edik cellabdl all, ekkor a szorzat Ali

e az i-edik cella elott még mas cellakat is hasznalunk, a legnagyobb ilyen szorzat értéke a korabbi
celldig kaphaté legnagyobb szorzat és az aktudlis elem, azaz Ali| szorzata 3 pont

Az elérhetd legnagyobb érték az M|i] értékek maximuma, mert igy figyelembe vessziik az Osszes

lehetséges poziciot a résztomb utolsod celldjara. 1 pont
Az algoritmus 1épésszama azért O(n), mert az n részfeladat mindegyike konstans 1épésben megoldhaté
és a maximumkeresés is O(n) az n méretii témbben. 1+ 1 pont

3. Egy irdnyitatlan G gréf cstucsai A, B,C, D, E, F, H. Mélységi bejarast (DFS-t) futtatva a D csticsbol
kiindulva a feszitofdba a DA, AB, AC, DE, EF, F'H élek keriilnek be ebben a sorrendben.
(a) Lehetséges-e, hogy a G grafban van AFE él7
(b) Lehetséges-e, hogy a G gratban van FH él7
Megoldas és pontozas
(a) A DFS futdsa sordn visszalépiink az A csticsbdl a D-be és majd csak ezutan jarjuk be az E csticsot
és ha lett volna AF él, akkor legkésobb az A szomszédainak vizsgalatakor E-be mentiink volna még

az elott, hogy A-bdl visszalépiink, 4 pont
tehdt biztos nincsen AE és a grafban. 1 pont
(b) Az EH élet a H csics szomszédainak vizsgélata soran vizsgéljuk eldszor, de ekkor az E cstics
mar be van jarva, ezért az él megléte nem véltoztatja meg a DFS futasat , 4 pont
ezért lehetséges, hogy van EFH él a grafban 1 pont

Indoklas nélkiili helyes tippre nem jar pont.

4. Ellistéjéval adott egy mn csicsu irdnyitatlan graf és abban két kijelolt csucs, A és B. A graf minden
csucsa ki van szinezve vagy pirosra vagy kékre, ez az informéacié egy S tombben adott, amely a
csicsokkal van indexelve és ahol S[v] a v csiics szinét adja meg. A graf egy élét tarkanak nevezziik, ha
egyik végpontja piros, a mésik pedig kék. Adjon O(n+m) lépésszamu algoritmust, ami meghatarozza,
hogy van-e olyan 1t az A csicsbol a B cstcsba, ami csupa tarka élbol all és ha van ilyen, akkor azt
is megmondja, hogy hény tarka élbdl all a legrovidebb ilyen 1t.



Megoldas és pontozas

Az az oOtlet, hogy a tarka élek grafjaban kell legrovidebb utat keresni: 1 pont
ALGORITMUS (a fenti &tlet egy lehetséges pontos megvaldsitasa)

(a) Kitorliink minden nem tarka élet a grafbél 1 pont
Ezt ugy lehet megtenni, hogy végigmegytlink az éllistan és ha egy w cstics benne van egy v cstcs
szomszédai kozott, de v és w szine megegyezik, akkor w-t toroljiikk v szomszédai koziil: 1 pont

(b) Az \j G, grafban futtatunk BFS-t A-bdl (tjrakezdés nélkiil) 2 pont
és ha B nem jarédik be ekozben, akkor nincsen megfelelé 1ut, ha pedig B bejarédik, akkor a
B-hez tartozo tavolsag adja meg a keresett élszamot. 1 pont

HELYESSEG

A médositas utan pontosan a csupa tarka élekbdl allé6 uta maradnak meg az 1j grafban 1 pont

és a BFS meghatarozza ezek koziil a legrévidebbet. 1 pont

LEPESSZAM

A médositds O(n + m), mert egyszer kell végigmenni az O(n + m) méretii éllistdn és minden be-

jegyzésnél konstans sok munkét végziink. 1 pont

Az j grafban n cstcs és m’ < m él van, a BFS 1épésszéama pedig O(n+m’), azaz O(n+m). 1 pont

. A kovetkez6 nyaron sok minket érdekld fesztival lesz, azonban sajnos ezek idépontjai kozott vannak
atfedések. Ha egy fesztivalra elmegyiink, azon az elsé naptol az utolséig ott akarunk lenni, de masnap
mar mehetiink egy djabbra. A széba jovo f fesztival mindegyikérol tudjuk,hogy melyik nap kezdodik
és melyik nap végzodik, célunk hogy minél tobb napot toltsiink fesztivalokon. Fogalmazza meg a
feladatot egy gréafelméleti problémaként és adjon O( f?) 1épésszami algoritmust a fesztivalok egy ilyen
kivalasztasara.

Megoldas
GRAFELMELETI ATFOGALMAZAS OTLETE

A graf csicsai a fesztivalok és akkor van iranyitott él a v; fesztivalbdl a v; fesztivélba, ha v; utolsé

napja megel6zi v; elsé napjat (azaz el tudunk menni v; utan v;-re). 2 pont
Az a gondolat, hogy minden élhez az egyik fesztival hosszat rendeljiik és leghosszabb utat akarunk
keresni: 1 pont

ALGORITMUS (a fenti 6tlet megvaldsitasa pontosan) és HELYESSEG
A fenti graf egy DAG, mert egy grafbeli, legalabb egy élbol allé uthoz tartozé fesztivéalsorozat

kezdonapjai szigorian novo sorozatot alkotnak. 1 pont
A pontos megvaldsitashoz vegyiink fel még egy cstcsot, amibdl minden fesztivédlcsucsba vezet egy
irdnyitott él. Mivel ebbe az 1j cstiicsba nem vezet él; ezért a graf DAG marad. 1 pont
Mindegyik élhez rendeljiik hozza annak a fesztivdlnak a hosszat, amibe az él mutat. 1 pont

Igy a grafban az olyan utak, amik az extra cstcsbdl indulnak megfelelnek a lehetséges legalis fesz-
tivalsorozatoknak és egy ilyen 1t hossza a megfelelo fesztivalokon toltott osszes idovel egyezik meg.
1 pont
Mivel a graf DAG, hasznaljuk a DAG-ban leghosszabb utat keresé algoritmust az extra cstcsbol
futtatva (az utak nyomonkovetésével), igy minden fesztivalcsicsba megkapjuk az ezzel a fesztivéllal
végz6do leghosszabb utat. A fesztivalokhoz igy kapott értékek maximumat megkeresve, az adott
fesztivalhoz tartozé leghosszabb Ut adja a legjobb kivalasztast. 1 pont
LEPESSZAM
A graf szomszédossdgi matrixdnak elkészitése O(f?) 1épés, mert minden fesztival-part egyszer kell
osszehasonlitanunk (ez O(f?) 16pés, ezzel megvan az (n + 1)-szer (n + 1)-es mdtrix n-szer n-es része),
az extra csucshoz tartozé sort pedig O(f) 1épésben fel tudjuk tolteni. 1 pont
A kapott grafnak n = f+1 csticsa van, a tanult algoritmus {gy O(n?) = O((f+1)%) = O(f?) 1épésben
fut. 1 pont



6. Dijkstra  algoritmusat futtatjuk egy, az H
A, B,C,D,E,F csicsokbdl 4&ll6 iranyitatlan
grafon. Az alabbi tablazat az eddigi_legjobb tomb
valtozasat mutatja a futas kozben.

Melyek azok az élek, amik biztosan szerepelnek a
grafban és mi ezeknek a stlya?

*****:&
***Mwm

Megoldas és pontozas

A futds A-bol indult, mert az A csicsndl szerepel x az elsé sorban. 1 pont
Az els6 sorbdl tudjuk, hogy A-bdl D-be és E-be van él; ezek silya rendre 1 és 3, mert az elsé sor a
kezdGesticsbdl kivezeto élek sulyat adja meg. 1 + 1 pont
A késdbbi sorok vizsgalata sordn akkor lehet egy zy él meglétére kovetkeztetni, ha azt latjuk, hogy
x KESZ-be kertilése utén a kovetkezd sorra attérve y értéke csokken és ekkor azt is tudjuk, hogy az
xy él silya eddigi_legjobbly| - az az érték, amivel x a KESZ-be keriilt. 4 pont
(Ezt nem muszdj igy dltaldnos alakban leirni, az is megfelel, ha mas médon deriil ki, hogy hogyan
kovetkeztetjilk ki az éleket és a stlyukat (példaul egyesével elmagyardzzuk). Az a lényeg, hogy
sziikséges az indoklés és az indoklasbdl ki kell dertilnie, hogy melyik értéket mibél taldltuk ki.)

Az a csics keriil a KESZ—be, akinél a * megjelenik. 1 pont
Ezek alapjan a 2. sorra attérve latjuk, hogy a biztosan meglevd élek és silyaik: ¢(DC) = 4,¢(DE) =
1,¢(DF) = 3. 1 pont
A 3. sorbdl 1atjuk, hogy ¢(EC) = 2,¢(EB) = 5, a 4. sorbdl kideriil, hogy ¢(CB) = 2, az 5. sorbdl
pedig ¢(F'B) = 1. 1 pont

7. Adott egy pozitiv egész szamokbdl allo 6sszeg: a; +ag + ...+ a,. Az Gsszeadas jelek koziil szorzasra
cserélhetjitk barmelyikeket, de csak gy, hogy ne legyenek szomszédos szorzasok (azaz minden szdm
legfeljebb egy szorzasban szerepelhet). Adjon O(n) futdsideji algoritmust, ami meghatarozza, hogy
mekkora az ilyen cserékkel kaphaté szdmok maximuma. Példaul az 1+4+ 3+ 243+ 4+ 2 6sszegbol
kaphaté6 maximum 29 =1+4+4-3+2+3-4+ 2.

Megoldas és pontozas

Dinamikus programozast hasznalunk, minden 1 < i < n esetén a kovetkezo részfeladatot oldjuk meg:

Mi] = az a1 + as + ... + a; 6sszeg médositasaval elérhet6 legnagyobb olyan érték 2 pont
Ezeket a feladatokat ¢ = 1,2, ..., n sorrendben oldjuk meg. 1 pont
M]I1] = ay, mert ez az egyetlen érték, ami eléallhat, illetve

M 2] = max(a; - ag, a1 + az), mert ezek az egyetlen értékek, amik eléallhatnak. 1 pont
Ha ¢ > 3:

Két lehetdség van:

e az utolsé miiveleti jel +: ekkor a legjobb, amit kaphatunk M[i — 1] + a;

e az utolsé miiveleti jel -: ekkor a legjobb, amit kaphatunk M[i — 2] + a;_; - a;, mert ekkor az

utolso elotti miivelet biztosan + 3 pont
Ezek koziil kell a nagyobbat venni, ez lesz M[i] értéke. 1 pont
A keresett érték M definicidja szerint M [n). 1 pont

A 1épésszam azért O(n), mert n feladatot oldunk meg és mindegyik konstans lépésben megvan.
1 pont



