Nyelvek és automatak 2021

3. Pumpalési lemma. Nyelvtanok

1. A pumpaélasi lemma segitségével igazolja, hogy az alabbi nyelvek nem regularisak!
(a) Ly ={a™0" : 1 <m <n <2m}
(b) Ly = {a'v/cF :i > j >0, k> 0}
(¢) Le={0™:n>1}
(d) Lqy = {0P : p primszam }
(e) Le—{amb” n#m, n,m >0}

Megoldds:

(a) Tegyiik fel, hogy a nyelv reguléris. Ekkor igaz ra a pumpalasi lemma, legyen p > 0 az ebbdl adodo
pumpalasi hossz. Véalasszuk pl. a z = aPbP szo6t. Erre z € L, és |z| = 2p > p teljesiil. Ahhoz, hogy
ellentmondésra jussunk, azt kell megmutatni, hogy ennek minden z = wvw felosztasahoz, ahol |uv| < p és
|v| > 0 van olyan k > 0 szam, amire uvfw & L.

Minden ilyen felosztasban |uv| < p miatt v csak a betitkbél all, v = a’ ahol 0 < ¢t < p. Ezért pl. k = 2
esetén uv?w = aPttoP & L,, hiszen m = p +t > p, n = p, és igy nem teljesiil, hogy m < n.

Tehét erre az Ly-beli széra nem teljesiil a pumpalési lemma, a nyelv nem regularis.

(b) Tegyiik fel, hogy a nyelv regularis. Ekkor igaz ra a pumpéalési lemma, legyen p > 0 az ebbdl adodo
pumpalési hossz. Vélasszuk pl. a z = aPbP~1cP~1 s26t. Erre z € Ly és |2| = 3p — 2 > p teljesiil. Azt kell
megmutatni, hogy ennek minden z = wvw felosztasahoz, ahol |uv| < p és |v] > 0 van olyan k£ > 0 szam,
amire uwvfw ¢ L.

Minden ilyen felosztésban, |uv| < p miatt, v csak a betiikbél 4ll, v = a ahol 0 < ¢t < p. Legyen most k = 0.
Ekkor uv%w = aP~*bP~1cP~! ami nincs Ly-ben, hiszen p —t < p — 1.

Tehat erre az Lp-beli széra nem teljesiil a pumpélasi lemma, a nyelv nem reguléris.

(c) Tegyiik fel, hogy a nyelv regularis. Ekkor igaz ra a pumpalasi lemma, legyen p > 0 az ebbdl adodod
pumpaléasi hossz. Ha ez kisebb, mint 2, akkor legyen p = 2. (Nagyobb szamot mindig valaszthatunk, mint a
tényleges pumpalési hossz. Miért?) Valasszuk pl. a z = 0P szot. Erre z € L, és |z| = p! > p teljesiil. Azt
kell megmutatni, hogy ennek minden z = uvw felosztasahoz, ahol |uv| < p és |v| > 0, van olyan k > 0 szam,
amire uwv*w & L.

A v részsz6 csak 0! alaki lehet, ahol 0 < t < p. Ekkor uv?w = 0P'T. Mivel p > 2, ezért p! < pl+t < pl+p <
2p! < (p + 1), tehat uv?w hossza nem faktorialis, uv?w & L.

Tehét erre az L.-beli széra nem teljesiil a pumpalasi lemma, a nyelv nem reguléris.

(d) Tegyiik fel, hogy a nyelv regularis. Ekkor igaz ra a pumpalasi lemma, legyen p > 0 az ebbdl adodo
pumpalasi hossz. Vélasszunk egy z = 0" szot, ahol r > p primszam. (Ez lehetséges, mivel végtelen sok
primszam van.)

Erre z € Ly és |z| = r > p teljesiil. Azt kell megmutatni, hogy ennek minden z = uvw felosztasadhoz, ahol
luv| < p és |v] > 0 van olyan k > 0 szam, amire uv*w ¢ Lg.

A v részsz6 csak 0f alaku lehet, 0 < ¢t < p. Most a k = 2 nem biztos, hogy segit, hiszen lehet, hogy r + ¢
primszam. De ha a k = r + 1 esetet nézziik, akkor uvFw = 0"t =Dt aminek hossza r + (k—1Vt=r+rt=
7(t + 1) biztos nem prim. Ezért az uo™w = 0"+ & L,

Tehét erre az Lg-beli széra nem teljesiil a pumpalési lemma, a nyelv nem regularis.

(e) Tegyiik fel, hogy a nyelv regularis. Ekkor igaz ra a pumpalasi lemma, legyen p > 0 az ebbdl adodo
pumpalasi hossz. Valasszunk egy z = aPbP?™" sz6t, ahol r» > 0.

Erre z € L és |z| = 2p+ 1 > p teljestl. Azt kell megmutatni, hogy ennek minden z = wvw felosztasahoz,
ahol |uv| < p és |v| > 0 van olyan k > 0 szam, amire uv*w ¢ L.

A v részszo csak al alaki lehet, 0 < ¢ < p. Ekkor uv*w = aPt*=Dipp+r Ha tudunk olyan r szamot valasztani,
melyre minden 0 < ¢ < p esetén van olyan k egész, hogy (k — 1)t = r, akkor a z ellentmond a pumpalasi
lemmanak, tehat a nyelv nem regularis. Egy ilyen r-nek teljesitenie kell, hogy oszthatdé a t = 1,2,3,...,p
szamok mindegyikével. Ilyen pedig van, pl. az r = p! jo valasztas, tehéat egy z szd, amivel az ellentmondast
igy megkapjuk a z = aPbPTP",
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2. Legyen ¥ = {0,1}. A pumpalasi lemma segitségével igazolja, hogy az alabbi nyelvek nem regularisak!
(a) Ly = {s € ¥*: van olyan z,y € ¥*, hogy |z| = |y| és s = x0y}.
(b) Ly = {s € ¥* : van olyan x € ¥*, hogy s = zx}.

Megoldds:

(a) Tegyiik fel, hogy a nyelv reguléris. Ekkor igaz ra a pumpalasi lemma, legyen p > 0 az ebbdl adodo
pumpaélasi hossz. Mivel a nyelv azokbol a szavakbdl all, amiknek a kézepén nulla van, célszerd olyan szot
valasztani, amin pumpéalas utan kénnyen latszik, hogy a kozépss karakter tovabbra is nulla vagy nem nulla.

Valasszuk pl. a z = 1P01P sz6t. Ez persze benne van a nyelvben, és a hossza 2p + 1 > p. A pumpélasi
lemma szerinti felosztdsoknal a v rész a sz6 elején levs 1-k koziil tartalmaz néhanyat, legyen v = 1%, ahol a
feltételek szerint 0 < t < p. Ezért pl. a k = 2 esetben az uv?w = 1PT101P szoban az egyetlen nulla mar nem
kozépen lesz, ezért ez a sz6 nincs az L, nyelvben, ami ellentmond a pumpalési lemménak. Tehat a nyelv
nem regularis.

(b) Tegyiik fel, hogy a nyelv regularis. Ekkor igaz ra a pumpéalési lemma, legyen p > 0 az ebbdl adodo
pumpalasi hossz. Itt is hasonlé 6tlet segit mint az elGbb.

Legyen most a sz6 pl. z = 1P01P0. Ez az x = 1P0 valasztassal z = xx € Ly és |z| =2p+ 2 > p.

A pumpalt v 1észsz6 az els§ 1-blokk része lesz. Ha ezt megismételjiik, akkor egy 1PT101P0 alakt szohoz
jutunk. Ez viszont nincs a nyelvben, mert csak két O szerepel benne és az egyik a szd végén, igy ha yy
alakban szeretnénk felirni, az y-nak 0-ra kellene végz&dni, de a két 0 el6tt nem ugyanannyi 1 all, tehat a két
rész nem lehet egyforma.

Tehéat nem igaz ra a pumpalasi lemma, a nyelv nem regularis.

(Ha pl. a z = 1?P € L, sz6t valasztottuk volna, az nem miikédne, mert igaz ugyan, hogy a pumpalaskor
az eredeti kozepe a szonak ,elcstiszik", de ett6l még a sz6 a nyelvben maradhat. Valoban ez torténik, ha
olyan felbontast vesziink, amiben a pumpalt v szakasz paros hosszi. Ezért ezzel a z valasztassal nem kapunk
ellentmondaést.)

3. Legyen L; = {a™*ck : n > 1,k > 0}, Ly = {b*c™ : k,m > 0} és L = Ly U L. Igazolja, hogy L nem
reguléris, Lo regularis, L pumpéalhat6 és L nem reguléris!

Megoldds: L1 nem regularis: Tegyiik fel, hogy regularis. Akkor a metszete a regularis ab*c* nyelvvel is
regularis. Bz viszont az {ab®c® : k > 0} nyelv, amir6l a pumpalasi lemma segitségével megmutatjuk, hogy
nem regularis. Ehhez legyen p > 0 a pumpalasi hossz, és vegyiik a z = ab’cP € L; sz6t, aminek hosszara
teljesiil a lemma feltétele, |z| = 2p + 1 > p. Ennek minden, a pumpalasi lemmanak megfelels z = uovw
felosztasdban v vagy v = a vagy v = ab’ és 0 < t < p vagy v = b’ alakii, ahol pedig 0 < ¢t < p. Az uv?w
szOban az els6 két esetben két a beti is lesz, a harmadik esetben pedig a b-k szama el fog térni a c-k szamatol,
tehat valoban minden felosztasra teljesiil, hogy wv?w & Ly, és ezért a nyelv nem regularis.

Lo reguléris: ez a b*c* nyelv, tehat regularis.

L pumpélhaté: ha egy Lo-beli szot veszilink, akkor a pumpaltjai is Lo-ben vannak, tehat L-ben is. Egy
tetszoleges Li-beli szonal, a pumpalt szakasz alljon egyetlen a betiibdl (tehat pl. v = £,v = a, w pedig a
sz0 tovabbi része.) Ekkor a pumpalassal csak az a-k szama valtozik. Ha ez né (k > 1), akkor a pumpalt
sz6 is Li-ben lesz. A lefelé pumpélasnal (k = 0) tovabbra is Li-ben marad, ha az eredeti szo6 legalabb 2 db
a-val kezd6dott. Abban az esetben, amikor csak 1 db a van a sz6 elején, a lefelé pumpéalas atvisz az Lo
nyelvbe, tehat ilyenkor is L-ben lesz a pumpélt sz6. Ebbdl latszik, hogy valoban minden L-beli szénak van
olyan felosztésa, ami pumpéalhato.

L nem regularis: Az a, ab, abb, abbb ... szavak paronként megkiilonboztethetSk, hiszen a b* csak a cF-val
kiegészitve lesz L-ben, mas c’-lel kiegészitve nem. Azt meg tudjuk, hogy ha van végtelen sok paronként
megkiilonboztethets szo a nyelvben, akkor a nyelv nem regularis (,végtelen sok allapot kellene”)

4. Tgazolja, hogy minden nem regularis L; C {a,b}" nyelvhez van olyan nem reguléris Ly C {a,b}" nyelv, hogy
az L1 U Lo nyelv regularis!

Megoldds: Ha L1 egy tetsz6leges nem regularis nyelv, akkor a komplementere sem regularis, legyen ez az
Ly. Igy L1 U Ly = {a,b}*, amirdl tudjuk, hogy regularis.
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5. Tudjuk, hogy az L1, L2, L3 C {0,1}" nyelvek koziil L; és L3 regularis. Kovetkezik-e ebbdl, hogy Lo is
reguléris, ha

(a) Ls=LiNLy?7
(b) Ls=L1ULy?
(C) L3 = L1L2 ?

Megoldas:
(a) Nem, pl. Lj = 0* és Lo = {0"1" : n > 0} esetén Lz = 0.
(b) Nem, pl. L; = 0*1* és Ly = {0"1" : n > 0} esetén L3 = L;.
(¢) Nem, pl. ha L; = 0, akkor fiiggetlentil Lo valasztasatol Lz = ().

6. Igaz-e, hogy minden nem iires L nyelvnek
(a) van olyan L, C L nem {ires résznyelve, ami reguléris?

(b) van olyan L,, C L nem iires résznyelve, ami nem reguléris?

Megoldas:
(a) Igen, pl. L, = {s}, ahol s € L.

(b) Nem. Legyen L egy véges (de nem tires) nyelv. Ennek minden részhalmaza is véges, tehat regularis.

7. Hatarozza meg az alabbi nyelvtan altal generalt nyelvet! Melyik osztalyba tartozik a nyelvtan?

S — aSBC | aBC CB — BC AA — aA

aB — ab bB — bb bC — bc cC — cc

Megoldds: A nyelvtan 0. osztalyt mert a 3. szabalyban nem egy valtoz6 helyettesitése van, hanem két
valtpzo felcserélése. Latszik, hogy A nem szerepel levezetésben, a B, C valtozokbol csak a nekik megfeleld
kis beti lehet. Az 1. és 2. szaballyal lehet ezeket létrehozni, tehat az biztos, hogy minden levezetett szoban
az a, ab és ac betiik szdma azonos (és legalabb 1) lesz.

L ={a"p"c":n > 1}.
Ezek levezethetok: alkalmazzuk (k — 1)-szer az 1., majd egyszer a 2. szabalyt. Ekkor a¥(BC)* a kapott

szimbo6lumsorozat. A 3. szabaly segitségével a C-ket a végére rendezhetjiik, utana el6rél haladva minden
B-t lecseréliink b-re (5, 6. szabély), majd hasonloan a C-ket c-re (7, 8. szabély).

Az, hogy méas nem vezethetd le onnan latszik, hogy betiire mindig csak az els§ valtozdét tudjuk valtani és ha
egy C-t olyankor cseréliink le c-re, amikor van még utana B, akkor ettsl a B-t6l nem lehet megszabadulni,
mert ahhoz kozvetlen elStte egy b (vagy a) kellene.

8. Adjon meg egy nyelvtant ami az L = {a"b""!a" : n > 1} nyelvet generaljal

Megoldds:  Hasonldéan az el6z6 feladathoz el6bb legyartunk kell§ szama példanyt a valtozokbol, utana
biztositjuk, hogy csak a megfelel6 moédon atrendezett sorrendjiik esetén lehessen szot levezetni., példaul igy:

S —aSBA|abBA AB — BA bB — bb bA — ba aA — aa

Ez jo lesz, mert ha a 3. szabaly biztositja, hogy az Gsszes A véltozot az Gsszes B mogé mozgassuk, utana
meg a 4-6. szabalyok segitségével minden valtozot a megfelel§ bettire cseréljiink. Méasrészt, ha egy levezetés
soran keletkezett szimboélumsorozatban még van AB, akkor ha az A-t valamelyik szaballyal a-ra cseréljiik,
egy aB keletkezik, ahonnan a B mar sehogy sem ttinhet el.

(A kezd a betiik helyett is lehetett volna el6bb valamilyen valtozot generalni, de akkor vigyazni kell ra,
hogy ez meg nem cserélhessen helyet a B-vel.)
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9. Igaz-e, hogy minden véges nyelvhez van 3. osztalyba tartozé nyelvtan?

Megoldds: Igen, hiszen minden ilyen nyelv regularis, és ezért van regularis nyelvtana.
Megjegyzés: nem nehéz felirni egy ilyen nyelvtant, pl. egy ajas---a, szbéhoz egy S — a1di, A1 —
asAs, ..., An_o = an_1An_1, An_1 — an jo, ahol az A;-k kiillénbo6z6 valtozok. Ha tébb szét is akarunk
generalni, akkor az S-hez felvessziik mindegyikbdl az elsé szabalyt.
10. Adjon minél magasabb osztalyu nyelvtant a kovetkezs, {a, b} feletti nyelvekhez!
(a) Az L, azokbol a szavakbol all, melyek tartalmazzak a baba részszot.
(b) Az Ly a péaros hosszi szavakbol all.
(c) Lo = {akb"a™ : k,n,m > 0}

Megoldds:
(a) Ez egy regularis nyelv. Nyelvtant lehet egy véges automatajabol késziteni, de egybdl is megy:

S —aS | bS | bXup Xova — aXpg Xpo — bX, X,—aY|a Y —-aY |bY |a|b

Itt az egyes X valtozok indexe jeldli, hogy a kivant részszobol mit kell még bel6le megkapnunk. Az els6 két
szabély miatt lehet a baba elé tetszbleges bettisorozatot irni, ¥ a végén gondoskodik ugyanerrél.

(b) Ez is egy regularis nyelv, itt is 3. osztalyt nyelvtant adunk. Mivel egyszerre két betiit a regularis
nyelvtan nem tud el@éllitani, ezért err6l mindig két 1épésben gondoskodunk. Mivel az iires sz6 is benne van
a nyelvben, ezért 3 valtozo is kell (a kezddvaltozo nem lehet jobb oldalon).

S —e|aX |bX X —aY |pY|alb Y - aX | bX

(c) Most is adhato regularis nyelvtan, de elébb egyszertibb egy nem regularisat adni:
A—aA|B B —-bB|C C—alC e

Az latszik, hogy ez a kivant nyelvet generélja, mert az A-bol kapjuk meg az a betiiket, utdna atvaltunk a
B-re, amivel tetsz6leges szami b betiit generdlhatunk, majd a C-boél a sz6 végére tetszéleges szamu a beti
kaphat6. Ez viszont nem regularis, mert van egyszeres szabaly és e-szabaly is. Ezeket még ki kell kiiszobolni.
Az eredmény:

S—¢c|ad|bB|aC|a|b A—aA|bB|aC|a|b B —bB|aC|al|b C—aCla

11. Legyen a nyelvtan

S — aS|bS|cS|cA, A — cBlc, B — aB|bB|cB|al|b]|c

(a) Mi a generalt nyelv?

(b) Készitse el a nyelvtanbol a tanult médon a megfelel§ véges automatat!

Megoldds:

(a) A nyelv a cc részszot tartalmazo szavakbol all. Miel6tt az S valtozot az A felvéltja, tetszoleges
{a, b, c}*-beli sz6t megkaphatunk, ezt az A-ra valtaskor egy c, majd az A-bodl egy tjabb ¢ koveti. A sz6 vagy
itt ér véget, vagy a B-bdl levezethetSkkel folytatodik. A B valtozobdl pedig a nem iires szavak mindegyike
levezethets. Tehat a levezetett szavakban szerepel a cc, de elGtte és utana barmi allhat.

(b)
a, b, c

) b

a, b, c
C
- @
C
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12. Az alabbi automatabol a tanult médon készitse el a megfelel nyelvtant!

Megoldds:
A—O0B|1E B—o0D|1C |0 C—oC|1C D — 0B |1E E—oC|1D]|1

13. A tanult modszerrel kiiszobolje ki az e-szabalyokat az alabbi nyelvtanokbol!

(a) S — SaSb | e

(b) S— ABC, A—BB|e, B—CC|a, C—AA|D

Megoldas:
(a) S-bol megkaphato az e, ezért kell egy 1) kezddvaltozo is.

S'—el|S S — SaSb | aSb | Sab | ab

(b) Elenyész6 valtozok meghatéarozasa: F1 = {A}, Eo = {A,C}, Es = {A,B,C}, B4 = {A,B,C,S} =

E.
Az 4j nyelvtan:
S —¢elS
S— ABC | BC | AC |AB|A|B|C
A— BB|B
B—-CC|C|a
C—AA|Alb
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