Fels6bb Matematika 1. ZH 2013-10-30

1. Oldjuk meg az egyiitthatomatrix PLU-felbontasat megha-
tarozva és azt folhasznalva a

2 1 0 T 1
2 1 —1| [y| = o
4 3 2 z 3
egyenletrendszert! (3 pont)
Megoldas. 1. megoldés (a természetes):
1 00 1 00 21 0
P=1[0 0 1|,L=|2 1 0|, Uu=|0 1 2
010 1 01 0 0 —1
Az egyenletrendszer megoldéasa az Ly = P(1,0,3) = (1,3,0
és Ux = y egyenletekbdl adodik: y = (1,1,-1), x =
(1,-1,1).
2. megoldas (részleges f6elemkivélasztassal):
0 0 1 1 0 0 4 3 2
P=(0 1 0o, L=|1/2 1 0|,U=1{0 —-1/2 -2
1 0 0 1/2 1 1 0 0 1

PLU 2 pont, megoldas 1 pont.

2. Diagonalizaljuk ortogonalisan az A matrixot, (a) irjuk
fel sajatfelbontasat, (b) spektralfelbontésat (a vetitématrixok
kiilonb6zs sajatértékekkel vett linearis kombinaciojaként), és
(ezekbdl) (c¢) a redukalt szingularis felbontasat! Végil (d)
bontsuk fel az (1,1,1) vektort a sajatalterekbe es§ vektorok
Osszegére! (5 pont)

-1
0

1
A= 0
-1 1

SN O

Megoldas. (a) A karakterisztikus polinom —A(\ — 2)? (0.5
pont). A sajatvektorok: A;o = 2-héz v1 = (0,1,0) és vy =
(1,0,—1), A3 = 0-hoz v3 = (1,0,1), (1.5 pont).

A sajatfelbontés:

L
0 L HR oo 1 o
A=11 0 0[]0 2 0| 0 —45

(b) A spektralfelbontas 2Py + 0P4 alaku, a sajatfelbontasbol
megkaphato:

1
O %1r0 1 o /2 0 —1/2
P;=|1 0 19 -1 = 0 1 0
0 ——o5] 12 V2 -1/2 0 1/2

(Hasonléan adodik Ps, de ezt nem kellett kiszamolni, mert
0-val van szorozva, csak a teljesség kedvéért:
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P, sokkal egyszertibben, az eredeti A méatrixbdl is kitalalhato,
hisz A = 2P1 + 0P2 = 2P1, tehét

) 12 0 —1/2
Pi=;A=| 0 1 0
~1/2 0 1/2

(c) A sajatfelbontésban a sajatértékek nemnegativak, a mat-
rix, amivel jobbrol, illetve balrél szorzunk ortogonélis, tehat
ez egyuttal szinguléris felbontas is! Igy a redukalt alak sorok
és oszlopok torlésével azonnal adédik minden szdmolas nélkiil:

0
2 0 1 0
SR ALE (TR
0 —-L 0 V2 V2

(d) A felbontashoz a P1(1,1,1) = (0,1,0) és a Po(1,1,1) =

(1,0,1) vektort kell kiszamolni, de az utobbi el is hagyha-

t0, mert kivonva az els6t (1,1,1)-bdl adédik a masik is, igy

(1,1,1) = (0,1,0) + (1,0,1).

3. Irjuk fel annak a 11 x 11-es matrixnak a Jordan-féle normal-
alakjat, melynek egyetlen sajatértéke ), és amelyre (A — AI)¥

rangja k = 1,2, 3,4 esetén rendre 7, 4, 1, 0. (2 pont)
) 1 2 3 4
T 7 4 1 0
Megoldas. 1. megoldas: d; |0 4 7 10 11
d 4 3 3 10
d’ 10 2 1

(1.5 pont),
igy a Jordan-alakban egy 1 x 1l-es, két 3 x 3-es, valamint egy
4 x 4-es blokk van (métrix folirasa .5 pont).

2. megoldas: Lehet az n; szdmokra vonatkozé egyenlet-
rendszerrel is szdmolni:

ng =1

ng+2ng =4

no +2ng+3ng =7

n1 + 2no + 3ng + 4nyg = 11

amib6l ny = 1, n3 = 2, ng = 0, n; = 1. (egyenletek +
megoldas 1.5 pont, a matrix folirdsa még .5 pont).

4. Melyek irreducibilisek és melyek primitivek az alabbi mat-
rixok koziil? (8 pont)

0 0 3 0 023 4 5
0 0 3 4 02040
A= ,B=1|12 0 4 5

020 0
Lo 0 4 02000
00 3 45

Megoldas. A irreducibilis és fatlojaban van pozitiv szam,
igy primitiv. B reducibilis ({2,4}-bdl nem megy ki él), tehat
nem primitiv. (Irreducibilitas 1-1 pont, primitivség .5-.5 pont)

5. Hatéarozzuk meg az alabbi méatrix
pszeudoinverzét! (8 pont)
1 2 2 0 0
000 1 -1
0 0 0 -1 1
0 0 0 1 1

Megoldas. A matrix blokkdiagonalis:

122/ 0 0
000 1 —1
000[-1 1
000 1 1



a féatlobeli matrixok koziil az elsg sorfiiggetlen, a masodik
oszlopfiiggetlen, igy pszeudoinverze kdnnyen szamolhato, elég
e két részmatrix pszeudoinverzét szamolni. Igy a pszeudoin-
verz

1/9 0 0 0
2/9 0 0 0
2/9 0 0 0
0 1/4 —1/4 1/2
0 —1/4 1/4 1/2

6. Normaélis-e az A maétrix, és mennyi az 1- és a 2-norméja,
ha

1 ¢ 1

A=|—-i 2 0

1 0 2
Igazoljuk, hogy x"Ax valds, s6t x"Ax > 0 minden x € C?
vektorra! (4 pont)

Megoldas. Normalis, mert énadjungalt (.5 pont). 1-norméja
3 (.5 pont). Mivel dnadjungalt, sajatértékei valosak, ha azok
nemnegativak, akkor megegyeznek a szinguléris értékekkel.
Valéban, karakterisztikus polinomja 3 — 522 + 6z, igy sajat-
értékei: 3,2, 0 (1 pont): 2-normaja tehat 3, mert o1 = A\ =3

(1 pont).
Az A™A matrixbol is szamolhato, csak kicsit bonyolultabb:
3 3 3
A"A=|-3i 5 —i
3 i 5

aminek x3 — 1322 + 362 a karakterisztikus polinomja.

A unitéren diagonalizalhat6, mert normaélis, igy van olyan
U, hogy A = UAU" igy xHAx = x"UAU"x =
(UMx)MA(U"x) = yHAy = 37 Aifyil? > 0, ahol y = U"'x.

7. Igazoljuk, hogy ha A a valés A métrix egyszeres algebrai
multiplicitdst valds sajatértéke, és x egy hozza tartozé jobb,
y egy bal sajatvektor, akkor a

_xy!

==
métrix az A matrix A\-hoz tartozo sajatalterére vetit az O(A —
AI) tér mentén. (Utmutatés: mutassuk meg, hogy P vetitd
métrix, hogy minden vektort x skalarszorosaba visz, és hogy
O(A — XI) vektorait a 0-vektorba) (5 pont)

Megoldas. P vetit matrix, ugyanis P? = P:

xy! xy' _ xy 'xy' _ x(y %)y " _ xy' _
ylxy'x - (y'x)y™x)  (yx)(y'x) y'x

A sajataltér x skalarszorosaibol all, egy tetszéleges v vektorra

pedig

P2 =

T T
Pv = XyT v _ xyT—v = x - skalar,
y X y'x
tehat P a sajataltérre vetit.
O(A — AI) vektorai v = (A — M)z = Az — Az alakaak

valamilyen z vektorral, igy

T T

xy Az xy')z

Pv = yT — y.l. =0,
yTx yTx

ugyanis y' A =y '\
Mivel a sajataltér 1-dimenzids, az oszloptér n—1 dimenzios,
igy csak azt kell ellenérizni, hogy a metszetiikben csak a 0-

vektor van, de ez nyilvanvald, hisz Px = xny;x =x#0. Igye
két altér kiegészits alterek.



