2021. december. 22. 8:00-10:00 Matematika A3 1. vizsga zh VIK Villamosmérnok

Indoklas nélkiili eredményko6zlést nem fogadunk el, a dolgozat idGtartama 80 perc.

1. (12 pont) Adja meg az y’ = cos x cos? y egyenlet Osszes megoldasat!

2. (12 pont) Oldja meg az y"” + 4y = sint, y(0) = 0, y'(0) = 1 kezdeti érték problémat!

3. (12 pont) Szamitsa ki a v(x,y,z) = (23y? + 2, —z, xy) fiiggvény vonalintegraljat az x-y sikbeli, a (0, R,0)
pontbol az (R,0,0) pontba mend, origé kézéppontu negyedkorivre (R > 0)!

4. (12 pont) Hatérozza meg a v(z,y) = (y2e™ + y* dzy? + 2xye™’) fiiggvény potencialfiiggvényét, ha van!
Mi v vonalintegralja az origobol az (1,1) pontba mend egyenes szakasz mentén?

5. (4+4+4 pont) (a) Tekintsiik azt a K korlapot, ami parhuzamos az z-y sikkal, pontjainak z koordinataja
m, kdzéppontja a z tengelyen van és sugara 2. Fejezziik ki m fiiggvényeként a v(r) = r fliggvény integraljat a
felfelé iranyitott K-ra!

(b) Igazak-e az alabbi allitasok? (Vélaszat indokoljal)

(b1) Az y = /y differencialegyenletnek csak egy olyan megoldasa van, ami teljesiti az y(0) = 0 feltételt.

(b2) Ha v: R® — R3 kétszer folytonosan differencialhat6, akkor divrotv = 0.

iMSc feladat. (10 pont) Mi grad (|r|™div(|r|™r)), ha r € R™ és m € N\ {0}?

1. MO. Szingularis megoldasok: cosy = 0 ~ y = 3 + km,k € Z. Ezek a konstans fliggvények valoban

megoldéasok. Szeparalassal: f ﬁdy = f coszdx ~ tgy = sinz + C. (Nincsenek mas megoldasok, mert a de.

teljesiti a Picard-Lindelof-tétel feltételeit.)
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=2+ %5271“ ~y(t) = %Sin%—i— %sint.

3. MO. Legyen a gorbe G. Vonalintegrdllal. r(t) = (Rcost, Rsint,0), 7(t) = (—Rsint, Rcost,0).
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Stokes-tétellel. A tengelyek és a gérbe altal hatérolt negyedkérlap legyen N. rotv(z,y, 2) = (x+1,1—y, —223y).
A tengelyek mentén a vektormezs nulla, ezért ott az integral is. Az (z,y,0) paraméterezésben N hataranak
megegyezés szerinti irdnyitasa ellentétes G iranyitasaval.

r+1 1—-y —223%y R 3 RS
/vdr = —/rotvdf =— / 1 0 0 |dxdy=-— / —223ydady = //2T3 cos® -1 sin p-rdpdr = e
G N |0 1 0 Nay 0 0

4. MO. rotv(z,y) = 0, és v mindenhol folytonosan differencialhato, ezért van primitivfiiggvénye. Odzxu =
y2e 4yt s u = e faytte(y). yu = Oy(e™ +ayt+c(y)) = dayP+2zye™ +¢ (y) = dwy3+2zye™” . Innen
¢(y) = C konstans és u = e’ 42y + C. Az integral a Newton—Leibniz-tételbsl: f((ol,bl)) vdr = u(1,1) —u(0,0) =
el+l—-1=e.

5. MO. (a) Az v(r) = r meréleges komponense a K pontjaiban: v, = m, ezért [ vdf = [ vid|f] =
m [ d|f] =m - |K| = 4mm.

(b1) Hamis. y = 0 megoldas, amire y(0) = 0. Tovabba szeparélassal: fy’l/?’dy = [dz ~ %y% =2z +c
y(z) = (3(z — 1))% hax < 1,y(z) = 0, ha 0 < < 1 az 1-ben is differencislhaté, igy nemkonstans megoldas,
amire y(0) = 0.

(b2) Igen. div rot v(x1,z,23) = Ouy (OpyV3 — Oz V2) + Ony (—O0p, V3 + Opy 1) + Oy (On, V2 — O, v1 ), amiben a tagok
a Young-tétel miatt kiejtik egymast.

iMSc. MO. r # 0 esetén: div |r|™r = (grad |r|™)r + |r|™div r = m|r|m’1lr7|r +nlr|™=(m+n)r|™ ésr=0
esetén a nullméatrix jol lesz m > O-ra dervaltnak, igy a divergencia 0, Th_% ﬁ(Mmr—O—Or) = 0. Hasonloképpen,
ha r # 0, akkor grad(m+n)|r[*™ = 2m(m+n)|r[*™ =1 7 = 2m(m+n)|r[*"~?r. Har = 0, akkor a gradiensnek
j6 lesz a nullvektor: lim ‘71|((m +n)|r*™ —0—0-7)=0.



