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1. tétel: Leszamlalasi alapfogalmak

Permutdcio Varidcio Kombinacid
ismétlés nélkil n! n! (n)
(n—k)! k
ismétléssel n! nk n+k-1
kol kol x . ox k! ( k )

Permutacio: n elem sorba rendezése ismétléssel vagy ismétlés nélkdl.

Ismétlés nélkiili példa: 5 ember hany féleképpen allhat sorba.

Ismétléses példa: Ha egy héten egy tandrabdl tobb is van, akkor a lehetséges heti 6rarendek
szama.

Varidcid: n elembdl k kivalasztasa és a k elem sorba rendezése ismétléssel vagy ismétlés
nélkal.

Ismétlés nélkiili példa: n versenyz6bdl, hany féle lehet az elsé k.

Ismétléses példa: versenynapon n versenyzd, k résztav, hany féle lehet a résztav gy6ztesek
sorrendje.

Kombinacio: n elembdl k elem kivalasztasa gy, hogy nem szamit a sorrend.
Ismétlés nélkiili példa: Lotto.

Ismétléses példa: Cukraszdaban n féle siitemény van, mindegyikbdl végtelen all
rendelkezésre, és ezekbdl akarunk k darabot kivalasztani.

ny n!
(k) (n—-k)!'+k!
(',:) = 0, ha n<k vagy k<0

Binomialis tétel:
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2. tétel: Grafelméleti alapfogalmak

Graf definicidja: G=(V,E) G graf V(G) jel6li a G pontjainak, E(G) pedig G éleinek a halmazat. (V
nem Ures halmaz, egyszerU graf esetén E(G) eleme V(G) kételem( részhalmazainak)

Fokszam: G graf v csucsanak fokszdma — d(v) — a G v végpontu éleinek szama (hurokél
kétszer szamit). AG a G maximalis fokszama.

Pont:
e lzolalt pont: d(v)=0. Az izolalt pont 6nmagaban egy komponens.
e Hurokél: a kiindulasi és a végcsucs azonos.

e Parhuzamos él: a két él ugyan azt a két csucsot koti 6ssze.

Tétel: Gréfok fokszamdsszege: Ha G véges, akkor Y.,ey () d(v) = 2 * | E(G)| veV(G), azaz a
fokszamok dsszege az élek szamanak kétszerese.

G k-regularis ha minden veV(G)-re d(v)=k.
G egyszerli graf, ha:
(1) nem Gres.
(2) E(G) elemei V(G) valamilyen kételem( részhalmazai.

(3) nem tartalmaz hurok- és parhuzamos éleket.

Nevezetes eqyszert grdfok:

e Knn pontu teljes graf. Minden pont minden ponttal szomszédos.

e (nn pontu kor. Minden pont pontosan két mdsik ponttal szomszédos.

e Pnn pontd ut. A végpontok kivételével minden pont pontosan két masik ponttal
szomszédos.

Részgraf: H a G részgrafja, ha H él-, és csucstorléssel kaphatd G-bdél.
Feszitett részgraf: H a G feszitett részgrafja, ha H cslcstorléssel kaphatd G-bdl.
Feszit6 részgraf: H a G feszits részgrafja, ha H éltorléssel kaphatd G-bdl.

Izomorfia: két graf izomorf, ha cslcsaik kozott l1étezik olyan kdlcséndsen egyértelmd
megfeleltetés, amelyre minden él helyesen van megfeleltetve.

Elsorozat: cstcsok és élek felvaltva kovetik egymast, csticcsal kezdve és befejezve.
Séta: olyan élsorozat, aminek minden éle kiilonb6z6.

Ut: olyan séta, aminek minden pontja kiilénboz6.

Kor: olyan ut, aminek a kezd§ és a végpontja azonos.



Osszefiiggd graf: ha barmely két pontja kdzott vezet élsorozat = vezet séta = vezet Ut.
Komponens: K € V(G), ha barmely u, v € K kozott vezet Ut, de u € K és v € (V(G)\K) kozott
nem. Bdrmely grdf egyértelmdiien felbonthatd komponensek unidjdra.

Komplementer graf: A G egyszeri graf komplementere a G := (V(G), (‘2/)\ E(G)) graf.
Iranyitott graf: D(V,A), ha V nem iires halmaz, és A részhalmaza V? — nek.

G graf erdd, ha kérmentes.

G graf fa, ha kérmentes és 0sszefliggs. Egy erdé minden komponense fa.

Levél: v levél, ha F fa része és d(v)=1.

Tétel: Ha egy fa legaldbb két csucsu, akkor a fanak van legalabb két els6foku csucsa.

Tétel: Ha G n pontu kérmentes graf, G pontosan akkor 6sszefliggd, ha |E(G)|=n-1, illetve ha
G egy n pontu és k komponens( erdd, akkor |E(G)| = n-k.



3. tétel: Feszit6fa létezése, minimalis koltségl feszit6fa,

Kruskal algoritmusa és annak helyessége

F graf fa, ha kormentes és 6sszefligg6.

Feszitd részgraf: H a G feszit6 részgrafja, ha H éltorléssel kaphatd G-bél.
F a G feszit6faja, ha F fa, és F a G feszit6 részgrafja.

Ha G-nek létezik feszit6fdja, akkor G Gsszefiiggd.

Tétel: G graf akkor és csakis akkor dsszefiligg6, ha G-nek létezik feszit6fdja.

Koltségfiiggvény: k: E > R+ minden élhez egy koltséget rendel.
Minimalis koltségii feszit6fa: olyan F € E élhalmaz, amire (V,F) fa, és k(F) minimalis.

Kruskal algoritmus:

Input: G=(V,E) graf, és k: E - R+ koltségfliggvény.

Output: minimalis koltségli feszit6fa.

Miikédés: minden |épésben megépitjik a legolcsdbb élt, ami nem hoz létre kort. Mohd
algoritmus, mert csak azzal t6rédik, ami éppen a legalacsonyabb koltségl. Az igy keletkezett
fa a G graf minimalis koltségl (sulyu) feszit6fdja.

Helyességének bizonyitasa: tegyiik fel, hogy az algoritmus helytelen, ekkor létezik egy f él, amit
e helyére bevéve olcsdbb feszit6fat kapunk. Ekkor azonban f koltsége kisebb, mint e koltsége,
igy f-et az algoritmussal kordbban mar ellendriztiik, tehat ellentmonddasra jutottunk, azaz a
feszit6fa minimalis koltségdi.




4. tétel: Legrovidebb utakat keres6 algoritmusok,
bejarasokkal kapcsolatos fogalmak, legszélesebb utak
keresése iranyitatlan grafban

Bejarassal kapcsolatos fogalmak:

Bejaras: egy G graf csucsainak valamely sorrendben térténé végiglatogatasa.

Bejarasi fa: olyan irdnyitott fakbdl allo erd6, melyek élei a gyokérponttdl kifele irdnyitottak.
Elérési sorrend: grafbejaras utan G cslcsainak olyan sorrendje, ami megadja mikor értik el
el8szor az adott csucsot.

Befejezési sorrend: grafbejaras utan G cslcsainak olyan sorrendje, ami megadja mikor
foglalkoztunk utoljara az adott csuccsal.

Faél: ha az uv él a bejarasi fanak egy éle.

El6reél: ha u-bdl v-be iranyitott ut vezet.

Visszaél: ha v-bdl u-ba irdnyitott ut vezet.

Keresztél: ha u és v k6z6tt nincs irdnyitott Ut a bejarasi faban.

Irdnyitatlan graf esetén el6reél és visszaél ugyanazt jelenti.

Legrovidebb ut: u-bdl v-be vezetd utak kozil a legkevesebb éllel rendelkezé ut.
Legrovidebb utakat keres6 algoritmusok:

BFS (Breadth First Search) bejaras: szélességi bejaras. Soron kdvetkez6 csicsot mindig a
legkorabban meglatogatottbdl latogatja meg. Az igy kapott szélességi fa, a legrovidebb utak
faja.

Miikddés: G grafban kiindulunk tetszéleges (A) pontbdl. Ha A-bdl vezet él még eléretlen
csucsba, akkor azt behuzzuk; ezek a csucsok elérté valnak. Ha A-bdl nem tudunk tobb
eléretlen csucsba menni, akkor A befejezetté valik. Ekkor az A utdn el6szor elért csucsbdl
folytatjuk ugyanezt. T6bb eléretlen cslcs esetén abc-sorrendben valasztunk eléretlen
csucsot. A bejaras utan elérési és befejezési sorrendeket kapunk (amik egyébként
megegyeznek). A BFS bejaras fajat gy kapjuk meg, hogy minden elért csucsra felirjuk melyik
él altal értik el. Ezek a faélek alkotjak a BFS-fat. BFS bejaras utan csak fa-, kereszt-, esetleg
visszaél lehet, el6reél nincsen; at kellene ugrania egy faélt. A BFS-fa egy gyokérpontbdl
minden mds csucsba az egyik legrovidebb utakat tartalmazza, a BFS (szélességi keresés =
Breadth First Search) altal megkapott BFS-fa a legrévidebb utak faja. Lépésszama legfeljebb
konstans*(n+m), ahol n a csticsok, m az élek szama.

Tétel: a BFS altal kapott szélességi faban u-bdl v-be iranyitott Ut vezet, akkor ez az ut egyben
az (egyik) legrévidebb u,v at is.

Hosszfliggvény: G=(E,V) graf, [: E > R egy hosszfluiggvény, ami minden élhez egy hosszt
rendel. (A hosszfliggvény konzervativ, ha nincs negativ kore.)



Dijkstra algoritmus:

Input: G=(V,E) graf, és [: E - R+ nem negativ hosszfliggvény, és u € VV pont.

Output: a dist(u,-) hosszfliggvény, azaz G minden v cstiicsara meghatarozunk egy
legrovidebb u,v utat.

Mlikddés: Iranyitott G grafban r gyokérpontbdl indulva szeretnénk elérni az 6sszes
tobbi cslcsot a lehet6 legrovidebb Uton. G grafon legyen értelmezett egy
hosszfliggvény (I), amely minden élre egy | hosszt hataroz meg. A kiindulasi pont
(gyokérpont) tavolsaga legyen 0, a tobbi (még eléretlen) csucsé kezdetben végtelen
(mert nem értiik el). Sorban feljegyezziik, hogy melyik csicsot milyen tavolsagban
(vagy milyen koltség aran) érjik el. Az A-bdl vezets éleket kezdetben mindenképpen
behlzzuk a csucsokba. Ezen csucsokhoz feljegyezziik, hogy az A-bél értiik el 6ket, és
azt is, hogy milyen messze vannak téle. Ekkor A-bdl mar nem tudunk mit csinalni,
befejezziik. Az elért csucsok kozil a legolcsdbbat (legkdzelebbit) kivalasztjuk, és
megnézziik hova vezet él. Abban az esetben, ha olyan csucsba vezet él, melyet mar A-
bél elértliink, megprébdalunk élmenti javitast végezni. Ha C pontot A-bdl 90 messze
tudtunk elérni, de B tavolsaga A-tdl 30, illetve C 40 messze van B-t6l, akkor a C-be
vezetd teljes Ut hossza igy csak 70 lesz, ha B-n keresztil érjik azt el. Ezt az élmenti
javitast minden lehetséges esetben megtessziik az algoritmus futtatasakor, és az
el6z6ekhez hasonldan feljegyezziik, hogy milyen csicson keresztll értik el, és
mennyi 0sszkoltség fejében. Az algoritmust mindig a lehet6 legolcsdbban elért
csucsbol folytatjuk, és minden iteracidban felirjuk egymas ald sorokban az sszes
csucs adatat, allapotat. Ha helyesen futtatjuk a Dijkstra algoritmust, akkor végiil egy
élsulyozott legrovidebb utak fajat kapunk (ezen éleken keresztil allitottuk be a
végsd koltségeket vagy tavolsagokat). Lépésszama legfeljebb konstans*n? .

Ford algoritmus:

Input: G=(V,E) graf, I: E - R konzervativ hosszfliggvény, és u € V pont.

Output: a dist(u,-) hosszfliggvény, azaz G minden v csucsara dist(u,v).

Miikddés: Szinte megegyezik a Dijkstra algoritmussal, de megengediink negativ
élsulyokat is. A feltétel mind6ssze annyi, hogy negativ 6sszsulyu kér nem lehet G
grafban. Kezdetben d(u0 ) := 0, ill. d(v) := o=. Az algoritmus fazisokbdl all, és minden
fazisban megprébalunk sorra el, e2... éleken javitani. Ha egy fazisban nem sikeriilt
javitani, akkor az algoritmus véget ér. Lépésszam: mivel egy Utnak legfeljebb n-1 éle
lehet, ezért legkés6bb az (n-1). [épésre az algoritmus végez. Mivel minden fazisban
korilbelll élszamnyi lépést végez, igy a |épésszdm konstans* n * m-el becsilhetd. Az
algoritmus segitségével ellendrizhetd, hogy létezik-e negativ kér a grafban.



Floyd algoritmus:

e Input: G=(V,E) iranyitott graf, l: E - R konzervativ hosszfliggvény.

e Qutput: dist(u, v) minden u, v-re.

o  Miikédés: ez az algoritmus inputként egy iranyitott G grafot kap, outputként pedig
meghatdrozza barmely két csucs kozti Ut hosszat. Alkalmazasakor egy graf csicsaibdl
matrixot alkotunk (n darab cstcsbdl n*n-es matrix); a szimmetriatengely
természetesen mindenhol 0, az egymasbdl kdzvetlen elért csicsok kozti hosszokat
beirjuk, mig a tobbi helyre végtelen keriil. Ez a nulladik [épés. Utana az elsd lépés,
hogy az elsé oszlopot és sort letakarjuk a matrixban, ugymond ezek érintetlenek
maradnak, ahogy a szimmetriatengely is. A valtozatlanul leirt értékek metszéspontjai
az 0sszegek lesznek, és ha az 6sszeg kisebb, mint az amugy ott Iévé, akkor lecseréljik.
A |épésszam maximum konstans*n 3.

Legszélesebb utak: Legyen G = (V, E) egy irdnyitott vagy irdnyitatlan graf, és legyen

w: E > R+ az egyes élek ,szélességét” leird fliggvény. Ha P a G egy Utja, akkor w szélessége a
P legkeskenyebb élének szélessége: w(P) := min{w(e): e€E(P)}.

Szélességfiiggvény: w: E - R+ az egyes élek ,szélességét” leird fliggvény. Ha P G Utja, akkor
P szélességét a ,legkeskenyebb” Utja hatdrozza meg.

Moh¢ algoritmus a legszélesebb utak keresésére: Megépitjik a legszélesebb utat, ami nem
hoz létre kort. Ekkor egy legszélesebb utakat tartalmazé feszit6fat kapunk. A feszitéfa G
barmely két csucsa kozott G egy legszélesebb Utjat tartalmazza.

Az algoritmus helyességének bizonyitasa: Tegyiik fel, hogy |étezik szélesebb Ut u-v kozott.
Hagyjuk el a legkeskenyebb e élt, ekkor a keletkezd két komponens kozt |étezik szélesebb f
él, de ezt az algoritmussal korabban mar ellendriztik. Ellentmondasra jutottunk.



5. tétel: Mélységi keresés és alkalmazasai,
alapkorrendszer, DAG-ok, topologikus sorrend, PERT-
modszer

Mélységi bejaras (DFS, Depth First Search): olyan bejaras, ahol egy v, gyokércsucsbdl
indulunk, és mindig a legutdbb elért v; csucsbdl egy még bejaratlan v;,; csicsba igyeksziink
egy grafél mentén. Ha ez nem sikerdl, akkor visszalépiink egy v; csucsba, ahonnan v; -t
elértiik, és innen prébalunk bejaratlan csucsba |épni. Ha visszajutunk v,-ba, és nem tudunk
tovabb menni, de még nem jartunk be minden csucsot, akkor Uj gyokérpontot valasztunk.
Miikédés: G=(E,V) grafban legyen értelmezett | hosszfliggvény, és keressik a grafban a
leghosszabb utat. A DFS (Depth First Search) bejaras magyarul mélységi keresést vagy
bejarast jelent. A bejaras sordn a kdvetkez6 csucsot mindig a lehet6 legkés6bb elért csucsbdl
érjlik el (abc sorrend szamithat). Outputként elérési és befejezési sorrendet kapunk. Ha egy
csucsbdl nem tudok tovdbb menni (nem tudok még el nem ért élt elérni), akkor a csucs
befejezetté valik, és az el6z6bd1 probalkozunk. Aciklikus grafndl DFS futtatasa altal kapott
befejezési sorrend egy forditott topoldgiai sorrend. DFS utan irdanyitatlan grafban nem
lehet keresztél. Az algoritmus lépésszama legfeljebb konstans*(n+m).

A mélységi bejaras bejarasi erd6jét mélységi fanak nevezzik.

A mélységi szamozas a mélységi bejards elérési sorrendje.

Faél, vagy eldreél: az az uv él, ahol v mélységi szama nagyobb, mint u-é. v az u kdzvetlen
leszdrmazottja.

Visszaél uv él, ha u mélységi szama nagyobb, mint v-€é, és u a v leszarmazottja.

Keresztél, ha u mélységi szama nagyobb, mint v-é, és u és v nem leszarmazottai egymasnak.

G (irdnyitott) graf aciklikus graf (DAG: directed acyclic graph), ha nincsen benne (irdnyitott)
kor. Ezzel egyenértékliek: G DAG; G DAG csucsainak létezik topologikus sorrendje; DFS utan
DAG-ban nincsen visszaél.

Tétel: Ha G iranyitott graf, akkor az aldbbi négy allitds ekvivalens:
1. G aciklikus.
2. G egyetlen mélységi bejarasaban sincs visszaél.
3. Gvalamely mélységi bejarasaban nincs visszaél.
4. G csUcsai sorba rendezhet6ek lgy, hogy G minden éle egy sorrendben kés6bbi
csucsba mutat — ez a sorrend a topologikus sorrend.

Tétel: Ha F a G feszit6fdja, akkor minden e€E(G) élhez, ami nincs benne a feszitéfaban,
tartozik egy egyértelmd alapkor, ez pedig az F U e egyetlen kore.



Ha F a G iranyitatlan graf feszit6faja, akkor F-hez tartozik egy fundamentalis kdrrendszer: a
G\F éleihez tartozo alapkorok.

Ha F a G irdnyitatlan graf feszit6faja, akkor F minden éle meghatarozza a G cslcsainak egy
két részre osztdsat. Ezen felosztasok alkotjak a fundamentalis vagasrendszert.

PERT-mddszer (Project Evaluation and Review Technique): a probléma lényege egy F
feladat optimalis Gitemezése. A szabdlyok mindegyike olyan alaku, hogy egy v tevékenységet
nem kezdhetiink meg hamarabb u tevékenység utan c(uv) idénél. Definidlhaté F-hez egy P(F)
irdnyitott graf, aminek a csucsai a tevékenységek. Minden szabalynak megfelel P(F) egy
sulyozott, irdnyitott éle. P(F) aciklikus. F feladat k (itemezése abbdl all, hogy F minden
tevékenységéhez ugy jeloliink ki egy-egy kezdési id6pontot, hogy minden vonatkozé szabdlyt
betartunk. Tehat minden v tevékenységhez ugy jeloliink ki egy k(v) kezdési id6pontot, hogy
minden uv élre teljesiljon k(v) 2 k(u) + c(uv). Az F feladat k Gtemezés szerinti elvégzéséhez
sziikséges id6 k(t). Optimalis esetben k(t) minimalis. Az F feladat h(F) hossza, az F
végrehajtasahoz sziikséges id6, azaz h(F)=k(t), ha k(t) minimalis. Egy u tevékenységet kritikus
tevékenységnek neveziink, ha u kezdési id6pontja nem fligg az optimalis Gtemezést6l. PERT
célja egy optimalis litemezés kiszamitdsa, és a kritikus tevékenységek meghatarozasa.

vagy

A projekt menedzselési probléma adott tevékenységek altal alkotott projekt itemezését
segit meghatarozni. Egy G grafban hatarozzunk meg egy topolégiai sorrendet (DFS-sel a
befejezési sorrend megforditva vagy forrasok folyamatos elhagydasaval), majd rajzoljuk Ujra a
grafot a topoldgiai sorrend segitségével. Ezutan hatarozzuk meg a legkorabbi kezdési
id6pontokat Ugy, hogy az el6z6t (élen futd érték) mindig hozzaadjuk az aktualishoz; tobb
lehetséges 0sszeg esetén mindig a maximalisat vegylik. Ezutan a projekt utolsé
tevékenységétdl visszafele haladva megnézem, hogy minek a hatasara kapta a kezdési
id6pontjat. Ezeket az éleket bejeldlve megkapom a kritikus utat, amely a nyelGbe vezet6
leghosszabb él. Az ezen a kritikus Uton elhelyezkedd tevékenységeket kritikus
tevékenységeknek nevezziik: ezek cslszasa az egész projekt csiszasahoz vezetnek. A nem
kritikus Uton |évé tevénységek is okozhatnak csiszast, ha a késedelem elég nagy.

Tétel: a fentiek szerint megadott F feladat hossza megegyezik a P(F) grafban az irdnyitott st-
utak maximumaval.

Egy u tevékenység pontosan akkor kritikus, ha [étezik u-n keresztil iranyitott, h(F) sulyu st-
ut.

Kritikus utnak a P(F) h(F) sulyu iranyitott st-atjat nevezziik.



6. tétel: Euler-séta és korséta, Hamilton-kor és ut,
komponensszam ponttorlések utan, Dirac- és Ore-tétel

Euler-(koér)séta: egy G=(E,V) irdnyitott grafnak létezik Euler-korsétdja, ha van G-ben olyan
séta (korséta), amely G minden élét pontosan egyszer tartalmazza. Euler-korsétarol
beszélhetiink, ha a séta kezd§ és végpontja azonos; Euler-sétardl ha ezek kilonbozéek.

Ha G-nek van Euler-korsétaja, akkor G az izoldlt pontoktdl eltekintve dsszefliggd.
Ha G-nek van Euler-sétaja, akkor lehet benne Euler-korséta.

Euler-korséta pontosan akkor (sziikséges és elégséges feltétel) létezik G-ben, ha:
(1) Gizolalt pontjaitél eltekintve 6sszefliggd, és
(2) G-ben minden fokszam paros.
Euler-séta pontosan akkor létezik G-ben, ha:
(1) G izolalt pontjaitdl eltekintve 6sszefliggd, és
(2) legfeljebb 2 paratlan foku csucs van (ezek a kezdd és a végpont, és csak 1 paratlan
nem lehet).

Ha a véges, iranyitott G grafnak létezik Euler-korsétdja, akkor G minden csticsanak ugyanannyi a
befoka mint a kifoka, azaz tetsz6leges v csucsra igaz, hogy a v-be befutd élek szdma megegyezik a v-
bél kiinduld élek szdmdval. Ha Euler-sétdja van G-nek, akkor lehet két kivételes csucs: az egyikben a
befok egyel tobb a kifoknal, a masiknal a kifok nagyobb a befoknal eggyel.

Euler-korsétat ugy csindlhatunk egyszerlen, ha egy iranyitott G grafot éldiszjunkt korokre
bontunk fel ugy, hogy minden csicsban 6sszekotlink tetszéleges élparokat. Ha nem egy
korsétat kaptunk, akkor egy csucsban 6sszeflizziik ket, és mindezeket addig ismételjiik, mig
pontosan egy korsétat nem kapunk.

Hamilton-kor: G graf olyan kére, ami G minden pontjat tartalmazza.
Hamilton-ut: G graf olyan Utja, ami G minden pontjat pontosan egyszer tartalmazza.

Sziikséges (de nem elégséges) feltétel: ha G véges grafban létezik Hamilton-koér (vagy ut),
akkor G-bdl k tetsz6leges pontot torolve, a keletkezd grafnak legfeljebb k (vagy k+1)
komponense van.

Elégséges feltételek:
(1) Dirac-tétel: n > 3 csucsu G egyszer( graf esetén ha minden csucs fokszama legaldbb
n/2, akkor G-nek létezik Hamilton-kore.
(2) Ore-tétel: ha n > 3 pontu, G egyszeri graf minden két, nem szomszédos u,v pontjara
igaz, hogy d(u) + d(v) = n, akkor G-nek van Hamilton-kore.

A Dirac-feltételbdl kovetkezik > az Ore-feltétel, az Ore-tételbdl kovetkezik > a Dirac-tétel.



7. tétel: Grafszinezés, kromatikus szam, klikkszam,
sikgrafok kromatikus szama, 4-szin és 5-szin tételek

Egy G graf k-szinezése a csucsok k db szinnel térténd olyan kiszinezése, hogy utana minden él
kiil6nb6z6 szind csucsok kozott fut.
k-szinezhet6 egy G graf, ha minden csucs kiszinezhet6 k adott szin valamelyikére, igy hogy minden
szomszédos csucs kilénb6z6 szindi.
Kromatikus szam x(G): x(G)=k, ha G k-szinezhet6, de nem (k-1)-szinezhetd.
Egy szinezés utadn az azonos szinlre szinezett csicsok halmazt alkotnak; ez a szinosztaly.
Megfigyelések:

1. Ha G tartalmaz hurokélt, akkor nem szinezhetd.

2. G graf szinosztalyanak (adott szinezéshez tartozd) csucsai kozott nem fut él.

A G graf csucsainak U részhalmaza filiggetlen, ha G-nek nincs olyan éle, melynek mindkét végpontja
U-beli.

Klikk: a G graf teljes részgrafja.

Klikkszam w(G): a G legnagyobb klikkjének pontszama, azaz w(G) = k, ha G-ben van k méretd(, de
nincs k+1 méret klikk.

Minden iranyitatlan, véges G grafra teljesil, hogy a kromatikus szam alsé becslése a maximalis
klikkméret: w(G)<x(G).

Minden iranyitatlan, véges G grafra all, hogy a kromatikus szam felsé becslése a maximalis
fokszam+1: x(G)<A(G)+1. Ezen két allitasbol: w(G)<x(G)<A(G)+1.

Nevezetes kromatikus szamok:
1. npontd teljes grafra: x(K,;) =n és w(K,,) =n
2. npontu kérre: x(C,,) = ha paros: 2; ha paratlan: 3, illetve w(C,) = ha n>3 akkor 2; n=3-ra 3

Brooks-tétel: G véges, egyszerl(, 6sszefligg6. Ha G nem teljes, és nem paratlan kor, akkor x(G) < A(G).

G graf paros, ha 2-szinezhet6. Masképpen: x(G) maximum 2, tehat G csucsai két halmazra
(szinosztalyra) bonthatdk fel Ugy, hogy minden él a két halmaz k6zott fut, de egy halmaz két pontja
kdzott sosem fut él.

k-élszinezhetd egy G graf, ha minden él kiszinezhet6 k adott szin valamelyikére, igy hogy minden
szomszédos él kilonboz6 szin(.
Elkromatikus szam x'(G) = k, ha G k-élszinezhetd, de nem (k-1)-élszinezheté.

G=(V,E) graf sikbarajzolhatd, ha van G-nek olyan diagramja, amin élek csak végpontban metszik
egymast. G sikbarajzolhatd, ha létezik sikbarajzolasa.

4-szin tétel: Minden egyszer(, sikbarajzolhaté graf 4-szinezhetd.

5-szin tétel: Minden egyszer(, sikbarajzolhatd graf 5-szinezhet6, azaz x(G) < 5.



8. tétel: Halozati folyamok

Halozat: (G,s,t,c(e)), ahol G irdnyitott graf, s és t G kiilénb6z6 csucsai, és G minden élét jellemzi c(e)
nem negativ szam — az él kapacitdsa. Példa: egy cs6vezeték, ahol s-bél t-be szallitjuk a folyadékot.

Folyam: olyan f fliggvény (G,s,t,c) halézatban, ami G minden éléhez egy szdamot rendel, Ugy hogy: - a
folyam minden élen legfeljebb kapacitasnyi lehet (kapacitas feltétel) - minden s-tél és t-t6l
kiilonbo6z6 pontra igaz, hogy a befolyd folyam 6sszmennyisége azonos a kifolydéval (Kirchhoff-
szabaly).

Folyamnagysag: az f folyam m; nagysaga az a nett6 folyammennyiség, ami s-bdl kifolyik.

st-vagas: X a G csUcsainak egy s-t tartalmazo, de t-t6l diszjunkt részhalmaza. Az X és V(G)\X kozott
futd éleinek egy halmazat a haldzat egy st-vagdsdnak nevezziik. Az X altal meghatarozott st-vagas
kapacitasa az X-b6l V(G)\X-be futé élek kapacitasosszege.

Ford-Fulkerson tétel: Ha (G,s,t,c) egy véges haldzat, akkor Iétezik egy f folyam, ésegy s € X C
V(G)\{t} részhalmaz ugy, hogy az m folyamnagysdg azonos az X dltal definidlt st-vagas kapacitasaval.

Az st-vagas tehat egy kézenfekvd eszkoz annak bizonyitdsara, hogy a folyamnagysdg nem lehet
nagyobb egy adott mennyiségnél. Valdjaban ennél jobb bizonyiték nem is kell: a maximalis
folyamnagysag pontosan megegyezik a minimalis vagaskapacitdssal. Ezt mondja ki a ” max-flow min-
cut” (MFMC) tétel.

Bizonyitas: javito utas algoritmussal (A Ford-Fulkerson / javité-utas algoritmus alkalmas a maximalis
folyam — minimalis vagas megkeresésére) :

Gf segédgrafot hozunk létre, iranyitsuk ugy G éleit, hogy ahol még novelhetd a folyamnagysag, ott
el6reél, ahol pedig a folyam csokkenthetd, ott visszaélek szerepelnek. A Gf segédgrafon definialjuk a
c(u,v)=c(u,v)-f(u,v) ha uv el6éreél, c(u,v)=f(v,u) ha uv visszaél, kapacitasokat. Az algoritmus addig fut,
amig van s-t Ut. Ha talal ilyen utat, akkor az ut el6re élein noveljik a folyamot, az Ut visszaéleinek
megforditottjain pedig csokkentjlik. Ez alapjan latszik, hogy ha nincs mar s-t at, akkor maximalis
folyamot talaltunk. Megkeressiik azokat a pontokat, amik s-bél elérhetGek, 6k alkotjdk az X halmazt.
Ehhez a halmazhoz tartozé vagas minimalis vagas lesz.

-
3
1(1) 5T~
Halozoti folyam. A zardfelekben az f folyam altal felvett értékek dGlinak. A folyamérték 1+3+1=5. A szaggatott vonaol 5 értéki
st-vagos. A masik abra a segédgraf - mar nem tartalmaz jovito utat

Egészértékiiségi lemma: ha a halézatban minden kapacitas egész szam, akkor létezik olyan maximalis
folyam, ami a graf minden élén egész értéket vesz fel. Az ilyen folyamot egész folyamnak nevezziik.



Edmonds-Karp tétel: ha a halézatban a maximdlis folyamot javité utas algoritmussal keressiik, és
mindig egy legkevesebb élbél allé it mentén novellink, akkor a folyamat l1épésszama feliilrél
becsiilhets n? -al.

1. dbra: lllusztracié az Edmonds-Karp tételhez

Az Edmonds-Karp tétel tehat azt biztositja, hogy a legrévidebb javitd utakon maximalis mérték
javitasokat végrehajtva gyorsan talaljunk maximalis folyamot. Ha esztelendil prébalunk javitani, akkor
indokolatlanul sok munkaba kerilhet egy maximalis folyam megtaladlasa: az abran lathaté haldzatban
felvaltva az sabt ill. sbat javité utakat valasztva mindig csak egységnyit tudunk emelni a
folyamnagysagon, tehat az Edmonds-Karp algoritmus &ltal két javitas utan megtalalt, 2 - 101°
nagysagu maximalis folyamot csillagdszati szamu lépés utan taldljuk csak meg.

A tobbtermelGs-tobbfogyasztds halozatokat vissza kell vezetni az ismert egytermelGs-egyfogyasztos
haldzatra végtelenhez hasonldé terminalokkal. A folyamprobléma kiterjeszthet6 arra az esetre is, ha
tobb forrasbdl tébb nyelébe akarunk folyamot vezetni, de nincs megkotés arra, hogy melyik forrasbol
melyik nyel6be érkezzék a folyam. Ha tehdt sy, s, . . ., S a forrdsok, tq, t,, . . ., t; a nyel6k, akkor
bevezetlink egy-egy uj s, illetve t csucsot, majd s-bSl minden s;-be, illetve minden ¢;-bél t-be
vezetiink egy oo kapacitasu élt.
- i
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1. dbra: Tébbtermelds-tobbfogyasztds és pontkapacitdsos hdlozatok

Ertelmezhetd az a folyamprobléma is, ahol nemcsak az éleknek, hanem a pontoknak is van
kapacitasuk, ami felsé korlat a ponton atfolyé folyammennyiségre. Ez a probléma is visszavezetheté a
szokdsos folyamproblémara az aldbbiak szerint.

Lehetséges altaldnositas még, hogy a hdlézatban irdnyitatlan élek is vannak, amelyeken mindkét
iranyban folyhat folyam. Ekkor bevezetve két, ellentétesen irdnyitott élt az iranyitatlan él két
végpontja kozott az elhagyott irdnyitatlan él kapacitasaval, akkor a probléma ismételten
visszavezethetd hdaldzati folyamokra.



9. tétel: Paros grafok, parositasok, lefogd és fliggetlen
pont- és élhalmazok

Paros grafok: G csucsai két diszjunkt halmazra bonthatdak, ugy hogy minden él a halmazok
kozott fut. Ekvivalens definicid: G akkor paros, ha y(G) < 2, azaz G két szinnel szinezhetd.

Megfigyelések:
1. Pdros hosszu kor paros, mert felvaltva ki lehet szinezni a pontjait.
2. Paratlan kér nem paros, mert mire kdrbeériink, két azonos szinl pont lesz egymas
mellett.
3. Ha egy graf paros, akkor a részgréfja is paros.
4. Paros graf nem tartalmazhat paratlan kort.

Tétel: G véges graf pontosan akkor pdros, ha nem tartalmaz paratlan kort.
Kovetkezmény: Mivel a fdban nincs kor, igy minden fa paros.

Definicié: a G=(V,E) graf éleinek M részhalmaza fliggetlen, mds széval M (részleges)
parositds, ha az M-beli élek végpontjai kiilonbdz6ek. M teljes parositas, ha G minden csucsat
fedi.

A G=(V,E) graf X € V ponthalmaz szomszédjainak szamat N(X) jeldli.

Hall tétele: a G=(A,B,E) véges, paros grafnak pontosan akkor létezik A-t fed6 parositasa, ha
|X| < [N(X)| minden X € A-ra.

Frobenius tétele: a G=(A,B,E) véges, paros grafnak pontosan akkor létezik teljes parositasa,
ha |A|=|B]|, és | X| £ | N(X)| minden X € A-ra. Bizonyitas: trividlisan kévetkezik Hall
tételébdl.

Adott G graf esetén v(G) jeloli a maximalis fliiggetlen élhalmaz méretét, azaz G maximalis
parositasanak elemszamat.

Adott G pontjainak U halmaza lefogé ponthalmaz, ha G minden élének van U-beli végpontja.
Minimalis lefogé ponthalmaz: 7(G).

Konig tétele: ha G=(A,B,E) véges, paros graf akkor v(G) = 7(G).
Allitas: ha G véges graf, akkor v(G) < 7(G).

Alternal6 utas algoritmus maximalis parositas keresésére: kiindulunk az tires parositasbol,
és azt javitgatjuk. Ha mar taldltunk M parositast, akkor tekintjik az ahhoz tartozé
segédgrafot, azaz M éleit B-bdl A-ba iranyitjuk, G egyéb éleit forditva. Ha ebben a
segédgrafban létezik Ut egy fedetlen A-bdl, eddig fedetlen B-be, akkor az un. alternald uton



az eddigi parositas éleket elhagyva, és az Ut parositason kiviili éleit bevéve egy eggyel
nagyobb méretl parositast kapunk. Ha nincs ilyen at, akkor M maximalis parositas.

Egy G graf pontjainak U részhalmaza fiiggetlen ponthalmaz, ha U nem feszit élt. A maximalis
fiiggetlen ponthalmaz elemszama a(G).
G graf éleinek F részhalmaza lefogé élhalmaz, ha G minden pontjabdl indul F-beli él.
Minimalis lefogé élhalmaz elemszama p(G).

Gallai tételei:

1. ha G-ben nincs hurokél, akkor 7(G) + a(G) = n

2. ha G-nek nincs izolalt pontja: v(G) + p(G) =n
Kénig tétele: ha G véges, paros grafnak nincs izoldlt pontja, akkor a(G) = p(G).
Ha G véges graf és nincsen izolalt pontja, akkor a(G) < p(G).

a(G)=p(&) max. fiigetn. | min. lef. (K piros grifra v(G)=1({)
{G1) ha G-ben nincs hurokél, akkor (@) +a(G)=n
pontok o T
ek v p {G2) ha G-nek nincs izoldlt pontja: v(&)+p(G)=n
viG)=t(6) =2w(h) (K) piros dsszefligpd grafra a(r)=p(G)




10. tétel: Sikbarajzolhatdsag, gombre rajzolhatdsag,
kiils6 tartomany nem kitiintetett volta, Euler-féle
poliédertétel, Kuratowski-grafok

Definicié: G=(V,E) graf sikbarajzolhatd, ha van G-nek olyan diagramja, amin élek csak végpontban
metszik egymast. G sikbarajzolhatd, ha létezik sikbarajzolasa.

Egy sikbarajzolhatd (roviden sr) graf altal meghatarozott siktartomany (réviden tartomany) a lap.
Kiils6 tartomdanynak nevezziik a nem korlatos — végtelen tartomanyt.

Tétel: G graf pontosan akkor sikbarajzolhatd, ha gémbrerajzolhaté. (llyenkor nincs kiilsé tartomany.)
Bizonyitas: sztereografikus projekcioval.

Tetsz6leges sikbarajzolas barmely T tartomanyahoz létezik egy masik sikbarajzolds, amiben T a kiilsé
tartomany.

Tétel: tetsz6leges konvex poliéder élhaldja sikbarajzolhatd.
Bizonyitas: vetitsiik az élhalot egy bels6 P pontbdl P kozéppontu gombre, igy az élhald
gombrerajzolhaté -> sikbarajzolhaté.

Tétel: Ha G sikbarajzolt graf, akkor n+ t = e + k + 1, ahol n a pontok, t a tartomanyok, e az élek, k
pedig a komponensek szama.
Euler-féle poliédertétel: G sikbarajzolt, 6sszefligg6 graf, akkorn+t=e + 2.
Kévetkezmények:
1. Ha G sikbarajzolhatd, akkor barmely sikbarajzoldsanak ugyanannyi tartomdnya van.
2. Ha G egyszerd, legalabb 3 pontd, sikbarajzolhaté, akkor e < 3n —6.
3. Sem K5 sem K3 3 nem sikbarajzolhato.

Topologikusan izmorf: H és G graf, ha G megkaphatd H-bdl ezt a két 1épést ismételve:

1. egy élt kettéosztunk egy ponttal.

2. torlink egy pontot, és egy éllel 6sszekotjik a két szomszédjat.
G és H grafok topologikusan izomorfak, ha H meghaphatd soros bdvitéssel (élfelosztassal) vagy
annak forditottjaval ezeket tetsz6legesen
sokszor alkalmazva.
Topologikus izomorfia nem befolyasolja a
sikbarajzolhatdsagot.

Kuratowski tétele: G graf pontosan akkor

! . sikbarajzolhatd, ha nem tartalmaz Ks-el,
vagy K3 3-al topologikusan izomorf részgrafot.

2. dbra: K3,3 3. dbra: K5



11. tétel: Oszthatdsag, legnagyobb k6z06s oszto,
euklideszi algoritmus, szamelmélet alaptétele, primek

Definicid: a és b egész szamokrdl azt mondjuk, hogy a osztja b-t, vagy b az a tobbszorose (a|b), ha
b=aq valamely q egész szamra.

Trividlis osztd: n # 0, esetén +1, +n az n trividlis osztdi.

Valédi oszté: az n nemtrivialis osztéi.

Maradékos osztas: a és b egész szamokra (ahol az0), b szam felirhaté ugy, hogy b = a * l§J+ m,

0< g— [g] <1, és 0 < m <b maradék adédik. Példdul: 111 9-es osztasi maradéka 3.

Felbonthatatlan szdm: p € Z szam felbonthatatlan, ha csak trividlis osztéi vannak, és |p| # 1.
Példdul: 2, -5, 11.

Allitas: barmely z egész szam elGall felbonthatatlan szamok szorzataként, ha |z|>1.

A szamelmélet alaptétele: ha egy z egész szdmra |z|>1, akkor z elGall felbonthatatlan egész szamok
szorzataként, és az ilyen el64dllitasok csak a tényez6k sorrendjében és elGjeleiben kiilonboznek.
Példdul: -24 =2 % 3 * (-2) * 2 = (-3) * (=2) * (=2) * 2.

Kanonikus alak: 1 < n € N szam kanonikus alakja n = p; “1x p,%2% ... * p,“n, ahol a p-k kilonb626
(pozitiv) felbonthatatlanok, a-k pedig pozitiv egészek.

Prim: egy p € Z szam akkor prim, ha |p|>1, és csak Ugy tud osztani egy szorzatot, ha a szorzat
valamelyik tényezGjét osztja — p|ab akkor p|a, vagy p|b.

Szamelmélet alaptételének kévetkezménye: a prim és a felbonthatatlan ugyanazokat a szdmokat
jeloli.

Allitas: egy d szam pontosan akkor osztéja az n € N szdmnak, ha d kanonikus alakjaban pontosan
ugyan azok a szdmok szerepelnek, mint n kanonikus alakjaban, és minden ilyen prim kitev6je d-ben
legfeljebb akkora, mint n-ben.

Kévetkezmény: legyen Hf-‘zl p;“t az n kanonikus alakja. Az n pozitiv osztéinak szama d(n) =
Hi'(=1(ai +1).

Legyen a, b € Z olyan, hogy a #0vagy b # 0, és a = = p; %1% p,%2% ... % p, % és b = = p, Prx p,Pax . %
Bn
P

Legnagyobb ko6zos osztd: (a,b) az a legnagyobb szam, ami a-nak és b-nek is osztdja. (a, b) =
py i@y g g min@z f2) g |y p min(anbn) _ azaz a kdzés primek, a legkisebb hatvanyon.

Allitas: Ha a és b egészek, akkor (a, b) = (a-k*b, b).
Relativ prim: a és b relativ primek, ha (a,b)=1. Példdul: 25 és 36.
Definicid: a és b ikerprimek, ha primek, és kilonbségiik 2. Példdul: 5 és 7.



Legkisebb kéz6s tébbszoros: [a,b] az a legkisebb n € N szam, amire a|n és b|n. [a, b] = p, (@A)
x pymax(@2f2) x4 p max(@nfn) _ a7a7 az Gsszes prim. a legnagyobb hatvanyon.

Euklideszi algoritmus:
Input: a és b egészek (mondjuk b < a).
Output: (a,b).
Miikddés: Legyen ag == a, a; = b. Ha mar meghatdroztuk ag 2 a4 2 --- 2 q; szamokat, akkor legyen
a;_1=q; * a; +a;,q, azaz osszuk el maradékosan a;_;-t a;-vel, és legyen a; ., a maradék. Az eljaras
addig megy, amig a; .1 # 0, ekkor (a, b) = a.
Példaul: (360, 225)=45

360 = 225%1+ 135

225=135%x1+90

135=90%1+45
90=45%2+0

Tétel: a primszdmok szama végtelen.
Bizonyitds: Mivel n! az 1,2...n szamok mindegyikével oszthatd, igy N:=n!+1 relativ prim ezen szamok
mindegyikéhez, igy N nem oszthatd az n-nél kisebb primek egyikével sem.

Tétel: Tetsz6legesen hosszu sorozat képezhetd szomszédos Gsszetett szamokbdl, azaz barmely
n€ N-re |létezik olyan N, amire az N+1, N+2,...,N+n szamok mindegyike Gsszetett.
Masképpen: a primszamok k6zott tetsz6legesen nagy hézag lehet.

Csebisev tétel: Tetsz6leges n pozitiv egészre létezik p prim, n<p < 2n.

Nagy primszamtétel:

m(x)
— =

Inx

lim 1

X—00

ahol (x) jel6li az x-nél nem nagyobb primek szamat.



12. tétel: Kongruencia, maradékrendszerek, Euler-féle
p-fuggvény, linedris kongruenciak

Definicié: a,b,m € Z, 0<m esetén azt mondjuk, hogy a kongruens b modulo m, ha m|a-b.
Jelélése: a = b(mod m) - a = b(m) Pl.: 12 = -3(5).

Megfigyelés: Az egész szamok halmaza modulo m maradékosztalyokra particionalhaté.
Példdul: 3-mal kongruens szamok modulo 5: 3, 8, 13, 18... és -2, -7, -12...

A maradékosztalyok jelent6sége az, hogy ha két szam azonos maradékosztalyba esik
(modulo m), akkor kongruensek egymassal modulo m, egyébként pedig nem.

Két kongruencia 6sszeadhato, és 0sszeszorozhatd: ha a = b(m) és ¢ = d(m),

akkora + c=b + d(m), és ac = bd(m).

. b . . . .
Ha d|a és d|b, akkor % == ((1%)) , azaz kongruencia osztdsakor a modulust is osztjuk,

az oszto és a modulus legnagyobb kdz6s osztdjaval.

Kovetkezmények:

1. a = b(m) pontosan akkor teljesil, haa + k = b + k(m).

2. ha d relativ prim az m-hez, akkor a = b(m) kongruencia ekvivalens az ad = bd(m)
kongruenciaval, tehat kongruencia szorzasa csak akkor ekvivalens atalakitas, ha a
modulushoz relativ primszammal szorzunk.

3. Ha d>0 rogzitett egész, akkor a = b(m) ekvivalens ad = bd(md).

Megfigyelés: ha a = b(m), akkor (a,m)=(b,m).

TMR: rogzitett m>1 esetén az m elemd, T = {ay, a,,..., a;,,} halmazt modulo m teljes
maradékrendszerének nevezziik, ha minden m szerinti maradékosztalybdl pontosan egy
elemet tartalmaz. Példdul: Modulo 10 TMR a {100, 21, -21, 42, -42, 13, -13, 44, 55, 66} halmaz.
RMR: R c Z halmaz redukalt maradékrendszer modulo m, ha minden m-hez relativ prim m
szerinti maradékosztalybdl pontosan egy elemet tartalmaz, mérete: ¢o(m).

Példdul: Modulo 12 RMR a {17, -5, 11, -11} halmaz.

Euler féle ¢-fiiggvény: egy adott egész szamhoz a nala kisebb relativ prim pozitiv egész
szamok szamat adja meg — ez az RMR mérete.

Megfigyelés: p(m) megegyezik az 1 és m kdzé es6é m-hez relativ primszamok szamaval.
* pprimregp(p)=p-1
* pprimre p(p®) = p® - p*~*
e Ha (a,b)=1, akkor ¢(a * b) = ¢(a) * ¢(b)

Euler-Fermat tétel: Ha (a,m)=1, akkor a?™)= 1(m).
Kis Fermat tétel: ha p prim, akkor barmely a egészre aP = a(p).



Linearis kongruencia: ax = b(m), ahol a és b adott egészek, m pedig adott pozitiv egész. A
linearis kongruencia megoldasa azt jelenti, hogy meghatdrozzuk mindazon egészeket,
amelyeket x helyébe irva a kongruencia igaz lesz.

Tétel: ax = b(m) linedris kongruencia pontosan akkor oldhaté meg, ha (a,m)|b. A
kongruencia megoldashalmaza (a,m) darab modulo m maradékosztaly.

Lineadris kongruencia lehetséges megoldasi modjai:
1. Euklideszi algoritmust felhaszndlva.
2. ha a modulus elég kicsit, akkor TMR minden elemét behelyettesitve, pontosan azok a
maradékosztalyok alkotjak a megoldashalmazt, amelyeknek reprezentansait behelyettesitve
teljesul a kongruencia.
3. ha ismert m kanonikus alakja, akkor ¢(m)-et kiszamitva, az Euler-Fermat tételt kihasznalva
tudjuk megoldani a kongruenciat, a leosztas utan, amikor is mar (a,m)=1 teljesiil. igy
beszorozhatjuk mindkét oldalt a?™~1 m-hez relativ prim szammal. a®?™~1 * gx =
a®™=1 % p(m), azaz megkapjuk a linearis kongruencia egyértelm( megoldasat.
4. leggyakoribb modszer: az a egyltthatd abszolut értékét csokkentjik egészen 1-ig
ekvivalens atalakitasokkal.

a. a-tvagy b-t vele kongruens masik szammal helyettesitink.

b. ha (a,b)>1, akkor osztunk, sziikség esetén a modulust is.

c. a modulushoz relativ primmel szorzunk — és a modulushoz nem nyulunk.

Példdul:
62z = 24(36)
26x = 24(36) kongruencidt kapjuk. (26,36) = 2, tehdt osztunk:
13z = 12(18) adddik. Sajnos nem szorozhatunk 2,3 ill. 4-gyel, {gy inkdbb 13 = —5(18)-¢
helyettesitiink:

Eongruencia. Mivel 62 = 26(36),ezért a

br = 12(18) , majd szorzunk (—1)-gyel, mert nem szeretjiik a negativ egyiitthatot.
hr = —-12(18) . ismét helyettesitink:
Sr = 6(18) Most 36 lenne 4-gyel szorozni, hogy 2 legyen az egyiitthata,

de ezt nem tehetyiik, hisz a 2 nem relativ prim 18-hoz.
Viszont tigyesen észrevessziik, hogy 7T-tel szorozhatunk:

35z = 42(18) , és megint helyettesitink:

r = 6(18) , szorzunk (—1)-gyel:
r=-6=12(18) . Most mdr csak a 36 modulusra kell dttérna:
r = 12(36) vagy r = 12 + 18 = 30(36), gudztink.

(Diofantoszi egyenlet: ax+by=c ahol a ,b ,c adott egészek, x, y ismeretlen egészek.
Diofantoszi egyenlet megoldhaté kongruencidk haszndlataval.

Példdul:

7x+5y=29

7x =29(5) 7 = 2(5) miatt:

2x = 29(5) 29 = 4(5) miatt:

2x = 4(5) (2,4)=2 miatt:

x =2(5)

Ekkor x=5k+2 visszahelyettesitve:

_ 29—7*(55k+2) _ 15—535k Sy=3-7k)




13. tétel: Algoritmusok bonyolultsaga, dontési
problémak, bonyolultsagi osztalyok, polinomialis
visszavezethetfség, nevezetes NP-teljes problémak

f a(n) az A algoritmus legnagyobb Iépésszama n hosszUsagu input esetén.

Egy algoritmus polinomialis, ha |épésszama fellilrél becsiilhetd a bemenet méretének
polinomjaval.

Egy algoritmus exponencidlis, ha a futasideje exponencialis fliiggvénye lehet a bemenet
hosszanak.

Példdul: 6sszeadas és szorzas polinomialis, hatvanyozas exponencialis.

Dontési probléma: adott bemenetre igen vagy nem vélaszt ad.
Példdul: primtesztelés, bemenete egy szam, kimenete pedig egy bit, ami 1 ha prim, 0 ha
nem.

Bonyolultsagi osztalyok:

P: a polinom id6ben eldénthetd dontési problémak osztalya.

Példdul: Van-e Euler kor a grafban? Bemenet egy n pontd, m éld graf (bemenet mérete
n+4m). Azt ellenérizziik, hogy 0sszefligg6-e a graf, valamint, hogy minden pont foka paros-e.
Ezeket meg lehet tenni polinomialis algoritmusokkal. Létezik tehat ¢ * (n + m) hosszu
algoritmus a probléma eldontésére.

Tovdbbi példdk: graf 6sszefliggbsége (BFS-el), k-méretli parositas létezése, k nagysagu
folyam létezése (max. folyam kereséssel), PERT elvégezhet6-e k id6 alatt (optimalis Gtemezés
keresése), sikbarajzolhatd-e a graf.

NP: az olyan m dontési problémadk osztalya, melyekre létezik p,k - polinom minden egyes
olyan b bemenetre, amire igen a vélasz, hogy ez legfeljebb p,(| b|) |épésben bebizonyithatd.
Példdul: Hamilton-teszt esetén a bizonyiték a Hamilton-kor leirdsa volt, ugyanis ennek
ismeretében c * n Iépésben bizonyithatd, hogy igen a valasz.

co-NP: az olyan m dontési problémak osztalya, melyekre Iétezik p, k - polinom minden egyes
olyan b bemenetre, amire nem a vélasz, hogy ez legfeljebb p,.(| b|) |épésben bebizonyithatd.

Megfigyelés: ha w € P akkor m € NP és w € co - NP egyarant igaz. Azazm € NP n co- NP.
Sejtés: ham € NP n co - NP akkor € P is igaz. (Példdul: |1étezik-e teljes parositas G-ben?)



| Wiawtaesy arobelem

VisszavezethetGség: Van két dontési probléma, i és r’ és mt-re létezik egy A algoritmusunk.
Elképzelhetd, hogy m'-re tudunk olyan A’ algoritmust konstrudlni, ami felhasznalja az A algoritmust,
azaz A’ felirja A egy bemenetét, és meghivja A-t. Ha a meghivast egy lépésnek szamitva A’
polinomialis, akkor 7’ (polinomialisan) visszavezethet6 m-re.

Megfigyelés: ha "’ polinomialisan visszavezethet6 nt'-re, és i’ pedig m-re, akkor " is polinomialisan
visszavezethet6 m-re.

Allitas: ha w € P és i’ polinomidlisan visszavezethet6 m-re akkor ' € P.

NP-nehéz: i probléma NP-nehéz, ha barmely NP beli 7’ probléma polinomialisan visszavezethet6 -
re.

NP-teljes: ™ probléma NP-teljes, ha T NP-nehéz, és m € NP.

Sejtés: P # NP.

Cook-Levin tétel: a SAT probléma NP-teljes.

Koévetkeztetés: ha sikeril egy NP-beli problémara visszavezetni SAT-ot (vagy egy mar kordbban SAT
segitségével NP-teljesnek nyilvanitott problémat), akkor az adott probléma is NP-teljes. Tehat ha
barmely NP-teljes problémadra sikeriilni polinomidlis megoldast taldlnunk, akkor az 6sszes NP-beli
probléma megoldhatdéva vélna polinom id6ben — nem tul valdszind.

Nevezetes NP-teljes problémak:

e HAM probléma: inputja egy graf, és a valasz igen, ha létezik Hamilton-ut a grafban. Kordbban
mar példaként megmutattuk, hogy NP-beli. NP-teljes, mert 3-SAT probléma polinomidlisan
visszavezethet§ ra.

e 3-SZiN probléma: bemenete egy G graf, és a vélasz igen, ha G 3-szinezhetS. NP-beli, mert az
igen valasz polinom id6ben bebizonyithatd: egyszerlien megadjuk G egy 3-szinezését. NP-
teljes: 3-SAT probléma visszavezethet6 ra.

e k-SZIN probléma: bemenete egy G graf, és a valasz igen, ha G k-szinezhet6. Ha k>3, akkor NP-
beli, mert az igen vdlasz polinom id6ben bebizonyithaté: egyszerlien megadjuk G egy k-
szinezését. NP-teljes: 3-SZIN probléma visszavezethet§ ra.

e IMAXFTN probléma: bemenete egy G graf, és k szam, és a valasz annak fliggvénye, hogy G-
ben van-e k fliggetlen csucs. A probléma NP-beli — ha mutatunk k fliggetlen csucsot, akkor
polinom idSben bebizonyithatd, hogy igen a valasz. NP-teljes, mert 3-SZiN probléma
visszavezethet6 ra.

o  MAXKLIKK probléma: bemenete egy G graf, és k szam, és a valasz annak fliggvénye, hogy G-
ben van-e k méretd klikk. A probléma NP-beli — egy k méret klikk megaddsa utdn polinom
id6ben bizonyithatd, hogy az adott pontok G-ben klikket alkotnak. NP-teljes, mert MAXFTN
probléma visszavezethetd ra.



14. tétel: Szamelméleti algoritmusok,
primtesztelés, Fermat-teszt, titkosiras, digitalis
alairas, RSA-moddszer

f a(n) az A algoritmus legnagyobb Iépésszama n hosszusagu input esetén.

Egy algoritmus polinomialis, ha |épésszama fellilrél becsiilhetd a bemenet méretének
polinomjaval.

Egy algoritmus exponencidlis, ha a futasideje exponencialis fliggvénye lehet a bemenet
hosszanak.

Példdul: 6sszeadds, szorzds és Euklideszi-algoritmus polinomidlis, hatvanyozds exponencidlis.

Szamelméleti algoritmusok:

Osszeadas: a m(iveletigény minden helyiértéknél legfeljebb 2, hisz két szdmot adunk
Ossze az adott helyiértéken, plusz még egy esetleges maradékot az el6z6
helyiértékrdl. A [épésszamra fels6 korlat tehat a 2 * max (logn,logm) < 2 * (logn + log
m), ami linedris, vagyis polinomialis. A kivondsra hasonlé igaz.

Szorzas: a szokasos irasbeli szorzas mikodik, és megvaldsithato log n darab
Osszeadassal, ahol minden 6sszeadandd az m egyjegy(i szammal 6sszeszorzott
tobbszorose. Egy egyjegyli szammal m-et 2 log m db Iépésben Ossze lehet szorozni,
ugyanis minden jegyet szorozni kell, és az esetleges maradékot a szorzathoz kell adni.
Tehat az 6ssz lépésszam 2(logn)(logm) < (logn + logm)2, vagyis a szorzas
polinomialis. Az irdsbeli osztds is polinom id6ben elvégezhetd.

Hatvanyozas: az n™ szam szamjegyeinek a szama k * 2!, ahol k és | az n, illetve m
jegyeinek a szdma kettes szamrendszerben. Mivel itt a bemenet mérete k+l, ezért a
végeredményt még leirni sem tudjuk a bemenet hosszaval, tehat a hatvanyozasra
nincs polinomialis algoritmus, tehat exponencialis.

Hatvanyozas modulo m: az input n, k és m és a cél n*(mod m) meghatérozasa.
Legyen k =Y k;2" azaz k = -+-k,, k4, ko kettes szamrendszerbeli alak. Sorra
kiszdmoljuk a 0 és n — 1 kdzé es6 ny, nq, n,... szdmokat, ahol ny =n(m), nq =
n2(m),..., n; =n2(m). Az njp1-etazn;q = n?(m) alapjan egy szorzéssal, és egy
maradékos osztassal kaphatjuk, rdadasul n; mérete mindig legfeljebb log m lesz.
Tehat egy n; kiszamitasa mindig legfeljebb egy log m méretl szam négyzetre
emelését, és egy legfeljebb 2 log m méret(i eredmény maradékos osztdsat igényli. A
szilkséges n;-k kiszamitasahoz mindezt log k-szor kell megtenni. Az n*
meghatérozésat pedig n® =[], nki2 = [132, n;%i(m) alapjan tovébbi, legfeljebb log
k darab, legfeljebb log m méret(i szam szorzasaval, és legfeljebb log k darab,
legfeljebb 2 log m méretl szdm maradékos osztdsaval kapjuk. Ebbdl latszik, hogy a
modulo m hatvanyozas polinomialis.



e Euklideszi algoritmus: Az euklideszi algoritmus egy Iépésében adott a; < a;,; esetén
kell egy maradékos osztast elvégezni, és meghatdrozniaztaO0<a;,, < a;,q -€t,
melyre a; = Qi1 * Q41 + ;4 all. Az a; mérete legfeljebb akkora, mint a, és a4
mérete kdzil a nagyobbik, tehat az euklideszi algoritmus mindegyik |épése
polinomialis id6t igényel. A nagy észrevétel, hogy ai+zs%, ezért a fentieket legfeljebb

logay-szor kell elvégezni, amitdl az eljaras polinomidlis marad.

Euler-Fermat tétel alapjan: Ha n prim, akkor k™~ = 1(n) barmely k esetén.
e nszam aruldja az a k, amire (k,n)=1 és k™~ £ 1(n), ha van arulé, akkor a szdmok
legalabb fele arulé.
e Leleplezd az a k, amire (k,n) # 1. Nyilvan ezekre is igaz, hogy k™~ 1% 1(n).
e kcinkos, ha n dsszetett, és k™ 1= 1(n).

Primtesztelés: Fermat-teszt — nagy pontossaggal (de nem tokéletes bizonyossaggal)
hatarozza meg egy szamrdl, hogy prim-e.

Miikédése: Véletleniil valasztunk egy O < k < n szamot, ha k™~ % 1(n), akkor kész vagyunk, n
dsszetett, ha k1= 1(n), akkor valdszinGsitjiik, hogy k prim. A teszt hibazhat, de csak az
lehet a hibaja, hogy egy Osszetett szamot primnek mond, forditva soha. Valamint ha létezik

aruld, akkor a hiba lehet&sége legfeljebb % Ha tehat m-szer valasztunk, akkor a hiba

lehet6sége legfeljebb —. Tobbszor megismételt Fermat teszt polinomialis szamu, polinom
2m

id6ben elvégezhetd |épést hasznalt.

Léteznek olyan szamok, ugynevezett alprimek, vagy Charmichael szamok, amelyeknek csak
cinkosai és leleplezGi (elenyész6 szamban) vannak. Ezeket a Fermat-teszt majdnem biztosan
primnek taldlja. Példdul: 561.

Egyiranyu fiiggvény: egyirdnyu fliggvénynek neveziink egy f: {1,2,..,n} = {1,2,...,n}
fliggvényt, mely hatékonyan szamolhatd, de f ~kiszdmitasa pusztan f ismeretében
reménytelen. Elképzelhetd, hogy f 1 kiszdmitdsara is |étezik hatékony eljaras (persze nem
pusztan f ismeretében), ezeket hivjuk kiskapus egyiranyu fliggvényeknek. Ezekre épiil a
nyilvanos kulcsu titkosiras.

Nyilvanos kulcsu titkosiras: rogzitiink egy 2-val jeldlt ABC-t: ennek a jeleivel irjuk le az
lizenetet. A kédolandé M iizenetrdl feltehetd, hogy t bet(ibél all, tehat M € X¢, hiszen a
hosszabb lizeneteket t hosszisagu blokkokra vaghatjuk. Feltehetjiik, hogy Xt szavai 1 és | X|*
kozotti természetes szamoknak felelnek meg. A nyilvanos kulcsu titkosirdsi rendszert egy
olyan kiskapus egyirdnyu f:{1,2,...,n} > {1,2,...,n} fliggvény irja le, melyre n > | X|¢. Ezt a
leképezést egy nyilvanos kulcs segitségével megadjuk, és barki szdmdra hozzaférhetévé
tessziik. Feltételezziik, hogy az A-nak nevezett cimzett képesf ~! hatékony szdmitasara, mert
rendelkezik az azt leiré titkos kulccsal. Ha tehat akarunk A-nak kiildeni egy titkositott M
lizenetet, akkor elkiildjiik neki M’ = f(M)-et, 6 pedig hatékonyan ki tudja szamitani f =1 (M’)
= M-et. Aki lehallgatnd ezt az lizenetet, f ismeretében csak arra képes, hogyha sejti, hogy mi
az Uzenet, akkor ellendrizni tudja, hogy valéban az-e.



Digitalis alairas: segitségével bizonyithatd, hogy az lizenet kit6l érkezett. Tegyik fel, hogy
minden szerepl6nek van kiskapus egyiranyu fliggvénye, A-é f,, B-é pedig f5. Ha B ald akarja
irni az A-nak kiildétt M Gizenetet, akkor A-nak az M’ = f;; 1(M)-et kiildi el, ezt A vissza tudja
fejteni a nyilvanos f5 segitségével: f5(M’') = fz(f5 1(M)) = M. Ez alapjan bizonyithatd, hogy az
Uzenet B-t6l érkezett, anélkil, hogy B-nek fel kéne fednie a titkos kulcsat.

RSA titkositasi mddszer: el6szor valasztunk két kell6en nagy primszamot, p-t és g-t, elég
nagyot ahhoz, hogy n := pq ne legyen faktorizalhato, valamint n > | X|¢ teljesiil. Legyen m :=
@(n)=(p-1)*(q-1), és valasszunk egy 1 < e < m szamot ugy, hogy (e,m)=1. Legyen f(M):=
M¢€(mod n). n és e lesz a nyilvanos kulcs, ezt kozhirré lehet tenni. p, g és m szamok titokban
maradnak! A kapott lizenet megfejtéséhez sziikség van f 1 hatékony szamitdsara. d-re meg
kell oldani ed = 1(m) kongruenciat, amit (e,m)=1 miatt hatékonyan és egyértelmlen meg
lehet tenni. A d meghatarozasaval megkaptuk az (n,d) titkos kulcsot. Ha kapunk egy M’ =
f(M) kédolt izenetet, akkor az inverz leképezés: f~1(M’') = M'%(mod n).



