Analizis A2 Tételek

Készitette: Toth Daniel

1. Vektorterek alapjai

Def.: V vektortér, x1, Xo, ..., Xn€V. X4, ..., Xn Vektorok linearisan fiiggetlenek, ha
Yy Aix; = 0-bol kdvetkezik, hogy A=A=...=Ah,=0.

Def.: V vektortér, i€l: xjeV. (x;);e; bazis, ha (x;);¢; linearisan fiiggetlen de V ueV-re, (x;);e; és u,

mar nem linearisan fiiggetlen.

Def.: Egy miivelet skalaris szorzat ha X,yeV = <x,y>eR(vagy C) és teljesiil ra, hogy

- XY,ZEV = <X+y,z> = <X,z> + <y,z>
- XYeV,AeR = Ax,y> =LA - <x,y>vagy AeC=> < Ax,y >= 1< x,y >
- XYyeVa<xy>=<yx>

- XeV = <xx>>0¢és<xx>=0 x=0(0eV)

Def.: (V;<, >) (x;);e; bazis.

e g Ohai+j : , ., B
- Ortogondlis bazis, ha < e;,e; > = { >0hai=j tehat egymasra merdlegesek (<e;,e;>=0)
- Normalt bazis, ha ||e;|| = 1 tehat ,,hosszuk” 1 (<ej,e;>=1)
Ohai #j
- Ortonormalt bazis ha < e;, e; > = { @ l _].
lhai=j

AllL: (V;<,>) ey, ..., e; ONB akkor V xeV eldall igy, hogy x = ¥, < e;, x > - e; (Egy vektor
kifejtése egy adott bazisban)

Biz.: (n=2-re) X=A1E11TA282 = <€1,X> = <€1,A1,61> + <€1,A0,80> = A1 <B1,81> + Ay <€1,6,> =

<eq,e1>=1, <eq,e,>=0 = A;=<ey,x> hasonloan A,=<e, x>

Def.: Egy V vektortéren a norma miivelet minden vektorhoz hozzarendel egy nem negativ valds

szamot, gy hogy teljesiil az, hogy

- |lx]l = 0 © x=0 (0eV) (hossza csak akkor nulla, ha 6 a null elem)
- XeV, keR = |[Ax]|| = |A| - ||x]|| (skalarral valo szorzas soran hossza skalar szorosara nd)

- xyeV = |lx + yll < x|l + llyll (haromszog egyenlétlenség)

AllL: Cauchy-Schwarz-BunyakovszKij egyenlétlenség: (Vi< , >), x,yeV =
I<x,y>P?<<xx>-<yy>

Biz:0<<x+tyx+t-y>=<xx+ty>+<tyx+ty>=<x+ty,x>+t-<x+
ty,y>=t2<y,y>+2t-<yx>+<x,x>>D0=24<x,y>2—4<y,y>-<x,x><
0=2<x,y>2<<yy><xx>



y y ’ <x,y>
- < . —_ <L e <<
Def.: X,yeV és x,y#0, ekkor |< x,y >| < /< x,x >-,/< y,y > atalakitva —1 < =
<x,y>

s s ekkor az a-t az x és y vektor

1 ebbdl kovetkezik, hogy 3! a€[0;n] melyre cos a =

altal bezart szognek nevezziik.

Gram-Schmidt-ortogonalizalas:

(V;<,>)ésay,..., ay linedrisan fliggetlen bazisok. Ortonormalt bazisok eldallitasa:

— 4
T T
_ az—<aze;>e;
€2 = llaz—<az.e >e||
__ az—<agze;>e;—<dze;>e;
- &= llaz—<asz,e;>e;—<asz,e;>es||
o i= An—Xhe1<An.er>er
||an—2ﬁ=1<an,ek>ek||

Két vektor skalaris szorzasa R® térben: a,bE]R3; ceR= a-b=c ha

- ¢ =|al - |b| - cosB (c egyenld a, b hosszanak és bezart szogiik koszinuszanak szorzata)
- c=ajb;t+asbytasgbs (masféleképpen a koordinatak szorzatdsszege)

Tulajdonségai:

- Kommutativa-b=b-a

- Disztributiv Q(Q + g) =ab + ac

Két vektor vektorilis szorzasa R® térben: a,b,ceR® = axb=c ha

- |c| = lal - |b] - sin @ (c hossza egyenld a, b hosszanak és bezart szogiik szinuszanak
szorzataval)

- c allasa olyan hogy mind a-ra mind b-re merdleges

- ¢ irdnya olyan hogy a,b és ¢ jobbsodrasu vektorrendszert alkot.

Tulajdonsagai:

- Nem kommutativ!
- Disztributivax (b+c) =axb+aXc

Egyenes eqyenlete:

Egy P = (x¢; Yo; Zg) ponton dtmend v = (vq; v,; v3) irdnyvektorll egyenes egyenlete:

X—Xo Y—Yo Z—Zo
%1 Uy VU3

(a két ponton atmend egyenes egyenlete visszavezethetd erre a formulara, ha irdnyvektornak a két

pontot 6sszekotd vektort valasztjuk)

Sik egyenlete:

Egy P = (xo; yo; Z9) ponton atmend n = (4; B; C) normalvektoru sik egyenlete



Ax+By+Cz+ D =0 ahol —D = Axy + By, + Cz,

(ha a sik egy pontjaval és 2 benne fekvo vektoraval van megadva, akkor a két vektor vektorialis
szorzata megadja a sik normalvektorat; illetve ha 3 pontjaval adott a sik, akkor az egyik pontbdl a

masik két pontba htuizott vektor vektorialis szorzata adja a normalvektort)

2. Linearis leképezés

Def.: U és V vektorterek A: U—V leképezés linearis ha

- XYeU = A(x+y) = Ax+Ay
- XeU, AeR = A(AX) = L AX

Def.: A legyen egy linearis leképezés U-bol V-be. U egy bazisa ey, ..., en; V egy bazisa fi, ..., fi.
V xeU-hoz 3 qj, hogy x=a1€1+t0zest...Fone, =

Ax=A(0181Ft02€2+F...Fanen)=A(o€1)+... FA(anen)=a Aer+.. . FopAey €s tudjuk, hogy
Ae1=h1f1+ Ao fot. . . AAmifm ahol Ajj€R és i=1,...,m; j=1,...,n. Vagyis egyik bazisrol egyértelmiien
térhetiink at masikra. Az ehhez tartoz6 konstansokat matrixba szedhetjiik. Ezt a matrixot az A

All A12 “en Aln

e . s " Ay A . A
leképezés ey, ..., €n és fi, ..., fm-hez tartozé matrixdnak nevezziik. | 2t 2% an
Ami Amz o Apn

Def.: A: U-V linearis leképezés. Az A magtere
KerA = {x € U|Ax = 0} (Az U azon elemei,
amelyeket az A leképezés a V vektortér 0 elemébe
viszi)

Def.: A: U—V linearis leképezés. Az A rangja:
rankA = dim Ran A Ahol Ran A az A leképezés

értékkészlete (mas néven képtér V-ben.)

AlL: (Dimenzié-tétel): A: U—V lineéris leképezés. dim Ker A + dim Ran A = dim U

Biz.: dim U=n, Ker A altér, tehat 3 bazis: ey, ..., ej;; Ran A is altér bazisa: Fy, ..., Fj (3 f; melynek
képe F1 és igy tovabb). Cél: ey, ..., ¢j, f1, ..., fj bazis U-ban (i+j=n). E16bb bizonyitsuk linearis
fiiggetlenségiiket. ase1+...taieitPafit... +Bifi=0 hatassuk ra A-t = 0+f,F.+...+B;F=0 F-ek bazisok
(linedrisan fiiggetlenek is) f1=...=Pj=0, visszairva az eredeti feltevésbe = a;e;+...+a;ei+0=0 az e-k
is bazisok tehat a;=...=0;=0 vagyis az e-k és f-ek linearisan fliggetlenek. A bizonyitas masodik fele,
hogy megvizsgaljuk, hogy maximalis linearisan fiiggetlen rendszert alkotnak-e U-ban. Tegyiik fel
hogy nem, vagyis hogy 3 xeU\{0} tgy hogy ey, ..., e, f1, ..., fj, x linedrisan fiiggetlen. Ha Ax=0
akkor xeKer A = x=a;e;+...+ajej vagyis nem linearisan fiiggetlen. Ha Ax#0 akkor
Ax=b1Fi+...+bjF; = x=b,f1+...+bjfj ha 3 A™. Egyébként Ax=A(bsf1+...+bjfj) = A(bifi1+...+bjf;-
X)=0 = bifi+...+bjfi-xeKer A = bifi+...+bjfi-x=cie1+...+ciei = -Ci€1-...-Ciej+bif1+. . .+bjfi-1*x=0
nem minden egyiitthatd 0, vagyis biztosan nem linedrisan fiiggetlenek, a feltevés rossz, vagyis az
allitas igaz.



Def.: A,B: U-V = (A+B)(x) = Ax+Bx (linearis leképezések dsszege) és (AA)(x) = A-Ax (linearis
leképezések szamszorosa). [A + Bl = Ay + By (matrixok dsszeadésa) és [AA]; = 14y

(métrixok szamszorosa). [AB]y; = Y= Axi - By (lineéris leképezések kompozicidja = matrixok

szorzasa).
2 3 1 1 4 7
Pl:.A={4 2 -3);B=|2 5 8|=
1 0 4 -1 3 4
-1 4 7 -2 3 1
/2 5 8 /4- 2 —3
_ -—1_3 4 . -1 0 4 .
AB=7"3"T"17 26 a»BA=T1 2 7025 11 17 2evisAB7BA.
4 2 -3 11 17 32 2 5 8132 16 19
1 0 4 K3 16 23 -1 3 4114 3 6
3. Determinans
Def.: o: {1, ..., n}—{l, ..., n} permutacié ha bijekci6 (injektiv és minden 1-t6] n-ig szamhoz,

minden 1-tdl n-ig szamot hozzarendel).

Def.:Hal,...,i,it+l,...,n— 1, ...,1t1, 1, ..., n (két permutacio csak egy cserében kiilonbozik)
akkor transzpoziciérol beszEliink.

Def.: Minden permutaci6 felirhato transzpoziciok szorzataként 6 = tyotyo. ..oty ekkor (—1)¥ értékét

a permutacio indexének nevezziik.

o permutaci6 indexe
0, ha 0 nem permutacié

Def. €6(1),0(2),...0(n) = {
Pl.ie1os=1; e130=—1; €310=1; ego1=—1; €231 = 1; €213=—1; £112=0

Def.: Ha A n'n-es matrix akkor A determindnsa

detA = Zaepermutéci()(n) €6(1),0(2),...0(n) 'Ala(l) 'AZG(Z) T Ana(n)

1-1-esA=(a) detA=A;; =a

2:2-esA = (Z b) detA=1-A11 A+ (1) A" Ay =ad—b-c

d
a b c¢
3-3-as A = <d e f) detA = Ay1AzA33 — A1143343; + A13421435 — A13A52A5, +
g h i

A12A23A31 - A12A21A33 = ael + bfg + cdh — afh — bdi — ceg Vagyis a féétlé ésa Vele

parhuzamos vonalak mentén pozitivan, mig vele merdlegesen negativan kell dsszegezni.
Def.: Ha A n'n-es matrix és i,j€{1,...,n} akkor i sor és j oszlop torlésével [A];; almatrixot kapjuk.

T.: Ann-es detd = All b det[A]11 - Alzdet[A]lz + A13det[A]13 — 4 Alndet[A]ln a
determinans elsd sor szerinti kifejtése. Altalanositva: detA = Y 7_,(—1)¥*1 A, det[A], i-edik sor



szerint: detA = Y 1_,(—1)"** A det[A]; i-edik oszlop szerint: detA = ¥*_,(—1)* Ay det[A]

a b c

i

h

3-3-asra:det<d e f>=a-det(e {)—b-det(j f)+c-det(;l Z)

g h i

AllL: A determinans tulajdonsagai (A n'n-es matrix, A€R):

Ha A diagonalis akkor det A=Aq1-As-...-Ann

det A" = det A

Ha az A két szomszédos sorat felcseréljitk akkor ennek a matrixnak a determinansa (-1)-
szerese az A determinansanak.

Ha az A két szomszédos oszlopat felcseréljiik akkor ennek a matrixnak a determinansa
(-1)-szerese az A determinansanak.

Ha az A i-edik sorahoz hozzaadjuk a j-edik sor A-szorosat akkor a determinans nem valtozik
ha i#j.

Ha az A i-edik oszlopahoz hozzaadjuk a j-edik oszlop A-szorosat akkor a determinans nem
valtozik ha i#j.

Ha A-val szorozzuk az A i-edik sorat, akkor a determindns is A-val szorzdodik.

Ha A-val szorozzuk az A i-edik oszlopat, akkor a determinans is A-val szorzodik.

det (\A) = A"-det A

det (AB) = (det A)-(det B)

Biz.: (néhany)

A els6 két sorat cseréljiik fel, nevezziik ezt A’-nek detA’ = Y seperm(n) E6(1),6(2),...0(n) *
A1) A'26@) "+ A'nom) = Boeperm(n) Ea(1),62)mom) " A1a(2) " Aza(1) * " Anamy = (ha
o az 0sszes permutacio, akkor 6’ ¢ permutaciok elsoé két elemének felcserélése. Ekkor is
megkapjuk az 6sszes permutaciot, minddssze annyi a kiilonbség hogy a plusz 1 felcserélés
miatt az Osszes permutacio index (-1)-szerese az eredetinek.)

= oreperm(n) €a1(1),01(2),.01(n) * A1o1(1) * A201(2) * " Angr(ny = —detA.

A’ képezziik ugy A-bol, hogy az elsd sordhoz adjuk hozza a méasodik sor A-szorosat.

detA' = Y sepermmn) E(1),0(2),..otm) " A'16(1) "A'262) " " A nom) =

Yigeperm(n) €5(1),0(2),..am) (A101) T A201) " A262) " " Anan) =

detA + Yseperm(n) E6(1),0(2),..0(m) * A2o(1) " Az2a(2) * " A'ng(n) Azonban a masodik 0 mivel
ehhez a permutacidhoz o(1)=i; 6(2)=j; e=+1; 3 olyan permutécid, hogy o(1)=j; 6(2)=1; e=-1,
¢s ezek az Osszegzés soran kiejtik egymast.

Yigeperm(n) Ea(1),0(2),.om) " AA15(1)) " A26(2) * - Ang(ny = A - detA

det(AB) = Ygeperm(n) E6(1),0(2),..0n) - (AB)1g(1) * (AB)26(2) * " (AB)ng(n) =
(eml.:(AB)y; = X1 AkiBij )

= Yoepermm) Eo(1,6@),.0m) * (Lh=1 411, Biyo1)) (X121 421, Biyo2)) * " (X8 =1 AninBinomy) =
P iyin=1 A1t Ay - Aniy X permn) E0(1,0@),0m)Biyo(1)Biya(2) = Binomy = A masodik
szumma csak akkor nem 0 ha az iy értékek kiilonbdzdek, ekkor azonban permutaciot



alkotnak amit p-vel is jeldlhetiink.

= Ylepermm) A1u1)A2u(2) -+ Anpm) Lapermmn) €6(1),0(2),-.0m)Bu)o(1)Bu@)o(2) - Bumom) =
detA - detB

A determinans szemléletesen eldjeles térfogat:
R u=(a) V=a (térfogat=hossz)
R® Ui=(x,Y1) és uz=(Xa,Y2) (térfogat=teriilet) V = [luy |l - luzl - sina = |luy X wp |l =

lx1y2 — x2911 = |det (2 i//;)|

3 . e
R U1=(X1,Y1,21); Uz=(X2,Y2,Z2) és uz=(X3,Y3,23) V = [< Uy, uy X uz >| =

X1 Y1 741
det| X2 Y2 23

X3 Y3 Z3

4. Matrixok
Def.: A: R">R" Anyoma: TrA := Y}, Ak
Def.: A: R">R™ A tranzponaltja: [AT],; == A

Def.: A: R">R™ A adjungaltja: [A*],; == Ay

10 ..0
Def.: Egységmatrix: E:R"—R" vov E=(0 1 - 0
00 .. 1

Def.: A: R"—>R" invertalhat6 ha 3 B: R"—>R" gy hogy BA=AB=E. Ha invertalhat6, akkor A
inverze A™.

AlL: A B: R">R" : Tulajdonsigok:

- Tr(A+B)=TrA+TrB
- Tr(AA)=A-TrA
- Tr(AB)=Tr(BA)
- (A+B)'=AT+BT
N YN
- (AB)'=B"-AT
- AT =4
- (A+B)*=A*+B*
- (AA)y'=21-4"
- (AB)*=B*A*
- A=A
Biz.: (néhany)
- TT'(A"‘B) = ;rclzl(A+B)kk = ﬁ:lAkk-I_Bkk =TrA+TrB

- Tr(AB) = YR 1(AB)y = X1 Xie1 Aki " Bix = Xieq X=1 Bix  Api = Xie1(BA);; =
Tr(BA)



- [A+B)lu=@A+B)y =4k +By =[AT + [B ]k
- [(AB) )i = (AB)y = X1 A "By = X1 Ay B = 21ei(A) i (B = 211 (B ki -
A%y =B A

Al: A? egyértelmil: AA7! = AT'A = E és AA;* = A3'A = E = A7t = 43!

Biz.: AAT1A5;1 = AT1AAY = EASY = A7t = At

AlL: det E=1

Biz.: detE = Y gepermn) €6(1),0(2),...0n) * E10(1) * E26(2) * " Eng(n) csak egyetlen permutaciora
nem 0 az érték {1, 2, ...,n} vagyisdetE =1-1-..-1=1

All: Ha A invertalhat6 akkor det A#0.

1
detA

1 1
2 4

Biz.: 1=det (A-A™)=det A-det A™ vagyis detA™! =

Moédszer az invertalasra egy példan keresztiil: A = ( ) det A=2 = minden egyes helyre

4 @
CORNEY

) = almatrixok determinansa = (4 2

almatrix képzés = ( 1 1

) = sakktabla szerlien +1-¢el

valo szorzas = (illl ;i) = tranzponalas = (_42 _11) = A determindnsaval val6 osztas =
o[
=\ _, ;

e (GGG L,
Pop=(1 4 3)={(C2) 03 =0 1 1)2(0 1 -1)=
> kgg 2 7 g;) S 17\ 8o

G3) GG

7 0 -3
-1 1 0 |=P1 detP=1=detP?
-1 -1 1

Ez az eljards azonban hosszadalmas. Gondoljunk csak bele hogy egy 5-5-0s matrix determinansanak
kiszamolasahoz % 2-2-es matrix determinansat kell kiszamolni. Ezek alapjan vezessiink be egy

egyszeriibb modszert (Gauss-eliminacio):

1X+3y+3Z:a 1 3 3 x 1 0 0 a
1x+4y+3z=b 1 4 3 <y>= 01 0 (b)
2x+Ty+Tz=C 2.7 7z 0 0 1/%
x+3y+3z=a 1 3 3\ /x 1 0 0\/a
y+0z=b-a (0 10 <y>= -1 1 0><b>
y+z:c_2a 0 1 1 Z _2 O 1 c



x+3y+3z=a 1 3 3\ »x 1 0 0\,a
y=b-a (o 1 0><y>=<—1 1 0><b>
0 0 1/ \z -1 -1 1 c

z=-a-b+c

X+3y:4a+3b-3C 1 3 0 x 4 3 -3 a
y=b-a 01 0 <y>= -1 1 0 <b>
z=-a-b+c 0 0 1 Z -1 -1 1 c
X=7a-3C 1 0 O\ /x 7 0 -3\ ,a
y=b-a 010 (y>= -1 1 0 <b>
Z:_a_b+c 0 0 1 Z -1 -1 1 c

7 0 -3
-1 1 0 |=pP1
-1 -1 1

5. Sajatérték és sajatvektor

Def.: A: V=V linearis leképezés. Az A sajatértéke AeR(vagy C), ha 3 veV v#£0 ugy hogy Av=Av.
Ekkor v az A A sajatértékhez tartoz6 sajatvektora.

Av = AEv = (A-AE)v = 0 nem injektiv (v-t és 0-t is 0-ba viszi) tehat nem invertalhato, vagyis

determinansa 0. Ezt a matrix karakterisztikus egyenletének is nevezik: det(4 — AE) = 0. Ebb6l mar
konnyen kiszamithato a sajatérték.

0 2 -2 -1 2 —2
PI.:A=<2 1 0):>(A—AE)=<2 1-1 0 >:>
-2 0 -1 2 0 -1-2
det(A-LE) = A1-L)(1H0)-4(L-A)+H4(140)=0 = AHA(1+4+4)=0 = 9-23=0 = A=0; A,=3; As=-3.

0 2 =2\ 0
Hatarozzuk meg a sajatvektorokat: vi=(X,y,z) = ( 2 1 0 ) <y> = (O) = y-z=0; 2x+y=0;
-2 0 -1/ \z 0

0 2 =2\, 3x
2x+z=0 = v; = (-1,2,2) hasonldan A,-re: < 2 1 0 ) (y) = (3}/) =V, = (-2,-2,1); As-ra:
-2 0 -1/ ‘\z 3z
va= (2,-1,2).

AlL: A=A* $nadjungalt matrix tulajdonségai:

-V sajatérteke valos
- MFh AV =MVe AV = V0 2 Vg meréleges Vo-Ie

- M, ..., Mphez tartozo vy, ..., v, sajatvektorok bazist alkotnak
Biz.:
- <Avv>S=<nr>= A<, v>= v|Pé <AV >S=<v,Av>=< v, v >=
A<vv>= Av||I?=21=1=LreR

- <AV V=<V V=A<V Vo> €8 <V, AVo>=<V, AoVo>=Ao<V, Vo> = (h-A2)<Vp,Vo>=0 M#Ao
= <v1,Vo>=0 v1£0 v,#0 = v; merdleges v,



Az el6z6 példankba szemmel lathatoan egy onadjungalt matrix szerepelt. A vo,V1,V3 vektorok bazist

-2 -1 2
alkotnak. Készitsiik el beldliik az S matrixot: S = <—2 2 —1) majd az inverzét:
1 2 2

-2 -2 1
§s1= i(—l 2 2). Az A" = ST1AS képletbdl (attérés mas bazisra) a kovetkezdt kapjuk:
2 -1 2

3.0 0 2 0 0

A= (0 0 0 ) = < 0 4, O ) Ezt a megéllapitast altalanosithatjuk. Ha A n'n-€s
0 0 -3 0 0 A3

onadjungalt matrix melynek sajatértékei A4, ..., Ay és bazist alkoto sajatvektorai vy, ..., v, akkor a

beldliik képezett S matrix hatasara az SAS szorzat egy diagonalis matrixot alkot, melynek

féatlojaban a sajatértékek helyezkednek el és ezt a matrixot jeloljiik D-vel. Ekkor kimondhatd, hogy

A=SDS™ ¢s Ak = SDk§1, igy a hatvanyozds konnyen szamolhato.

6. Linearis egyenletrendszerek

Def.: Lineéris egyenletrendszer: A: R"—R™; ceR™; AX =c és x=?.
x1 + xz + x3 == 0 0 1 1 1
Pl.: 5x1 +4x, +3x3 =0 & AX=Cc© X=(X,X2,X3);c =0 |ésA=|5 4 3
6X1+3X2+2X3=1 1 6 3 2
Specialis esetek:

- Egy linearis egyenletrendszer homogén ha c=0 = Ax=0

- A:R">R" = A n'n-es matrix; x és ¢ is n komponensii; n ismeretlen és n egyenlet van.

Megoldhato ha 3 A™ vagyis det A#0 ekkor, x=A"'c tehat 3 egyértelmii megoldas. Megoldashoz

hasznaljuk a Gauss-eliminéciot.

11 1]112 0 0 1 1 111 o 0 1 1 111 0 O
Pl:5 4 30 1 00 -1 -2|-5 1 0=0 1 2|5 -1 0 =
6 3 210 01 0 -3 —41-6 0 1 0 3 46 0 -1
11 111 0 o0 1 1 1|1 0 0 1 1 0/-35 15 =05
0 1 2/5 -1 0=0 1 2|5 -1 0 >0 1 0] -4 2 -1 =
o o209 -31 0 o0 1145 -15 05 o0 o0 1145 -15 05
1 0 0/05 —-05 05 X1 05 —-05 0,5\ /0 0,5
01 0/-4 2 -1=> <x2> = (—4 2 —1) <0> = (—1)
0 0 1145 -1,5 05 X3 45 —-15 05/ \1 0,5
X1 +tx, =1 , e i dl A
Az 2% +%, = a egyenletrendszerben hogyan valasszuk meg a €s t értékét tigy hogy 0-1-00
, x,+tx, =1
megoldésa legyen? (1—20)x, = a—2

- Nincs megoldas, ha 1-2t=0 és a-2#0 vagyis t = % N a#2
- 1 megoldas van, ha 1-2t#0 vagyis t # %

- Végtelen sok megoldas van, ha 1-2t=0 A a-2=0 vagyis t = % Na=2



7. Az R" topologiaja

Def.: ACR". A nyilt, ha V¥ aeA-hoz 3 r>0 melyre Br(a)SA. (Minden pontja belsé pont)
Def.: ACR". A zart, ha R"\A nyilt.

Def.: ACR". A korléatos, ha 3 acA melyhez 3 r>0 melyre ASBr(a).

Def.: A kompakt, ha minden nyilt fedésének 3 véges részbefedése.

Heine-Bovel tétel: Ha ACR" akkor igaz az, hogy kompakt < korlatos és zart.

Def.: Az s: N—R" sorozat konvergens és konvergal x-hez ha V £>0-hoz 3 NeN melyre vV n>N
|s, — x|| < e.

Def.: f: R"—»R"; a torlédési pontja Dom f-nek; AeR™. Az f hatarértéke a-ban A, ha vV £>0-hoz 3
5>0, hogy ha 0 < |[x — a|| < &§ akkor ||f(x) — Al < e.

8. A R"->R™ fiigovények folytonossiaga

Def.: f: R"—R™; acDom f. f folytonos a-ban ha vV £>0-hoz 3 §>0 hogy ha ||x — a|| < & akkor
IIf (x) — f(@)|l < € vagy az atviteli elv alapjan V X,—a sorozatra = f(x,)—f{(a). f folytonos, ha v
aeDom f-re folytonos.

Boltzano-Tétel: Ha f folytonos H &sszefliggd nyilt halmazon a,beH és ce[f(a), f(b)] = 3 keH
melyre f(k)=c.

Weierstrass I: Ha H kompakt halmaz és f folytonos fliggvény akkor f(H) is kompakt halmaz. 1I: Ha
H kompakt halmaz és f folytonos fiiggvény akkor f felveszi az infinumat és a suprénumat a H

halmazon. (3 o,peH melyre f(a) = INF ey f(x) és f(B) = SUP,cy f (X))

Def.: f.R"—R fiiggvény egyenletes folytonos Hc D¢ halmazon ha V £>0-hoz 3 >0 hogy
|f (e1) — f(x2)| < ehallxy — x|l < 8; X1,X€Dx.

Heine-Tétel: Kompakt halmazon folytonos fiiggvény egyenletesen is folytonos.

9. A R">R"™ fiigovények parcialis derivalas

Def.: f: R"»R™; X=(X1, ..., xn)€R". f-nek xi valtozé szerinti parcialis derivaltia a=(ay, ..., ap)

of . flaq,...ag+h,..ap)—f(aq,...an)
helyen =2~ = fi,, = Ok f = limy,_,o —=F . L

ha 3 és véges.

Def.: f: R"—R aeR", f derivalhaté a-ban ekkor (GRADf)(a) = ((8,f)(a), ..., (3,.f)(a)) n elemii
vektor az f fliggvény gradiense a-ban.

Def.: f: R"—R n-szer derivéalhato fiiggvény a pont kériili Taylor-polinomja: T,{ a(x) =

&)
ﬁ:of @. (x—a)f =f(a) + 211‘},:0% Z,...,ik=1(ai1ai2 w0ipf)(@) - (x —a)y, *wr (x —a)y,

k!

f®@)
k!

(x—a)*=f(@) +f' (@ - a) = f(@ + ((0x) @) (x = a) + (@Y (@) ¥ — ay)

Def.: f: R>-R feliilet a pontbeli érintSsikja az elséfoku Taylor-polinom. z = Yioo
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10. A R">R™ fiigevények derivalas

Def.: f: R">R™; aeInt Dom f; A: R"—R" linearis leképezés. f derivaltja az a pontban A, ha
lim,_,, L2=[@=AC=0) _ 301 (Df)(a):=A.

lx—all

Def.: f: R"—»R". Df: {aeR" | ahol 1étezik a derivaltja} —Lin(R",R™) vagyis Df olyan fiiggvény,
hogy a~(Df)(a).

Def.: f fliggvény derivalhat6, ha Dom Df = Dom f.
Derivalhatosag sziikséges feltételei:

- Parcialisan derivalhatod V valtozora
- Folytonos

Derivalhatosag elégséges feltétele:

- T.:f:R">R és aelnt Dom f. f differencialhato a-ban ha V valtozora a parcidlis derivaltak
1éteznek és folytonosak a valamely kornyezetében. f differencialhaté Dom f-en ha v
valtozora a parcialis derivaltak 1éteznek €s folytonosak Dom f-en.

T.:f,g: R">R™; ceR; aeR". Ha f és g is derivalhaté a-ban akkor

- f+gis derivalhaté a-ban: D(f+g)(a) = (Df)(a)+(Dg)(a)
- cfis derivalhaté a-ban: D(c-f)(a) = c:(Df)(a)

Def.: f: R">R™; aeR"; aInt Dom f; eeR" és |le|=1 ekkor (DEf)(a) := lim,_, w az f

fliggvény a pontbeli e irdnymenti derivaltja.

T.: Ha f derivalhat6 a-ban akkor V v iranyba 1étezik az iranymenti derivalt. Ha |[v|=1 akkor
(DEf)(a) = < GRADf(a),v >

11. Lokalis szélsoérték

Def.: f: R">R, aeR". f-nek lokalis maximuma van a-ban ha 3 reR" hogy v xeBr(a)NDom f =
f(x)<f(a). f-nek lokalis minimuma van a-ban ha 3 reR"* hogy V xeBr(a)NDom f = f(x)>f(a). f-nek
szigortian lokalis maximuma van a-ban ha 3 reR" hogy V a#xeBr(a)NDom f = f(x)<f(a). f-nek
szigortian lokalis minimuma van a-ban ha 3 reR" hogy V azxeBr(a)NDom f = f(x)>f(a).

Def.: A: V"SR matrix

- pozitiv ha A4, ..., Ap>0 (sajatértékei pozitivak vagy nullak)
- pozitiv definit ha Ay, ..., A,>0

- negativhaly, ..., A<0

- negativ definit ha Ay, ..., A,<0

- indefinit ha 3 2,<0 és ;>0 is

T.: f: (V, || [)—R; aeInt Dom f. Ha f-nek lokalis széls6értéke van a-ban akkor (Df)(a)=0.

T.: f: (V, || )—R; 1<neN; aelnt Dom (Df). Ha V i<n-re (D®f)(a)=0 és (D™f)(a)#0 akkor
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- han paros és (D™f)(a)<0 akkor f-nek lokalis maximuma van a-ban
- ha n paros és (D™f)(a)>0 akkor f-nek lokalis minimuma van a-ban
- ha (D™f)(a) linearis leképezés pozitiv definit akkor szigortan lokalis minimuma van a-ban

- ha (D(")f)(a) linearis leképezés negativ definit akkor szigorian lokalis maximuma van a-ban

1

Young-Tétel: A parciélis derivalas sorrendje felcserélhetd. PL.: "), = "',

Kétvaltozds eset:

Ott lehet szélséértéke egy kétvaltozos fiiggvénynek ahol (dxf)(a) = 0 ¢és (dyf)(a) = 0.

12 12
Vizsgéljuk a tovabbi parcialis derivaltakat, készitsiink egy ilyen matrixot: D?f := l f,,xx ”xyl.
VX

yy

Ha det((D?f)(a)) > 0 akkor ott van lokalis szélséeérték, f" (xo,¥o) > 0 esetén lokalis
minimum, £ (xo,¥) < 0 esetén pedig lokalis maximum van. Ha det((D?f)(a)) < 0 ott nincs
lokalis széls6érték. Ha det(D?f) = 0 akkor nem elddnthetd.

12. Integralas

Koordinata transzformacid 3 valtozora

X,¥,Z—U,V,W X = X(u,v,w); y = y(u,v,w);
9x Ox 0x
ou O0v ow
) ., a(x,y,
Jacobi determinans: | = det 2009 _ g

a(uw,v,w)

Polar koordindta-rendszer:

dy dy 9y
et Jou Jdv OJow
9z 0z 9z
Ju Jdv OJw

z =z(u,v,w)

dv = dx dy dz =|J| du dv dw

a0°
3

¥
(%, y)—=(r, ¢) (r, 9)—(x, y) ccosi¥),
X =71COSQ r= /x2_|_y2 . 'lr‘:‘.l.nl_a.;-l
TInas
y =rsing <p=arctg§
re[0,R]; ¢€[0,2n]; Jacobi-determinans: r
Hengerkoordinata-rendszer: w onne
2A
X, y, 2)—(r, ¢, 2) (r, ¢, 2)—>(X, y, 2) \
X =1COoS¢Q r=x%+y? | +P(1,0,2)
I
y =rsing <p=arcth S ylz .
x , -7 9 N 7 I' ~ // y
_ _ X N h
z=7 z=7 L
________ P1

re[0,R]; ¢€[0,27n]; z€[-o0,00] Jacobi-determinans: r

12



Gombi koordinata-rendszer:

(X, ¥, 2)=(1, 9, 6) (r, 9, 0)—(x,y, 2)
X =rcos@sinf r=x2+y2 + 22 y
y =rsingsinf <p=arctg¥ 9\
0 Z 0
— = arccos
z=r7cosb 21+ 2 %P>\
re[0,R]; ¢€[0,2x]; O€[0,n[ Jacobi-determinans: 12 sin 8

X

Az integralas eddig is valamilyen teriiletet/térfogatot szamolt ki, ez tovabbra sem valtozik.
Szemléletesen, ha egy fiiggvény x,y koordinatakhoz hozzarendel egy z szdmot akkor egy feliiletet
kapunk, az ez alatti térfogatot a kettes integrallal szamolhatjuk. Ha egy fiiggvény az x,y,z
térkoordinatdkhoz rendel egy szamot, akkor ennek a testnek a térfogatat a harmas integrallal
szamolhatjuk ki. Példdul ha egy testnek minden egyes pontjahoz hozzarendeljiik az adott pont
stiriségét (stirliség eloszlas fliggvény p(X,y,z)) akkor x,y,z-hez tartozé harmas integrallal megkapjuk
a test silyat: m(v) = [ff p(x,y,z)dv, de kénnyedén szamolhatunk nyomast, tehetetlenségi

nyomatékot €s valdszintiséget is ilyen eljarassal.
Integralas felcserélése egy példan: K:={(x,y)E]R2 | 0<x<1; 0<y<x} és f(x,y)=x2y
1. Bejéras: el6bb x alapjan x€[0,1] majd y alapjan ye[0,X] = [ f = fol foxxzy dydx =

f01 [xzyz]z dx = folxz_‘*_ 0 di = [i o

2 10lg ~ 10

2. Bejéras: el6bb y alapjan ye[0,1] majd x alapjan xe[y,1] = [ f = [} fyl x%y dxdy =

12 11 _rly oyt _ [¥? y51_1 1 _5-2 1
Js [?y]ydy—fog—?dy— -Gl =i s=% =%
13. Sorok

Def.: a: N—>R/C/(V; || ||) sorozat. Az a sorozatbol képzett sor: Y.;-, ay. Az a sor n-edik

részletosszege: a, = Xi— k. Ekkor a sorosszeg: Yr— ay = lim, o, @y,.

Def.: X r—o ax sor konvergens ha lim,,_,. X0 @x = ¢ valds szam, amely ¢ szamot a sor
hatarértékének nevezziik. );p-, a; sor divergens ha lim,,_,,, Y1 @, divergens.

Def.: a: N—C )}, a,, sor abszolut konvergens ha Y:7—,la,| < .

Geometria sor: Yo, q™ sor konvergens ha |q| < 1 és hatarértéke Yoo q" = P

. 1 .
Harmonikus sor: 2;‘;0; sor divergens.

Biz.: @y = Nfey 5 @ > [ 2dx = In(n + 1) = limye0 @y > limyo In(n + 1) = o0, Alulrl

becsiiltem egy olyan sorozattal, ami végtelenhez tart tehat divergens.

All: Ha ¥, a,, sor abszolut konvergens akkor konvergens is.
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Biz.: a, = X} ak és Ymolan| = A; AeR{. Ha >0 = 3 NeN N<n ekkor }: -, |lax| < €. Ha
m>n>N = |am - anl = |2z1=0 ag _Z;CL=0 akl |Zk =n+1 akl =< Z n+1|ak| < Zk nlakl <e=>V

£>0-hoz 3 NeN és m,n>N melynél |a,, — a,,| < € ekkor o Cauchy-sorozat, ami konvergens.

AlL: Majorans-minorans kritérium: Végy két sorozatot melynek elemei pozitivak vagy nullak.
a,b: N>R,

- HaVvneN-re a,<by és Y3, by < o0 akkor Y-, a; < o
- HaVneN-re a;<by és Y}_, a, = oo akkor }7_, by = ©
Biz.: Un = Z;cl=0 Ay, Bn = Z;cl=0 by, 0<a <Py

- 3lim,_, B, = B o, sorozat monoton novo és feliilrél korlatos (a,<B) = 3 hatarérték =
konvergens

- limy, e @y = 00 és 0,<Pp = lim,,_,,, 5, = o Hasonl6an visszavezettiik sorozatokra.

ha < 1 akkor abszolut konvergens

All.: Cauchy-féle gyok kritérium: lim,,_e v/ |a,| = { ha > 1 akkor divergens a sor

Biz.: lim,,_ ’i/la—nl < q < 1; geR. 3 N hogy, ha n>N, akkor W < q=la,| <q™.Ekkor
teljesiil az hogy Yorolar] = Xhtdlak] + Xonizlan] < X¥2dax] + Yo a® < oo mert az elsé tag
csak egy szdm, a masodik pedig egy abszolut konvergens sor. lim,,_, \/Ia_nl >q>1qgeR. 3N
hogy, ha n>N, akkor W >q = |a,| > q" > 1= lim,_ a, # 0vagyis nem lehet konvergens.

An+1

All: a: N—>C\{0}. Ha lim,,_,,

= Q és QeR{ akkor lim,_,, /|a,| = Q. (A hinyados

kritérium azt mondja, hogy a kepletbol ugyanaz az eredmény fog kijonni, mint a gyok kritériumbdl,
tehat itt is igaz, hogy azt kell vizsgalni, hogy Q kisebb vagy nagyobb, mint 1, viszont az is latszik,
hogy a gyokkritérium erdsebb.)

n+1 n+1

Biz.: A<Q, lim,,_,

> A. 3 N melyhez ¥ n>N hogy

> A= |agq| > A a,| =
1
|an+2| > A- |an+1| > A2 : |an| = |an+m| > A™ - |an| = |an+m| > AmEn . |an|A_n: |ak| > Ak

|an| kflayl , . ’ . 1
= Mag > A- = liminf/a;| = A V A-ra. Hasonl6an B>Q-ra, egy bizonyos N-t61
kezdve |ay4m| < B™ " lay| = %/la,| < B - ¢ % = limsup’/|a,| < B V B-re, amibdl kovetkezik,

hogy iminf/|a,| = limsup/]a;| = Q tehat konvergens.

14. Fiiggvénysorozatok és fiiggvénysorok

Def.: Ha T egy halmaz, és V neN szamhoz rendeliink egy f,: T—R fliggvényt akkor (f;,)nen €Y

figgvénysorozat.

Def.: ¥ neN f,: T—R pontonkénti hatarfiggvénye:
f={t €T|VneN,te Domf,és Ilim,_,, f,(t)} ekkor t—=lim,,_,, f(t). (Ha t benne van az
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értelmezési tartomanyban és a fliggvények t helyen felvett értékeibdl el6allo sorozatnak 1étezik

hatarérték akkor ez az f hatarfiiggvény legyen minden ilyen t pontban ez a hatarérték.)

Def.: T halmaz; V neN-hoz f,: ToR; f = lim,_ f, és ACT. AZ (f,)nen fliggvénysorozat
egyenletesen konvergal f-hez ha V €>0-hoz 3 NeN melyre V n>N és V teA-ra |f,,(t) — f(t)] < &.

Def.: Az (f,)nen fliggvénysorozat egyenletesen konvergens ha egyenletesen konvergal a
T=Domf=Domf, halmazon. Jele: f,=3

Def.: A fliggvény sorokat hasonldan allitjuk el6 fiiggvénysorozatokbodl, mint ahogy
szamsorozatokbdl szamsorokat. Y. ,en fn (X) filggvénysor. f;: R—R = Y ¥_, fix: R—R hogy

XY N_o fie (). Tehat Y7, fi olyan fliggvénysor mely minden valos x-hez melyekre teljesiil, hogy
V keN-re xeDomfy és hogy 3 X1, fi (x) hozzarendel, ugy hogy x—Y. 7", fi ().

Def.: ).« fx eayenletesen konvergens, ha a,, = Xp—o fx 30

Weierstrass tétel: ACR,; f,: A—R. Ha 3 a: N>R sorozat hogy V keN-re és V xeA-ra |f(x)| < ay
s Dp—o ax < oo akkor )i fi egyenletesen konvergens.

AlL: a,beR. Ha f,eC([a,b],R) és fy=2f, akkor [ 1ty o foy = 1Moo f; fo. (Mindhérom feltétel

nagyon fontos(folytonossag, zart intervallum, egyenletes konvergencia) és masképpen: f: flx) =

lim, fa fn) limes és integralas felcserélése fiiggvénysorozat esetén.

Biz.: /(1) — fOOI <= = |[Jh—N| S [l —fl<;7=-(b-a) =

T.: Ha

- fn: Ja,b[—R differencialhato
- 3 xe€]a,b[ melyhez 3 lim,,_,, f,(xo) (legalabb egy pontban létezik a hatarfiiggvény)
- fy’3gaz]a,b[-n (f, derivaltjanak 3 hatarfiiggvénye és egyenletesen konvergal hozza)

akkor

- 3 f =1lim, L fn, Tn3F ]a,b[-n (1étezik a teljes hatarfiiggvény és egyenletesen konvergens
fr)
- Vxelab[-ra f'(x) = limg,_e f', (x) (a derivalas is felcserélhetd fiiggvénysorozatoknal,

masképpen: (limy,_,e, f)" = limy,o, ')
4 ’ 0 b [o0) [o'e) b - ,
AlL: Ha g,€C([a,b],R) és X g1 =T im0 Ik akkor [ (Xiezo 9i) = Lo (fa gk) fliggvénysor
integrélja felcserélhetd egy fliggvénysorozat integraljanak 0sszegezésére.

Biz. fn = Z;clzo Ik
T.: Ha

- On: Ja,b[—R differencialhato
- 3 Xe€]a,b[ melyre 3 Y775 g (x) (legalabb egy pontban konvergens a fiiggvénysor)
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- X 9'»3G (a fuggvénysor derivaltja egyenletesen konvergens)
akkor

- 39 = Xy-09n 2 9n=309]a,b[-n (létezik a teljes fiiggvénysor és egyenletesen konvergens
2. gn)

- gdifferencialhato Ja,b[-n, g'(x) = X309’ (%) (a fliggvénysor derivalhato és nem mas

mint a fliggvénysorozat derivaltjainak 6sszege)

15. Hatvanysorok

Def.: Az a: N—C sorozat altal meghatarozott hatvanysor: Pa(z) = Y., ay - 2"
Def.: Az a: N—C sorozat altal meghatarozott hatvanysor konvergenciasugara:

Y ha lim,,_,» /|a,| # 0,

4 llmn_)oo |anl

Ra = 0 ha limy,_x +f]a,| =0

\ 0 ha lim,_e 1/ |a,| = o

Cauchy-Hadamard tétel: Adott a: N—C sorozat és a hozza tartozo konvergencia sugar (Ra). Ha
|z| < Ra akkor Pa(z) konvergens. Ha |z| > Ra akkor Pa(z) divergens. (A tétel a |z| = Ra helyen
nem mond semmit).

16. Fourier-sorfejtés

Def.: Ha feR([0,2x], R) akkor (F(f))(x) = ag + Xpeq ay - cos kx + Ypey by - sin kx

az f fuggvény Fourier sora, ahol a Fourier egylitthatok:

- ap = ifoznf(x)dx
- = %foznf(x) cos(kx) dx
- be =7 f(x) sin(kx) dx

AlL: f: R—R 27 szerint periodikus és kétszer folytonosan differencialhat6, ekkor f Fourier-sora
egyenletesen konvergal f-hez.

Biz.: A weierstrass tétel alapjan azt kell bizonyitani, hogy Y a; és ). by, is konvergens. a; =

[y" £ @) cos kx dx = £ (x)

sinkx

] ——f f(x)smkxdx——-f f'(x)sinkx dx =

— % ([—f’(x) %]0 + %foznf”(x) cos kx dx) = - fOZﬂ f"(x) cos kx dx. Mivel £ folytonos a

ZnK

[0,2%] kompakt halmazon ezért 3 K szam mellyel f6liil lehet becsiilni. |a,| < = f K-1ldx=—
k

Tehat konvergens. Y.y, |ax| < Xr- 1 K < 0, by hasonléan.

Dirichlet-féle lokalizacios tétel: f: R—R 2 szerint periodikus; a€R. Ha 3 lim,_,, f(x), 3

lim,_,,_ f(x) és 3 5>0 Ggy hogy f monoton ]a-d, a[ és ]a, a+d[ tartomanyban, akkor
(F()) (@) = =eelmme=t,
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