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1. Folytonos idejii, linedris, invarians

rendszerek periodikus allanddsult allapota
(tananyagbdl kikeriilt fejezet)

I. A periodikus jel

Adott x(t) jel periodikus, ha létezik olyan T érték, melyre minden t esetén
x(t +T) = x(t). Alehetséges T értékek minimumat az x(t) jel periédusidejének
nevezziik.

Jellemzéi:

2n R . ; 1 .
a. wo=-,az alapkorfrekvencia, mig f, = Az alapfrekvencia.

b. (Egyszerii) kozépérték:

T

Xy = %f x(t)dt

0
Megadja az egy periédusra vonatkoz6 atlagértéket.

Ha x(t) = i(t) periodikus aram, akkor Q; = I - T - egy periédus alatt
ataramlo toltés nettd értéke.

c. Valtakozé 6sszetevd:
X)) =x(t) — X,

Egy konstans jel valtakozo 6sszetevdje zérus.
d. Abszolit kozépérték:

T
1
Xo =17 [Ix@lae
0

Ahol |x(t)| a kétoldalasan egyeniranyitott (full rectified) x(t) jel.
x(t) egyoldalasan egyenirdnyitott, ha értékkészletébdl elhagyjuk a negativ értékeket.

o _ .\\ 7 7‘ -».\. \/// \\//’ \\\// 7\\\\/' "‘\}\/
S o
\\\-7 P e N - ~ |

kétoldalasan egyeniranyitott x(t) jel

egyoldalasan egyeniranyitott x(t) jel



Fenyvesi Rdbert és Dudas Marton — Jelek és rendszerek 2.

e. Effektiv érték (RMS - Root Mean Square, vagyis négyzetes kozépérték):

T

1
Xerr = Xpus = ?f x2(t)dt
0

Fizikai jelentése, egy olyan konstans jel, melynek teljesitménye egy
periddus alatt megegyezik az adott jel teljesitményével.

Ha egy Ohmos ellenallast (R) és a rajta 4tfoly6 dramot (i(t)) tekintjiik,
akkor a teljesitményt a kovetkezé modon kapjuk Py = ngff.

A halézati fesziiltség esetén 230V az effektiv érték, mig a maximuma
325V.

f.  Alakijellemzgk:

KXerr
Xq

Formatényezd: ky =

X
Cstcstényezd: ky, = X—"‘ ahol X,,, = max{|x(¢t)[}
eff

Torzitasi tényezé (1d. kés6bb)
Az alaki jellemzdk a szinuszostol valé eltérés mértékét mutatjak meg.
Példa: Szamoljuk ki az Gijonnan definialt értékeket az x(t) = X cos(w,t) jelre!
_2m _2m 1w
T ST =TTy

Wy T

Gyakran hasznaljuk szamitasok soran a kovetkezét: w, + T = 2.

wo
T 5 ‘
17 . Xsm?T—smo
Xo :?chos(a)ot) dt :FT: 0
0
£(t) = x(t) — Xo = X cos(wot)
T 1
T N n R —5 .
1. X Xsing—sin0 2
X, :Ff|Xcos(wot)|dt :F4fcos(wot) dt = 4FT:EX
° 0 2T
T
T T — X
L[,z X2 2 X22T —sin(4n) X
Xesr = 7fx (t)dt = chos (wot) dt = TTZE
0 0
x
_Xe;r _ B _ W
kf = ==
Xq 2 22
s
X X
km=—m=7:\/§
Xeff X
V2
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II. Fourier-sor

A két végén rogzitett hur problémajat d’Alembert, Bernoulli és Euler Fourier-sorfejtéssel
oldottak meg, mig Fourier a testek h6aramlasat tudta ily médon modellezni.

Alap elképzelés, hogy egy periodikus jelet bontsunk fel adott frekvencidjt szinuszok és
koszinuszok dsszegére.

1. Alakjai:

a. Matematikai valés alak (ld.: Matematika A2a):

© 27
X(®) = Xo + ) [X cosCkwgt) + X sin(kaot)]  ahol wy = 5
k=1
| T
Xo = ?f x(t)dt ,ajel egyszer(i kozépértéke
0
T
2
X4 = Ff x(t) cos(kwyt) dt
0
T

p_2 .
X, = T x(t) sin(kwyt) dt
0

b. Mérnoki valos alak:
A matematikai valds alakban megismert azonos frekvencidju koszinuszok

és szinuszok helyettesithet6ek egyetlen szinusszal, vagy koszinusszal és
egy fazistolassal, mely egyszer(isiti szamitasainkat.

(o]
R Im
x(t) = X + Z X cos(kwyt + py), ahol 1
k=1 XL' Re,
- pk,'.
X = f(x;;‘ 24+ (XB)2 ‘
XB v B >
Pr = —arctan—’j1 -1 Xy X}
Xi;
X=X
k = Ak COS Pg
XE = X, sinpy
X, a jel egyszeri kozépértéke Amérndki vals alak egy

lehetséges elképzelése
X1 cos(wgt + py) ajel alapharmonikusa

Xy cos(kwot + pg) ajel k. felharmonikusai
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A matematika és mérnoki alak ekvivalenciaja trigonometrikus
azonossagok alapjan bizonyithaté:

x() = X, + z (X2 cos(kwot) + X sin(kwot)] =
k=1

X4 X .
=xo+z /(x;‘)u(xf): [4()(:)2: (X’f)zcos(ka)ot)+—(x’f)2: (XE)Zsm(kwut)

k=1

() (o) —1- 200
Tar o) T\Jameany) T
_ Xi
T DT+ &)

x(t) = X, + Z X2+ (XP)?2 [cos(§) cos(kwot) + sin(€) sin(kw,t)]
=1

=Kot ). [0 + (XD [costhkagt = £)]
k=1

Tehat:
o= [ + gy

c. Komplex alak:

Az egyiitthaték szamitasa egyszeriisodik a komplex alak bevezetésével,
valamint komplex értékd jeleket (pl.: fesziiltségeket, aramokat, vagy
elektromagneses hullamokat) is kezelhetiink.

Belathato, hogy valds jelekre ekvivalens az eddigi alakokkal a kovetkezd:
()= ) xfeskoot
k=—c0

T
1 .
Xt = Tff(t)e‘/k‘“ﬂtdt
0

Ha x(t) valds, tehat x(t) = (f(t))*, akkor X, = (X,f)* konjugalt parok.

T T T *
1 . 1 . 1 . B
XS = Fff(t)eﬁ(*")“’ﬂfdt = Fff(t)e”“"ﬂtdt = <7f (x®) e”““ﬂ‘dt) = (x£)
0 0 0 =x(t)

Valés jelekre a kovetkezo attérések igazak az alakok kozt:
Xo = X§

Pr = arg(X,f )
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Attérések bizonyitasa:

1 T X Euler—alak 1 T
Xx§ = Tf x(t)e Jkwotgy 2 ?f x(t) (cos(kwyt) — j sin(kwyt))dt =
0 0

T T
1 1 ) X
= ?J. x(t) cos(kw,t) dt —j?J’ x(t) sin(kwot) dt = 5=
0 0

X = /(X,f)2 + (X2 = 2|x{|

px = arg(X{) (d.: korabbi dbra)

XP
>

2. Fourier polinom és konvergencia:
a. N-edrendi kozelités:

Kozelitsiik a jel Fourier-sorat az elsé N darab tagjaval:

N N
x(t) = xy(t) := Z XE efk@ot = x, + Z)?k cos(kwot + py)
K=—N k=1

Komplex esetben az 6sszegzés — N-t6l N-ig végezendd!
Definialjuk a négyzetes kozéphibat a kozelités hibajanak becsléséhez:

T

1
Hy = T '[ |x(t) — x5 (t)]|?dt, ezt nevezhetjiik a hiba energiatartalmanak
0

A hiba mértékét mas médon is mérhetjiik, példaul:
Abszolut hiba, hy = max|x(t) — xy(t)|
b. Konvergencia jellege és sebessége:

l\l]im Hy = 0, az el6bbiekben bevezetett négyzetes kozéphiba, minden

periodikus jel esetén tart nulldhoz.
Az abszolut hiba azonban csak folytonos periodikus jelek esetén tart
nulldhoz, azaz Allim hy =0 o x(t) € Cla, b] és 3T, Vt-re,x(t — T) = x(t).

- 1
Ha x(t) m — szer folytonosan derivalhat6, akkor X, = 0 (W)

1 . . . .
azaz — rendben tartanak az egyiitthatok nulldhoz, tehat
fm+2

lim k™%X, = 0
N-o
Par esetet megvizsgalva:

. - o 1—(=DF 1
m = 0 (pl.: haromszogjel) - Xy = ez s 0] (ﬁ)

P o 1-(=DF 1
m = —1 (pl.: négyszogjel) = X, = ]k—n =0 (E)
m = —2 (pl.: T-ként periodikus §(t) - §(t — nT)) - X, = 0(1)
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3. Dirichlet-féle kozépértéktétel és Gibbs-effektus:

Vizsgaljuk meg, hogyan viselkedik szakadassal rendelkezé jelek Fourier-sora és
Fourier-polinomja.

Tegylik fel, hogy x(t)-nek véges (els6faji) szakadédsa van t;-ben, tehat
x(ty —0) #x(t, +0); x(t; — 0),x(t; + 0) €R

Dirichlet kozépértéktétele szerint ekkor a Fourier-sor a szakadasi helyen felveszi
a kétoldali hatarértékek szamtani kozepét.

x(t; —0) + x(t; + 0)
2

Fourier-polinomos kozelitésben az elséfajii szakadasi helyeken tullovés, Gibbs-
effektus 1ép fel, melynek mértéke a kovetkezd szerint kozelithetd:

I\IIim [x(t; £0) —xy(t;y £ 0)] = 0.089 - |x(t; +0) — x(t; — 0)]

limxy (ty) =

1 1 T ] ¥

szakadassal rendelkez§ jel Fourier-polinomja a tillovés kinagyitva

A tullovés mértéke csokkentheté Lanczos Kornél médszerével:

. n(2)
Xl = Ko+ Y 2t [xa cos(kwot) + XF sin(kaw,t)]

a tillovés Lanczos-féle o kozelitéssel
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Példa: Fejtsiik sorba az 50%-os kitoltési tényezdjii, 0 kozépértékii négyszogjelet:

ro |

-1

50%-os kit6ltési tényezdjti, 0 kozépértékd négyszogjel

1 T 1 2 T
XO = Tf X(t)dt = T f 1dt + J‘(-l)dt =0
0 0 T

z

Ami természetesen a szimmetriabol kovetkezik, és ranézésre is
megmondhato.

1 .
Komplex alakot hasznalva: X,f = Tf x(t)e Jkwot gy,

0
T
z T —jkm —jk2m —jkm
X¢ :lfe—jkwotdt_lfe—jkwordt _lelMolme e
T T kg
0 T
2
_1—coskm _ 1-(=1D*
T jkm T jkm
0,k=2n
xC€ =1-2j nEeL
K {—J,k =oam+1"
km
0,k=2n ki 4
X, =14 MNETL xt:0+z—sin 2k + Dw,t
{8 oy € O =0 ) Nk D]
k k=0 cos[(2k+1)w0t—E]
0,k =2n
=] =
Pe=1_L k=on+ 1L
2
j\(j,- :1 Pk «
' “Afo1 33356878 91011121314151617
| ™
. 2
17012335678 91011121314151617
Fazisszogek

Fourier-egyiitthat6k

10
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4. Parseval-tétele:

Ha x(t) = X, + Z Xy cos(kwot + ay) és y(t) =Yy + Z Y cos(kwot + B)
=1 =1

1 10U, o
akkor: TJ‘ x(t)y(t)dt = XOYO + Ez XkYk cos(ak - ﬂk)
0 k=1

Bizonyitas:

x(D)y(t) = XoYy + X Z Y cos(kwot + Bi) + Yo z Xy cos(kwot + ay) +
=1 =1
o oo
+ Z Z ¥, cos(kwot + ay) cos(lwot + B;)
k=11=1
T

T T
1 1 1 -
Tf x(t)y(t)dt = fooyodt + Tf Xo Z Yy cos(kwot + By) dt +
0 0 0 k=1

Z Z XY, cos(kwgt + ay) cos(lwgt + B;) dt

k=11=1

+

~| -

~ie
o,

T
f Yy Z Xy cos(kwot + ay) dt +
0 k=1

Sziikségiink lesz az egyes integralok értékére, melyeket levezetiink:

T o T
1 - X -
Tf Xo Z Yy cos(kwot + i) dt = TOZ f 'k cos(kwot + i) dt =
0 k=1 k=10
B xoi Pelsin(2km + Bi) —sinfi] _
T Pt kwg -

Xy cos(kwot + ay) dt = 0 az el8z6 alapjan

~im

O
=

s

=
Il

1

Z)?k?l cos(kwot + ay) cos(lwot + B;) dt =

=1

~i -
O
[

=
Il
-

i
~| =
[

XY, cos(kwot + ay) cos(lwgt + B;) dt =

D]s
o —

=
Il
=
Il
=

29 cos((k —Dwot + ay — ﬁl) + cos((k + Dwot + ay + [s’l)
(28
2

dt =

]
=
[
D1s

o

=
Il
=y
Il
=y

k=1 ket
2T wg

=0

[ v v ‘ cos(ay — B;) + cosRkwyt + ay + )
| TZZJ’Xk?I (e = B) 2( o Kk ﬁl)dt,hak:l |

= { k=11=10 } =
{2;0:1 ;x;l XAR?[ sin[ay—Bi+2m(k—1)]-sin[ay—pB] + sin[ay+Bi+2n(k—1)]—sin[a+B] }l

1w o o Cos(ayg — ¢ P
=_ZTXkYkM=_ZXkka05(ak_.Bk)
T 2 24

11
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a. Felhasznalasai:

A jel effektiv értéke kifejezheté harmonikus 6sszetevéinek effektiv
értékével:
Legyen y(t) = x(t), ekkor Parseval-tétel alapjan:

T s

=] x? =X2 . =X2+=) XZ=x2 Zk
fo(t)dt o f 0+ZE f 0+§ =

0 k=1 k=

2

=

A jel effektiv értékét kozelithetjiik is ilyen mdédon:

XO) =Xy > X\ = X,

5 X
XM (@) = &, cos(kwot + py) = Xe(}l} = \/_%

Kepr = Xnefr i=

Példa: Hatarozzuk meg az R = 101} ellenallason foly6 aram
effektiv értékét, ha fesziiltségének id6fiiggvénye:

u(t) = [80 + 120 cos(wgyt) + 40 cos (3w0t - g)] 14

gy () @)
of = R 10Q

Sorfejtés hibajat a mar definialt kifejezéseken kiviil becsiilhetjiik az
effektiv értékek segitségével is, az alabbi képlettel:

=124

= TerMerr . 1009,
Xefs

&

Haromszog jel esetén példaul, a 3-ad rendi kozelités hibaja:
&3 = 0.015%

Torzitasi tényezd (THD-total harmonic distortion, klirrfaktor):

() - () - ()’
X

THD, (= ky) =

) (1)
eff Xeff

Klirrfaktort gyakran gy definialjak, hogy az alapharmonikus
effektiv értéke helyett a jel effektiv értéke szerepel a nevezében.

Nemlinedris elemek esetén, periodikus, de nem szinuszos jelek
felharmonikusainak teljesitményét viszonyitja az alapharmonikus vagy a
teljes jel teljesitményéhez.

12
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5. Sorfejtés numerikus mddszerrel:

a.

FFT (Fast Fourier Transformation):

Vegyiink a jelb6l L darab mintat, ezeket tekinthetjiik egy L dimenziés
vektor koordinatainak. Mivel a jel komplex értékii is lehet, ezért legyen
a és b két L dimenzidés komplex koordinataju vektor (g,g € (CL). Ekkorb-
t, mint a gyors Fourier-transzformaltjat, a kovetkez6 képpen kapjuk:

L-1

. 21
é = FFT(E) _>Qk.+1 = Z Qm+1e_]ka.k = 0' ,L -1

m=0
Tehat b (k + 1). koordinataja kifejezhetd a-bol a fenti kifejezés alapjan.
Az algoritmus hatékony, ha L = 2". A MATLAB utasitas: y=fft(x).

Jol lathaté, hogy az FFT algoritmus egy linearis transzformacio, matrixa:

/1 1 1
2T . 21
-5 —jL-1)=—
FT =| 1 e L . € L

\1 P [ N
Ebbélb = FFT - a.

Ha el akarjuk végezni a matrixszorzast, az L? darab szorzast és L(L — 1)
Osszeadast eredményez. Csokkenthetjiik a miiveletek szamat, ha
kozelebbrdl megvizsgaljuk a koordinatakat. A miivelet végrehajtasanak
ideje O(L?)-r8l O(L - log, L)-re cs6kkenthetd. Legyen L = 2" és
definialjuk a p(x) = Y52 a;x* polinomot. Ezen polinom el8all, mint
p(x) = (@g + azx? + ) + x(ay + agx® + ) = po (¥?) + xpo (x?).

—j2 b; = pe(wlzvi) + wlivpo(wlzvi) . L
Legyen w;, = e 'L, ekkor b = (b)" ,i=0, oy 1.

Ezt a mddszert Danielson-Lanczos algoritmusnak nevezik, mellyel elég
csak a b;-k felét kiszamolni, mivel a tébbi mar konjugalt parként ad6dik.

b. Fourier-sorfejtés:

Bontsuk fel a periodikus id6fliggvény egy T periddusat L darab apro At
egységre. Ekkor:

T
T=L'At—)At=Z

Kozelitsiik a komplex alaku Fourier-egyiitthatot a kovetkez6 modon,
hasznalva az el6z6 egyenldségeket:

2km .
X¢ 1fT (DeTkwotdt 1 S (i e ¥ AL Hxi(i .%)e_lTl
= — = . T L =
e = ) xe L-Atzx Lrave Z L
0 i=0 i=0
Ha az el6z6 pontbdl a; 1 = x(i - At), és Q-ti@ alakban definialjuk,

L
akkor X¢ = by,1,k =0, ..., L — 1. Valéjaban elég az algoritmusnak

csak k = g-ig futnia, mivel b;_, = (b)*

13
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III. Linedris invarians rendszer gerjesztés-valasz kapcsolata
periodikus allanddgsult dllapotban

1. Valaszjel szamitasa:

Adott frekvenciaju gerjesztés esetén a linearitasbél kdvetkezden a valasz is
ugyanolyan frekvenciaju peridédikus jel. Matematikailag:
FI, LI

5”(”_ H(]..d) _y(f)_

linearitas

x(t+T)=x(t),Vt > y({t+T)=y(),Vvt

Vegylink egy tetsz6leges periodikus gerjesztést, melyet kozelitsiink a Fourier-
polinomjaval. Ekkor a valaszban csak ugyanolyan frekvenciajui tagok
fordulhatnak el6. A gerjesztés-valasz kapcsolatot a kovetkez6képpen irhatjuk le.

A gerjesztés egyes felharmonikusainak feleltessiink meg egy-egy komplex
értéket, igy a komplex szamitasi modot alkalmazhatjuk. Minden frekvencian
meghatarozhatjuk a rendszer atviteli tényezgjét, mely szintén egy komplex érték.
A valasz adott frekvenciaju dsszetevdi a megfelel komplex értékek szorzatabol
fejezhetdk ki. Tehat matematikailag:

Xo k=0

N
x(t) = Xo + ZXk cos(kwot + px_k) - Xy = {)?keipx.k, k>1

k=1

Hy, = H(jw)|w=kw, = H(kwy), ekkor
Yy =Hy Xy - Y cos(kwot + py )

Y = |H(kwo)l - X

Pyk = Pxk T arg(H(jka))
Szuperpozicié elvét hasznalva:

yt) =Yy + Z Y cos(ka)ot + py,k)

k=1

y(t) = Xy - HGO) + z X H(kwo) cos[ka)ot + (Px,k + arg(H(jka)))]
k=1

2. Linearis kétpolus teljesitményei periodikus allapotban:

Vt,u(t +T) =u(t) & Vt,i(t +T) = i(t) i(t)
—b

a. Pillanatnyi teljesitmény: P(t) = u(t)i(t)
b. Hatasos teljesitmény: Parseval tétel segitségével u(t)

T o

1 1 P
p= ?f w(®)i(t)dt = Uply + EZ Tyl cos (@, — Be)
0 k=1 Qi.faziszog

P= Z Py, A teljesitmény nem minden esetben szuperponalhat6, de
k=1
ebben az esetben, szinuszos 4llanddsult allapotban igen.

14
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Példa: Adja meg a kétpélus hatdsos teljesitményét, ha az drama és fesziiltsége i(t) =
[2 + 5sin(wt) + 2sin (Zwt + %)] Aés

u(t) = [10 + 3cos (wt + %) +8 sin(3wt)] %4

Csak azon frekvenciaju tagok jonnek szamitasba, melyek mindkét id6fiiggvényben
megjelennek, igy se a kétszeres se a haromszoros frekvencidju tagokhoz nem
parosul hatasos teljesitmény. Tehat:

_ 1w PO _ 1 5 TOm 5
P—UOIO+EkZlUkacos(ak—Bk)—2-10+E- -3-cos(—5—g)—16.2 w

Felhasznaltuk, a fizissz6g szdmitasakor hogy sin(x) = cos (x - g)

Példa: Szamitsa ki az i(t) = [4 cos(wgt) + 3 cos (Zwot + g)] A aramu soros R-L kétpdlus
(R = 10Q, wyL = 4Q) hatdsos teljesitményét.

A soros RL kor egyetlen nem nonenergikus eleme az ellenallas, igy a hatasos
teljesitmény megegyezik az ellenallas altal disszipalt teljesitményével:

R
Py = Pg = RIZ;p = 2(42 +3%) = 125w

Példa: Tekintsiik a kovetkezd halézatot. Fejezziik ki a gerjesztés-valasz kapcsolatot a
komplex szamitasi mdd segitségével (Atviteli karakterisztika). Hatarozzuk meg a valasz
kozelitd értékét az abran lathaté gerjesztésre. Szamoljuk ki a rendszer hatdsos

teljesitményét.
i e L R =101 = O.Qlkﬂ
—
. Ufp =045
uit) R R . N N .
L =0.5H '1‘ T=45
2
C = 4uF

A feladat megoldasahoz az allabi koherens egységrendszert hasznaljuk:

krad
k2, mA,V,uF,H,ms,

,mW]

Atviteli karakterisztika kifejezése:
FI. LI x(t) = us(t)
x(t . y(t
O i) M =i

15
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1 1 jw _ jw

== . 2
i 2 L)z 4R L jw)? + 0.02jw + 0.5
R+jwl + Tot (Jw)? + T (w) J

1
z

Pl =»

H(jw) =

16
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Gerjesztés Fourier-sorfejtése:

krad

Az abrardl leolvasva T = 45ms, tehat w, = 2?71 =0.14 .

Szimmetria okokbdl US, = 0.5
3 1

T
2
(Et + 1) e Jkwotdt f (—Et + 1) e‘f"“’vfdtl =
T T |
0

—c

U, = u.(t)e Tkwot gt |
sk T 5( )e = Tl

T T J
2 2
T
. . ; 0 . . . z
e—Jkwot 2e-Jkwot  pgjkwot e—Jikagt 2e—ikwot  pe=jkwot]Z
1| |2t——= [——+— 2t [+ =
i —Jkwo —Jkwo —Jkwo + —Jkwo —Jkwo —Jkwo —

T T T
\ . y
2
e—jkwot] =
0

. 0
2t +Tjkwy + 2 e-ikoot| 4
szwg T

(=2t + Tjkwy —2
k2T w?

1
T

_ Tjkwy + 2 — 27K — 27K —Tjkwy +2  4—(—4F 1 (=D
B k2T2w? T k24m?2 T k2n?

Hany tagot vegyiink figyelembe?

1
Users = 5V = 0.57735V

k

k
2
Usiers = UZJ“Z(UeUg‘) = U§+27k= U§+22|sz|z

i=1 i=1 i=1
Usserr = 0.57718V, & = 0.03%
Ugsers = 0.57733V, & = 0.005%

A gerjesztés kozelitése mérnoki valés alakban a kovetkezd:

4 1 1
ug(t) = 0.5+ F(cos(wot) + 5cos(3w0t) + Ecos(Swot))

Valaszjel szamitasa:

k ﬁs,k = ZUSC,k w = kw() ﬁk = H(]k(l)o) _k = ﬁk_s,k
0 0.5 0 0 0
4 ) )
1 = 0.14 0.5811e1-56J 0.2355¢1-56J
T
4 . .
3 — 0.42 2.5805e154/ 0.1162e154
92
4 . )
5 0.7 74.0284e%73) | 1.2030e%73/
2512
4 ) )
7 — 0.98 4.2896e~157) | 0.0355e 157
49m2
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Az el6z6 oldali tablazat utolsé oszlopaban szerepld komplex értékeknek megfeleltetve
az id6éfluiggvényeket a vélasz a kovetkezé formdaban adddik:

i(t) = 0.24 cos(wot + 1.56) + 0.12 cos(3wyt + 1.54) + 1.2 cos(5wyt + 0.73)

krad

S
értéket kapunk, mivel ez a frekvencia kozel esik a rendszer

rezonanciafrekvencidjahoz, igy az atviteli tényez6 itt meglehet6sen nagy.
Az effektiv érték alapjan szamolt hiba gyorsan csékken, mivel a Fourier-
polinom effektiv értékben gyorsan konvergal. El6fordulhat, hogy bar
becslés alapjan bizonyos frekvenciak elhagyhatéak, azonban a rendszer
atviteli tulajdonsagai miatt ez az elhanyagolds mégsem megengedhetd.

Abrazoljuk az [I(jw)| — ¢
I(jw) = HGw)U(jw)

U(jw) = 2U,f|k=& helyettesitéssel kapjuk, mely nem pontos!

@

Vizsgaljuk meg a valaszt! k = 5-nél (w = 0.7 korfrekvencian) kiugré

jw 4
(jw)? +0.02jw + 0.5 (ﬁ)z 2

Wo

I(jw) = 2

- . w?
1G] = (1)2 R \/0.0004102 + (0.5 — w?)?
wo T
krad
S

-nal van

|7(]'a))| maximuma w = 0.707

T | Fiw) |

[ Commented [MD1]:

. b . -
014 028 042 056 07 QB4 098 112 126 14 154

Hatasos teljesitmény - Parseval tétel alapjan
14 0.12 1.2
Pric =0.5-0+ mz 0.24 cos 1.56 + 5 cos 1.54 + 2z cos 0.73[ = 0.00786mwW
s

RLC kor egyetlen nem nonenergikus eleme az ellenallds, igy a hatasos
teljesitmény megegyezik az ellenallas altal disszipalt teljesitményével:

Pruc = Pr = RlZ; = 2(0.242 + 0.122 + 1.2%) = 0.00756mW
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2. Jelek és rendszerek altalanos leirasa
a frekvenciatartomanyban

I. Folytonos ideij(i jelek Fourier transzformacidija

Periodikus jeleket mar tudunk kezelni a Fourier-sorfejtéssel, azonban alkalmazasaink
esetén el6fordul6 jelek nem feltétleniil periodikusak. Az eddig megismert médszereket
altalanositjuk a tovabbiakban. Feleltessiink meg egy nem periodikus jelnek egy olyan
periodikus jelet, mely egy fél periédusban az adott jel, egyébként zérus. Amennyiben a

periédusidét tart végtelenhez, el6all az eredeti fiiggvény.

0T T 7 T_UIT
2 | 2

z(t) 21(t)

IR

x({%}),kTStS (2k+1)§

x(t)nem periddikus jel, legyen x;(t) = T
0,(2k+1)EStS (k+1)T

x7(t) Fourier-sora:

T
2

¢ . 1 . 2w
xr(t) = Z X%ke]k“"’t,ahol X%k =7 JxT(t)e_J’“"Otdt és wy = T
T

k=—0o0

2

Vezessiik be a kévetkezd jeldlést: Xr(jkw,) = X§, - T, ekkor

) = 1X kow,y)elkwot :i X7 (kw,y)elk@ot
Xr T r(kwo)e oy r(kwg)e Wo
k=—c0

k=—o0o

lim wy = 0(= dw), infinitezimalisan Kicsi
T
_}im kwy = w, folytonossa valik

oo

_}im Xr(jkwo) = X(jw), ezen kozelitések nem teljesen korrektek matematikailag
oo

19
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[}

L i Xr(kwg)elk@otw, — L f X(jw)el“tdw

2m L T 0 0 15w 21
Definialjuk az el6bb levezetett 6sszefiiggés értelmében, az Inverz Fourier
transzformaciot:

[ee]
1 )
x(t) = — f X(jw)e!® dw = F~{X(jw)} ,ahol X (jw)az x(t)spektruma
21 —
oo Inverz Fourier
transzformacié
A Fourier transzformacidt az inverz transzformaci6 segitségével definialjuk. A spektrum
meglétének elégséges, de nem sziikséges feltétele a jel abszolut integralhat6saga, ekkor a
spektrumot az alabbi képlettel szamolhatjuk:

X(jw) = fx(t)e‘f‘”fdt = Fl{x(t)}

F{x(t)} = X(jw) az x(t) jel spektruma, melynek abszolut értéke a jel amplitido
spektruma és argumentuma a fazis spektrum.

X(jw) - a spektrum
K(w) = |X(jw)| - az amplitidé spektrum
¢(w) = arg(X(jw)) - a fazis spektrum

Lemmak:

17 I . 17 .
* . . Jjwt - w(: —jwt - w(_(_+ (—jw)t —
x*(t) 7 fX(]m)e dw} 7 fX (w)e dw 7 fX ( ( ]a)))e dw

=FHX (mjo)} - Fx' ()} = X' (—jw)

x(t) valés & X(jw) = X(—jw)* (konjugalt parok), ebbdl adédban
[X(Gw)| = |X(—jw)| - paros fuggvény és
arc(X(jw)) = —arc(X(—jw)) - paratlan fiiggvény.

x(t) paros és valés & X (jw) tisztan valds
x(t) paratlan és valés & X (jw) tisztdn képzetes

Bizonyitas: x(t) valés - x(t) = x*(t) » FH{X(jw)} = FH{X*(—jw)}
FHX(w)} = F HX (mjw)} = 0 > F H{X(jo) — X*(—jw)} = 0
X(jw) — X*(—jw) =0 > X(jw) = X*(—jw)

x(t) = x(—t), tehat x(¢) paros, akkor X (jw) = X(—jw)

x(6) valés — X(jw) = X*(—je) }X*("“’) =X(jo) > X(jw) €R

x(t) = —x(—t), tehat x(¢t)pératlan, akkor X(jw) = —X(—jw)

x(t) valés » X(jw) = X*(—jw) }X*(ja)) = ~X(w) = RelX(jw)}

x(t) id6korlatos, ha adott id6intervallumon kiviil az értéke azonosan nulla,
tehat: x(t) id6korlatos & 3IT:x(t) = 0,|t| > T

20
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x(t) savkorlatos, ha adott frekvenciaintervallumon kiviil a spektruma azonosan nulla,
tehat: x(t) sdvkorlatos & 302:X(jw) =0, |w| > 2

Példak:
+0

1. F{5(@)} = J’ S(t)e Jetdt = f S(t)e jotdt =1
- -0

o

2. Fle(t)e ¥} = f e e iotdr = f e~(@tjodtygy —
0

e—(a+jco)t :|°° 1
0

—(a+jw) :a+jw
0
X(w) = ——
va? + w?
1
- (83
- .
7 AN
,'/ \\“\
- | e — 1
Amplitidé karakterisztika

arc(X(jw)) = arc(1) —arc(a + jw) = — arctan%

|

|

|
|
|
w3

9
Fézis karakterisztika
3. x(1) ) > X(jw) Z
. S - =
x sgn (w i

t
x(©) = sgn(®) = Jim [“i”'f <0
e nNt>0

0 S it 0 it *
L o en /® e N I®
X(jw) = lim —ene /Otdt 4+ | e"NeJOdt | = lim | |-7 +|—
N-oo N—ooo i jw i e
o 0 N w N 0

) 1 1 2

= lim - 71 =—

Noo\ ——jo —+jw) J@
N N

4.x(t) = 1, nem abszolut integralhatd, mégis 1étezik Fourier-transzformaltja.
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1 [ . .
X(jw) = 2n8(w), mert x(t) = 7 J 28 (w)e/“tdw = e/¥0 =1

—co

22
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1
t x@®)=¢e(t+T)—e(t—-T)
_T T
Ablak
T — . )
. i e~jwt e JoT — gjoT sin T sin wT
() = f le™@tdt = |— = - =2 =27
“r —jw -T —jw w wT
Zérus helyei: wT = kr > w = k?”
. sin wT
lim 2T = 2T
w-0 T

sin wT

-1 1 +2
Burkolé: 2T — < 2T < 2T — — a burkl6 tehata —
wT wT W

wT
X(jw) ]t
T

27
T

i.

Spektrum és amplitidé karakterisztika

o)

Fazis karakterisztika
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0 sin(2t)
=————,aholQ ER
t
* 2 sin(2t . 1 (® sin(2t .
oy = [ 2D gy L[ )y,
_o T Nt © ot =
w=t

1 (~®_ —sin(Qw) . 1 (*_ sin(Qw) .

R T pltw E— T pwt =
ZHL 20 0o ¢ dw znf_wZQ 00 ¢ dw
=g(w+ Q) —e(w—-0Q)

~

-0 Q2

Jol lathato, hogy ha egy id6fiiggvény és egy spektrum jellegre hasonlo, akkor

az id6fiiggvény spektruma megegyezik a spektrumhoz tartozd

idéfiiggvénnyel. Ez altalanosan igaz:

X(w)
2

=y O -G = [y©e e = o [ XGRTa0 = x (M-
t -0 t: —o0

=
=a 21
w:=T

w=

[

2
7. Gauss-gorbe: x(t) = e~(@?® X(jw) = ge_(ﬁ) a spektruma szintén Gauss-gorbe

/ AN 7 .
— S t, J— .

Gauss-gorbe és spektruma

kitevé
© © teljes négyzetté ) © 2
? —a?(t2+j% alakitasa N —a?(t
X(w) = fe_('mze_”‘”dt= fe « ([ +’nzzt)alt = e 1a? fe a ([Hzaz) dt =
“oo —o —o
iz o
1 w1 VT ey
= e 4a?— f e Wdy = e @~ f e Wdy = —e_(zu)
= L a a a
wealior) @ ) 2
=1 2a2
dtfadu N
© © © © o
— —x? 2 _ —x? -y2dy = —(x2+y?) -
I= | e¥dx—->1°= [ e™dx | eVdy= e dxdy =
“oo “o “o —o0 —o0

(;) = (ZZ?SZ )~ dxdy=| 6 S0 | 4 = rarae

2n

o 2m 1 © 27!1 1
:f fe’rzrdrdezf [——e*rz] d9=f—d0:—2n:n—>l=«/5
2 o 2 2
0 0 0 0
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Fourier-transzformaciora vonatkozo tételek:
a. F{ }ésF 1 }lineéris operatorok, mert droklédik az integralés linearitasa.

Flepx1 () + c2x2(0D)} = o F{x1 (D} + 2 F{x2(£)}

©

Bizonyitas: F{c;x;(t) + c,x,(£)} = f(clx1 (®) + cx,())eJ@tdt =

—o0

=c f x1 (e J@tdt + ¢, f X (e I0tdt = ¢; F{x; ()} + e, F{x,(£)}

Alkalmazas: x(t) = e(t) = %(1 +sgn(®)) - X(jw) = n8(w) +jiw

b. Eltolasi tétel:

Fix(t —T)} = e J°TF{x(t)}

Bizonyitas: F{x(t — T)} = f (t = T)eIotde = g=oT f x(t = T)e Jot-Tgp =

—o0 —o0

= e JOTF{x(t)}

; sinwT
Alkalmazas: x(t) = e(t) —e(t — 2T) - X(jw) = e J®T2T ——
korabbi wT
példa Tim
alapjan |
x(t)
11
Re
t
T 2T
X (jw)
Eltolt ablak Nyquist
diagramja
c. Modulacié:
T{ef“’otx(t)} = X(j((u - wo)), ha F{x()} = X(jw)
Bizonyitas: F{e/¥otx(t)} = f elwotyx (e Jotdt = f x(£)e @00t dt = X (j(w — wp))

Amplitid6 modulacié (AM)

vive
x(1) y(t) frekvencia
y(®) = x(t) cos (g t)
N N e’
modulalt vive jel
jel

1, . . 1 . 1 .
y(t) = x(t)z(ej“’ﬂt + e iwot) = Ex(t)e”‘"’t + Ex(t)e‘”""t

Y(jw) = % [X(j(w + wp)) + X(j(w — wp))]
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Szemléltetés: tegyuk fel, hogy x(t) sdvkorlatozott, |wy| > Q

I

Zun— QW-M-” +9

Wy — !!W-»‘u +8

Eredeti és amplitidémodullt jel spektruma

Demoduléci6:

z(t) = y(t)2 cos(wgt) = x(t)2 cos?(wpt) = x(t)(1 + cos(2wyt))

Y(jw) = X(jw) + % [X(j(@ + 2w0)) + X(j(w — 2wy))]

2 — szW‘zw-” +0

Demodulilt jel spektruma

Alkalmazas: periodikus jel spektruma

e/t 4

|

F{cos(wot)} = T{

2

e Jwot

}= 6 (w + wg) + 16 (w — wy)

X(jw)

|

—wn

wo

Koszinusz fiiggvény vonalas spektruma

Ha x(t) = X, + X; cos(wyt
akkor X (jw) a kovetkez6:
Xomw

X7

X

f

IX:: T

+ p1) + X5 cosQwpt + py) + -+,
X(jw)
Xom
2 Xom
X\w

—dwy —3wp —2wy —wo

wo 2wy 3wy

dwo
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d. Derivalasi-tétel:

Flix' ()} = jo - F{x(©)}
Bizonyitas:
- parcialis o
dx(t) . integralassal . o d )
—jwt fau] —jwt _ —_p—jwt =
f T dt [x@®e ]_oo fx(t) 2° dt
-0 0, mivel x(t) -

abszolit
integralhaté

©

=jw fx(t)e‘j“’tdt

e. Integral-tétel:
] 1
F f x(r)dt p = j—wX(ja)) + X (j0)6 (w)
Bizonyitas:

—o0

t ld.:Konvolici6
.'F{ f x(r)dr} = T{ f x(t)e(t — r)dr} tétel X(w) (m?(w) +jiw>

-

1 .
= j_wX(]w) + X (j0)S(w)
f. Skalazasi-tétel:

Fix(at)} = %x (i g)

Bizonyitas:
Fix(at)} = J- x(at)e Iotdt =% J. x(at)e_j% @g(at) = %X(j%)
g. Konvolucié tétel:
Flu(t) *v(t)} = T{ f u()v(t - ‘L')d‘l.’} =U(w)V(jw)

Bizonyitas:

FUUG)V ()} =% f UGV (jo)e@tde =

1 f(r . . v 1 7 .
- —jot i jot — i Jjo(t-1) —
T [ f u(r)e d‘r} V(jw)e!* dw f u(t) {271 f V(jw)e dw}dr

v(t-1)

©

= fu(‘r)u(t—r)dr

—o0
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h. Parseval tétele a jel energiajara vonatkozoan:

[oe] 1 [ee]
E,= J [x(®)|?dt = o J [X(jw)|?dw , a jel teljes energiaja

|X(jw)|? kifejezést, a jel energia spektrumanak nevezziik

fx(t)y*(t)dtz f"(t){% f Y*(jw)e‘f“”dw]dt:
=% Y*(jw)If x(t)efjmdt}dw=% fXUw)y*(jw)dw

Legyen y(t) = x(t) = x()y* () = [x(D)1% X()Y*(jw) = [X(jw)|?

©

fx(t)y~(:)d:= flx(t)lzdt=% J’X(jw)Y*(jw)dw=% f|x(;w)|2dw

-0

Numerikus szamitas:

L db

"—m* \ ," |

l\, t? t
b \/

Jel kozelitése At felosztassal

Osszuk fel az id6tartomanyt L darabra, At osztasonként

o3}

X(jw) = F{x(©)} = f x(t)e jotdt

t,—t; =LAt
L-1
X(jphw) = Z x(ty 4 kAt) e~ TPA0E1+kAD AL —
k=0
L-1
= Ate—J/rhoty Z x(t; + kAt) e~ JpAwkAt
k=0
FFT?
. , .2 21 21
FFT alkalmazhatd, ha — jpAwkAt = —jka - Aw = It = -y

Aw csak a jel id6ablakanak kiszélesitésével csokkenthetd, a
mintavételezés szamanak novelésével nem
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II. Jelatvitel vizsgalata frekvenciatartomanyban

1. Avalasz spektralis eldallitasa:

Tegyiik fel, hogy a gerjesztés (u(t)) abszolut integralhat6, mert ekkor biztosan
létezik Fourier-transzformaltja. Ekkor a gerjesztés a kovetkez6 alakban all el6:

1 r .
= iw)elwt
u(t) Zn_fU(]w)e dw

Tekintsiink egy infinitezimalisan Kicsi frekvencia tartomanyt, melyben a
gerjesztés a kovetkezé médon all eld:

1 . — .
du=—U(jw)dw- e/® =Ue/®
2m P g
altalanos
komplex szinuszos
amplitud6

Ekkor a valasz a mar megismert médon:

- U = Y
Y =H-U,ahol H = H({o)|wew,tdw - H
— . - — . 1 .
dy =Ye/®t = H-Uel®t = EH(jw)U(jw)dwef‘"t
1 r .
Y=o J-H(jw)U(iw)ef“’tda)
o oc Y(jw)=H(jw)U(jw)
1 .
Valamint y(t) = 7 J. Y(ja))ef‘*’tda)J
[Y(w)| = K(w) - |U(jw)|, ahol K (w) az erdsités
arg{Y jw)} = arg{U(jw)} + ¢(w), ahol ¢ (w) a faziseltolas
y(t) = FH{H(jo)  Flu(®)}} = W{u(®)}
H(jw) formalis definicidja:
. Y(jw)
0= 5w
Ha U(jw) = 0, akkor 52‘;’3 nem nytjt informéciot, ebbsl adédéan egy

rendszert érdemes olyan jellel vizsgalni, melynek spektruma sehol sem
nulla (pl.: §(t)).

Impulzusvalasz:
u®) =60) - U(jw) =1

y(@) = h(t) » F{H(w)  U(jw)} = F{H(w)} » F(h(t)} = H{jw)
y(t)

Konvolucié tétel alapjan: y(t) = h(t) * u(t) & Y(jw) = H(jjw) - U(jw)
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Példa:
L
— ult) = u,;(tj‘ y(t) = i(t)
| §F
L Us(w) oy Yoy 1 1 1
1G0) = 2 0r 7 109 = 560y = R jol TLjp+k
L

P 1 R
h(@®) = FH{H(jw)} = 7e re®

2. Alakh{ (torzitasmentes) jelatvitel:

Torzitidsmentes jelatvitelt val4sit meg egy rendszer,amennyiben a valasz és a
gerjesztés kozott csak id6beni eltolas és/vagy egy konstanssal valé szorzas all
fenn, azaz: y(t) = C - u(t — t;)

Az egyenlet mindkét oldalat Fourier-transzformalva az aldbbiakat kapjuk:

. Y(jw .

Y(jw) = C-e /90U (jw) » H(jjw) = % =C-e /@b

K(w) = C (konstans)

¢(w) = —wty(linearis)

do(w) . - L . .

T(w) = — o , futasi id6 karakterisztika, melyet gy is elképzelhetiink, mint
az a mennyiség mely megadja, hogy adott frekvenciajui jel mennyi idét tolt a
rendszerben.
Torzitismentes jelatvitel esetén ¢ (w) = —wt, faziskarakterisztikat

koveteliink meg, melyb6l t(w) = t, = alland6 minden frekvencian.

,Mindent Atereszt6”, lineéris fazisu rendszer:

3. Kozelitbleg alakhii jelatvitel:

Kozelitdleg alakhii jelatvitelt valdsithatunk meg, ha a rendszer savszélessége (1d.:
késébb) legalabb akkora, mint a gerjesztés savszélessége, valamint a rendszer fazis
karakterisztikaja kozel linearis az adott tartomanyban.
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4. Arendszer atviteli tulajdonsagai:

a.

Ateresztd tartomany [wg, w, ], azon frekvenciatartomany, amelyen a rendszer
amplitido6 karakterisztikaja adott érték felett halad.

Ky, = max(K((u))

K
S Kw)<Kpha0<w, <w=<wp,0<e<1
fite " o b
Példa:e =12 <K(w) = kp—30103dB <k(w)

20-n(...)

Zaré tartomany [w., w4], azon frekvenciatartomany, amelyen beliil a rendszer
amplitidd karakterisztikaja adott érték alatt halad.

0< K(w)<nKpha0<w, <w<wy,0<n<1

Példa:n = 0.1 » K(w) < 01K, = k(w) < kyy —20dB
20-In(...)

Atmeneti tartomany:
Az el6z6 két tartomany altal le nem fedett frekvenciak.

Savszélesség: Awy = wp — w,

1
Példa: H(jw) = L& = A legyene = 1,7 = 0.1.

R
jot+y  Jota

A A
M= Tamre O
K
I(Hf
1
1

=]

Az Gjonnan bevezetett kifejezések szemléltetése

. A K, A
Ateresztd tartomany (wp,): K, = -, 2 = ——>wp, =
y (@00): K = 0,75 = Tomgaz > @b

2—>a)b=\/®a§10a

Zaré tartomany (w,): 0.1K,, = ﬁ

R . PR
Awy =wp —wg =a—0= o alulatereszt6 sziir6
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5. Sziir6k tolerancia sémai:

IAdott sziirétipust a paraméterei [wg, wp, & @, , g, 1] jellemeznek, nem pedig a
gorbe alakja!

a. Egy alulateresztd sziir6t a [wy, €, w. , 1] paraméterek jellemeznek.

) [
S
V142 N

I
1

1

1

1

:

! \

7, S SR
/ = . - JI. I - S
wa ¥ 0 wh

Ez a sz(ir( csak alacsony frekvenciakat enged at, a magasabbakat elnyomja.

b. Egy felillateresztd szilir6t a [wg, n, w, , €] paraméterek jellemeznek.

-
o
N_I\

|

1

1

1

]

1

]

|

|

|

|

1

i

i

1

]

wex0 Wi Wa Wy = 00

Ez a szlrl csak magas frekvencidkat enged at, az alacsonyabbakat elnyomja.

c. Egy savateresztd szlir6t a [w,, wp, €, @ , wq, n] paraméterek jellemeznek.

Ez a sz(ir( csak adott frekvenciasavon ateresztd.

d. Egy savzard sziirét a [w,, wp, € W, , wg, ] paraméterek jellemeznek.

Ez a sz(ir( bizonyos frekvenciasavban nem enged ét.\ {Commented [MD2]:
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e. Idealis AlulAtereszts (IAA):

1
I
V1+4e? |
1
1
]
1
1
i
0] S
—
w, =0 Wy = We Wy = 00

Nincs atmeneti tartomany, w, = w, = .

¢(w) = 0, kézenfekvs egyszer(isités, mivel igy nem kell komplex
értékekkel szamolnunk.

Hipp(w) =e(w+02) —e(w—102)

Inverz Fourier-transzformalva mindkét oldalt, az impulzusvalasz adddik:
) _ 1 . 1 e/ — g/t

hIAA(t) =F~ {HIAA(]O))} = E J 1€]w dw = %T =

)

_ 2jsint  2sin(2t)

2mjt w0t

h I.-L-i({'): |

\

7\\/ 2w\jﬂ ™ 2/;\\/ - tf

"o\ /o o\ /o

Komoly probléma, hogy nem.belépé az impulzusvalasz, mig a gerjesztés
(6(t)) egyértelmiien az, tehat a rendszer nem kauzalis, igy nem
valdsithat6é meg.
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6. Ajel savszélessége [wq, w,], Aw = w, — Wy
A jel savszélességét tobb modon is definialhatjuk.
a. Amplitdd6 spektrum alapjan:

Jel savszélessége az a frekvenciatartomany, amelyen beliil a jel amplitidé
karakterisztikaja megfelelen nagy.

IX()] < 06X, X = max(IX(@)]), @ & [0, ], = 0

| X (jw)f
! Xm

w) =10 w2 w

Hulldmzé fliggvényeknél a szamitast kdnnyitendd a burkoldt vizsgalhatjuk!

b. Energiaspektrum alapjan:

A jel savszélessége az a frekvenciatartomany, amelyen kiviil a jel
energiaja megfelel6en kicsi. Ez a megadas viszont magaban még nem
egyértelm{j, igy sziikségiink van plusz feltételekre, pl.:

w, +w
22— max|X(jw)|?
2 ®
w3y ©
1f|X'|2d—E hlE—1f|X'|2d =1
o (w)|*dw = oEy, aho x = o (jw)|Pdw,o =
w1 —o0

N1 ?

c. Savszélesség és jelszélesség kapcsolata

Savkorlatozott jel soha nem id6korlatozott, és forditva. Minden gyakorlati
jel id6korlatozott, tehat biztos nem savkorlatozottak.

A savkorlat novelésével az id6tartomanybeli kiterjedés csokken és
forditva, szélsGséges eset a §(t), vagy x(t) = 1.
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3. Analizis a komplex
frekvenciatartomanyban

I. Laplace-transzformaci6 (1785, Heaviside(1880-1887))

A spektrum létezésének elégséges feltétele a jel abszolut integralhatdsaga, azonban ez
gyakran nem teljesil. Ha x(t) nem abszolut integralhatd, akkor tegyiik azza egy
exponencidlisan lecsengé fiiggvénnyel valo szorzas segitségével. Azonban léteznek olyan

fiiggvények, melyek még igy sem tehet6k abszolut integralhatéva (pl.: x(t) = etz).

x(t) = x(£)e™%"e(t) ,ahol o € RY és,elég nagy” ahhoz, hogy az {gy kapott jelnek mar
biztosan létezzen spektruma, ekkor x(t)-t exponencialisan korlatosnak nevezziik:

[e]

f x(t)e %e(t)dt € R

—00

A szorzas ara, hogy a negativ tartomanyt el kell hagynunk, mivel itt az exponencialis
szorz6 végtelenbe tart. Definidlhatjuk tigy a transzformaciot, hogy a negativ tartomanyra
is korlatos legyen, de ezzel mi nem foglalkozunk. A negativ tartomany elhagyasa
szamunkra altalaban nem jelent problémat, mivel belépé jelekkel dolgozunk.

Az igy abszolut integralhatéva tett jelet Fourier-transzformaljuk:

[e9)

F{x(t)} helyett F{x(t)e te(t)} = '[ x(t)e~ @O Gt = X(0 + jw)
0

Legyen s = o + jw komplex frekvencia, és §(t) figyelembe vételéhez tekintsiik az
integralt —0 alsé hatarral, ekkor:

oo

L{x(O)} = X(s) := f x(t)e stdt
0

Im{s};

H konvergencia tartomany

H A fenti integral nem

konvergens minden s értékre.

] A konvergencia az s val6s

: részétdl (o-tol) fugg. A

legkisebb olyan o-t melyre

©
szingularitasok

véges az integral,
ergencia abszcisszanak
nevezziik.

i Re{sy konv

konvergencia abszcissza Az analitikus Kiterjesztés elve

szerint, X (s) azonban
formalisan értelmezhetd
minden s komplex értékre, a

kiterjesztett tartomany szingularitasokat kivéve.

k vizsgalata
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Példak:

o +0
1.L{5(D)} = f&(t)e"“dt = f S(t)e Stdt =1
-0 -0

[}

est]% 1 1
— —st — — —_— = =
2.L{e(t)} = js(t)e dt—[_s ]_0—0 ==
-0
° —st 1 1
3.L{1} = fl-e‘“dt:[e ] o1
=s ], -s s

-0

Loz

A nem belépd jelek Laplace-transzformaltja megegyezik a belépd
valtozatukéval!

—(a+s)t 1%° 1

4.£0e@e ) = [ et = [f

(a+5s) Ta+s
0 -0

Mivel maga a Laplace-transzformacié a Fourier-transzformaciora épiil, ezért az inverz
transzformaciot is abbdl vezetjiik le:

17 .
7 f X(o + jw)e! dw = e(t)x(t)e™°" , mindkét oldalt et — vel osztva:

—0oo

1 [ . 1
7 f X(o + jw)e@HOtdy = g(O)x(t),s = 0+ jow = dw = ;ds

—co

Helyettesitéses integral esetén nem csak dw-t kell transzformalnunk, hanem az
integral hatarait is. Igy jutunk el az iigynevezett Riemann-Mellin integralhoz,
mely egy komplex értéki egyenes menti integral:

Im
1 o+ joo
£Ox(0) = 5 f X(s)etds

g—joo

Re

o

Egyenes menti integral

Az inverz transzformacié mindig a jel belépé valtozatat szolgaltatja!
) = O 205 L o)) = e 0x©

Az inverz Laplace-transzformaciét a tovabbiakban nem ezek alapjan végezziik,
mivel ennél egyszeri{ibb mddszert ismertetiink racionalis tortfiiggvényekre.

36



Fenyvesi Rdbert és Dudas Marton — Jelek és rendszerek 2.

Ajel Fourier- és Laplace-transzformaltjanak kapcsolata:
a. Ertelmezés:
. 1. ot —
Fourier: dx = —X(jw)dw -+ e/®' = felbontas szinuszra
2 G
altalanos

komplex szinuszos
amplitudé

1 .
Laplace:dx = =—X(s)ds - e@+/®)t =~ felbontas csillapitott szinuszra
271'] exponencialis -
szinuszos

Re, [ S S S S N S R S

Kor és spiral

b. Atszamitas:

9]

X(w) =Fx@®)} = f x(t)e /tdt, ha x(t)abszolit integralhaté
X(s) = L{x(t)} = f x(t)e™stdt, ezek alapjan
o

Loz

X(w) = X(5)|jwes ha x(t)belépé és abszolit integralhaté

Ellenpélda: x(t) = &(t)
L{e(t)} = 1 # Fle(t)} = i + 8 (w)
s jw

X(Sﬂs:jw = X(jw)
Im{s} = jw

w5 — stk Re{s}=o
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Laplace-transzformaciéra vonatkozé tételek:
a. L{ }ésL7{ }linearis operatorok, mert 6réklédik az integralas linearitasa.
b. Csillapitasi-tétel:
L{x(t)e ™} =X(s + a)

Bizonyités: L{x(t)e %} = J- x(t)e *eStdt = f x(t)e"CrDtdt = X(s + a)
0 0

Alkalmazas:

1 1 1 1 _ N
2s—jw, 2s+jw, s%+ w?

1 . 1 _.
L{cos(wot)} = L{E eJ®ot 4 Ee"“’ﬂt} =

L{sin(w t)}=L{lej“’ﬂt—le‘j‘"ﬂt}=l 111 @
0 2 2 2s—jwy 2s+jw, s?+ w?

c. Eltolasi tétel:

L{g(t = T)x(t —T)} = X(s)e™", T2 0
Bizonyitas: L{e(t — T)x(t — T)} = f e(t—Tx(t —T)e stdt =
0

= e"Tf et —Tx(t — T)e St = e"TJ’ x(t —T)e st Nqt =
0 T

= e‘ﬂf x(De~stdt = e=5TX(s)
0

Nem belépd jelek eltolasanak transzformaltja nem azonos belépd

valtozatuk eltoltjanak transzformaltjaval!
Tehat: L{(t — T)x(t —T)} # L{e(®)x(t — T)}.

X(t) X(t)
t t
Példa:
x(@®) =¢et)—et—-T) x(t)
1 4
1 1
X(s)==——=e>T =
s s
1—e=sT 1
=— T
s
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d. Derivalasi tétel:

L{x'"(t)} = sX(s) — x(t = —0)
kezdeti érték
o parcialis o
integralas
Bizonyitas: f x'(Mestdt = [x(t)e ]2 — fx(t)(—s)e‘“dt =
0 Zo
=0-x(-0)+s J’ x(t)e~stdt = sX(s) — x(—0)

-0

X(s)
lAlkalmazas:
i(t)=0(t
’ i(t)=0( )E
L{§'(0)} = sL{5(D)} = o I _|> {Commented [MD3]: Ezt toréljiik inkabb.
u()=L-5(t 3L
e. Integralasi tétel: —f
t
1
L fx(r)dr = ;X(s)
-0
t 0
. 1
Blzonyl’ta’s:l){ f x(r)dr} B L{f x(De(t — r)d‘r] L{x(t) * ()} 1. Kompolicio —-X(s)
o0 0 tétel
Alkalmazas:

x(t) = t - £(t) - egység-sebességugras
t

L{x()} =L fe(r)dr = %L{g(t)} = Slz
-0
f. Kezdeti- és végérték tételek:
Hax(+0) € R > x(+0) = lim s - X(s)
Ha3 }L’Z}, x(t) € R > x(c0) S:ZLmO s X(s)] ellenérzésre jol hasznalhaté

Bizonyitas:

+0
. dx(t) . dx(t) st / dx(t) _, \
5131;5{ dt}-}'ﬂ.},f ’r dt—slmgolfdx()+f et | =

-0 10
L —
-0

=x(+0) —x(-0) = li_)rg[sX(s) —x(=0)] » h_)rg sX(s) = x(+0)
lim f EO gy = f dx(t) = x() ~ x(~0) = 0 = lim[sX(s) ~ x(~0)]

-0

- limsX(s) = x(®)
5-0
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g. Konvolucio-tétel:

Lifxg}=L ff(f)g(t —1)dt ¢ =F(s) - G(s); ha f(t), g(t)beléps
)

g+ joo

Bizonyitas: L~H{U(s)V(s)} = Zinj J’ U(s)V(s)eStds =

o+jo oo

= ﬁ
o-joo N0

t
= Ju(r)v(t—‘r)dr
-0

o—joo

o—joo
v(t-1)e(t-7)

-0

o o+ joo
! f [fu(r)e‘“dr}V(s)e“ds: fu(‘r) {% f V(s)es“‘f)ds}dr—

A Laplace-transzformaciot tovabbiakban jellemzden elére Kifejezett formulak és
a fenti tételek segitségével fogjuk szamolni.

Idéfiiggvény Laplace-transzformalt
x(Dz(t) = L7HX(s)} X(s) = L{x(8)}
1
e(t) -
s
1
te(t) =
n!
t"e(t) ot
1
e%e(t)
s—a
te®e(t) _t
(s —a)?
n,at n'
t"e*e(t) G
] )
sin(wt)e(t) P
2ws

t sin(wt)e(t)

(s2 + w?)?
s

cos(wt)e(t)

s2 + w?
2 2

x(t)e *e(t)

t cos(wt)e(t) —Esz-l-wz gz

ST —w

X(s+a)

e(t—Tx(t—T)

X(s)e™sT

sX(s) —x(t =-0)

x'(t)
t
1
J. x(t)dr ;X(S)
-0
f*xg F(s)-G(s)
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II. A transzformdcid ,megforditisa”

Az szamunkra fontos jelek Laplace-transzformaltjai jellemzden tortalakiak, ebbdl
adéddan rendszerint raciondlis tortfiiggvényeket kell visszaalakitanunk, melyek
tartalmazhatnak exponencialis szorzét, de ez csak egy idébeni eltolast jelent. Racionalis
tortfiiggvényekrdl tudjuk, hogy parcidlis tortekre bonthatéak. Ez és a tablazat a kulcsa a
transzformacié hatékony hasznalatdnak. A részlettortekre bontdsnak szamtalan médja
van, melyekbdl parat ismertettink.

Részlettortekre bontas szabalyai:

Raciondlis tortfiiggvény esetén a szamlalo fokszama legfeljebb akkora, mint a

nevezGé. Amennyiben a fokszamuk megegyezik, els6 dolgunk egy konstans tag

kihozasa, mely megegyezik lim X (s) hatarértékkel. A konstans az alabbi példaban
S§—00

lathat6 mddon is megkaphato:
2s  2(s+1) -2 2

L: X = = =92 _
P ) s+1 s+1 s+1

Masodik 1épésként a nevez6t bontsuk szorzo tényezdire, ezeket harom csoportba
sorolhatjuk gyokeik szerint.

Valds egyszeres gyokok esetén:

X(s) =~ Z CL_  ahol ¢, konstans é [, gyok
s) = = ,ahol C; konstans és p; az i. gyo
[Ti(s — ) S—Di ' P &Y
2 2 G G
pl"X(s)_52+35+2_(s+1)(s+2)_s+1+s+2

Val6s tobbszoros gyokok esetén:

P
XS = MG —pom ZZ ]

2 2
s3+4s2+55+2 (s+1D2(s+2)
_ Ci1 Ci2 Cr1

s+1 (s+1)?2 s+2

pl.: X(s) =

Konjugalt komplex gyok par esetén:

Csak masodfoku esetekre hagyatkozunk, mivel nem fordul eld
ennél magasabb foku eset tanulmanyink soran valdszintileg,
valamint minden polinom kifejezhet6 els6 és masodfoku tényezék
szorzataként.

P(s) G A+ Bys
AR 7 ) ey e P Fer ) e 3 ey
3 — —
3-2s+4 (s2—25s+2)(s+2)
G A, +Bys
=527 (s-@+N)is-a-pn)

pl.: X(s) =
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A részlettortekre bontas soran meghatarozandé konstansok szamitasara tobb médszert
ismertetiink a kovetkez6 példan szemléltetve

155 +65+6 155> +65+6 15s°+6s+6 Cy C,

X(s) = = = =K+ +
) s?2+5s+4 s2+5s+4 (s+D(s+4) s+1 s+4

a. Visszafelé, kozos nevezére hozas segitségével:

Ks+1D(E+D)+C(s+4)+C(s+1) 1552 +65+6

X@s) = G+Ds+4) T GrDGEA

Az azonos kitevdjli tagok egyiitthatéinak meg kell egyeznie az egyenlet
két oldalan, igy beszorzas utan a két szamlal6 egyenlGségére a kovetkezd
feltételek adoédnak:

Ks? = 1.5s2
5Ks + Cis + Cys = 65
4K +4C, +C, =6
Az egyenletrendszert megoldva adédnak az alabbi értékek:
K=15,,=05,C, =-2
A részlettortek ezek szerint a kovetkezdk:

1552+ 65+ 6 0.5 -2
= 15+

X)) =——— = 1. +
(s) s2+5s+4 s+1 s+4

A tablazat alapjan az inverz transzformaciét konnyen elvégezhetjiik:
x(t) = 1.58(t) + 0.5e(t)et — 2e(t)e ™™
b. ,Letakarasos” médszer

Miutan eljutottunk a nevez6 szorzétényezdokre bontasaig, ezutan egyszeres
gyokok esetén konnyen meghatarozhatjuk C;-t. A p; gyokhoz tartozé C;
konstanst ugy kapjuk meg, hogy a nevezibdl (s —p;)-t elhagyva
kiszamoljuk tort értékét az s = p; helyen.

Konjugalt komplex gyokpar esetén a letakarasos mddszer nem kozvetlentil
A;-t és B;-t adja meg, hanem egy Kkonjugdlt part, melyekbdl
szarmaztathatdak az el6bbiek A; = 2 - Re{fi} ésB; =2- Re{aﬁ:}.

Tobbszoros gyokok esetén ez az eljaras csak a legmagasabb Kkitevdji
részlettorthoz tartozd konstans (C;,,) meghatérozasara alkalmas, a tébbi
tagot k6zos nevezdre hozassal kell kiszamolnunk.

1552 +6s+6 1552+6s5+6 —1.5s
X(S) = = =15+ =
s2+5s+4 (s+1D(s+4) (s+1(s+4)
C1 G,
- K+s+1 s+ 4

=1 —os

LT (s+4) =1 '
. = —1.5s -

2T s+ D,
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Mintapélda:

6s° +265* + 195 — 1557 + 665 + 100

X =
(s) s5+4+3s*—252+8s5+8
8s* +19s® —35* + 185 + 52

s5+3s*—25s2+8s+8
_6+854+19s3—3sz+185+52_
- G+ D(s+2)2(s2—25s+2)
Ci1 |, Coa Gy A; + Bys _
z T - N
s+1 s+2 (s+2)? (s—QA+N)(s-1-1)

=6+

Cip . Coa Cy2 Cy C,

:6+s+1 s+2+(s+2)2+(s—(1+j))+(s—(1—j)):

Letakarasos médszerrel C; 1, C; > , A1 és B; meghatarozhatdak:

c _ 85*+19s% — 357 + 185 + 52 _4
= (s+2)%(s?—-25+2) - B
_ 85" +1953% — 352 4 185 + 52 >
zz = (s+1)(s?—25+2) - B
— 85" +195° — 352 + 185 + 52| 1 N5 =
= - =-—j=—=e€ 4
PTG+ D +202(s -1 -)) |s:1+]- 2 2
— 85" +195° —3s% + 185 + 52| L V5 i
) = - =-+j=—e4
(s+D(s+2)2(s— (1 +)) |S=1+j 2 2

Eszrevehetd, hogy C, = (El)*,Al =2 Re{fl} =1ésB;
2-Re{C, P} =1

X(s) by la, 2 1+s
S) = =
s+1 s+2 (s+2)? (s—-@A+))(s—-@1-))
404+4-Cyq + -+
=6+ 21 ,a szamlalo egy tagjat elég

s5+3s*—s2+8s+8
kifejezni, a konstanst a legegyszer{(ibb melybdl mar adddik:
C2,1 =3

A tablazat alapjan elvégezhetjiik az inverz transzformaciot. A
konjugalt komplex gyok part kell kicsit atalakitani, hogy a
csillapitasi tételt hasznalhassuk.

4 2 1+s
X(S)=6+S+1+S+_2+(S+2)2+((5—1)_]‘)((5_1)+j)=
4 3 2 1+s
AT M A
4 3 2 s—1 2
=6+

stits 2T err oo it Goren
x(t) = (6-8(t) + 46t + 3e7 2t + 2te 2! + e’ cos(t) + 2e’ sin(t))e(t)
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c. Megjegyzések:

A fentebbi médszerre - valés gyokok esetén - gyakran Heaviside-féle
kifejtési tételként hivatkozunk.

Komplex gyokok esetén mas modszer is alkalmazhatd, mint amit a
mintapéldaban lattunk. A konjugalt komplex gyokparral rendelkezé tag is
felbonthat6 két részlettértre, melyek szamlaléja konjugalt komplex part
alkot. A tablazat alapjan ezek is visszaalakithat6ak exponencialis
fiiggvénnyé, melyek koszinussza alakithatdak.

Példa: A mintapélda komplex részére kiilon kitérve:

_ _ J5 i V5 in
Cy + Cy _ B + P
(s=+)) (s—a=-n) (s-a+p) (s—-a-pn)

V5 V5 V5

7el.o7je(1+j)t + 7€—1.07je(1—j)t — 7et(e(c+1.07)j + e—(c+1.07)j) —

= /5et cos(t + 1.07)

A szamitasok MATLAB-bal, vagy Octave-val a kdvetkez6 mdédon
végezhetbek:

>> [r,p,k]=residue([6 26 19 -15 66 100],[1 30 -2 8 8])
r=[43 2 0.5-1 0.5+i]

p=[1-2-2 1+i 1-i]

k=6
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I[II.  Kirchhoff-tipust halézatok analizise s-tartomanyban

1. Egy bemenet( egy kimenet( (SISO) rendszer allapotvaltozos leirasa
transzformaciéval

Allapotvaltozés leiras normal alakja:

x'(£) = Ax(t) + Bu(®) u(t) | (1) y(t) )
y(t) = C"x(®) + Du(t) -

Mindkét oldalt Laplace-transzformalva, a derivalasi tétel segitségével a kovetkezd
alakban irhat¢ fel:

sX(s) = x(0) = AX(s) + BU(s)
Y(s) = CX(s) + DU(s)
Ez a linearis egyenletrendszer megoldhat6 a kovetkez6 médon:

(sE - 4)X(s) = BU(s) + x(0)
£ = (£-4)" BU© + (£-4) " x©

-1 -1

Vo) =[cT(sE-4) B+D| U@ +CT(sE-A) 20
Ha a gerjesztés belép6, és kauzalis rendszert vizsgalunk, akkor az x(0) =
0, tehat elhagyhatjuk.

A valaszt inverz transzformaciéval kaphatjuk meg:
e(®Oy(®) = L7HY (s)}

2. Halozati elemek és dsszekapcsolasi kényszerek s-tartomanyban
a. Karakterisztikak:

ug(t) = Rig(t) = Ur(s) = RIg(s)

. R
B
L 1
u(t)
0 ¥ ic(8) = Cug(t) > Ic(s) = C[sUc(s) — uc(0)]
11
u(t)

W L u(t) = Lig (t) = Up(s) = LlsI(s) — iy (0)]

uy(t)

Operatoros impedancidk kifejezése 0 kezdeti értékre:

Zr(s) =R
A nullatél kilonboz6 kezdeti
Ze(s) = sC értéket egy-egy forrdssal
helyettesitjuk!
Z;(s) =sL
U(s)

Tetsz6leges kétpdlusra Z(s) := ——

I(s)
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0
1

z
u ; L — U

I(s)

L A9,

. vy
<1 €N \iﬂéber-t—és D 29, (i 4Btpn f':_,(t"):ﬁLza)ﬁdszerek 2.
S

b. Energiamentes allapot:

Bekapcsolasi folyamat esetén u;(t = 0) = 0,i,(t = 0) =
karakterisztikak a kovetkezdek:

Ug(s) = RIg(s)
Ue(s) = —1(s)
cls) = SC c(s
U (s) = sLI;(s)
Az operatoros impedanciak ezekbdl adédnak.

c. Nem energiamentes allapot:

0, mellyel a

At- és kikapcsolasi folyamatok esetén, a dinamikus elemek energiat
tarolnak, ekkor helyettesithet6ek egy fiktiv forrassal és egy
energiamentes elemmel. Amennyiben a kondenzator fesziiltségét vagy a
tekercs aramat kell meghataroznunk, a fiktiv energiamentes elemek
fesziiltségéhez vagy aramahoz a fiktiv forrasok hatasa is hozzaadédik,
tehat a helyettesitd kétpolus teljes fesziiltsége vagy arama ezek

osszegeként adodik.
I, (s} Eithiy )
e
it
gé P u (S}l l -1 £ (t}'U.;ﬂTl_LC
%mbi — +ﬁw — .
Uty 21t |
(tpu, (0
l s l - !
1 uc(t =0)
Ue(s) = 7 1e(s) +————
i L) ; 8(t)i, (B
L i (0) L N
u () L - U (s) lL_ - &ty u () I l &(t)-i (0)
l% 1ol) - 13t 5] =0
1 i(t=0)
() = U (s) +

d. Kirchhoff-egyenletek s-tartomanyban:

A Kirchhoff-egyenletek alakja nem valtozik s-tartomanyb
transzformacio linearitasabol adédoéan.

L
Csomdponti torvény: Z i) =0-> Z I(s)=0
k k

L
Hurok térvény:Zuk(t) =0- Z Up(s) =0
k k
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3. Példa:
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Bekapcsolasi folyamat vizsgalata:

Legyen a gerjesztés konstans belép6 aram, hatarozzuk meg a kondenzator
fesziiltségének id6fuggvényét Laplace-transzformacio segitségével.

. I
i(t) = Ioe(®) = I(s) = <

U(s) (Rxl)l() b1 I,R
s) = —)I() ==—F—<= -—
sC Cs(s+i) s s+ L

u(t) = eI R (1 - eth)

Kikapcsolasi folyamat vizsgalata:

Legyen a gerjesztés i(t) = Io(l — s(t)) = Ipe(—t), hatarozzuk meg a
kondenzator fesziiltségének id6fliggvényét Laplace-transzformacio
segitségével.

t < 0 esetén a rendszer allanddsult allapotban van, mivel a gerjesztés
konstans a kondenzatort szakadassal helyettesitjiik. Meghatarozhatjuk a
rajta esé fesziiltséget:

|
L - T K u=lR
|

t > 0 esetén hasznaljuk a helyettesitést a nem energiamentes allapot
miatt, ekkor a forrast dezaktivizalnunk kell, mert kikapcsoltuk:

uGs) Ul -

1 R 1
. sC
us) X +° IoR
- LR 2ZsC ILR
ry U = —=7
-+sC —+s
R RC

u(t) = IR - e(t)e 7

A feladat megoldhat6 a konstans gerjesztésre és a negativ egységugrasra
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IV. Atviteli fiiggvény

1. Atviteli fliggvényrél csak kauzalis rendszer esetén beszélhetiink, mivel akauzalis
esetben a Laplace-transzformacio levagja az impulzusvalasz negativ tartomanyat igy
nem helyesen irnank le a gerjesztés-valasz kapcsolatot.

Kauzdlis rendszer esetén az impulzusvalasz, h(t) belépd, és igy a Laplace-
transzformaltja egyértelmii. Ezt nevezziik a rendszer atviteli fliggvényének:

H(s) = L{h(t)}

2. A gerjesztés-valasz kapcsolatot az impulzusvalasz a konvoluci6 segitségével
hatdrozza meg, a Laplace-transzformacié konvoluci6 tételének értelmében, ha
feltessziik hogy u(t) belépd, a kovetezot kapjuk:

t
y() = J h(@u(t —t)dt - Y(s) = H(s)U(s), melybdl
o

y(©) = L7HY ()} = LTHH()U()} = L7H{H () L{u(t)}} = Wu(D)}

Az atviteli fliggvény, mint a rendszer gerjesztés-valasz kapcsolatanak leirasa, az
Y(s) = H(s)U(s) képlet atrendezésével formalisan a kovetkezé mddon
definialhato:

_Y(s)

H(S) _WS)

3. Atviteli fliggvény meghatarozasa az allapotvaltozos lefrasbél:
A korabban levezetett egyenlet a kovetkez6:
-1 -1
V()= [¢" (sE-4) " B+D| U +CT(sE-4) 2(-0)
Mivel az impulzusvalasz transzformaltjat keressuk, a gerjesztés u(t) = §(t),
melynek transzformaltja U(s) = 1. A kauzalitasbdl kovetkez6en x(t = —0) = 0

Ekkor a kovetkez6 Osszefiiggés adddik az atviteli fliggvényre:
-1
H(s)=CT (SE-4) B+D

4. Polus-zérus reprezentacio:

Kauzalis rendszerek esetén H(s) racionalis tortfliggvény. Ahelyett, hogy a
komplex értékii fiiggvényt dbrazolnank, a szamunkra sokat mondé zérusokat és
szingularitasokat jelenitjiik meg a komplex szamsikon.

Q(s) _ bos™ + bys™ T + 4 by 1S + by,

L H(s) =——== ,ahol m < n, ekk
egyen H(s) P(s) st+ast i+t a,_(s+a, ahotm = m, eikor

(5 =2)(5—23) ...(s— Zp)
(s =p)(s—p2) . (s — )

Az; (i =1,...,m) értékeket zérusoknak nevezziik és korrel jeloljiik, mig a p;, (i =
1, ..., n) értékek a pdlusok, melyeket x-szel jeloliink az abran.

H(s) = b,
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Példa:
H(s) = 25s — 50 e s—2
T es+25 [s = (=3+4)][s — (-3 —4))]
zy=2
P12 =-3%4
Abrazolas:
X 41x(t)
2
0 ot
-3 -2 -1 o 1 2
-2
X -4

Az abrazolashoz hasznalhatjuk a MATLAB vagy Octave programokat:
pzmap([25 -50],[1 6 25]))

6. Gerjesztés-valaszt stabilitas:

Sziikséges és elégséges feltétel, hogy f |h(t)|dt

—00
€ R, de a rendszer kauzalitdsabol

kovetkezik, hogy h(t) belépd emellett kihasznalva, hogy h(t) = L7{H(s)},a
kovetkez6 sziikséges és elégséges feltétel kinalkozik:

oo

f L7YH(s)}dt € R

-0

Mivel H(s)raciondlis tortfiiggvény ezért a mar megismert médon adddik, hogy:
n
h() = Cob(t) + £(6) z CiePit
i=1
Az el6bbi feltételbe ezt behelyettesitve kapjuk:
J’ CePitdt € R, Vi
-0

Mely pontosan akkor teljesiil, ha tlim ePit = lim e(@+iFdt = 0, vi-re
—00

tooo

ez akkor teljesiil, ha lim |ePi¢| = lim|e%!| - 1 = 0, tehat a; < 0.
t—oo tooo

A rendszer tehat gerjesztés-valaszt stabilis, ha pélusainak valés része negativ:
Re{p;} < 0,i =1, ...,n, azaz minden pdlusa a bal félsikra esik.

Stabilitasi hatarhelyzetben van egy rendszer ha léteznek olyan pélusai, melyek
valds része nulla és mindegyik egyszeres gyok.
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Példa stabilitasi hatarhelyzetre:

Tekintsiik a kovetkez6 idealis rezgékort, melynek gerjesztése u, valasza
az u, fesziiltség. Nyilvanval6an kauzalis, mivel fel van rajzolva, tehat
létezik a rendszer atviteli fiiggvénye. Hatdrozzuk meg H(s)-t és
nyilatkozzunk a gerjesztés-valasz stabilitasrol.
> 1

H -—_scC ____- _
L Q) sL+L SPLC+1
AN sC

ul\L —_—cC \Luz

Jol lathaté, hogy a pdlusok konjugalt komplex part alkotnak. Ha a # 0,
azaz L és C véges (valds esetben pozitivak), akkor egyszeres tisztan
képzetes gyokok adédnak, tehat a rendszer stabilitasi hatarhelyzetben
van. A veszteségeket egyszerti matematikai koncepci6 alapjan ugy
modellezhetjiik, hogy a p6lusokat balra toljuk ekkor a halézat barmilyen
pici veszteség mellett valéban stabilissa valik.

L
s2+L s2+a? (s+ja)(s—ja)
LC

2 2

a

7. Redukalt atviteli figgvény:

Az atviteli fliggvény az allapotvaltozos leirassal ellentétben a rendszernek csak
azon részét jellemzi mely a gerjesztés-valasz kapcsolatban szerepet jatszik. Az
atviteli fliggvény alapjan az aszimptotikus stabilitas nem egyértelmi, mivel az az
oOsszes allapotvaltozora vonatkozik, és nem csak a gerjesztés-valasz kapcsolatban
résztvevokre. A polusok a rendszer sajatértékeinek részhalmazat képezik.

Mindezt egy példan szemléltetve, tekintsiik a kovetkezg allapotvaltozds leirast és
annak Laplace-transzformaltjat:

X1 =—=5x; —6x, +u sX, =—-5X;, —6X,+U
L

Xy =X, - sX,=X;

y = —8x, — 16x, + 2u Y = —8X, — 16X, + 2U

Ebbdl adédik a valasz kifejezése és az atviteli fiiggvény:
257 +2s5—4
T s2+55+6

Y (s+2)(s=1) 2 (s—-1)

H) = 5= 3672 673

=H'(s)

Az atviteli fiiggvény zérusait és polusait meghatarozva j6l 1athaté, hogy
leegyszeriisithetnénk. Az elemek karakterisztikajanak transzformalasaval és
kozvetleniil a halozati egyenletekkel szamolva gyakran az egyszertsitett alakhoz
jutunk. Az egyszertisités azonban nem végezhetd el, ha a haldzat fizikai
viselkedését (pl.: stabilitast) befolyasolja.

Jol lathato, hogy a sajatértékek (4, = —3,1, = —2 ) részhalmazat képezik a
polusok (p; = —3).

Mivel {p;|i =1, ..,n} S {Aj =1, N} ezért az aszimptotikus stabilitasbol
kovetkezik a gerjesztés-valasz stabilitas, forditva azonban nem igaz!
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4. Rendszerjellemzd fliggvények

I. Rendszertulajdonsag (ismétlés)

1. Linearitas:
Wiciu () + cup (0} = oy WH{ug (0} + o WHu, ()}
2. Idéinvariancia:

y(t) = W{u()} » W{u(t — T)} = y(t — T), VT, azaz a gerjesztést tetsz6leges T
id6vel eltolva a valasz ugyanezzel a T id6vel tolédik el.

Ellenpélda: kapcsolét tartalmazé halézat, melyben a t = 0 idépillanatban
atkapcsolunk. Szamunkra altaldban azonban a szakaszonkénti idéinvariancia is
elegendé.

3. Kauzalitas:

y(ty) = W{e(t, — t)u(t)}, Vt,, azaz a valaszt a t, idGpillanatban csak a
gerjesztés t, idGpillanat el6tti értékei befolyasoljak. Példaképpen, ha a rendszer
linedris, akkor u(t) = e(t)u(t) esetén y(t) = £(t)y(t), tehat belépd gerjesztésre
belépd valaszt kapunk.

4. Gerjesztés-valasz stabilitas:

lu(t)| € RVt - |y(t)| € R,V t, azaz korlatos gerjesztésre a valasz is az.

II. A hdrom ,h”

1. Impulzusvalasz - h(t):

Linearis, invarians (LI) rendszerekre szoritkozunk, hogy a konvoluciét
hasznalhassuk, mely megteremti a kapcsolatot a gerjesztés és a valasz kozott.

y(@) = h(t) *u(t) = f h(Du(t — 1)dr

A kauzalitas feltétele az impulzusvalasz belép6 volta, mig a gerjesztés-valasz
stabilitds az impulzusvalasz abszolut integralhatésagat koveteli meg.

2. Atviteli karakterisztika - H(jw):

Linedris, invarians (LI) rendszerekre szoritkozunk, de megkoveteljik a
gerjesztés-valasz stabilitast is, mely a Fourier-transzformaltak létezését
garantalja.

Gerjesztés-valasz kapcsolatot a Fourier-transzformaci6 konvoluci6 tételének
értelmében a gerjesztés spektruma és az atviteli karakterisztika szorzata
hatarozza meg:

y(t) = F-H{H(jw)F{u(t)}}, ha u(t)abszolit integralhaté

A kauzalitas kozvetleniil eldonthetd az atviteli karakterisztikabdl, ha ismerjiik a
belépd jel spektrumara vonatkozo dsszefiiggéseket (1d.:Bode tételei).
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3. Atviteli fiiggvény - H(s):

Linearis, invarians (LI) rendszerekre szoritkozunk, de megkoveteljik a
kauzalitast is, mely az Inverz-Laplace-transzforméacié egyértelmiiségét garantalja.

Gerjesztés-valasz kapcsolatot a Laplace-transzformacié konvolucié tételének
értelmében a gerjesztés komplex spektrumanak és az atviteli fiiggvénynek a
szorzata hatarozza meg:

y(t) = L7HH () L{u(D)}}, ha u(t)beléps

Gerjesztés-valasz stabilitas feltétele, hogy az dsszes polus a bal fél sikra essen, azaz
Re{p;} <0,i=1,..,n

Kauzalis esetben, differencialis rendszerekre a H(s) racionalis tortfiiggvényként
all el6.

4. Kapcsolatok a harom rendszerjellemz6 fiiggvény kozt:

H(jw)|jw=s = H(s), ha a rendszer gerjesztés-vélasz stabilis és kauzalis is.
h(t) = F~Y{H(jw)}, ha a rendszer gerjesztés-valasz stabilis.

h(t) = L7Y{H(s)}, ha a rendszer kauzalis.

5. Példak:
a. Idealis alulatereszt6:
H(w)=¢(w+02) —e(w—N0)

ht) = %siné.?t)

,nem belépd, tehat nem kauzdlis, igy nem valo6sithaté meg

b. Nulladrendi tarté:

h(t)

h(t) =¢e(t) —e(t—T)

1—e™5T
H(s) = — nem racionalis tortfiiggvény

Nem valésithaté meg invarians, de nem differencialis elemekkel (pl.:
kapcsold vagy késleltet6 sziikséges).
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Specidlis tulajdonsagd rendszerek

1. Definialjuk, igy a mindent atereszt6 rendszert, mint egy rendszer, melynek
amplitudo karakterisztikaja konstans, K (w) = K, valamint kéveteljik meg a
gerjesztés-valasz stabilitast.

n_(jw + pf
W , és Re{p;} < 0 Vi, akkor teljesiilnek a feltételek.
i=1 -

Bizonyitas s = jw helyettesitéssel:

Ha H(jw) = K,

Mivel (jw — p;)* = —jw — p; = —(jw + p}), ezért:

Im

—(w+pi) —(w+p) ‘fwﬂﬂf
——— = 1,abszolit értéket véve: 1 = [—————| = [——
° (o —p) Go—p)* | [jw—p

TG +pi ) (o +pi)

K(w) = [HG@)| = |#Ko eS| = I fol] 1[7a= B

x o Re 1 Di

o

2. Minimalfazisinak neveziink egy adott amplitidé karakterisztikaju rendszert, ha
futasi id6 karakterisztikaja a lehetd legkisebb:

Azaz, ha adott K(w) és Typ(w) < T(w), VT(w)-ra, akkor ¢(w) = ¢@yr(w).
H}"_l(f ,)
10w

Re{p;} < 0 a Gerjesztés-valasz stabilitas miatt és Re{zj} <0,i=1,..,m

Kritérium: H(jw) = K, ahol

Bizonyitas s = jw helyettesitéssel:

(s —z)| _ (s - zj)*l _ o =(s+2)|
im K@) =2 T =] = O TG =p0 | = TG = pol

tehdt—z; és z; zérusok esetén is ugyanaz az amplitidé karakterisztika.

A fazis karakterisztika akkor lesz minimalis, ha az egyes tényez6k fazisa
minimalis. Az arg(s - ZI) és arg(s +z ) koziil kell a kisebbet
Re valasztanunk, s — z; = j(@ — Im{z;}) — Re{z;}, migs + z;

x

j(w — Imfz;}) + Re{z;} melyek képzetes része azonos, tehét azt vélasztjuk
o aminek a valés része pozitfv, annak a tagnak kisebb a fazisa. Ha Re{z;} <
0 akkor meghagyjuk, ha Re{z;} > 0, akkor a parjét - z; -at valasztjuk.
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3. Felbontasi tétel:

Minden rendszer felbonthaté atviteli fiiggvénye alapjan egy sorba kapcsolt
minimal fazisai és mindent ateresztd rendszerre.

Példa:

H(s)

Példa:

H(s)

H - Hyp

MA

H(s) = Hy4(s) - Hyr(s) egy konstans erejéig egyértelmii.

Mindig a mindent ateresztd rendszer atviteli fliggvényének
meghatarozasaval kezdjiink. Lathato, hogy a pozitiv fél sikra es6 zérusok
poélusparjait kell eldallitanunk a negativ fél sikon. Ehhez gyakran uj fiktiv
pélusokat kell felvenniink, melyeket a minimal fazisi rendszerben
zérusokkal kell lefedniink. A negativ félsikra es6 maradék pdlusok és
zérusok a minimal fazisd rendszerhez tartoznak.

Im

3(s—2) s=2 s+2

O =T a6+ 542 G+a6+D

Hs) = 653 —12s* + 96 e
$ T s34552+85+6

(s+2)[s—2+2)]ls — (2 -2j)]

(s+3)[s—(=1+NIls = (-1-))]
_, Is—@+2ls—@-2)) _25-8s+16

HuaS) = 2 s —(c2 =2~ 2+ 4s+8

(s+2)[s—(=2+2)][s = (=2-2j)] 35>+ 185° +48s + 48

Hyp(s) =3

Im

(s+3)s—(=1+Nlls = (=1-)]

Re

Hyp4(s)
X

Im

Re

Hyr(s)
o

s34+ 552+8s+6

Im

Re
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[V. Szlrétervezés
1. Bevezetés:

Felhasznalasaink soran gyakori probléma hogy egy jelbdl ki kell sz{irni
bizonyos frekvenciakat. Idealis és matematikailag legegyszertibb esete az
ideadlis alulaterszt6 volna, azonban mar belattuk, hogy ez nem kauzalis, azaz
nem megvalésithatd Cahinlz amr alvan amverarfian czimolhat6 és

megvalosithato stabi 1 — , mely a felhasznalas
N P 1 ™ . 7 7 noz

L) 3fi =t 5 lis alulateresztd sziirét.

idedlis aluliteres=ts Vite i
1 Y

1
" !
;"

2. Maximadlis lapos kozelités: (Butterworth,1930):
Definicié: n-ed rend(i ,,maxlap” sz(ir6

a. nparos,n=2r

) wg .n(l_ZL—l) .
H(jw) = —,ahol p; = wye’ m)i=1,..,r
Vo) = MG =poG —ppy 0P = 0

: (1_21—1)
Példa: Legyenn =4 =22 5 n. = woeln s ),i=1,2
Im

P =2r4 %
Py .
2 im(1=21) .
~ — JTTl
45° 387 ol Pi = woe ( "),l
\ | _Re pO) H Py | R
0 _ 0 o
A \¢ .
i . i
m(1——) .
y . Legye / pi = wge’ ( 5),1 =012
) P
n=4 — paros eset n=5 — pdratlan eset

polusok dbrazolasa
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c. Tulajdonségai:

1 1
K (@) = e K = K(0) = LK (00) =

n= }” TK(w)

n= -

n = 100 | Km
lapos

L2n—1

szig. mon. csoky—"

R B — — w

d. Méretezés:

Az alulatereszt6 sziir6 toleranciasémajat az alabbi 4 paraméter

hatdrozza meg: €, 1, wp, w..Kérdés az wy ahol K (wy) = KT’;‘ valamint a
sz(iré rendje n.
A paraméterekre az alabbi feltételeket kapjuk:
1 1 1
2n = V1 + €2 €s 2n =
@b € Qe
1+ @) 1+ ()
Levezetés nélkiil nézziilk meg, hogy a keresett értékekre mik
Rhg LE, I L‘l . L& Llf-\
Uy 6 GG =Co— G, R
<5 TOT TSR = TS D
. =In(e=7) . _1
nz= o = - valamint wy = £ nw,
In—= In—=
wp wp

e. Egy megval6sitas villamos haldzattal:

Cauer-féle szintézis (realizacié) paratlan esetre:

Paros esetben tekercsel indulna.

2 2k—1 ] \
C,, = —sin m ) (k paratlan)

2n )
koherens egységben

L 2 (2k-1 i v
k=7 sm( o n)( paros))
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Szampélda:

Tervezziink sz{ir6t az alabbi paraméterek segitségével:

£=067 =01, =17, 0 = 1877,
Hatarozzunk meg tetszdleges koherens egységrendszert:

krad

[V,mA, kQ,uF,H, .

|

A fenti képletek alapjan, a keresett értékek:
n2-1

n> £ ~47779 >n=5

- w
In—=

In

wp
krad

1
wo=0675-1=1.1076
S

Hatéarozzuk meg a szlirénk atviteli fliggvényét:

Po = —wo = —111
4
P = woe_Jgn =0.9+ 0.65j

.3
P2 = wge’s" = —0.34 + 1.06j

g

(s—po)(s—p)(s—p)(s —p)(s—p3)
B 1.69
" $543.595% + 6.4553 + 7.1652 + 4.91s + 1.68

(2k—1 , )
n) (k paratlan)
- C; rR2N ,
i _ f behelyettesitve

oz — 2k -1 (k péros)
k_wosm( 7 n) paros

H(s) =

Megvalbésitas:

L.

- L,

4

|
o
~
[
£
& %\

C; = 0.558uF ; L, = 1.0614H
C3 = 1.4609uF ; L, = 1.7173H
Cs = 1.8057uF

Legyen R = 1k12.
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5. Diszkrét idejii jelek, rendszerek és
halézatok vizsgalata

[. DIjelek

A valésagban folytonos jeleket gyakran mintavételeziink adott idépillanatokban, az igy
mintavételezett jeleket diszkrét ideji jeleknek nevezziik. Képzeljiink el egy folytonos
idejti jelet, és tegyiik fel, hogy minket csak kT idGpillanatokban érdekel az értéke. Bar a
valdsagban diszkrét értékii jeleket kezeliink, a tovabbiakban mégis tekintsiik
folytonosnak az értékkészletet.

1. Definicié:y = f[k],y € R, k € Z,ahol k-t diszkrét idének vagy titemnek nevezziik.
2. Néhany példa:
a. Egységimpulzus:

Lk=0
5[k]:{0k¢o

Olk]

1s

b. Egység ugras - ,fés{ fliggvény”:

1Lk>0
g[k]:{0k<0

e[k]

Kifejezhetjuk az egységugrast az egység impulzussal a kdvetkezd
integralashoz hasonlo kifejezéssel:

k
e[k] = Z 5[]

i=—o0
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b. Exponencialis jel:

x[k] =aq¥,0<q<1

d. Szinuszos jel:

x[K]
L]
L]
L]
¢ 1
. . [ ] . .k
diszkrét
korfr.
x[k] = Acos 9 k+ p
hd L
amplitidd kezd6
fazis
X[K]

A periodicitas elveszhet, x[k] periodikus marad, ha % € Q.

Példa a periodicitas eltlinésére:

x[k] = sin(k)

AW

X[k]

AWAWAY

VAV

Ellenben periodikus a x[k] = sin(0.37k), mivel % =237 23—0 € Q.

2

Meghatérozhatjuk a periddusat: L = 20, mivel % legkisebb egész

értékil nevezgje a 20.
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3. Miuiveletek DI jeleken:
a. Eltolas (siettetés vagy késleltetés):
Az i itemmel késleltetett jel alakja:
x[k] = x[k — i] := xD[k]

Gyakran el6fordul az egy litemmel siettetett jel, melyet a kovetezd
modokon is jel6lhetiink:

x[k + 1] = xCV[k] = x'[k] = x*[k]

Példa.:
6k — 2]
B[k-2]
P S —
b. Diszkrét idej(i konvolucio:
x[k], y[k] DI konvoldcidja a z[k] = x[k] * y[k] = Z x[i]y[k —i]
i=—o00

TetszGleges jel el6all a jel és az egység impulzus konvolicidjaként:

€3]

xX[k] = -+ x[n][k —n] + - = Z x[i]6[k — i]

i=—o00
c. Levagas, ablakozas:
Ahogy folytonos id6ben, az e[k — i]-vel val6 szorzas diszkrét id6ben is
levagast jelent; az e[k — a] — e[k — (b + 1)]-gyel vald szorzas pedig a jel
derékszogii ablakozott valtozatat szolgaltatja.
Példa: x[k] = {e[k] — e[k — 3]} - 4- 0.5

Txka

d. Differencia (derivalas analdgiajaként lehet tekinteni diszkrét idében):
Legyen x[k] := y[k] — y[k — 1], ekkor x[k] az y[k] differencidja.
Példa: 6[k] = e[k] — e[k — 1]
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II. A DI rendszer

1. Ahogy folytonos id6ben, diszkrét id6ben is definialhatjuk a rendszer gerjesztés-
valasz kapcsolatat explicit és implicit formaban:

y[k] = W{u[k]}, explicit alak
W{ulk], y[k]}=0, implicit alak

2. Rendszertulajdonsagokat megfeleltethetjiik a folytonos idében megismerteknek:
a. Linearitds < nemlinearitas:

w [Z ciui[k]] = Z cWH{u,[k]}

i i
b. Invariancia < variancia:
Wiulk — L1} = y[k - L]
c. Kauzalitas < akauzalitas:
ylkol = Wielko — klulk]}
d. Gerjesztés-valasz stabilitas & instabilitas, labilitas:

Korlatos gerjesztésre a valasz korlatos, azaz:

|lulk]| € R,Vk € Z - |y[k]| ER,Vk EZ

III. A DIjelfolyvam-halézat

Az eddig megszokott Kirchhoff-tipust halézatokkal ellentétben a jelfolyam hal6zatokban
az informaciéterjedést modellezziik. Ennek kovetkeztében a jel terjedési irdnya adott. Uj
komponens karakterisztikdkat kell definidlnunk, és az dsszekapcsolasi kényszerek is
valtoznak. Mint folytonos id6ben, itt is definialhatunk n bemenet( k kimenet(i elemeket.

p q,
P q g,
. L3 q

1. Alapelemek és karakterisztikaik:

a. Forras:

qlk] = u[k], u[k] a rendszer bemeneti jele,
mely altalaban adott.

b. Nyelé:

y[k] = plk], y[k] a rendszer kimend jele, qﬂy
altalaban ez a meghatarozandé mennyiség.

c. Erdésit6:

alk] = K - plK] B3

d. Késleltet6:

P q
qlk] = plk — 1] ~— =
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2. Osszekapcsolas:

a1
a. Osszegzé: *

plil = ) il o, | pr
Példa: p[k] = g [k] + g, [Kk] + q3 K] g
=

b. Elagazés: . p_l.._[

pilk] = qlk]

Példa: py[k] = palk] = palk] = q[k] R

3. Ahalézati egyenletek teljes rendszere:

A halézati egyenletek teljes rendszere az 6sszes elem karakterisztika és az 6sszes
osszekapcsolasi kényszer felirdsabol adddé egyenletrendszer.

Nem szoktuk felirni a hal6zati egyenletek teljes rendszerét, mivel hatékonyabb
modszerek is 1éteznek, melyeket késébb ismertetiink.

Példa:

qs_&. “19: Baf. 9= 3:}.[1.;]

q; ¢+ I‘l;ﬂ ;: Py

Az 6sszes elem karakterisztikajat és az 6sszes 0sszekapcsolasi kényszert
felirva a kovetkez6 differenciaegyenlet-rendszert kapjuk, melyben
tizennégy ismeretlenhez, tizennégy egyenlet és harom kezdetiérték-
feltétel (g3, q7, qg, tehat a késleltet6k kimenetének kezdeti értéke)

tartozik.
Elem karakterisztikak: Osszekapcsolasi kényszerek:
q1[k] = u[k] (adott) p2[k] = ‘h[k]}
qz2[k] = 2p,[k] pslk] = q1[k]
qslk] = pslk — 1] palk] = qs[k]
qalk] = 5palk] Pelk] = qz[k] + qalk] + gs[k]
gs[k] = 0.6ps k] pslk] = %[k]}
gslk] = pelk] pslk] = qelk]
q7lk] = p7[k — 1] pslk] = g[k]

Keresett kifejezés: y[k] = qg[k]
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6. Az impulzusvalasz és alkalmazasa

[. Az impulzusvalasz — h[k]

1. A folytonos esethez hasonldan, az impulzusvalasz az egységimpulzusra, mint
gerjesztésre adott valasz:

hil] = W{S[K]} o[k] ] E} hlk|

2. Véges impulzusvélaszi rendszerek (FIR - Finite Impulse Response):

Az ilyen tipusu rendszerek impulzusvalasza adott litem utan az azonosan 0
értéket veszi fel. Kénnyen belathatd, hogy ennek elégséges feltétele, hogy a
rendszer ne tartalmazzon visszacsatolast.

k<0

h[k] = 0,ha {k N~

L-1

hk] = {e[k] — e[k — L}A[k] = Z h[i]8[k — i]
i=0

3. Ugrasvalasz:

gli] = W{e[k]} elk] DI gl¥|
Ll

A folytonos esethez hasonléan, az ugrasvalasz az egységugrasra, mint
gerjesztésre adott valasz. Azonban, mivel az egységimpulzus véges és igy
koénnyen eléallithato, ezért a folytonos esettel ellentétben az impulzusvalasz
kozvetleniil is egyszerlien megkaphato. Ennek kovetkezménye, hogy a késGbb
bemutatdsra keriil§ diszkrét szimulaci6 kivételével az ugrasvalasznak
kilénosebb szerepe itt nincs.

A linearitas, az invariancia és a kovetkez8 0sszefiiggés kovetkeztében:

S[k] = e[k] — e[k — 1], ezért az impulzusvalasz és az ugrasvalasz k6zott a
kovetkez6t irhatjuk fel: h[k] = g[k] — gk — 1].

A linearitas, az invariancia és a kovetkezd 0sszefiiggés kovetkeztében:
k

e[k] = Z 6[i], ezért az impulzusvalasz és az ugrasvalasz kozott a

i=—o00
k
a kovetkez6t irhatjuk fel: g[k] = Z h[i]
i=—o0
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I1. A valasz kifejezése az impulzusvalasz segitségével

Linedaris invarians rendszer esetén az adott valaszt, mint a gerjesztés és az
impulzusvalasz konvoluciéja kapjuk meg.

A h[k] = W{5[k]}-b6], valamint a rendszer invariancidjabol kovetkezik, hogy h[k — i] =
W{&[k — i]}. Ehhez hozzavéve a rendszer linearitasat, azt kapjuk, hogy u[i]h[k — i] =
W{ulil6[k — i]}. A gerjesztés dsszes ,palcikajanak” hatasat a szuperpozicié értelmében
mindkét oldal dsszegzésével vehetjik figyelembe, tehat:

yIk] = Z ulilhlk - i] =W[Z u[i]tS[k—i]]:W{u[k]}.

i=—o00 i=—o00

igy megkaptuk, hogy a valasz valéban kifejezhet a gerjesztés és az impulzusvalasz
segitségével:

[

y[k] = Z ulilhlk — ] =uxh=h+*u= Z hliJulk - i]

i=—oo i=—o0

Kauzilis rendszer esetén h[k] belépé, és ha u[k] is belépd, a konvolucié hatarai a
kovetkez6képpen alakulnak:

© k

ylk] = Z elilulile[k — ilh[k — i] = Zu[i]h[k —1]

i=—00 i=0

Ebben az esetben a valasz k. litembeli értéke a kovetkezé nem zart formulaval
szamolhato:

y[0] = u[0]n[0]
y[1] = u[0]A[1] + u[1]A[0]
y[2] = u[0]h[2] + u[1]A[1] + u[2]R[0]
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7. A rendszeregyenlet

[. Definicio
Tekintsiink egy diszkrét idej(, linearis invaridns, egy bemenetii egy kimenet( rendszert.

A kauzalitas nem feltétele a rendszeregyenlet létezésének, azonban a kovetkezékben
feltessziik, hogy teljesiil.

A fenti feltételek mellett minden rendszerhez generalhat6 egy alabbi formaju gerjesztés-
valasz kapcsolat:

ylk] = boulk] + byulk — 1] + -+ bpulk —m] — ayy[k — 1] = = = ayy[k = n]
n m
vl + Y aylk =il = ) byulk 1
= =0
autoregresszid mozg6 atlag

Az ilyen rendszerekre gyakran ARMA (AutoRegressive-Moving-Average) néven
hivatkozunk.

FIR rendszerek esetén a rendszeregyenlet alakja a kévetkezd:
m
vl = ) byulk = 1
j=0

Példa nem kauzalis rendszerre:

ylk — 1] — 0.5y[k — 2] = u[k]

Lathatd, hogy a valasz a k. litemben a gerjesztés k + 1. litemétdl fiigg.

Kénnyen észrevehetjiik, amennyiben u[k] = §[k], akkor y[k] = h[k] nem belépé.
Példa: Fejezziik ki az alabbi rendszer rendszeregyenletét!

A rendszeregyenlet meghatarozasahoz vegyiik
fel a v[k] segédvaltozot, és irjunk fel
egyenleteket az 6sszegzikre.

1) vk + 1] = 0.5v[k] + u[k]
2) ylk] = v[k — 1] + 4v[k] + 2u[k]
Az 1.)-es egyenlet mindkét oldalat késleltetve:

3.) v[k] = 0.5v[k — 1] + ul[k — 1],
ezt behelyettesitve 2.)-be:

4.) ylk] = v[k — 1] + 2v[k — 1] + 4u[k — 1] + 2u[k]

3.)-at atrendezve: v[k — 1] = 2v[k] — 2u[k — 1], majd behelyettesitve 2.)-be:
vlk] = %y[k] + %u[k —-1] - gu[k], késleltetve és visszahelyettesitve 4.)-be:

ylk] = 0.5y[k — 1] + ulk — 2] + 3u[k — 1] + 2u[k]
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II. Kanonikus halézatok

A rendszeregyenlet nem hatdrozza meg egyértelmiien a haldzatot. Ugyanahhoz a
rendszeregyenlethez végtelen sok realizacié tartozik. A lehetséges realizacidk kozil az
alabbi felépitésii, minimalis elemszamu rendszereket tekintjiik kanonikus hal6zatoknak.

Példa:n =2; m = 2:

by, -
= [y

ylk] + a;y[k — 1] + ayy[k — 2] = bou[k] + byulk — 1] + byu[k — 2]

A megval6sitasban a valaszbol visszacsatolt erdsitdk ellentettjei a
rendszeregyenletben szerepl6 a;-knek.

El6z6 példa dualisa:

ylk] + a;y[k — 1] + ayy[k — 2] = bou[k] + byul[k — 1] + byu[k — 2]

A megvalositasban a gerjesztésbe visszacsatolt erdsiték ellentettjei a
rendszeregyenletben szerepld a;-knek.

III. Megoldas fokozatos behelyettesitéssel(1épésrol 1épésre)

Tegyiik fel, hogy y[—1],y[—2], ..., y[-n]; u[k],k > m adott (kezdeti feltételek), ekkor a
valasz a rendszeregyenlet alapjan rekurzivan szamithat6 a k. iitemre.

YI0] = —a,y[=1] = -+ = any[=n] + bou[0] + -+ byyu[—m] =
y[1] = —a,y[0] — -+ — a,y[—n + 1] + bou[1] + -+ + bpu[—m + 1]

A rekurziv mddszer a szamitasi pontatlansagokat néveli, mivel magéaval hordozza a
hibdkat. Jobban preferaljuk a valasz zart alakjat, azonban ablazatkezel6 (pl.: Microsoft
Excel) segitségével a fokozatos behelyettesités szamitasaink ellendrzésére egyszer(i
moédszer.
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Valaszjel szdmitasa h[k]| segitségével

A rendszeregyenlet egy n-ed rendd linedris differenciaegyenlet. Ahogy matematikabdl
megszokhattuk a differencidlegyenleteknél, ezt is homogén és inhomogén részre bontva
oldhatjuk meg. A homogén altalanos megoldds meghatdrozdsakor a gerjesztést figyelmen
kiviil hagyjuk, azaz a rendszeregyenletnek a gerjesztés feloli oldalat nullaval helyettesitsik. Az
igy kapott segédrendszer impulzusvalaszat meghatdrozhatjuk, ha a gerjesztés oldalédra
egységimpulzust kapcsolunk. A fentiek szemléletesen a kbvetkezéképpen irhatok:

ylk] + a;y[k — 1] + -+ + a,y[k — n] = boulk] + -+ + bulk —m]
us[k]

Szemléltetés halézattal (példam = 2)

ufk] )

segéd-
rendszer 3 b (K]

Tudjuk, hogy a segédrendszer impulzusvalasza hs[k] = W,{6[k]}, melybdl linearitast és
invarianciat kihasznalva a kovetkez6 ado6dik:

hlk] = bohs[k] + byhs[k — 1] + -+ + byhs[k — m] = Z bihg[k — i].
i=0

Ezen eredmény a fentebbi dbra alapjan is igazolhatd, ha u[k] = §[k].

A homogén 4ltalanos megoldas, azaz a h,[k] meghatarozasa:

Ha ug[k] := &[k] akkor minden nulla utani {itemre a gerjesztés értéke zérus, tehat
arendszeregyenlet homogén. Ahogy a derivalas sajatfiiggvénye az exponencialis
fiiggvény, tigy a differencia sajatfiiggvénye is az. Ahogy folytonos esetben
megszoktuk, a y[k] + a;y[k — 1] + - + a,y[k — n] = 0 egyenlet megoldasat
keressiik a sajatfiiggvény formajaban, azaz y[k] = C - p*alakban. Ezt a
rendszeregyenletbe visszahelyettesitve a C - p* + Y™, a;Cp*~t = 0 adédik.
Mindkét oldalt C-vel leosztva adédik a karakterisztikus egyenlet:

m
e+ Z ap*t =0
i=1

Ennek megoldasai: p;,i =1,..,m. Ekkor a homogén altalanos megoldas a
kovetkezd alakban adédik:

n
y[k] = Z C;k™1pk , ahol m; az i. gyok multiplicitasa.
i=1

Ebbél C; meghatarozhaté a kezdeti feltételek alapjan.

Logikusan adédik, hogy a homogén altalanos alak csak k = 1-re érvényes, de valéjaban
belathat6, hogy mar a - (n — 1). ltemtdl is analitikus alakban irhatd. Kezdeti érték
feltételként sziikségiink van hg[0], hg[—1], ..., hs[—(n — 1)] értékekre, azonban kauzalis
rendszerre hg[k] = 0,ha k < 0, és a rendszeregyenlet alapjan:

hs[0] = —a;hs[—1] — azhg[-2] — - — azhg[-n] + S[0] =1

——
us[k]=8[k]
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Példa: y[k] — y[k — 1] + 0.25y[k — 2] = 2u[k] — u[k — 1]
Ynat y[K] — y[k — 1]+ 0.25y[k — 2] = 0
ylk] = Cp*
Cp* —Cp*~t +0.25Cp* 2 =0
p?—p+025=0-p;, =05
Mivel kétszeres gyok adodik, ezért y,4[k] = €;0.5% + C, - k - 0.5,
Kezdeti feltételek érvényestése:

Legyen u[k] = 2ulk] —ul[k — 1] = §[k], ekkor y[k] = hg[k].
Mivel a rendszer kauzalis ezért:

Vral=1] = h[—1] = €,0.5"1 — €,0.5"1=0
Y1a[0] = hg[0] = C,0.5° — C, - 0 - 0.5°=1, melybol
C,=16sC =1

Ezek alapjan hg[k] = e[k + 1]0.5%(1 + k)

A megoldas menete nem valtozik egyszeres illetve konjugalt komplex gyokparok esetén
sem, utdbbi esetben megjelenik a koszinusz fiiggvény. A példa alapjan lathatd, hogy a
megoldas a kovetkezg alakot 6lti:

helk] = e[k +n — 1] Z ok

i=1

A rendszer impulzusvalasza a segédrendszeré alapjan a kovetkez6 alakban adhat6 meg:
m n n
hlk] =ijs[k+n— 1—j]ZCipf_] =ZDipf‘,hak >m+1-n
=0 i=1 i=1

Ebb6l a mar megismert médon barmilyen gerjesztésre meghatarozhatjuk a valaszt:

y[k] = hlk] * u[k]

V. Gerjesztés-valasz stabilitas

n
Mar latthattuk, hogy h[k] = Z D;pk , alakban adédik. A gerjesztés — valasz stabilitas

i=1

az impulzusvalasz abszolut 6sszegezhetségébdl kovetkezik, melyre konnyen belathato, a
kovetkezd sziikséges és elégséges feltétel:

A rendszer gerjesztés-valasz stabilis, akkor és csak akkor, ha |p;| < 1,i =1, ...,n, azaz
minden poélus az egység koron beliilre esik.

A rendszer a stabilitas hatarhelyzetében van, amennyiben csak egyszeres gyokok esnek az
egységkorivre és minden mas gyok az egységkoron beliil helyezkedik el.

68



VL

Fenyvesi Rdbert és Dudas Marton — Jelek és rendszerek 2.

Valaszjel szdmitasa kozvetleniil 6sszetevikre bontassal

Bizonyithato, hogy y[k] = ys[k] + y4[k], azaz a vélasz felbonthaté egy szabad (tranziens)
és egy gerjesztett (stacionarius vagy allanddsult) dsszetevére. Ez a meggondolas teljes
mértékben Osszhangban van a matematikdban tanultakkal, miszerint a differencia
egyenlet inhomogén altalanos megoldasa eldall a homogén altalanos és egy inhomogén
partikularis megoldas 6sszegeként. A tranziens 6sszetevé a rendszerre, mig az allandésult
0sszetevl a gerjesztésre jellemz6.

Példa: Tekintsiik a kovetkezd rendszeregyenlettel jellemzett rendszert:
y[k] — 0.125y[k — 2] + 0.0625y[k — 3] = u[k] — 0.25u[k — 1]
Szamitsuk ki a valasz id6fiiggvényét, ha a gerjesztés u[k] = e[k]0.4¥.
A homogén altalanos megoldas (szabad 6sszetevs) meghatarozasa:
y[k] — 0.125y[k — 2] + 0.0625y[k — 3] = 0
Yf[k] = Cpk
Cp* — 0.125Cp*=2 + 0.0625Cp*~3 =0
p? —0.125p + 0.0625 = 0 = p; = —0.5,p, 3 = 0.25 + 0.25] = 0.52¢7%
Mivel konjugalt gyok par adddik, ezért
y7[k] = C,(~05)* + €,0.52* cos (% k) + €50, 57 sin (g k)
Kezdeti feltételek érvényestése:
Mivel a rendszer kauzalis és a gerjesztés belépo:

yy=2] = G,(=0.5)2 + ;057 cos (—2) + ;0.5 sin () = 0

Y111 = €1(=05)7 + 60572 cos (=) + ;0577 sin (= 2)=0
yf[O] = C;(—0.5)° + C,0.5° cos(0) + €50.5%sin(0) = 1, melybdl
€, = 0.46sC,=0.665Cs =02

Tehat y,[k] = 0.4 (~0.5)* + 0.6+ 0.5 cos (Tk) + 0.2 0.5 sin (Zk)

A gerjesztett Osszetevd meghatarozasihoz keressik yg[k]-t, a gerjesztés
forméajaban:

yylk] = C - 0.4*

Ezt és a gerjesztést a rendszeregyenletbe behelyettesitve:

C-0.4% — 0.125C - 0.4%72 4+ 0.0625C - 0.4*~3 = 0.4% — 0.25- 0.4%~1
C-0.43 —0.125C - 0.4' + 0.0625C = 0.4® — 0.25 - 0.4, ebbdl

C = —2.75,tehdt yg[k] = —=2.75 0.4%

3 3
Avalasz, y[k] = e[k] (0.4 - (—0.5) % + 0.6 - 0.52" cos (k) + 0.2 - 0.52" sin (T k ) — 2.75 - 0.4%
4 4
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8. Az allapotvaltozos leiras

I. Az allapotvaltozds leiras

Az allapotvaltozéknak két kritériumot kell teljesiteniiik, egyrészt a k. iitemben ismert
értékeikbdl a valasznak az adott litemben, masrészt az allapotvaltozéknak a k + 1.
iitemben egyértelm{ien meghatarozhaténak kell lennie. Allapotvaltozéknak tekintjiik a
fentebbi kritériumokat teljesitd, minimalis elemszamu valtozérendszert. Az
allapotvaltozok megvalasztisa nem egyértelmfi, ahogy folytonos idGben, itt is az
,emlékezd” elemekkel lesz kapcsolatban. Igy az allapotvaltozék célszertien a késleltets
elemek kimeneti értékei lesznek.

ul Yy

Az allapotvaltozos leiras dltalanos alakja:

xlk + 1] = Ax[K] + B ulk]
yIK] = € x[k] + Dulk]

Ahogy eddig is egy bemenetii és egy kimenetii rendszerekre szoritkozunk, a
tovabbiakban is ezeket vizsgaljuk, ebben az esetben az alabbi jel6léseseket alkalmazzuk:

x'=Ax+Bu,aholx[k +1] = x'

y'=C'x+Du

II. Allapotegyenletek transzformélésa

Bar az allapotvaltozdk megvalasztasa nem egyértelmi, ha ismerjiik egy rendszer
allapotvaltozos leirasat, akkor létezik olyan transzformacid, amely ebbél egy masik
allapotvaltozos leirast allit el6.

X, =Ty1x1 + -+ Tipxp

Xy =Tp1X1 + -+ Topxp (X = EE , ahol g egy n X n-es nem szingularis matrix

Ekkor x = T™1%, melyet visszahelyettesitve és az llapotvaltozds leirast T-vel

megszorozva kapjuk:

Tx'=TAT™'%+T Bu
y=C"T7% + Du r=41+Bu
PN y=CT%+Du
Tx'=(Tx) =%
Ezt a transzformacidt az allapotmatrix hatvanyozasanal a spektralis felbontasra
hasznalhatjuk.
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III. Rendszer leirdsa allapotvaltozékkal

1. Ahalézat allapotvaltozos egyenletrendszere:

Praktikus, ha a késleltet6k kimeneteit vezetjiik be, mint allapotvaltozdk:

Példa:

x[k+1] S (k]

X1=u

X3 = Xz
Yy =Xx3
x| 0 o o] 1
x3| =[5 0.6 0f[x2]+]|2|u
x5 lo 1 ollxl lo
X1
y=[0 0 1]|*2|+0-u
X3

A halézat regularis, ha létezik allapotvaltozés lefrasa.

Ellenpélda:

x'=K{u+x+Kx")

K K.
= L+ L
1- KKy | 1-KiK,

!

X

u,nem értelmezheté, ha K; = K, =1

Parametrikusan nemregularis a haldzat, amennyiben a
paraméterek megvalaszthatdk gy, hogy az allapotvaltozos leiras
nem értelmezhetd. Erre példa a fenti rendszer. Parametrikus
nemregularitas sziikséges, de nem elégséges feltétele a memoria
mentes hurok megléte; ez grafelméleti mdodszerekkel vizsgalhato.

Strukturdlis nemregularitas az elemek helytelen
osszekapcsolasabol (pl.: forditva bekotott késleltetd) fakad.

D—4—=2]
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2. Halézat realizaci6 allapotvaltozos leiras alapjan:
Ez a feladat nem egyértelmii, és egy altalanos alak meglehetGsen bonyolult.
Tekintsiink egy példat két allapotvaltozot tartalmazo rendszerre:
X1 = A11%1 + A%, + biu
Xy = Ag1xq + Agyxy + bou
Y =c1X1 + Xy +du

A fenti egyenletrendszerbdl ,intuitiv’ médon az alabbi halézatot kaphatjuk
példaul:

NE
Ej:
Y

DU

| Ve
%
Qs
i

Ya.

3. Allapotvaltozés leiras a rendszeregyenlet alapjan:

A feladat megoldasa nem egyértelm, mi a Frobenius-mdédszert ismertetjiik egy
példan keresztiil:

y[k] = 0.7y[k — 1] — 0.94y[k — 2] + 2u[k] — 1.8u[k — 1]
n=2m=1

Minden egyes késleltetett értékhez vegytink fel egy-egy 1j allapotvaltozoét,
legyen x, [k] = y[k — 1], x,[k] = y[k — 2] , x3[k] = u[k — 1]

Ezeket behelyettesitve az alabbi egyenletek adédnak:
x1[k + 1] = 0.7x;[k] — 0.94x,[k] — 1.8x3[k] + 2u[k]
%[k +1] = y[k — 1] = x,[k]
x3[k + 1] = ulk]
ylk] = x1[k + 1] = 0.7x,[k] — 0.94x,[k] — 1.8x3[k] + 2u[k]
4. Rendszeregyenlet az allapotvaltozds leirds alapjan:

A feladat megoldasa egyértelmi, a rendszeregyenletet gy kaphatjuk meg, ha
rendezziik az allapotvaltozos leiras egyenletrendszerét ugy, hogy az
allapotvaltozokat kikiiszoboljiik. A késébbiekben egyszer(ibb megoldast is
tanulunk.
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IV. Az allapotegyenletek megoldasa

1. Fokozatos behelyettesités:
x[0] adott kezdeti feltétel - y[0] = CTx[0] + Du[0]
x[1] = Ax[0] + Bu[0] - y[1] = C"x[1] + Du[1]

x[2] = Ax[1] + Bu[1] - y[2] = C"x[2] + Du[2]

Ha u[k] belépd, akkor a kauzalitasbdl fakadéan x[—1] = 0 melybdl ad6dik, hogy
x[0] = Ax[~1] + Bu[-1] = 0
== —

2. Az altalanos megoldas:
x[0] adott kezdeti érték
x[1] = A x[0] + Bu[0]

x[2] = Ax[1] + Bu[1] = A%[0] + A Bu[0] + Bul1]

x[3] = Ax[2] + Bu[2] = 4%x[0] + ABu[0] + A Bu[1] + Bu[2]

Eszrevehetjiik, hogy a kévetkezd osszefiiggés all fenn:
k-1
x[k] = Akx[0] + Z ARy (] k = 1
zérus L,_,
gerjesztést zérus allapoti tag
tag
Ezt a valasz kifejezésébe behelyettesitve, adodik:
CTx[0] + Du[0],k =0
k-1
CT4*[0] +CT ) A*TBuli] + Dulkl k > 1

i=0

ylk] =

3. Impulzusvalasz szamitasa az el6bbiek alapjan:

A gerjesztés a belépd egységimpulzus, tehat az allapotvaltozok kezdeti értéke
zérus, ulk] = §[k], x[0] = 0. Ebben az esetben a valasz:

DS[0L, k=0
hik] = k-1
=1¢r Z A*Z1BG[i] + DS[k] k = 1 - CTA*1B
i=0

hlk] = D&[k] + e[k — 1]CTA*'B
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5. A¥ szamitasa:

Lagrange-matrixokkal:

Matrixfiiggvényeket definidlhatunk a sajatértékeik és Lagrange-matrixaik
segitségével. Egyszeres sajatértékek esetén a kovetkezé médon:

N N é _ ﬂ'pE
f(4)= Zf@i)éi ahol L; = Hm s |A—2,E[ =0
i=1 p=1
p#i

Szamunkra fontos a hatvanyozas, mint fiiggvény f(x) = x*-t
alkalmazva kapjuk:

N
A=) AL
=1
T6bbszoros zérus sajatértékek (14, ..., Ay egyszeres és Apryq, ..., Ay = 0)
esetén a fenti képlet a kovetkez6képpen alakul:

M
Ak = Z A¥L;,csak k = M — re érvényes ahol
= &=
AVM M A — pE
Li===| |7—i=1...M
=M 1A=
p#i

Spektralis felbontassal:

A matematikai tanulmanyaik soran megismert médon is eléallithatjuk
matrixok hatvanyait. Egyszeres sajatértékek esetén, a sajatvektorok altal

meghatarozott bazisba attérve, a matrix diagonalissa (A) valik, és tudjuk,

hogy diagonélis matrixok k. hatvanya tgy allithat6 elé,T)ogy a f6atlo
elemeit k. hatvanyra emeljiik.
Tehat A = M A M~! ,ahol M a sajatvektorokbdl 416 tigynevezett

moédalmatrix. Mindkét oldalt k. hatvanyra emelve:

(0) =(uram) = uram M aM- .=yt (4) M
M MTAMMTAM- =M (4) M

k
A ) matrix a kovetkez6 formaban all el6:

~

Ezek alapjan a keresett

k k
(8) = (a) M
A médszer hasznalatahoz matrixinvertalast, matrixszorzast, és skalar

szamok hatvanyozasat kell csupan hasznalnunk, melyek nem tul
bonyolult miiveletek, akar kézzel is elvégezhetGek.

Tobbszoros sajatértékek esetén a A matrix nem diagonalis, hanem
ugynevezett Jordan-normalformat kapunk, mely a szamitasokat
lényegesen nem neheziti, de ezt most nem ismertetjiik.
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V. Aszimptotikus stabilitas

Ezen témakorben az allapotvaltozok viselkedését vizsgaljuk a gerjesztés megsziinése
esetén. A rendszer aszimptotikusan stabilis, amennyiben I}im x[k] =0, ha
—00

ulk] = 0 k = K esetén.
1. Az aszimptotikus stabilitas feltételei:

Ha u[k] = 0 akkor az allapotvaltozos leiras a kordbbiakban levezetett
osszefiiggés alapjan a kovetkezd alakban irhaté: x[k] = A*x[0]. A

spektralfelbontas alapjan szamolhatjuk A*-t egyszeres sajatértékek esetén:

A=MAM™ > A¥ = M A*M~, ahol A* = diag(2k, 25, ..., 2§).

Ebbél adédik, hogy k — oo esetén az dllapotvaltozdk értékei csak akkor
tarthatnak nullaba, ha a sajatértékek abszolut értéke kisebb egynél, mivel ekkor
az A matrix hatvanyai azonosan nulla matrixhoz tartanak.

= (el = et o =

llmlf=0Hri:|Ai|<1
A fentiek alapjan az aszimptotikusan stabilis sziikséges és elégséges feltétele a
|41 < 1,i =1,..., N, tehat a sajatértékeknek az egység koron beliil kell esnitik.

2. Jury-kritérium:

Ahogy folytonos esetben, a Hurwitz-kritérium segitségével tudtuk egyszeriien
eldonteni a karakterisztikus egyenlet alapjan az aszimptotikus stabilitast, agy
diszkrét id6ben is megfogalmazhatunk hasonld kritériumot.

a. Hurwitz-kritérium:

A Hurwitz-Kkritérium egyszer(i sziikséges, de nem elégséges matematikai
kritérium, mellyel polinomok gyokeinek valdsrészének elGjelét tudjuk
eldonteni.

N +axVNl+ - tayxtay=0
(x—x)(x—x3) . (x—xy) =0
Re{x;} < 0,Vi » a; > 0,Vi

Masodrendii esetben a kritérium sziikséges és elégséges is:
2 +ax+a, =0
(x—x)(x—x3) =0
Re {xl‘z} < 0 akkor és csak akkor,haa; , > 0

Mivel folytonos rendszerek esetén az aszimptotikus stabilitas sziikséges és
elégséges feltétele a sajatértékek bal félsikra esése, ezért a Hurwitz-
kritérium egy az egyben az aszimptotikus stabilitasrél nyilatkozik.

Diszkrét id6ben hasonlé kritériumot szeretnénk megfogalmazni, melyhez
a Hurwitz-kritérium transzformalasa lesz segitségiinkre.
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b. A stabilitasi tartomany transzformalasa:

A Hurwitz-kritériumot Ggy szeretnénk moédositani, hogy a bal félsikot az
egységkoron beliilre képezziik a bilinedris transzforméacio segitségével.

I {\} Im {~}
. 2 —n !
stabil
i 0 L Re{\} 0 Re {~}
1 0 1 -1 0 1
-1 -1

Bilinedris transzforméci6 szemléltetése

Tekintsik a masodrend( esetet, mivel ekkor a Hurwitz-kritérium sziikséges és
elégségesis: A2 + ;A + a, = 0.

A-1 e PR y+1
Legyeny = 51 mely egy bilinedris transzforméacio, ebb8l 1 = — ]/Tl

. (Y1 y+1 .
Ezt visszahelyettesitve: ()/Tl) - ()/Tl) + a, = 0 adodik.
A kifejezést kifejtve, majd az igy kapott egyenletre a Hurwitz-kritériumot
alkalmazva a kovetkezg feltételrendszert kapjuk:

v’ (l—a; +ay) +y(2—2a,)+(1+a; +a) =0

a, <1

2—-2
a >0 _)|a1|<1+a2

1—a1+a2>0]
1+a;+a, >0

A fenti masodfoku egyenlet valos és képzetes gyokeit a diszkriminans
segitségével valaszthatjuk szét:

2
a
D=4(1—a2)2—4(1—a1+a2)(1+a1+az)=0—>a2=T1

c. Stabilitasi hAromszog

A fenti feltételeket egy dbran kénnyen szemléltethetjiik:

as
Sgrmmmmmme e S [ ECEE LR E e P e P g
képzetes -~
g /__,,/” aq
-2 -1 0 1 2
valos
—'i‘ -
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VI. Leslie-modell (1945)

1. Linearis modell allapotpopulaci6 fejlédésére

Vizsgéljuk évente a Réz-folyé Oncorhynchus nerka (vorés lazac) néstény

Tulélési rata (P;), mely megadja, hogy az i éves néstény megéri-e az
(i + 1 Avag bart
P P2 P:

R¢ M/-\ . hogy az i éves ndstény

m| 0-1 éves | 1-2 éves | 2-3 éves | 3-4 éves

F1_F2 Fs Fa

Korlatlan élettér esetén exponencialis novekedési ratat varunk. Ebben az
esetben aszimptotikus (allandésult) koreloszlas, korarany alakul ki, melyet
korfanak neveziink.

2. A megfigyeléseink leirasa DI rendszerrel

Legyen x;[k] az (i — 1) és i év kor k6zotti nGstények szdma a k. évben.
x1[k + 1] = Fyxq1[k] + Fox,[k] + Fyxz[k] + Fyx4[k], mivel a 0-1 évesek
kizardlag az id6sebbek szaporulatabél adédhatnak.

X[k + 1] = Pyx,[k], az els6 éviiket sikeresen tdlél§ néstények szama.

x3[k + 1] = P,x,[k], a masodik éviiket sikeresen tilél6 néstények szama.

x4k + 1] = P3x3[k], a harmadik éviiket és az 6sszes medvetamadast
sikeresen tilél6 ndstények szama.

Az allapotmatrix ekkor a kdvetkez6 mdédon néz ki:

F, F, F; F,

PP 0 0 o0 . -
é— 0P 0 0 Leslie-matrix
00 P O

A karakterisztikus egyenletet felirva:
At — F1A3 — F,P A% — F3P,P,A — F,P,P,P; = 0
Az allapotegyenletek megoldasa Lagrange-matrixok segitségével:

x[k] = A*x[0] ,k > 1

AR = KLy + A5L, + 25Ls + AL,
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3. Szampélda:
F; = 0;F, = 0; F3 = 2000; F, = 5000
P; = 0.5%; P, = 7%; P; = 20%
Ekkor:

0 0 2000 5000
_(0.005 0 0 0
=710 0.07 0 0

0 0 0.2 0
A*—0.071-035=0

S

A1 = 1.015; A, 3 = —0.285 £ 0.834j = 0.88e*1%; 1, = 0.444

nem stabil

Jol lathatéan nem stabil a rendszer, melynek bioldgiai jelentése ebben az
esetben, hogy a populécié nincs kihalasra itélve.
Ha k elég nagy, akkor A* kozelithet6 1.015% L, alakban.

4 A— A E 0.360.94 883.48 1479.63

L =1_[ =_|o0 03 435 729
= =1 15,=3, 70002 03 0.5
o 0 0 006 01

x[k] = A*x[0] = (1.015)* - Ly - x[0]

Vizsgaljunk meg két lehetséges kiindulasi allapotot:
a. Legyen x[0] = [1000 1000 1000 1000]

242 -10° — 1 évesek
~ k| 11940 1 — 2 évesek
x[k] = (1.015) 824 2 — 3 évesek
L 163 1 13—4évesek
Ly X[O]
Ebben az esetben hossz id6 utan az Gjsziilott populacié nem
mérhet6 az id6sebbekhez. Az 6regebbek szama kozt a
92.4%
kovetkezd aranyok allnak fenn: [ 6.3% ]
1.3%

b. Legyen x[0] = [1000 500 250 125]

4.37-10% — 1 évesek
— k| 2149 1 — 2 évesek
x[k] = (1.015) 148 2 — 3 évesek
3 — 4 évesek

Ly X[O]

Ebben az esetben is az 6regebbek szama kozt a kovetkez6
92.4%

aranyok allnak fenn: [ 6.3% ] tehat sejthetd, hogy az
1.3%

aszimptotikus korfa alakja a kiindulastol fiiggetlen.
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9. Szinuszos allandésult allapot

[. A DI szinuszos jel

k] = X cos(@ok + p) jel akkor és csak akkor periodikus, ha L M, ahol mind a nevezo,
21 L

mind a szamlal6 egész szam. Ahogy az 5. fejezet elején megfigyeltiik a koszinusz
fliggvény nem feltétleniil periodikus diszkrét idében!

9 z P i o2 P
A ﬁ tort tovabb nem egyszeriisithetd alakjanak nevezdje a periédus (L), melybél a

korfrekvencia 9, nem hatarozhat6é meg egyértelml’ien.] {Commented [MD4]:

1. Komplex leiras:

Mint folytonos id6ben, a koszinuszos jeleket egy komplex fliggvény valds
részének tekintjiik. Az Euler-alaknak megfelelGen:

Re{Xe/@ik+P)} = Re{X cos(9k + p) + Xj sin(@k + p)} = X cos(Ik + p).

Tudjuk, hogy x[k] = Re{Xe/®/k*+P)} = Re{Re/%*eiP} melybdl adott frekvencian
definialhatjuk az Xe/? komplex amplitidét, ami egy 9, szégsebességgel
korbeforgd komplex vektorként (fazorként) képzelhet6 el.

Példa :x[k] = cos Ek] = Re {1 . ejgk}

- T2
X:l'pzorﬂozgz?—)l‘:
awg
] .
. . . .
K.
L] L] L] .
L] L]
fim
k=2,8,..6 2 _— | k=17
i+ 2 ;-“ L7,..6n+1
y N
k=39,..6n+3 \V/ %= 0.6....6n Re
I iy |
N }
k=4,10,....6n+4 6n+5

2. Miiveletek id6fiiggvényekkel és fazorokkal:

79



Fenyvesi Rdbert és Dudas Marton — Jelek és rendszerek 2.

Legyenek x; [k], x,[k], ..., x,, [k] azonos ¥, korfrekvenciji szinuszos jelek. Ekkor
a fazorokon és id6fiiggvényeken végzett miiveletek kozt az alabbi dsszefiiggések
allnak fenn:

a. xs[k] = x,[k] + x4 [K] © X;=X,+X;

b. x,[k] = Kx;[k] o X, = KX,
c. x[k] =x.[k—1] o X, = X1e /%
Bizonyitas:

Re{yzewok} = Re{Ylewﬂ(k_l)} = Re{Ylewoke_wﬂ}, Vk
Tehat: X, = X,e /%, ami az alabbi abran is lathato.
Im

X

X,

Példa:
I
x1[k] = 2 cos(9pk) és x,[k] = 3x;[k — 2] valamint 9, = 3
Hatédrozzuk meg a fazorok segitségével x,[k] id6fiiggvényt:
X, =2 - X, =3X,e712%
kr  2m
x,[k] = 3+ 2 cos(Pok — 20) = 6 cos (? - ?)
Példa:

x1[k] = 3 cos (190k — g) és x,[k] = 5cos(Wpk + 1.1)

Hatarozzuk meg az x3[k] = x4 [k] + x,[k] id6fiiggvényt a fazorok
segitségével:

X, =3¢ =15 26]

X, = 5e7 /11 = 2.27 + 4.46f

X3 =X, +X, = 3.77 + 1.86] = 4.2e%46J
x3[k] = 4.2 cos(Ipk + 0.46)
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[I. Rendszeranalizis szinuszos allandésult dllapotban

Mint folytonos id6ben, a valasz felbonthaté szabad, és gerjesztett 6sszetevok Osszegére,
ylk] = y¢[k] + y,4[k]. Ha a rendszer gerjesztés-vélasz stabilis, akkor megfeleld idd eltelte
utan a szabad 6sszetevd lecseng és a valasz tisztan gerjesztett 6sszetevébdl all,

111_{130 yelk] = 0és lll_r)rQlQ y[k] = yq4[k]. Mivel a gerjesztett 6sszetevd a gerjesztéshez hasonlé
alakd a linearitas miatt, ezért szinuszos gerjesztés esetén valoéban beall a szinuszos
allandésult dllapot, u[k] = U cos(9ok + py) = yglk] =Y cos(9ok + py).

1. Atviteli tényez6 és karakterisztika:

Pontosan tgy, ahogy a folytonos idejii rendszerek esetén megszoktuk, adott
frekvencian a komplex szamitasi modot alkalmazzuk. A linearitas kovetkeztében
arendszer csak az amplitiidon és a fazison médosithat, melyet egy komplex szam
teljesen leir, ezt atviteli tényezének nevezziik, és mindig csak adott frekvencian
értelmezzik. A valaszt adott frekvencidji szinuszos gerjesztésre az 6t
reprezentald fazor és az ezen a frekvencian érvényes atviteli tényezd szorzatanak
segitségével kapjuk.

Amennyiben a frekvenciaval, mint folytonos paraméterrel szamolunk, az atviteli
tényezé6t a frekvencia fiiggvényében kapjuk meg, és ezt atviteli karakterisztikdnak
nevezzik.

u, vy U Y

Ha u[k] = Re{Ue/¥*} és y[k] = Re{Ye/*}, akkor

< =<l

= H atviteli tényez6, melybél

. Y
H (efﬁ) = ﬁ—a atviteli karakterisztika.
9
Az atviteli karakterisztika felbonthatd egy amplitidoé- és egy fazis-
karakterisztikara, H(e/?) = K(9)e/¢®.
K (9)- amplitiadé karakterisztika

¢@(9) - faziskarakterisztika

Az atviteli karakterisztika tulajdonsagai:
A H(e_w) = H(ej‘g)*, ebbdl adédéan K (—9) = K(I) paros fliggvény,
mig ¢(—9) = —@ (V) paratlan fiiggvény.
A folytonos id6tdl eltéréen az exponencialis fliiggvény periodicitdsa miatt

az atviteli karakterisztika is periodikus, H(e /®+2™) = H(e=/%), vy.

Csak akkor értelmeziink atviteli karakterisztikat, ha gerjesztés-valasz
stabilis, ekkor az amplitiid6 karakterisztikaja korlatos, mivel minden
frekvencian a valasz korlatos gerjesztésre korlatos.

K@) € R,V «Gerjesztés-valasz stabilis.
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2. H(eiﬁ) és a rendszeregyenlet kapcsolata:
Tekintsiink egy altalanos rendszeregyenletet:
ylk] + ayylk — 1] + -+ + a,y[k — n] = boulk] + -+ + bu[k —m]

Mindkét oldalon az egyes id6fiiggvényeknek fazorokat megfeleltetve, a kovetkezd
egyenlethez jutunk:

Y+a,Ye ¥ + -+ a,Ye ™ = bU + - + b, Ue /™
Emeljiink ki mindkét oldalon:
Y(1+ae™® + -+ ae ™) =U(by + -+ + bre /™)

A megfelel6 tényezokkel atosztva az atviteli karakterisztika definici6ja adédik:

Y byt bype ™

Meg kell jegyezniink, hogy ez a szamitasi méd csak formalis, fizikai tartalmat,
csak gerjesztés-valasz stabilis esetben hordoz. A rendszeregyenlet mint
differencia egyenlet a komplex szamitasi mod segitségével egyszerti algebrai
egyenletté transzformalhat6. A rendszeregyenlet az atviteli karakterisztika
ismeretében a szamitasok visszafelé val6 elvégzésével kaphaté. Az atviteli
karakterisztika normal alakjan a negativ kitevdj(i alakot értjiik, mivel ezen
formanak van fizikai jelentése, azonban pozitiv hatvanyokkal is felirhato, és
szamolhatunk is igy vele.

3. H(efﬂ) és az allapotvaltozos leiras kapcsolata:
Tekintsiik egy altalanos SISO rendszer allapotvaltozos leirasat:
x[k +1] = Ax[k] + Bulk]
ylk] = C"x[k] + Dulk]

A gerjesztés-valasz stabilitaishoz nem sziikséges feltétel az aszimptotikus
stabilitas, de ha a valasz kialakitasaban szerepld allapotvaltozdok szabad
oOsszetevéi lecsengenek, akkor az dllapotegyenletekre formalisan alkalmazhatjuk
a komplex szamitasi modot, ekkor az alabbi algebrai egyenletrendszer adédik:

Xe/? =AX+BU »X=(/E~A)'BU

Y=C"X+DU
Melyet megoldva:

Y =C"(e/’E~A)"'BU + DU

A megfelel6 tényezdkkel atosztva adddik az atviteli karakterisztika:
Y

H(e) = =

=C"(’E-AT'B+D
4. Halézati reprezentacié H(e/?) alapjan:

H(efﬂ) ismeretében a rendszeregyenlet meghatarozhatd, melybdl a korabban
ismertetett mddon kanonikus hal6zatot rajzolhatunk fel.
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5. H(eiﬁ) meghatarozasa halézat alapjan:

Az atviteli karakterisztikat kozvetett médon ki tudjuk fejezni a halézatboél. Az
allapotvaltozos egyenletekbdl a mar megismert médon kifejezhetjiik H(ejﬂ)—t, az
egyenleteket pedig a haldzatra fel tudjuk irni.

Az atviteli karakterisztikat kozvetleniil is meghatarozhatjuk a halézat alapjan, ha
az elemek karakterisztikajat is a komplex szamitasi médnak megfelelGen
valtoztatjuk.

up— 1[g>ﬂ S

Az egyetlen elem, melynek karakterisztikaja szignifikansan valtozik, a
késleltets, ahogy mar lattuk, a késleltetésnek e /¥ szorz6 felel meg:

VE Ve=is

Példa:

A szamitasok elvégzéséhez vezessiink be egy V segédvaltozét, melyet
tetszbleges helyre felvehetiink, azonban nem mindegyik valasztas
célszerti. A szamitasok itt is az 6sszegzdkre felirt egynletekkel
végezenddk.

U
1+ a,e /9 + aye=i2d

V=—aVe /? —a,Ve /9 +TU >V =

Y =boV + b, Ve + b,Ve 129 =V (by + be /7 + be/??)

(o) = Y by +be + be 2
(e7?) = U l+aed+aeszd

Melybdl a rendszeregyenlet:
ylk] + ayylk — 1] + a,y[k — 2] = boulk] + byulk — 1]byulk — 2]

6. Az H(ej“’) alapjan ki tudjuk fejezni a h[k] impulzusvalaszt, de ehhez sziikségiink lesz
a diszkrét idejii inverz Fourier transzformaciora, igy ezt jelenleg nem targyaljuk.

7. Azatviteli karakterisztikat az amplitiudo és faziskarakterisztika segitségével
abrazolhatjuk. Az H(ew) tulajdonsagai alapjan (periodicitas és paritas) elég csak a
[0, ] intervallumon &brazolnunk ezeket.
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10. Periodikus allandésult allapot

I. A DI periodikus jel

1. Adott x[k] jel periodikus, ha létezik olyan L érték, amelyre minden k esetén
x[k + L] = x[k]. A lehetséges L értékek minimumat az x[k] jel peridusidejének
nevezziik.

2. Az L periédusidejii x[k] jel jellemz6i:

a. Folytonos idgvel ellentétben a korfrekvencia alapjan nem egyértelmii a
periédusidé.

b. (Egyszerii) Kozépérték:

1 L-1
Xo = ZZ x[k]
k=0

a. Abszolut kozépérték:

S
2
Il
o~ =
=
=
=

k=0

b. Effektiv érték:

Xerr = Xrms =

c. Teljesitmény:
L-1

1
Po=Xiyp =1 ) ki

k=0

Példa: Szamoljuk ki az ijonnan definialt értékeket az x[k] = 2 - cos (%n : k)

jelre!
M_5T_6
=18 - =1
L 2r 26 - 3
L-1 12
Xy = =LY 2 k)=o0
O_LZX[]_BZ C°S(13” )
k=0 k=0
L-1 12
X, =1 |k|—12|2 (6 k)|—12763
a=7 X[]—13 cos(z7 =1.
k=0 k=0

2

L-1 12
szXeszzl E |x[k]|2=—1 E |2-cos(—6rr-k) =2 Xepp =
L 13 13
k=0 k=0
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II. Diszkrét Fourier-sor (DFT - Discrete Fourier Transform)

Ahogy a folytonos periodikus jelek felbonthatéak voltak szinuszokra és koszinuszokra,
ugy a diszkrét periodikus jeleket is felbonthatjuk. A felbontast a diszkrét Fourier-
sorfejtés segitségével tehetjiik meg, melynek jellemzden a komplex alakjat szamoljuk, és
csak utana tériink at valés alakra. A diszkrét Fourier-sorfejtés nagyon hasonlé az FFT
algoritmushoz. A folytonos esettdl eltérGen ez pontos, az eredeti jel mindig pontosan
elgall!

1. Komplex alak:

L-1
. 2m
Ajel eléall x[k] = Z Xzfe”’k‘q0 alakban, ahol 9, = T DI alapkorfrekvencia és
p=0

L-1
1 .
X5 = ZZ x[k] e™/Pk% aholp = 0,1, ..., L — 1.
k=0

Ha x[k] valds, akkor Xf_p = (Xg)* komplex konjugalt parok.
L-1 L1 L-1 L-1
x*[k] = XSelPkdo| =% (XE) e koo = % (xC) el PO = % (xE_ ) elrkdo

L-1 L-1

x[k] valés — x[k] = x*[k] = Z XSelPkdo = Z(Xf,p)‘e”’keﬂ - X, = (X,f)‘
p=0 p=0

2. Valbs alak:

Itt is bevezethetnénk matematikai és mérnoki valds alakot, de szamitasinkhoz
elég csupan a mérnoki valds alak. Bar el6szor a komplex alakjat szamoljuk ki a
Fourier-sornak, mégis a valds alakkal lesz érdemes tovabb szamolni, mely a
komplex alakbél kénnyen meghatarozhat6.

N
Ekkor a jel a kovetkez6 alakban all el8: x[k] = X, + Z Xy cos(p9k + pp) ,ahol
p=0

L pa
= paros
N = 2

——, L paratl
> paratlan

Attérés az egyes alakok kozt:
Xp=2- |X§|,ha Xg komplex és Xg = (XLC_Z,)*

pp = arg(Xy)

3. Parseval-tétele a jel energiajara vonatkozoan:

L-1
Po= ) Ixgl’
p=0
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Példa: Tekintsiik a kovetkez 4 periédusu jelet:
. 21 .
151
. 11 .

. - - - Op
1 0

ne

x[0] = 0,x[1] = 1,x[2] = 2,x[3] = —1,x[k + 4] = x[k], Vk
Hatarozzuk meg a fenti jel Fourier-sorat.
2m m

L:4—>190:T_§

-1
1 .
X5 = ZZ x[k] e=/Pk% melybe p és k értékeit behelyettesitve:
=)

1
p=0: X0=Z(0+1+2—1)=0.5

1 i : ;37 1 .31
=1 X==(0+1le’2+2e " -1e7/2)=—-05-05 =—e '+
p 1 4( +le ‘2 + 2e e 2) J| \/78 *

1 . . _
p=2 X5 = Z(O +1le ™™ 4 272" — 1e7137) = 0.5

c_1 2= jan _ 4 i sio L JZ
=3: X3 ==(0+1 27 —1 =-05405=—
p < 4( +1le’2 4 2e e 2) +0.5 \/Ee N

-

-1
A jelet az alabbi kifejezéssel kapjuk vissza: x[k] = Xgejpksﬂ
0

D

.3m 3T

1 T 3 1
x[k] = 0.5 + —=elee/z" + 0.5¢ /T + —elu Tk
[k] 7 7

[\
a masodik tag
konjugaltja

el ye=Ix

A két exponencialis tag a cos(x) = kifejezés alapjan atalakithato.

Valamint még azt kell figyelembe venniink, hogy
iz iZk * -z T j3_" ]'3_"k o, , .,
(e 1e’2 ) =e Jae 2" = e’2 e’ 2", mely a komplex vektorok abrazolasakor jol

latszik. Ezen meggondolasok alapjan:

k] = 05 + = (”k+
X = U. —=COoS | —
77

s

4) + 0.5 cos(mk)

(-D*
Ha L péros, akkor ap = 0 tagon kivillap = %tag is tisztan valos. Ezen értékek

nem lehetnek komplexek mivel akkor komplex konjugalt parjaiknak is meg kéne
jelenniiik, ahhoz hogy x[k] jel maga is valés maradjon. A tobbi tagok komplex
konjugalt parokat alkotnak. Ha L paratlan akkor csak a p = 0 tag tisztan valés.
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Valaszjel szamitisa

Adott frekvenciaju gerjsztés esetén a linearitasbodl kovetkezden a valasz is ugyanolyan
frekvenciaja periodikus jel.

linearitas
Matematikailag: u[k + L] = u[k],vk -  ylk + L] = y[k], Vk
Vegyiink egy tetszéleges periodikus gerjesztést, melyet allitsunk el6 a Fourier-soraval.
Ekkor a valaszban csak ugyanolyan frekvenciaja tagok fordulhatnak eld. A gerjesztés-
valasz kapcsolatot a kovetkezdképpen irhatjuk le.

A gerjesztés egyes felharmonikusainak feleltessiink meg egy-egy komplex amplitadét,

igy a komplex szamitasi modot alkalmazhatjuk. Minden frekvencidn meghatdrozhatjuk a
rendszer atviteli tényez6jét, mely szintén egy komplex érték. A valasz adott frekvenciaju
Osszetev6i a megfelel6 komplex értékek szorzatibol fejezhetSk ki. Tehat matematikailag:

[k] U+§NU (p9ok + pup) » U { Yop =0
ulk] = cos(p Pu, = ipu
0 4 14 0 u,p 14 Upelﬂ ,p'p>0

H, = H(ej19)|19=1m9‘J = H(e/P%), ekkor

~I

p = Ep -ﬁp -Y, cos(p190k + py_p)
Y, = [H(eP%)| - U
Pyp = Pup +arg (H(e““’o))

A szuperpozicid elvét hasznalva:

N
ylkl =Y, + Z Y, cos(pﬁok + py,k)
P=1

N
ylkl = Uy - H(e/0) + Z U,H(e/?%) cos [pﬁok + (pu_p + arg (H(ej”‘%)))]
p=1
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11. DI jelek és rendszerek altalanos
leirasa a frekvenciatartomanyban

I. DI Fourier transzformaci6

Definialjuk a folytonos idejii Inverz Fourier-transzformaciéhoz hasonléan a diszkrét
idejdi Inverz Fourier transzformaciot:

x[k] = % JX(eﬁ’)ef’“?dﬁ = F1x(e/?)}

Egy jel spektrumat az inverz transzformacio segitségével definialjuk. A spektrum
meglétének elégséges, de nem sziikséges feltétele a jel abszoluit 6sszegezhetdsége, ekkor
a spektrumot az alabbi képlettel szamolhatjuk:

oo

X(e?) = Z x[k]e~ Ko

k=—o0

Fi{x[k]} = X(ejﬁ) az x[k] jel spektruma, melynek abszolut értéke a jel amplitudo
spektruma és argumentuma a fazisspektrum.

X(e/?) a spektrum
K@) = |X(e/?)| az amplitidé-spektrum

() = arg (X(ew)) a fazisspektrum

et vlos o K(e7) = (x(e)) {02
i x[k]e~/k? = ( i x[k]e"’“g>* = ( i X[k]e—jk(—ﬂ)>* - (X(e—jﬁ))*

x[k] valés o x[k] = (x[k])" & F{x[k]} = F{(x[k])*} & X(e?) = (X(e’fﬂ)y

(x()) = x(e7?)

x[k] paros és valds & X(ejﬁ) valés

x[—k]e= /K0 = x[—k]e I CROED = X(e_/'.g)
"Z‘” k=z—oo
] Paros x[k] = x[~k] X(e/?) = X(e77?)

T s xlie] = xl—k* x(e/?) = (X(e—ja))‘

Ix(e!"?) valés

x[k] paratlan és valés & X(e/?) képzetes

1 Paratlan x[k] = —x[—k] X(ef?) = —X(e™?

N o
x[k] valés [k = <[k © X(e?) = (X(e‘fﬂ))*}x(ew) képzetes
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A diszkrét idej(i Fourier-transzformacio tulajdonsagai és tételei:

a. F{ }ésF 1 }lineéris operatorok, mert droklédik az dsszegzés linearitasa.

b. Periodicitas:
x(eJ@+2m) = X (e/?)

- - ®
Biz.: X(e/0+2M) = Z x[k]e~Jk@+2m) = Z x[k]e kP g-ikzm — Z x[kle 7k = x(e/?)
k=—00 k=—00 1 k=—00

c. Eltolasi tétel:
Fix[k —r]} = /07 X(eﬁ’)

©

Bizonyitas: F{x[k — r]} = Z x[k —r]e /%0 = Z x[k — rle~itk-r+r)0 =
K== K=

=e i Z x[k —r]e IU? = g=irdx (e)?)

k=—o0

d. Modulaciés tétel:
g:{x[k]ejkﬂo} = X(ei(ﬁ—ﬁo))

© ©

Bizonyitas: T{x[k]eik‘gﬂ } = Z x[k]ef*oe=ikd = Z x[k]e Tk@=%0) = X(ejw‘aﬂ))

k=—oo k=—oo

e. Konvoldcib tétel:

F{f[k] * glk]} = F(e’?) G(e/?)

™
. . 1 . oN
Bizonyitas: F~1{F(e/?)G(e/?)} = o f F(e/?)G(e/?)e/* a9 =

-

1 f { Z f[i]e—jw}g(ew)ejkad,g = i:zwf[i] {%f_’;g(ejﬁ)ej(k—i)ﬂdﬁ} _

2
B glk=1]

i=—

= " flilgli—il = £k« glk]

i=—oo

f. Parseval tétele:
[oe] 1 s
E, = Z |x[k]1% = o f|X(eﬁ9)|2d19,ahol E, ajel teljes energiaja
k=—oco -

Bizonyftés: Z x[kly*[k] = Z x[k] {% f y*(eiﬂ)e—iﬂkdﬁ}=

k=0 k=—o0 “r

1 N jo N jOk 1 i jo jo
= *(el =J = — *(el J
= v )kax[k]e @ =5 f_ny (&)X (e)do

legyen y[k]: = x[K] - x[kly"[K] = [x[K] 2, X(e/*)¥* (/) = [X(e/*)["
>tk = Y kR =5 [ %) (enas =5 [ (o) ao
Peaur® P - -
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Példak:
a. F{6[k]}=1
F{6[k —r]} = e /"
b. F{e[klq*}

1
1—qe= 79’

Flelklg) = ) qte % = (ge ) = —— halql < 1
k=0 k=0

c. F{1} =2m6(9),—1m <9 < m és periddikus

[ee] ™
1 )
F{1} = Z 2n6(9 — p2m) , mert > J’2n6(19)e}k’9d19 =1

p=—00

-

[k]

0.5
0

-7 6 5 -4 -3 21 01 2 3 4 5 86
-05

X(r‘-“)
3
. 2 .
T
o
-3 27 — m 2 I

Belathato6ak az alabbi tiblazatban szerepld sajatossagai mind a folytonos,
mind a diszkrét idejl Fourier-transzformaciénak:

X

F{x}

folytonos
periodikus

,diszkrét”, vonalas
spektrum

diszkrét

periodikus spektrum

diszkrét,
periodikus

periodikus, diszkrét
spektrum
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d. F{cos(9yk)}

F{cos(9ok)} = F g (1e/¥% + 1e—jk190)} -

=7 [6(0 —9g — p2m) + 6 + 9y — p2m)]
p:—oo
Yo <m
Tx(e™
p=-1 p+0 p=1
L L] .T L ] L L]
)
-3 27 - T 27 3
9>m -9y =2m—9Y,
X(e)
p=-2 p=0 p=0 p=2
p=-T p2-1m p21°® *pEi
U
—3r —27 - m 27 3
e. x[kl=q% qgeR|ql <1
x[k] = e[k]q* + e[-k]q™* — &[k]
. 1 1 1-gq?
X(e/?) = — + ——1=
(e””) 1—qe /9  1-—qel? 1+ g% —2qcos?
3 qg=05 g=-0.5
1
1
0 3
=TT ™ 2m 3m

(—0.5)% = (0.5)%(—=1)* = 0.5* cos(mk)
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II. Rendszeranalizis

ulkl pr YKL

1. Gerjesztés-valasz kapcsolat:

Tegyiik fel, hogy a gerjesztés (u[k]) abszolit 6sszegezhets, mert ekkor biztosan
létezik Fourier-transzformaltja. Ekkor a gerjesztés a kovetkezd alakban all eld:

s
1 . .
kl==— | U(e/®)e/*dy
ulkl = 5 [ U(e”)e
-1
Tekintsiink egy infinitezimalisan kicsi frekvencia tartomanyt, melyben a
gerjesztés a kovetkez6 modon 4l eld:
1 . ) _ .
du = EU(eJﬂ)dﬂ e/ = JelP%, "szinuszos" jel

&
komplex amplitudé

Ekkor a valasz a mar megismert médon:
Y=H-U H= jo
Y=H-U,ahol H=H(e")|,_.o

dy = Vel = B -Te™ = = H(e?)u(e/?)e/ar

U(e™)e?™ do H(e™\U(e™) e dv

kovetkezik

Y(e/9) = U(e/9)H(e/¥)

4
ylk] :% fU(e]ﬂ)H(e]ﬂ)ejﬁkdlg konvollicié tételbl is
-

ylk] =% J-Y(ew)ejﬁkdﬂ J

ylkl = 71 {H (/) F{ulk]}} = W{ulk]}

2. Impulzusvalasz és atviteli karakterisztika:

) Y(e/?
H(e]ﬁ) = ( - )
U(e/®)
. jo
Ha U(ew) = 0, akkor ll;ijf"; nem nyujt informaciot, ebbdl adéddan egy rendszert

érdemes olyan jellel vizsgélni, melynek spektruma sehol sem nulla (pl.: §[k]).

Ha u[k] = 8[k], akkor U(e/?) = 1 és h[k] = y[k] = F~{H(e/?) - 1}, tehat
H(ejﬁ) = F{h[k]}, ha h[k] abszolut 6sszegezhetd.
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3. Alakhii (torzitdsmentes) jelatvitel:

Torzitdsmentes jelatvitelt val6sit meg egy rendszer, amennyiben a valasz és a
gerjesztés kozott csak idGbeni eltolas és/vagy egy konstanssal val6 szorzas all
fenn, azaz: y[k] = K - u[k —r],aholr € Z

Az egyenlet mindkét oldalat Fourier-transzformalva az aldbbiakat kapjuk:
Y(e?) = Ke MU (e/?) - H(e/?) = Ke /T
K () = K (konstans)
@) = —rd(linearis)

Alakhii jelatvitelt megvaldsité rendszer realizacidja:

UD EY r=0,K=1
D, i
D3

e
M

=1

4. Példa: Tekintstik a kovetkezd halézatot. Hatarozzuk meg az impulzusvalaszat, a
Fourier-transzformacio segitségével:

0.5

U(e®) ¥(ef?)

y(ei®)e=i8 Iy (%)
P(el?) = 05[Y(e/0)e 1 + U(ei?)]
M) = r=ggem

hlk] = F1{H(e/?)} = 0.5 0.5%¢[k]
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12. DI rendszerek analizise komplex
frekvenciatartomanyban

I. A Z-transzformacié (DI Laplace-transzformacié)

A spektrum létezésének elégséges feltétele a jel abszolut 6sszegezhet&sége, azonban ez
gyakran nem teljesil. Ha x[k] nem abszolut 6sszegezhetd, akkor tegyiik azza egy
exponencidlisan lecsengé fiiggvénnyel valo szorzas segitségével. Azonban léteznek olyan

fiiggvények, melyek még igy sem teheték abszolit 8sszegezhetévé (pl: x[k] = e¥™).
x[k] = x[k]r~*e[k] ,ahol r € R* és ,elég nagy” ahhoz, hogy az igy kapott jelnek mar
biztosan létezzen spektruma:

Z x[klr*e[k] € R

k=—c0

A szorzas ara, hogy a negativ tartomanyt el kell hagynunk, mivel itt az exponencialis
szorz6 végtelenbe tart. Definidlhatjuk tigy a transzformaciot, hogy a negativ tartomanyra
is korlatos legyen, de ezzel mi nem foglalkozunk. A negativ tartomany elhagyasa
szamunkra altalaban nem jelent problémat, mivel belépd jelekkel dolgozunk.

Az igy abszolut integralhatéva tett jelet Fourier-transzformaljuk:

=

F{x[k]} helyett F{e[k]x[k]r=*} = z x[k]rke=i% = z x[k] (rej”)_k = X(re’?)
= k=0 e

Legyenz = rel? komplex frekvencia, ekkor

[e9)

Z{x[k]} =X(2) = Z x[k]z7% = x[0] + x[1]z™ + - + x[n]z™" + -

k=0
Im{z}
A fenti 6sszeg nem konvergens
minden z értékre. A
konvergenciaa z
W abszoliitértékétsl (r-tol) fiigg. A
kite rjé satett legkisebb olyan r-t melyre
tartomany ? ; .
‘ véges az integrdl, a
& ° Re{ z} konvgrgenciatartomény
4 hataranak tekintjik.
] <. ., 9 T
| 9t ngularitasok ; Az analitikus kiterjesztés elve
© szerint, X (z) azonban

< formalisan értelmezhetd
<t minden z komplex értékre, a

konvergens szingularitasokat kivéve.

| zsticvnsgitaa |
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Példak
1.Z(8[k]} = Z S[klz* =1
k=0

z
z—q

oo [oo) 1
2.2(elklg") = ) q¥2* = ) @z = =
—
k=0 k=0

konvergens: gz~ <1 - |z| > |q|

kiterjeszthetd: |z| < |q| kivéve z = q (szingularitas)

1 z
3. 2{elkl} = 1-2z1 z-1

$ & 1 z
4.1:{1}:21-2 -
k=0

A nem belépé jelek Z-transzformaltja megegyezik a belépd
valtozatukéval!

Mivel maga a Z-transzformaci6 a Fourier-transzformaciéra épiil, ezért az inverz
transzformaciot is abbdl vezetjiik le:

1 (.
o f X(re®)e/*d9 = e[k]x[k]r~¥, mindkét oldalt r—* — val osztva:

-7

s
1 . . . dz ; dz
o J.X(re]ﬁ)rke”“gdﬁ = elklx[k], z == re/? - i jre’® =jz - do = 7
=T
Helyettesitéses integral esetén nem csak d9-t kell transzformalnunk, hanem az
integral hatarait is. Igy jutunk el a Cauchy-integral formulahoz hasonlé
integralhoz, mely egy pozitivan irdnyitott r sugart kér menti komplex integral:

Im{z}

ol =

=— X(2)z" dz

1 r dz 1
_ = e
e[k]x[k] = o fX(Z)Z 7z "2, Re{z}

Az inverz transzformaci6é mindig a jel belépé valtozatat szolgaltatja!
27 @) = {205 21z ) = elkixli]

Az inverz Z-transzformaciot a tovabbiakban nem ezek alapjan végezziik, mivel az
altalunk vizsgalt fliggvényekre egyszer(ibb modszer is van.
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Ajel Fourier- és Z-transzformaltjanak kapcsolata:

e

POt = Y e |
k=—e X(2) = X(e/?) |z=ei‘9' ha x[k]abszoliit 6sszegezhetd
Z{x[k]} = x[k]z 7k
és belépd
Ellenpélda:
F(1) = 278(9) © Z{1) = Z{elk]} = ——

Z-transzformaciora vonatkoz6 tételek:
a. Z{ }ésZ7'{ }linearis operatorok, mert 6roklédik az 6sszegzés linearitasa.

b. Csillapitasi-tétel:
zZ
Z(g*xlkl) = ¥ (7)

Z{q"x[k]} = i qkx[k]z™* = Z x[k] (2)_k =X (2)
k=0

k=0
c. Eltolasi tételek:

Belépd jel késleltetése:

Z{elk = rlxlk =11} = ) xlk = 7]z T Y xilz T =
k=r i=0
=z Z x[ilz7t = 277X (2)
=0
Nem belépd jel késleltetése:

e[k]xlk — 2] = e[k — 2Jx[k — 2] + x[~218[k] + x[~1]5[k — 1]
Z{e[klx[k — 2]} = z72X(2) + x[-2] + x[-1]z!

Z{e[kx[k — ]} = z77X(2) + Z x[—i]z=D
i=1
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Egyetlen iitemmel siettetett jel:

A késleltetdk leirasa soran ez az eset kiemelt szereppel bir, ezzel
érdemes bahatébban foglalkoznunk.

v[k] = e[k]x[k + 1]

v[k — 1] = e[k — 1]x[k] = e[k]x[k] — x[0]58[k]
27 (z) = X(2) — x[0]

Z{x[k + 1]} = z X(z) — zx[0]

d. Paraméter-tétel (~derivalasi tétel):

x[k] = x(@)[K], (pL.x[k] = e[k]q¥) — z{a"“‘]} Q)

dq dq

axlk)  ooxlkl _, 9~ e X(@)
Z{ % }—k:D % z "—%;}X[k]z k= 7

Példa:
a a a
2ok = kak1 - Zikak-1 :Z{— k}:_z Ky —
3 q“ ' - Z{kq“™"} a1 3q {q*}

_a 1 _0=(=z") z7t

T 0g1—qz T (1-qz )2 (1-qz1)?

qz™! qz

(T-—qz7 )2 (z-q)7?

2Z{q - kq*™} = Z{kq*} =

e. Kezdeti- és végérték-tétel:
x[0] = lim X(2)
Z—00

lim x[k] = lim(z — 1)X(2)
k—o0 z-1

lim Z{x[k]} = lim Z x[k]z™* = x[0] + lim Z x[k] é;k = x[0]
‘ = = -0

k-1 k-1
Jimal] = Jim )" (k] = x{k = 1)) = lim lim " (elk] - xle = 1Dz =
k=0

k=—c0

=lim(X(2) - 271 X()) = lim(1 - z7HX () = lim(z - DX (2)

f. Konvolucio-tétel:

Z{fk] = glkl} = F(z)G(2), ha f és g belépd

Bizonyitas: 27 {F(2)G(2)} = ZLn] j; F(2)G(2)z* 1dz =

lz|=r

=2iﬂ]'| [Z f[i]z'i}G(z)z"_ldz= Z flil {2—7111 § G(z)z"‘i‘ldz} =

z|=r \i=—c0 i=—00 |z|=r
glk—i]

©

= " flilglk—il = £k« gIk]

i=—o0
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A Z-transzformaciot tovabbiakban jellemzgden eldre kifejezett formulak és a fenti
tételek segitségével fogjuk szamolni.

Idéfiiggvény Z-transzformalt
x[k]e[k] = Z7{X(2)} X(2) = Z{x[k]}
S[k] 1
z
e[k] 71
z
kelk] m
z z

e%elk] = q*elk]

z—e* z—q

qz
kq*e[k] G
i zsin(9)
sin(Yk) (k] m
k sin(9k) e[k] z sin(¥9)

(z%2 — 2z cos(¥9) + 1)?

cos(Vk)e[k]

(c1x[k] + coy[k])e[k]

z% — z cos(¥9)
z2—=2zcos(¥) +1

c1X(2) + ;Y (2)

x[k]qke[k] x(2)
elk —rlx[k —r] X(2)z™"
ax[k] 0X(2)
“oq aq
f*g F(2)G(2)
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II. Inverz transzformacié

1. Részlettortekre bontassal:

A részlettortekre bontas algoritmusa azonos a folytonos idénél ismertetett
mddszerrel, viszont a Z-transzformacid sajatossagai miatt az alabbi
kiilénbségekre kell figyelniink, melyeket nem targyalunk altanossagban,
tekintsiik az alabbi példat:

R(z) boz" +bz" '+ -+ by 12" +b,

X(z) = ——== = =Co+
@ Q) z'+azv'+-+a,,z' +a, 0

Cl + + Cn
(z—aq,) (z—a,)

Ez az alak nem felel meg a tablazatban szerepl§ kifejezéseknek, azonban egyszerii
atalakitassal a kovetkez6 alakra hozhatjuk:

Ciz Chz Ciz Chz
Co+zl—F—t otz = +z‘1(—+---+—)
° (z—a1) G-q) ° (z—q1) (z—qn)

A zarojelen beliili értékeket inverz transzformalhatjuk, azonban a kiemelés miatt
az id6fiiggvények egy iitemmel késnek, k helyére k — 1-et kell
behelyettesiteniink. A C, konstanst inverz transzformaltja C,8[k]. Ekkor a fenti
spektrumnak megfeleld id6fiiggvény:

x[k] = CoS[k] + e[k — 11(C1qf ™" + Coq5 ™" + -+ Cugli ™)
2. Polinomosztassal:

A diszkrét id6 sajatossaganak koszonhetden az inverz transzformacio6
polinomosztassal is elvégezhet6, a polinomosztas egy miiveletelemének vagy
lépésének eredménye az adott titem értéke.
Rz .
X(z) = @, racionalis tortfiiggvény, melynek Laurent — sora:
X(2)=co+czt +cz %+ -

A Laurent-sor inverz transzformalasa, a linearitds kovetkeztében tagonként
végezhetd, mely a jelet litemenként alltja eld:

x[k] = cob[k] + ¢16[k — 1] + ¢, 6[k — 2] + -+

3. Példa:
_ -1
Inverz transzformdljuk a H(z) = %;
1 _
1-05770 _1-0752714025271 37 ! )
= = —_— 5 =
1-07521 1-0.75z1 1-075z1
11 1 101 _ 1y, 1, -2 3 -2
2z _a7ta-orsh 207522 1 Se =1
1-0.75z"1 1—-0.75z"1 4 1-075z71 174
13_62—2 3 % -3
T-075,1 167 T1-075,1 “~16
. .. . 1-0.5z71 0.25 P p .
Részlettortekre bontassal H(z) = — =1+ , ebbdl a korabban leirtak
1-0.75z z-0.75

és a tablazat alapjan: h[k] = 8[k] + 0.25 - (0.75)% e[k — 1].

99



Fenyvesi Rdbert és Dudas Marton — Jelek és rendszerek 2.

z

[II. Atviteli fliggvény

1. Atviteli fliggvényrél csak kauzalis rendszer esetén beszélhetiink, mivel akauzalis
esetben a Z-transzformacio levagja az impulzusvéalasz negativ tartomanyat igy nem
helyesen irnank le a gerjesztés-valasz kapcsolatot.

Kauzalis rendszer esetén az impulzusvalasz, h[k] belépd, és igy a Z-transzformaltja
egyértelm. Ezt nevezziik a rendszer atviteli fiiggvényének:

H(z) = Z{h[k]}

2. A gerjesztés-valasz kapcsolatot az impulzusvalasz a konvoluci6 segitségével
hatdrozza meg, a Z-transzformacié konvoliicié tételének értelmében, ha feltessziik
hogy u[k] belépd, a kovetez6t kapjuk:

y[k] = Z hlilulk — i] - Y(2) = H(Z)U(2) , melybd]
k=0

ylkl = 27Y(2)} = Z7H{H (DU (2)} = 2 {H (D Z{ulk]}} = W{u[k]}
Az atviteli fiiggvény, mint a rendszer gerjesztés-valasz kapcsolatanak leirasa, az

Y(z) = H(2)U(z) képlet atrendezésével formalisan a kovetkez6 moédon
definialhat6:

Amennyiben u[k] = §[k], akkor U(z) = 1 melybdl kovetkezik, hogy
y[k] = h[k] = Z27*{H(2)}, mely a definiciénak teljes mértékben megfelel.

3. Atviteli fliggvény meghatarozasa az allapotvaltozés lefrasbol:
A korabban levezetett egyenlet a kovetkez6:
-1 -1
v = (2~ 4) B+0| U@ +CT(2E-4) 2o xl0]
Mivel az impulzusvalasz transzformaltjat keressiik, a gerjesztés u(t) = §(¢t),
melynek transzforméltja U(s) = 1. A kauzalitisbdl kovetkezéen x[0] = 0

Ekkor a kovetkez6 Osszefiiggés adddik az atviteli fliggvényre:
-1
H(z)=CT(2E-4) B+D

4. Polus-zérus reprezentaci6 (z-szerint):

Kauzalis rendszerek esetén H(z) racionalis tortfiiggvény. Ahelyett, hogy a
komplex értékii fiiggvényt abrazolnank, a szamunkra sokat mondo zérusokat és
szingularitasokat jelenitjiik meg a komplex szamsikon.

Q(s)  boz™ + by z™ M + -+ by _12+ by,

L H(z)=——== ,ahol m < n, ekk
egyen H(z) P(s) "+ az" M+t ap_z+ay, ahotm = m, ekior

(z-—1)(@z-—71)..(2—1y)
z-9)z—-q2)..(z—qn)

Ar; (i =1, ..., m) értékeket zérusoknak nevezziik és korrel jeloljiik, mig a q;, (i =
1, ..., n) értékek a pdlusok, melyeket x-szel jeloliink az dbran.

H(z) = b,
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Példa:
_ —4+z71 _ —4z%+z (z-0)(2-0.25)
H(z) = e e e T = 4
1-0.6z" 14—z 122-0.62+-— (z-0.5)(z-0.1)
20 20
Im

] I
r = 0; 7, = 025 e AN
q, =0.5;9, =01 [ \ RQ
\ 1

5. Gerjesztés-valaszstabilitas:
A rendszer gerjesztés-valasz stabilis ha h[k] abszolut 6sszegezhetd.
A h[k] kifejezés zart alakban megadhat6:
h[k] = BoSlk] + By8[k — 1] + -+ B.8[k — ] + e[k — r](CLq¥™™ + -+ + Cpqk™),

mely akkor lesz abszolut 6sszegezhet6, ha |q;| < 1,i =1, ...,n

IV. A halézat transzformalasa z-tartomanyba

Az egyetlen litemmel siettetett jel Z-transzormaltja Z{x[k + 1]} = zX(z) — zx[0].

1. Hau[k] belép6 akkor a rendszer kauzalitdsa miatt az allapotvaltozd, x[0] = 0, mely
esetben az elemkarakterisztikak trivialisan a kovetkezdk:

zx{z}gx{z} Zt_l

2. Hau[k] nem belépd, a folytonos id6hoz hasonldan egy fiktiv forras bevezetésével
szamolhatunk:

Z{x[k]} = z7 Z{x[k + 1]} + x[0], vagy zZ{x[k]} = Z{x[k + 1]} + zx[0]

melyek modelljei a kovetkezdk lehetnek:

x[0] ) ) o zx[0]
Z{x[k]} Zix[k + 11}

1
M-

Zixlk+ 10} Z{x[:k]}

v

N

‘vagy
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V. Az Allapotegyenletek transzformalisa

xlk+1]=Axlk +Bulkl)  z  (2X(2) - 2x[0] = AX(2) + BU(2)
ylk] = CTx[k] + Dulk] } - { Y(2) = CTX(2) + DU(2)

-1
X(2) = (ZE — A) (QU(Z) + zg[O]), ezt a valasz kifejezésébe behelyettesitve:

Y(2) = {gT (z£ - é)_l B+ D} U() +CT (2E — /:1)_1 2x[0]

1. Haul[k] = 8[k], akkor U(z) = 1, a kauzalitasbol kovetkezden x[0] = 0,tehat H(z) =
Z~Yh[k]}:

H(z) = CT (2E - é)_lg +D

2.Redukalt atviteli fiiggvény:

Az atviteli fiiggvény az allapotvaltozos leirassal ellentétben a rendszernek csak
azon részét jellemzi mely a gerjesztés-valasz kapcsolatban szerepet jatszik. Az
atviteli fliggvény alapjan az aszimptotikus stabilitas nem egyértelm, mivel az az
oOsszes allapotvaltozora vonatkozik, és nem csak a gerjesztés-valasz kapcsolatban
résztvevokre. A polusok a rendszer sajatértékeinek részhalmazat képezik.

Mindezt egy példan szemléltetve, tekintsiik a kovetkezd allapotvaltozos leirast és
annak Z-transzformaltjat:

x1[k + 1] = 0.6x4[k] — 0.224x,[k] + u[k]

xalk + 1] = 0.224x,[K] e - 4| =0 _>{
ylk] = =7.6x,[k] + 17x,[k] + u[k] -

A =05
A, =01

42> —10z+4  4(z-2)(z-0.5)
22 —0.62 4 0.05  (z—0.5)(z—0.1)

. 4z —
- H (z)=m—>q1=0.1

H(z) =

Az atviteli fiiggvény zérusait és polusait meghatarozva jol lathatd, hogy
leegyszer(sithetnénk. Az elemek karakterisztikajanak transzformalasaval és
kozvetleniil a halozati egyenletekkel szamolva gyakran az egyszertsitett alakhoz
jutunk. Az egyszer(isités azonban nem végezhet6 el, ha a halozat fizikai
viselkedését (pl.: stabilitast) befolyasolja.

Jol lathato, hogy a sajatértékek (4, = 0.5,1, = 0.1 ) részhalmazat képezik a
pélusok (q; = 0.1).

Mivel {q;|i =1, ...,n} S {lj j=1, ...,N}, ezért az aszimptotikus stabilitasbol
kovetkezik a gerjesztés-valasz stabilitas, forditva azonban nem igaz!

stabil
[ 1
u D LT E‘f Az alabbi rendszer bar gerjesztés-valasz stabilis,
S de aszimptotikusan nem az.
nem stabil
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VI. Dl rendszerjellemz6 fliggvények (6sszefoglalas)

1. Impulzusvalasz - h[k]:

Linedris, invarians (LI) rendszerekre szoritkozunk, hogy a konvoluciot
hasznélhassuk, mely megteremti a kapcsolatot a gerjesztés és a valasz kozott.

vkl = ) hlitulk - 1]

i=—o00

A kauzalitas feltétele az impulzusvalasz belép6 volta, mig a gerjesztés-valasz
stabilitas az impulzusvalasz abszolut 6sszegezhetdségébdl kovetkezik.

2. Atviteli karakterisztika - H(e/?):

Linedris, invarians (LI) rendszerekre szoritkozunk, de megkoveteljiik a
gerjesztés-valasz stabilitast is, mely a spektrum létezését garantalja.

Gerjesztés-valasz kapcsolatot a Fourier-transzformacié konvolucié tételének
értelmében a gerjesztés spektruma és az atviteli karakterisztika szorzata
hatarozza meg:

y[k] =F1 {H (e"19 ):F{u[k]}}, u[k] abszolut 6sszegezhet6

A kauzalitas kozvetlenil eldonthet az atviteli karakterisztikabol, a rendszer
kauzalis, ha a szamlalé fokszama kisebb, vagy egyenld a nevez6 fokszamanal.

3. Atviteli fiiggvény - H(z):

Linedris, invarians (LI) rendszerekre hagyatkozunk, de megkoveteljiik a
kauzalitast is, mely a Z-transzforméacié egyértelmiiségét garantalja.

Gerjesztés-valasz kapcsolatot a Z-transzformaci6 konvolucio tételének
értelmében a gerjesztés komplex spektrumanak és az atviteli fiiggvénynek a
szorzata hatarozza meg:

ylk] = 2 Y{H (2)Z{u[k]}}, u[k] belépd

Gerjesztés-valasz stabilitas feltétele, hogy az dsszes polus az egységkoron beliilre
essen, azaz |q;| < 1 Vi-re.

A H(2) racionilis tortfiiggvényként all eld.

4. ]Kapcsolatok a hdrom rendszerjellemz6 fliggvény kozt: {Forlnmented [MD?7]: Itt kisebb bet(iket hasznalhatnank az
H(el?) |ej19=2 = H(z), ha a rendszer gerjesztés-vélasz stabilis és kauzalis is. abrén.
hlk] = F~{H(e/?)}, ha a rendszer G-V stabilis. h/[\k]
h[k] = 27*{H(z)}, ha a rendszer kauzilis. j;-/ \\\Z

H(e5e" == H(2)

5. Rendszeregyenlet:

Bar kilég a sorbdl és folytonos esetben nem is targyaltuk, de a korabban
megismert rendszeregyenlet is felsorolhat6 a rendszert leir6 6sszefiiggések kozt.

ylk] + a;y[k — 1] + --- + a,y[k — n] = bu[k] + --- + bpu[k — m]
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VII. Specialis tulajdonsagi rendszerek
1. Véges impulzusvalaszu (FIR - Finite Impulse Response) rendszerek:

Olyan rendszerek, melyek impulzusvélasza egy adott litem utan azonosan 0. A h[k] =
e[k] - g* példaul nem ilyen, az impulzusvalasz csak tart 0-hoz, de soha nem éri el.
Elégséges feltétel, hogy a haldzat ne tartalmazzon visszacsatolt késleltet6t a
gerjesztés-valasz kapcsolatban szerepet jatszo részben.

hlk] = Co8[k] + Cy8[k — 1] + - + C,_, 8[k — (L — 1)],azaz h[k] = 0,hak > L

Cozb 1+ CzM 2 + 4+ €y

H(Z) =Co+ Ciz7t 4+ (g2t = g

2. Definialjuk Ggy a mindent ateresztd rendszert, mint aminek amplitidé
karakterisztikaja konstans, K (9) = K,, valamint koveteljik meg a gerjesztés-valasz

stabilitast.
1
ta(o-2)

A feltételek akkor teljesiilnek, ha H(z) = Kz " ———=,és |q;| < 1.
| : 4 [Tz — q0) a
m
° T Tetsz6leges szamu késleltetés megengedett, nem befolyasolja a
S x % szamunkra érdekes tulajdonsagokat.
i ‘1 Re Bizonyitas z = e/? helyettesitéssel:
/ ° 1 ( 1 )* 101 z-q;
z—= z—= -—=
| lh': qi —|Z_4qi| _ 24i | |L :L:C
° |Z_qi| z—q; |qL—Z| |Z_Qi| zqil gl

3. Minimalfazistinak neveziink egy adott amplitidé karakterisztikaju rendszert, ha
faziskarakterisztikaja a lehet6 legkisebb.

Azaz, ha adott K (9), akkor ¢ (9) = @yr ).

[tz -7
Kritérium: H(z) = AM ,ahol |q;| < 1,Viés |r]| <1,Vj
w1z —q)

Bizonyitas z = e/? helyettesitéssel:

z 1
-
7j

MG —n)| _ Male-n)] _ 1=
iz - ‘Ii)l 0 al(z = aq)l 0 1l = gl

im tehatr; és ri zérusok esetén is ugyanaz az amplitiid6 karakterisztika.
1 J

K(w) = 1K,

/ox * A fazis karakterisztika akkor lesz minimadlis, ha az egyes tényezk

Re fizisa minimalis. Az arg(z - rj) ésarg (z - F) koziil a kisebbet kell
J
A i e . , 1 .
valasztanunk, z — r; = e/? — |r;|e/@r9(r)), &5 7 — ~=elf -
j
1
[l

meghagyjuk, ha |r]| > 1, akkor a parjat Tit valasztjuk.
J

e/ara(1j) ezek koziil a kisebb fazistt vélasztjuk. Ha |r]| < 1 akkor
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4. Felbontasi tétel:

Minden rendszer felbonthaté atviteli fiiggvénye alapjan egy sorba kapcsolt
minimal fazisai és mindent ateresztd rendszerre.

H(z)
- Hy - Hyr

H(z) = Hy;(2)Hyr(z) egy konstans erejéig egyértelmii.
Példa:

Mindig a mindent ateresztd rendszer atviteli fliggvényének
meghatarozasaval kezdjiink. Lathato, hogy az egységkoron kiviil esé
zérusok pélusparjait kell el6allitanunk a koron beliil. Ehhez gyakran tj
fiktiv pélusokat kell felvenniink, melyeket a minimal fazisd rendszerben
zérusokkal kell lefedniink. A koron beliil es6 maradék pélusok és zérusok
a minimal fazist rendszerhez tartoznak.

H(z) im Hyi(z) Jim Hyrz)  |im
i N el N Vs 1 ‘
[ Lope o | Re
. N\ / A S
3(z - 2) 2 z—3
VA zZ— -5
H(s) = 1 1. T 1 2 1
(z=3)e+p  z=3 (z=3)(z+3)
Példa
HD) 323 — 322 +18z-12 Z-A+N)z-A-N)z-2)
Z — =
z3 +0.5z%2 — 0.25 1,1, 101, 1
(Z - (—5+51)) (Z - (—5—51)) (z-3)
_ (z-A+))z-A-N)z-2)
HMA(Z) =3 - ;
(z —(0.5+ 0.5]))(2 —(0.5— 0.5]))(2 —0.5)
iy = 2= @5 +05))(z = (05— 0.5))
M = (2= (=05 + 05))(z — (—0.5— 0.5)))
H(z) Tim Hyi(z) Tim Hye(z)  im
- o e o P
/- Y '/". \ yd \
/X . x /% CIY
[ | fe | I fe_| \ Re
\x : x / ‘I"-\ x o/
N ~ e AN /
o "o
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VIII. Vizsgapélda

Péter az évi jovedelme felét félreteszi a bankszamlajara, szilveszterkor pedig az addig
megtakaritott pénze 1/4 részét elkartyazza. Egy diszkrét idejl rendszer allapotvaltozdja
a szamla év eleji egyenlege, gerjesztése az évi jovedelem, valasza pedig maga az
allapotvaltozé.

a, Adja meg arendszer dllapotegyenletét normal alakban! (1,5 pont)

Keressiik egyvaltozos esetben, mint x[k + 1] = Ax[k] + Bu[k] és most y[k] =
x[k] a sz6veg alapjan.

Vizsgaljuk az évi pénzforgalmat a k + 1. évben Péter szamlajan. A k. év elején
x[k] 6sszeget halmozott fel, melyhez az év soran 0.5u[k] 6sszeg adddik, mivel a
bevételének csak a felét tudja megtakaritani. Ev utolsé napjan az eddig
felhalmozott 6sszes pénzének negyedét elkartyazza, tehat a haromnegyede
marad meg. Ezt a kovetkez6képpen irhatjuk:

x[k + 1] = 0.75(x[k] + 0.5u[k])

Az allapotvaltozos leiras normal alakja tehat:
x[k + 1] = 0.75x[k] + 0.375u[k]
y[k] = x[k]

Bar a feladat konkrétan nem kéri hatarozzuk meg rendszeregyenletet, az atviteli
karakterisztikat, az atviteli fliggvényt, és az impulzus valaszt. Valamint val6sitsuk
is meg a rendszert.

Rendszeregyenlet meghatarozasa:
Az 4llapotegyenleteket megoldva: y[k] — 0.75y[k — 1] = 0.375u[k — 1]
Atviteli fiiggvény meghatarozasa:

A rendszeregyenlet alapjan a rendszer kauzalis, tehat 1étezik atviteli
fliggvénye. A rendszer egyenletet Z transzformalva és atrendezve addodik:

Y(z2)—0.75-Y(2) 27t =0.375-U(z) - z*

Y(z)  0375-z7' 0375
U(z) 1-075-z"1 z-0.75

H(z) =

Atviteli karakterisztika meghatarozasa:

Az atviteli fliggvénybdl a polus meghatarozhatoé (q; = 0.75), melybdl
lathato, hogy a rendszer gerjesztés-valasz stabilis, tehat 1étezik atviteli
karakterisztikdja. Az atviteli fiiggvénybdl a kauzalitas és a gerjesztés-vélasz
stabilitas kovetkeztében z = e/? helyettesitéssel kapjuk:
. 0.375

H(e/®) = ——~—

()= o7 —o7s
Impulzusvalasz meghatarozasa:

Az el6bbiek barmelyikébdl adddik inverz Fourier- vagy inverz Z-
transzformacio segitségével, vagy a rendszeregyenletbdl is szamolhat6.

h[k] = 0.375 - e[k — 1] - 0.75%"1
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b, Péter éves fizetése 120 krajcar és a 0. év elején 1000 krajcar volt a szamlajan. Mennyi
pénz lesz Péter szamlajan az 1. év elején? (1 pont)

Ha az el6z6 feladatot nem sikeriil megoldani, akkor is kiszamolhat6, hogy ha
1000 krajcar kezd6t6kéhez 120 krajcar felét sikertil félre tenniink, majd az igy
Osszesporolt pénziink negyedét elkartyazzuk akkor:

120 120 120
(1000 + T) - (1000 + T) -0.25=0.75- (1000 + T) =795
Az el6z6 feladatrész megoldasaba behelyettesitve a kovetkez6ket: u[0] = 120,
x[0] = 1000 akkor adddik:

y[1] = x[1] = 0.75x[0] + 0.375u[0] = 0.75 - 1000 + 0.375 - 120 = 795

¢, Adja meg zart formulaval, hogy hany krajcar lesz Péter szamlajan a k. év elején! (2,5
pont)

Kamatos kamattal is ki lehetne fejezni, mely a kifejt6s modszerrel adodik.
Tanulmanyainkhoz sokkal k6zelebbi szemléletm6d, ha a gerjesztést u[k] =
10008 [k] + 120¢[k] alakban vizsgaljuk és megkeressiik a rendszer valaszat erre
a gerjesztésre. Erre tobb modszeriink is létezik, id6tartomanyban a diszkrét ideji
konvolucio, frekvencia tartomanyban a Fourier- és Z-transzformacidk lehetnek
segitségiinkre. Barmelyik hasznalatahoz mar korabban minden sziikséges
rendszerjellemzé fiiggvényt meghataroztunk.

0.375 120
ylk] = 2~ {H@DZ K]} = 21 {m(woo + m)} =

_1{ 375 45

z—10.75 + (z—-0.75)(z — 1)} = ¢[k](180 + 820 - 0.75%)

d, Péter mar nagyon régota (tobb évtizede) dolgozik és paros években 140, mig
paratlan években 100 krajcart keres. Adja meg zart formulaval, hogy mennyi pénze
lesz a k. év elején?

Eszre kell venniink, hogy a gerjesztés felirhaté, mint u[k] = 120 + 20 cos(rk). A
valaszt a szuperpozici6 és az atvitelei karakterisztika segitségével a kovetkezd
moédon szamithatjuk:

y[k] =120 H(e1'19)|19=0 +20- H(efﬂ)|19=n cos(mk) =
=120-1.5+ 20 (—0.2143) cos(mk) = 180 — 4.286 cos(mk)

Természetesen, ha ezt nem vessziik észre akkor sorba fejthetjiik a gerjesztést.
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13. Mintavételezés és jelrekonstrukcio

I. Mintavételezés id6tartomanyban

Folytonos jelek kezelése anal6g médon sok esetben problémat jelenthet, elég olyan
mindennapi tevékenységet tekinteniink, mint a zenehallgatas. A bakelit korszakban a
zenét analdg formaban a lemezre rogzitették, nem volt digitalis-analdg atalakitas.
Napjainkban példaul az MP3 lejarszok esetén az eredetileg folytonos jelet digitalis
formaban taroljuk, majd alakitjuk ujra folytonos jellé, hangga. A tovabbiakban
megvizsgaljuk, hogy mi térténik a jellel a mintavételezés soran.

1. Folytonos idejli reprezentacio:

x(t) T_ozo_Tn x7(t)

A folytonos ideji jelbdl vegylink mintat ugy, hogy T periédusidénként T, idére
zarunk egy kapcsolot a fenti abra szerint. Ekkor az alabbi folytonos idejti
reprezentaciéhoz jutunk:

OKT <t < kT + Ty k € Z
xp(t) = {xg) oo yebkin. — x(0) Z (e(t — kT) — £(t — Ty — KT}
’ k=—00 "ablaksereg"
x(t)
. ‘ ™~

T a mintavételezési periédus (id6).

T, a mintavételezési id6.
1 7 . . 7 7 . 7 yol .
fs = T az braj el frekvencia, mas néven mintavételezési frekvencia.

T
ws = T a mintavételezési korfrekvencia.

Lathatdéan fontos paraméter a T, mintavételezési id6nek és a jel
»valtozékonysaganak” aranya.
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2. Egyszertsitett folytonos ideji reprezentacié - ,csillagozott jel”:
Amennyiben a mintavételezés ideje kell6en kicsi, az Ti értékkel megszorozva egy
0
ablakot, a § (t)-hoz igen hasonl6 révid impulzust kapunk:

Tlo{e(t —kT) —e(t — Ty — kT)} TozT &'t —kT) =68t —kT)

Ennek segitségével bevezethetiink egy, az el6bbinél egyszeriibb reprezentaciot:

[e9)

Xy () ~ Tyx(t) Z 5(t = KT) = x.(6) = x.(6) = T, Z x(KT)5(t — kT)

k=—c0 k=—o0

X(t)

3. Adiszkrétideji reprezenticio:

Az eddigi folytonos reprezentaciokhoz nagyon hasonlé a diszkrét ideji
reprezentacio is, ebben az esetben a jelet a kT id6pillanatokban értelmezett
diszkrét jelnek tekintjiik: xp [k] = x(kT).

0 (¢t
xplk] = x(kT) = Z x(KT)6(t — kT) = xT—() ebbdl lathaté, hogy
0

k=—oc

X, és xp ekvivalens, csak konstans szorzéban térnek el:

x(t)

,,,,, ] B R S \'\.__,,‘,,ﬁ,,r_ta

4. Példa:
Hatarozzuk meg az alabbi fiiggvény diszkrét és csillagozott reprezentacioit:
x(t) = e(t)e~%,valamint T és T, adottak

xplk] = e(kT)e~**T) = ¢[k]ak,ahol a = e~*T
() =T, Z ak§(t — kT)

k=—o0
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[I. Mintavételezés leirasa frekvenciatartomanyba

Ahogy a korabbiakban is fontos szerepet jatszottak a jelek spektrumai, igy most is
hasznosak lehetnek a szamunkra. A kés6bbiekben a spektrum alapjan is megproébaljuk
visszadllitani az eredeti jelet. Lattuk, hogy id6tartomanyban az egyes reprezentaciok kozt
szoros kapcsolat all fenn. Keressiik a kiilonb6z8 reprezentaciék spektrumainak
kapcsolatat az eredeti jel spektrumaval.

Tegyik fel, hogy x(t) abszolut integralhat6 és folytonos, ekkor xj k] abszolit
Osszegezhetd, és a spektrumok biztos léteznek.

1. Xp (eﬁ’) és X (jw) kapcsolata:

Az eredeti jelbdl a diszkrét reprezentaciot ugy kapjuk, ha egy ugynevezett Dirac-
fés fiiggvénnyel 6sszekonvolvaljuk az eredeti jelet, mely egy frekvencia
tartomanybeli szorzasnak felel meg. A kapcsolatot igy kapjuk meg, ha rajoviink a
Dirac-fés{i spektrumara. Ezt matematikai formaban a kovetkezd bizonyitas
tartalmazza:

o

Xp(e?) = Flaplil) = D x(kDe T = > FHX()emierle %% =

k=—00 k=—0c0

@ [
1 . . 1 .
= i . JjwkT —j9k — —jk(wT-9)
k_z {27‘[ J’ X(]w)e dw}e x(t)fnlytnnos 27‘[ J- X(lw)j Z € Idw

- 0 v k=—oo
7

Bizonyitsuk, hogy a kérdéses rész a Dirac fésii (g(t) = Z §(t— nT1)> spektruma:
a(h =

o
1 pesy

1
G :—fﬁ(t)e gt =romel

I
2

had . 2T
g(t) = Z Fe’"_t - Z e "' ebbél adédik
1

t n=se
—20y =T, 0 1, 2Ty 3Ty 4T - o T m
Z MR T () =T, Z s—nr)t Ol Y
o = nep
z e-ik(@T=9) — o z 5(WT — 9 — 2mp)
k=—00 p=-®

Visszatérve a kapcsolat levezetéséhez:

XD(91‘9)—— JX(]m)Zn' Z §(wT —9 — 2mp)dw =

A
o0 Ly 1 oo
- Z fX(jw)zS(wT—ﬂ—an)dw:T Z ( ( +p T))
p=-0 "o wT—9-2mp=0 p=—0c0
27!+19 (9 27
w= T pT

A végeredmény ezek alapjan:

[}

9 1 (0 2 Lo
XD(e ):F Z X ](F+p?) , mely periodikus!

p=—
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2. Xp(e/?) és X, (jw) kapcsolata:

A Fourier-transzforméci6 linearitasabol kovetkezden, mivel Toxp [k] = x,(t),

ezért a spektrumuk is csak T, konstans szorzéban tér el egymastol 9 = wT
helyettesitéssel:

Bizonyitds: X, (j) = F{x.(t)} = f Ty Y xplkls(c — KTy eiotd =

—0o0 k=-oc0

=T, kzwxg[k] _[0 8(t — kT)e Jotdt = T, - Z xplk]

o
e JkoT =T, . Z xplkle=*?
K=—c0

Mig Xp(e%) = Flplkl} = ) xplkle

k=—00

I=wT

A végeredmény ezek alapjan:

X.(jw) = ToXp ()|, _.

3. X.(jw) és X(jw) kapcsolata:

Az el6bbi két pont eredményeit dsszegyurva:

1l 9 2 .
Xp(e'?) = T Z X(f (T‘l‘rlTn)) és X.(jw) = TOXD(eJﬁ)|19=wT.tehét:
p=—
Ty

2
X.(jw) = T Z X(j(a) + pa)s)) ,ahol wg = - a mintavételezési korfrekvencia
p=—o

4. Ertelmezés:

Az el6bb levezett kifejezésbdl jol lathatd, hogy a mintavételezett jel spektruma
alakra hasonl6 az eredeti jeléhez, azonban periodikus.

III. A mintavételi tétel

1. Nyquist-Shannon mintavételezési tétele:

A jel rekonstruélhat6 a mintaibél, akkor és csak akkor, ha savkorlatozott és 2 <
%, Q a savkorlat.

Az alabbi 6sszefliggések ekvivalensek a tétellel:

(wSZZQ)E(%Z%)E(fSZ%) =(f;=fp)

2
ahol wg = 2rfs = - 2 mintavételezési korfrekvenia és

)
QO =2nfga sévkorlét,; = f, a Nyquist frekvencia.

A tétel kévetkezménye, hogy a természetben el6fordul6 idékorlatos jelek

(példaul zenéink) soha nem allithatéak pontosan vissza, mivel id6korlatozott jel
nem lehet savkorlatozott.
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Szemléltetés: Tekintsiik a kovetkezd savkorlatos jel spektrumat:
X Gw)
1

RN

0

Amennyiben wg > 21, akkor nincs atlapolddés a mintavételezett jel
spektrumaban:

X, (jw
Ty )

0 CR P

Ha wg < 29, dtlapolédast tapasztalunk, az igy kapott spektrum nem az
eredeti spektrum eltoltjaibdl all, hanem azok egymast atfedve
osszeadodnak:

X.(jw)

2. Alulmintavételezés (aliasing):

Torzitast okoz a jel rekonstrukci6jaban, ha a mintavételezési frekvencia felénél
magasabb frekvenciakat probalunk helyre allitani (,az atlapolédas kovetkeztében
az alacsonyabb frekvenciak is torzulhatnak). Egy 44.1kHz frekvenciaval
mintavételezett zene 22.05kHz feletti komponensei mar nem allithat6ak vissza,
egy eredetileg példaul 24kHz-es hang helyreallitas utan 12kHz-es hangként 1ép

fel. Tekintsiink egy x(t) = cos(2t)jelet, és mintavételezziik T = Z?H id6kozonként:

x(t)
- — >
\K/ / S 4 NG
A mintakra a koszinusz fliggvény visszarajzolasa nem egyértelmdi, a rekonstrudlt jel

mindig a legkisebb frekvenciaju szinuszos jel, a példaban a cos(t) fuggvény lesz. A
helyes visszaallitashoz periédusonként legalabb két mintavételezés sziikséges.
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Jelrekonstrukcid

1. Ajelrekonstrukci6 célja:

A korabban ismertetett mintavételezett jelek alapjan kiséreljiik meg az eredeti jel
visszaallitasat. A feladat gyakorlatilag nem megoldhatd, mivel nem létezik
savkorlatos jel és mint késdbb latjuk az egyébként sziikséges haldzat sem
megvalosithatd, azonban megfeleld kozelitést taldlhatunk.

x.(t) z(t) = x(t)
ol rekonstrualt
ok jel

2. Jelrekonstrukci6 (Idealis) alulateresztével:

Lathattuk, hogy a mintavételezett jel spektruma periodikus, és az egyes
periédusokban alakja megfelel az eredeti spektrumnak. Tegyiik fel, hogy a

mintavételezési tétel teljesiil, és egy megfeleld savkorlata idedlis alulateresztd
szlir6vel vagjuk le a spektrumbdl a felesleges részeket:

T [ee]
XGo) =2 D X(j(w +poy)
p=—0c0

~

X(dw)

Az idealis alulatereszt6 sziir6 amplitidé karakterisztikaja egy ablak, mig
faziskarakterisztikaja legyen linearis:

TK(w)

[o(w)
Ty

| E
| &

wlEf

2 2T T
Az altolanossag teljes megszoritasa nélkiil T := 0 egyszerdsitéssel éliink.

o) = [e(0+5) = (0= ) e o 5 =32 =7
0
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A fentiek alapjan a helyreallitott jel:
2(©) = FHR(j0)} = FH{H ()X, (jw)} =

P+ - (o~ P} -

n ©
1 ;T 1 ;T
=— | =X.( Jjot =_J-_TX Jj9 jot -
2m _’;To w)e dw 2w ) To oXo(e )|19=a)Te dw
T T
n n
T T o
T Jjwt T —jkwT ,jwt
= Flxpk]}o=wre’“tdw = oy kz xplkle eldw =
-7 T

o
eJTE=kT) _

x(kT)

P
e~ Ir(t=kT)

j(t—kT)

5
T
k=—oo

sin | (% - k)]
t
7 (5= k)
A jelrekonstrukci6 idealis alulatereszt6 sziir6vel mindig pontos, ha T < %,, mig a
t = kT helyeken barmely esetben pontos.

31
=
s

7
x(kT) fef“’(t‘”)dw =
—;

[e9)

2(t) = z x(kT)

k=—c0

Azonban kordbban mar lattuk, hogy az idedlis alulatereszt6 nem kauzalis, igy nem
is megval6sithaté.

Interpolacids fliggvény:

Az akauzalitds azonban, ha a mintakat el6re ismerjiik, akkor kikeriilhetd,
ugynevezett interpolacids eljarassal. Megprobalhatjuk visszaallitani az
eredeti fliggvényt ugy, hogy az id6ben kés6bb megjelend mintat egy
impulzusnak vessziik, és meghatarozzuk elére a nem belép6
impulzusvalaszt. Ha az 6sszes mintdhoz az impulzusvalaszt
meghataroztuk, akkor az eredd jel azok szuperpoziciéjaként szamolhaté.

sin [ (% - k)]
n (5= k)

t
az interpolacios fiiggvény, igy £(t) = Z x(kT)S (F — k),

k=—c0

Eszrevehetjiik az eljarast az £(t) = x(kT) kifejezésben, ahol
k=—co

sin(ztw)

S(w) =

Commented [MD8]: S(w) és w van a tengelyeken, nem
omega.
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Példa:
Tekintsiik a kovetkez6 id6korlatos jelet, melyet T = g (ws = 67")
id6pillanatonként mintavételeziink:

1/ S
d N
. -
e N
A ™
- .
d N
/ \ t
L L ]
=T T
A jel, a mintavételezett jel és az idealis alulateresztGvel helyreallitott jel
spektruma a kévetkezok:
2
sin (w %)
X(w) =1 —=%5| ,levezetését most nem targyljuk (Id.: F{} definici6).
2
X(jw)=X(w)+X((w—-—ws) 0 <w< 6?"
- )
() = X.(j) (e((u) — ((u - —S)>
2
RX () AXG)  X(lw-w)), 1 X(w)
X.(jw)
W w w
W, BT 6 W, T G %o 6
T 2 T T T 2 7T T T 2 T T

Jelrekonstrukcid interpolaciéval:
Mindenegyes mintara az interpolacids fiiggvényt felrajzolva, és
0sszegezve az alabbi pirossal jelolt rekonstrualt jelet kapjuk:
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3. Jelrekonstrukci6 nulladrendii tartéval:

Az eredeti fiiggvényt kozelithetjiik ugy is, ha a kT id6pillanatbeli értéket tartjuk a
(k + 1)T idépillanatig. Ekkor az alabbi 4bran is lathaté fiiggvényt kapjuk:

£(t) = x(kT),kT <t <kT +T

Nulladrendii tartén egy olyan rendszert értiink, mely T, ideig tartja a bemenetére
kT idépillanatban érkezg jel értékét. Impulzusvalasza h(t) = e(t) — e(t — Tp)
Ha x;[k] = 8[k], akkor x,(t) = To8(t), mig £(t) = To(e(t) — e(t — T)), ebbél
latszik, hogy hy = Ti(e(t) —&(t— T)), melynek atviteli figgvénye és
0
karakterisztikaja:
. . T
sT 1—e JjwT _ 1511’1 (w E) e_jwz

1 _e 7 .
Hy(s) = s ¢S Hy(jw) = 2
0

Tojo T a)g

A médszer elénye, hogy azonnali (on the fly) rekonstrukciét valésit meg, ésat =
kT helyeken mindig pontos, azonban a fiiggvény gyors valtozasa esetén az ilyen
kozelités nagyon durva. Hy(s) nem raciondlis tortfliggvény, tehat a halézat nem
valésithaté meg id6 invarians elemekkel, ez manapsag nem jelent problémat.

4. A Két fajta rekonstrukcié dsszehasonlitasa:

in(wX
[Ho )| = Tiosma()—?) ,mig |Hy(jo)| = Tio[s (0+ %) —(w _75)]
2

H s(jw)|

[Ho(jw)]

w

T
Ny

Jol latszik, hogy mindkét amplitidé karakterisztika alulateresztd jellegli, mely
varhat6 volt.
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14. Diszkrét idejd szimulacié

I. Feladatkit{izés

Vegyiink egy folytonos idejli rendszert, annak gerjesztését és valaszat. A feladat, hogy
ezen rendszerhez taldljunk egy olyan diszkrét idejii reprezentanst, mely az eredeti
gerjesztés diszkrét valtozatara az eredeti valasz diszkrét valtozatat adja. A feladat
megval6sitasa kozben a cél, ha up [k] = u.(kT) akkor y,[k] = y.(kT). Ez dltalaban
megoldhatatlan, azonban tobb j6 kozelités is 1étezik.

(1) FI ve(t)  uplk] = u(kT) | DI wk= ye(kT)

szimulacio

A feladatot célszer(ien ugy oldjuk meg, hogy az alapvets rendszertulajdonsagok, mint
példaul a gerjesztés-valasz stabilitas, oroklédjenek!

A mintavételezési periodus (T) megvalasztasanal vegyiik figyelembe, a mintavételezési

tételt. Meg kell felelniea T < ni’ ni-nek am mivel nem ismerhetjiik a valasz
u {2y

savszélességét, ezért a rendszer és a gerjesztés savszélességébll kovetkeztetiink. 02, <
min(Aw,, Awy) a valasz jelszélessége, feliilrdl becsiiljiik a rendszer és a gerjesztés
savszélességének minimumaval. A rendszer savszélessége a legnagyobb abszolut értéki
sajatértékével aranyos (Awy~|A|max)-

Idedlis a szimulator, ha up[k] = u.(kT) , akkor yp [k] = y.(kT), Vu.(t) esetén. llyen mint
mar emlitettiik nem létezik, viszont lehet egy bizonyos jelfajtara specifikalni egy
szimulatort, de mas jelek esetén pontatlanna valik.

Példa:

Képzeljiink el egy dnszabalyozo rendszert, mely valamilyen érzékel6vel vizsgélja
a koérnyezet valtozasat, és arra valamilyen mechanizmus szerint reagdl. Egy
beagyazott szamitogépes rendszer esetén az érzékeld folytonos jelet szolgéltat,
azonban ahhoz, hogy ezt egy szamit6géppel kezelhessiik egy anal6g-digitalis
atalakitéval digitalizalnunk kell. A szamitégép a beépitett algoritmus alapjan a
digitalis ,gerjesztésre” digitalis vezérlo jelet szolgaltat, melyet digitalis-analég
atalakitéval ujra folytonos jellé alakitunk.
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[1. Szimulacié impulzusvalasz alapjan

Az impulzusvalasz (hc (t)) a gerjesztés-valasz kapcsolatot a konvoluci6 segitségével
hatarozza meg linearis, invarians rendszerek esetén. Tehat ha ez alapjan szeretnénk
szimulalni a folytonos idejl hal6zatunkat, akkor egy olyan diszkrét rendszert keresiink,
mely impulzusvalaszat (hp[k]) a gerjesztés diszkrét fliggvényével 6sszekonvolvélva a
valasz diszkrét fiiggvényét szolgaltatja.

Kauzalis rendszer impulzusvalaszanak id6fiiggvénye a kovetkezg alakban irhaté:
he(®) = D&(1) +e(®f (1)

Ezt a gerjesztéssel konvolvalva a valasz kifejezését kapjuk:

t
ye(t) = f he(Duc(t — 7)dt ebbdl:
-0

kT kT
Ve (kT) = f D&(t)u (kT — 7)dt + f f@uc (kT —1)dT =
0 o

Integral
iT kozépérték

k k
= Du (kT) + Z f F@Ou T —Ddr "' pu (k) + Z TFTuc((k — )T)

i=1(i-1)T i=1

k
yo(kT) = Dug(kT) + z TFTYue((k — DT)
i=1

A diszkrét idej(i konvoluciét felirva a kovetkezd adédik

k Kk

yollkl = ) holiluplk = il = hy [Olup[K] + ) hplilup [k ], melyet
i=0 i=1

Osszevetve az el6z6 kifejezéssel, adodik a rendszer impulzusvalasza:

0 k<0
hplk] = { D k=0 ,tehdt hy[k] = DS[k] + e[k — 1]Tf(kT)
Tf(kT), k > 0

t
Példa: y.(t) = fuc(r)dr,mely 4talakithato f u (t)e(t — v)dt, melybdl h(t) = (t).

A fentebb levezett atalakitas alapjan hp[k] = e[k — 1]T.

Példa: h(t) = 36(¢) + e(t)e™ ésT = —.
~ 1 gt 1o-1
holk] = 381k] + elk = 1] 75 50w = 36[k] + elk = L 75 (¢ 50)

0.9048
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Szimuldacié a H.(s) vagy H.(jw) alapjan

Frekvenciatartomany és komplex frekvencia tartomany kozt oda-vissza fogunk jarni a
bizonyitasok soran, annak megfelel6en, hogy melyik az alkalmasabb. Mivel tetszéleges jel
felbonthat6 szinuszok dsszegére, ezért tekintsiink els6ként egy szinuszra optimalizalt
szimulatort. Nem kiilon a szinuszt és a koszinuszt fogjuk vizsgalni, hanem a mindkett6t
magaban foglal4 e/®t-t,

Legyen a gerjesztés u.(t) = e/, melynek mintavételezett alakja:
up[k] = u (kT) = eJ@*T = ei9% ahol 9 = wT.
A folytonos idejii rendszer kimenete ekkor a kovetkez6:
Ye(®) = He(jw)e'",
mig a diszkrét idejii rendszer valasza a kovetkezéképpen alakul:
yplk] = HD(ejﬂ)ejﬁk.
Vegyiik figyelembe, hogy akkor pontos a szimulacid, ha y.(kT) = yp[k], tehat
Hp(e?) = Hc(ja))Iw:g.
Ennek 4ltalanosan igaznak kell lennie, mivel nem szoritkoztunk egy adott w
korfrekvenciara.

Tekintsiik ugyanezen két rendszer atviteli fliggvényei kozti kapcsolatot, ha a
kauzalitas és a gerjesztés-valasz stabilitas fennall. Mindkét atviteli karakterisztika
atirhato:

Hp(e’?) = Hp(D)l,opio s H(jw) = He(s)

. 9,
s=jw=jz

A fenti kifejezésb6l 9 = —jInz, valamint s = %ln z,azaz Hy(z) = H, (S)|s:l Inz"
T

Ez a kifejezés nem racionalis tortfiiggvény, transzcendens fliggvényeket tartalmaz,
tehat nem realizalhat6 altalunk ismert diszkrét idejii rendszerekkel.

A (s = %lnz E) z = e5T kifejezést Taylor-soranak linedris tagjaival kézelitjiik:
z-1

a. Kozvetleniil Taylor sorbdl, tehat z = 1 + sT , melybél s = -

Ha ezt a helyettesitést végezziik el, akkor racionalis tortfiiggvényhez
jutunk, am a gerjesztés-valasz stabilitis nem mindig 6roklédik.

b. Az = eST kifejezést az alabbi médon atalakitva és az egyes tagokat Taylor-
soraik linedris tagjaival kozelitve:

g r
ez~1+SE 27z—1

= oSs=-—
T T
e 52 1_55 Tz+1

ST —

z=e , bilinedris transzformacio

Ez a transzformaci6é megdrzi a gerjesztés-valasz stabilitast, és a p6lus-
zérus elrendezést szamunkra megfeleléen transzformalja, igy a mindent
atereszt6 és minimalfazisu tulajdonsagok is 6rokléddnek.

Altalanosan, hangolhaté forméaban: Hy, (z) = He(s)|,pz-1,0 <p < 2.
T z+1
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A szimulator ,hangolasa” a fenti formula segitségével.
Belattuk, hogy s = g 5 helyettesitéssel éliink, melyet tovabb alakitva:
) R .
) pel—1 pelzelz—e’z p 9 B
S S R v e R
e’z ez +e 2

_Pen?
® = Stanc
Kiilonb6z6 p paraméterekre abrazolva az w kifejezést, lathatjuk, hogy milyen

frekvencia tartomanyon mennyire kozelitjiik az idealis szimulatort.
[ ]

[ “'

|
|

/

)

w

|
|

|
|

Jol 1athato, hogy kis frekvencidkon a p = 2 paraméter valasztas a megfeleld.
Levezethetd, hogy adott w, frekvencian pontos és annak kdrnyékén ,megfeleléen
pontos” szimulacidhoz a kovetkezd p paramétervalasztas sziikséges:

Tw Twq

p= 9 = woT
0
tan Z|w=wo tan >

Y=wT

120



IV.

Fenyvesi Rdbert és Dudas Marton — Jelek és rendszerek 2.

Adott jeltipusra optimadlis szimulator

Ahogy a szimuldcio optimalizalhatd volt adott frekvencidju szinuszos jelekre, ugy tetszéleges
jeltipushoz is levezethetjiik az optimdlis szimuldtor paramétereit.

1. Altalanosan:

Adott u.(t) gerjesztés esetén, az optimalis szimulator atviteli figgvényei a
kovetkez6képp alakulnak:

uplk] = u (KT) DI yplk] = y(kT)

szimulacio

Yo(2) _ 2y K1} _ 20 (KD} _ 2 {He®)Ue(D emier)
Up(z) ~ Z{up K]}~ Z{ue (T Z{u (KT

Tehat a kapcsolat a gerjesztés és a rendszer atviteli fiiggvényei kozt:

, {L‘l{Hc () L{u, (t)}}|t=kT}
Z{uc (kT)}

Hp(z) =

Hp(z) =

2. &(t)-re optimalis szimulaci6 - tart6 ekvivalens:
A gerjesztés u.(t) = &(t), mely Laplace-transzformaltja L{u.(t)} = %
A mintavételezett jel u.(kT) = up[k] = €[k], melynek Z-transzformaltja

Z{e[k]} = —

1-z71"

A fenti formula alapjan:

Hy(2) = z{rl {Hc(s) %}

Jra-2m

t=kT

Ez alapjan a rendszer megvalésithat6, egy nulladrend tartdval, a szimulalandé
rendszerrel és egy mintavételezd kapcsoloval:

HD[Z]

uplk]| (1) ye(t yplk]
Hy(s) H.(s) T

tarto ekvivalens
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V. Példak

1. Atviteli fiiggvényével adott rendszerhez hatarozzuk meg, az impulzusvalasz és az
atviteli fliggvény alapjan a szimulatort:

2s
HC(S) = S+_5'T =0.1

a. hg(t) alapjan:

A szimuldlandé rendszer impulzusvalasza inverz Laplace-
transzformaciéval:

2s+5)-10 10

He(s) = s+5 T s+s5

- h.(t) = 28(t) — 10e(t)e™>t

A korabban levezetett 6sszefiiggés alapjan, miszerint:

hplk] = DS[k] + e[k — 1]Tf(kT)

A megfelel6 értékeket behelyettesitve:
hplk] = 26[k] — e[k — 1]0.1- 10e~5k0-1 =
=26[k] —e %5 e[k — 1](e 05kt =
= 28[k] — 0.61 [k — 1](0.61)*1

A késbbbi 6sszehasonlithatdsag kedvéért fejezziik ki az atviteli fiiggvényt:

z _ 2z —1.83
z—0.61 z-—061

Hp(z) =2-10.61z71

b. H.(s) alapjan:

A korabban levezetett 6sszefiiggéshez hasonléan:

222 44 162-16
- Z — .0Z — 1.
H —q py = 01zl _ _
() C(s)|s=¥ﬁ 2zl,5 25z-15 z—0.6
0.1 z+1

Melybdl az 6sszehasonlithatésag érdekében:

hplk] = 1.68[k] — e[k — 1] - 0.64 - 0.6%~1

Jol lathato, hogy nem egyezik a két kifejezés, mivel az egyik id6tartomanybeli
szimuldcié, mig a masik egy frekvencia tartomanybeli szimulaci6, de nagyon
hasonléak.
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3. Példa - mar korabbi példa alapjan hivatkozunk az ott levezettekre (1d.: 15.0ldal).

i L
.&
R =10Q = 0.01kQ

uit) R L=05HC=4pF

krad

Hatarozzuk meg az wy, = 0.7 kornyékén szinuszra optimalis szimulatort a

fenti halézathoz atviteli fliggvényének alapjan.

|| I ‘H,(‘jw)| Commented [MD9]: Ez nem j6 spketrum, ahogy a jegyzet
‘ ‘ elején is ugyan ez a hiba.
\

| (Il I

i I |

I ! [

| | (1

11 | 1

| \ I

/ \\‘_ _ _,"4 AN ~— ~ / '.\

- — - e e —

-08-06-04-02 |0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2

jw 2s

He(jw) =2  melybdl Hy(s) = ———
) = 25 e T 00270 + 05 MW ) = g 105

T megvalasztasandl, vegylik figyelembe a mintavételezési tételt:

I
T < o = 4.488 ms, ez alapjan valasszuk a T := 1ms.
0

A szimulator paramétere meghatarozhat6 az adott frekvenciabdl:

p= =192

woT —
2

A diszkrét idejii rendszer atviteli fiiggvényét meghatarozhatjuk

192 21
Hp(z) = He(s)| Z192z-1 = 2 1 g+l =
T (22 400222 2o
1 z+1 1 z+1
0.91z% — 0.91

T z2—-1.51z+0.98

Az atviteli fiiggvény alapjan realizalhatunk kanonikus halézatot:
uplk]
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3. HDD olvasbéfej szabalyozasa (MATLAB példa)

Hard Disk Drive

i(t) = ut) 0(t) = y.(t)
) = welt) HC(S) |0 = 3eli)

Tehat a szimuldland6 rendszer gerjesztése a motor
arama, mig valasza a motor altal okozott
szogelfordulas.

Tekintsiik a rendszer mozgasegyenletét:

d%e do .
]W+ CE+K® = K;i,ahol
J = 0.01 kg - m?, a fej tehetetlenségi nyomatéka
C = 0.004 %,csillapl’tés ;K = 10N—m ,rugoéallando
rad rad

S
Nm s .
K; = 0.05 o motornyomaték allandé

Laplace-transzformalva a mozgasegyenletet a kovetkezd adodik:

0.01s%Y, + 0.004sY, + 10Y, = 0.05U,, ebbdl az tviteli fiiggvény:

5
H =—C=7,
e(8) = - = ¥ 04s 7 1000

[

P12 = (=02 +31.6))ms
A mintavételezési tétel értelmében T < I%I = 0.1s, ezek alapjan legyen T = 0.01s

A rendszer szimuldlasa egységugrasra, valamint Matlab-os leirasa (Control System Toolbox
szlikséges hozza):

HD[:]
uplk| T (£ m (q—_ﬂ)-g-l MATLAB:
Hils) He(s) I [szam , nev] = c2dm([0 0 5],[1 0.4 1000],0.01, ’zoh")
tarto ekvivalens
) c2dm - continuous to discrete with method
'—‘~1;\|‘ 7 [~ o zoh - zero order hold
digitalis

szabdlyzé

z+1
z2 —1.897z + 0.996

Hy(z)=(1-2z71) -Z{L—l {%Hc(s)} } =247107*

t=kT
Yo () = £ {%Hc(s)} = £()[0.005 — 0.005¢~°2¢ cos(31.68)]

e (kT) = [k]0.005 [1 — (e~°2T)" cos (31.6kT)]
a=e~0002 99=31.6T
=0.998 =0.316 rad
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15. Analdg Modulacié
(tananyagbdl kikeriilt fejezet)

[. Modell

Motivacionk, hogy szeretnénk meghallgatni egy radiémiisort. Az emberi beszéd
nagysagrendileg a 0-10kHz tartomanyba esik, azonban ilyen frekvencian nem
sugarozhatjuk ki tobb ok miatt sem, példaul azért, mert igy egyszerre egyetlen radi6
sugarozhatna csak. Szerencsére a Fourier-transzformaciéra vonatkoz6 modulacids tétel
segitségével a fent emlitett tartomanyt a frekvenciatartomanyban barhova eltolhatjuk,
igy a kiilonb6z6 radiéadok miisorait egyszerre is kisugarozhatjuk, és azok koziil a vevd
oldalon valaszthatunk tigy, hogy a teljes frekvenciatartomany megfelels szeletét
vizsgaljuk. Nem csak radiénknal, de mobil eszk6zeinknél is hasonlé elvek miikodnek.

FI jelek alakh{ atvitele esetén, a kovetkez6 modellt tekinthetjiik, mely alapjan a forrasbél
érkez6 altalunk generalt jelet modulaljuk, majd egy csatornan (levegd, vezeték) keresztiil
tovabbitjuk. Ezen csatornak szintén egy rendszerként foghatdak fel, melyek kimenetéhez
egy normalis eloszlasti (GWN-Gaussian White Noise) zaj szuperponalédik. A vevd
oldalon demodulaljuk a jelet és a nyel6 befogadja.

Sult) | s(6) Su(1) Sult)

Modulalo Csatorna —:H—'—.’)rnmu’u]r}iri

Forris Nyeli

i | i

fr. fr.

i Hepljw) + ~(E -
[}

£
Sn

(zaj)

Feltehetjiik, hogy modulaci6 és a demodulacié alakhii jelatvitelt valosit meg. Vizsgaljuk
meg a csatorna atviteli tulajdonsagait:

Legyen a csatorna atviteli karakterisztikija Hey (jw) = acye /®AtcH, ahol acy a
csillapitas és Aty a késleltetés. Lathat6 hogy a csatorna is alakhii jelatvitelt
valésit meg, de a kimenetre a zaj szuperponalédik. Az Ggy nevezetett Gaussi fehér
zaj egy olyan jel, melynek stir(iségfliggvénye:

u2

1
() = 727
fen V2mo?

Ezen jel teljesitményének atlaga Pyyag = 02.
A modulaci6 célja a csatorna megosztasa és a jel illesztése a csatornahoz.

Mivel csatornaként jellemzden a leveg6 all rendelkezésiinkre, ezen kell az mindenféle
kommunikaciét lefolytatnunk egyidejiileg. Ennek megvaldsitasahoz kiilonbozé jeleket,
kiilonbo6z6 frekvencia savokba tolunk el.
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Bar a targy keretein beliil nem foglalkozunk hullamterjedéssel, fogadjuk el, hogy
kiilénbo6z6 felhasznalasokra kiilonboz6 frekvenciakat érdemes hasznalnunk.

A Fourier-transzformacié modulacids tételénél mar lathattuk, hogy a jelet megszorozva
egy exponencidlis jellel egy frekvenciatartomanybeli eltolast kapunk. A modulécié soran
koszinuszos fiiggvényt hasznalunk, mely 1ényegében két exponencialis fiiggvény
0sszegének felel meg.

A koszinusz fiiggvény tulajdonsagaibdl harom kiilonbozé modulacié tipust vezethetiink
be. Valtoztathatjuk a koszinusz fiiggvény amplitudéjat, frekvenciajat és fazisat, a
tovabbiakban az ezeken alapulé modulacids eljarasokat vizsgaljuk.

a(t)cos(0(t))
MODULACIO
l Fazismoduldcio
Szogmodulacio < ) .
Frekvenciamodulacio

Amplitudomoduldcidé

Térjlink még vissza a frekvencia tartomanybeli vizsgalatra. A tovabbiakban a keskenysavu
adatatvitellel foglalkozunk, ahol az atviendd jel sdvszélessége (B) legfeljebb a vivé frekvencia
(fy) korulbeltl harmincad része:

B
— < 3%

v

A jel sdvszélességén azt a frekvenciatartomany értjuk, amelyen kivil a jel elhanyagolhaté, ez
szokasosan az a frekvenciatartomany, amelyen kiviil spektrum értéke a maximumanak v/2-ed
részénél (k,q, — 3dB) kisebb.

1S(w)|

27{'33(13
W,

Wy
vivo frekvencia
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[1. Amplitidémodulacié
Az informacidt hordozo jelet a vivo koszinuszos jel amplitiddjaba prébaljuk elrejteni.
Céljaink a modulacié soran, az alakhfi jelatvitel (SDEM (t)~Smop (t)) , a jel-zaj viszony
maximalizalasa (max {%}), a teljesitmény (P) hatékonysag, valamint a savszélesség (B)

hatékony kihasznalasa.
Az amplitidémodulaci6 és demodulacid folyamatat az alabbi diagram vazolja:

a(®) = S - aq(t)

Modulacio Demodulacié
SzZ0Tz aluldatereszto
" _—G{j G{JH:}—'@—’ aq(t)
cos(wyt) cos(wyt)

1. AM-DSB (Amplitude Modulation - Dual-SideBand):
A legegyszeriibb eset, a két oldalsavos amplitidémodulacio.

Az atviendo jel két komponensbdl all, egyrészt egy vivofesziiltségbdl, mely a vive
jel amplitidojat hatarozza meg, masrészt az informaciét hordozé jelbdl: a(t) =
Uy + Sm(t)

A médszer bemutatdsahoz az U, amplituddjud, w,, korfrekvenciaji koszinuszos
jelet visszik at: a(t) = U, + Uy, cos(wp,t)

Ahogy a bevezetdben lattuk, a modulacié koszinuszos vivdjellel vald szorzasként
valésul meg, tehat a modulalt jel:

Spsg(t) = a(t) cos(w,t) = U, cos(w,t) + Uy, cos(wpyt) cos(w,t)
Az Uy, cos(wpt) cos(w,t) kifejezés trigonometrikus azonossagok segitségével

atalakithato, ezek alapjan:

U U
Spsg(t) = U, cos(wyt) + Tmcos((w,, —wp)t) + Tmcos((w,, + wp)t)

nincs informacié

vive alsé6 oldalsav felsé oldalsav
Spsn(t i
psilt) Uy—b—l Uncos(wt) = a(t), (burkeld)
) ﬂ. F\I‘ . U max ,ﬂ‘ Iﬁ‘l . I\" P ﬂ I"“\I\ . )
I TN PO A [ . \ \ s
1 S f S0 )
. . A A P S B Y B Bt "
AE f\ Al SNV M
ANANAW AN AN AN AWAWANANANAWAWAY
ENEYRVIIVENESREEVAVESREEEBYERYRE
|‘I |‘| |‘| |‘I |‘I L, \/ ‘I‘, I‘I || \I‘ ‘I‘I VARY/ |‘ ,‘I |‘| |‘| I‘! [RVERY; I‘! |‘I
| \ [ .7 | || L, Te [ |
J ‘IJI‘ U' ‘Ii "‘,‘I \/ “UI‘ \H\ EJ’ Y|
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Az a(t) = U, + Uy, cos(wy,t) kifejezést frekvencia tartomanyban a kovetkez6
moédon abrazolhat6 (az értékkészlet az amplitidé spektrum 2m-ed része!):

Ajw)|
2w
U,

!

m

/

—Wm W

Az Spgp(t) = U, cos(w,t) + UTmcos((w,, — wy)t) + UTmcos((w,, + wy)t) jel
frekvencia tartomanyban a koetkez alakot 6lti:

U 2 Uy
2 2
Ijrfli
—Wy — Win ;uja‘ _u-"lﬁ' + W Wy - W Wo Wy + Wi

Az Spgp(t) = U, cos(w,t) + UTmCOS((w,, — w)t) + UTmcos((w,, + wp)t)
kifejezésben az informacié redundansan szerepel, a vivo frekvencidhoz képest
szimmetrikusan w,, tavolsagra. Amennyiben az U,,, > U, akkor a burkol6 metszi
az id6 tengelyt, igy az alabbi abran pirossal jeldlt jelet tudjuk demodulélni, mely
azonban nem egyezik az atviendd jellel, tehat ésszerd megkotés, hogy a vivo jel
amplitiidéja legyen nagyobb a modulalt jel amplitadéjanal.

Spss(t)

Azm = U—'" hanyadost modulacids mélységnek nevezzik, és értékét jellemzéen
v

szazalékban adjuk meg. A fentebbi megkotés értelmében értéke 0% és 100% kozé
esik normalis felhaszndlds mellett. A teljesitményhatékonysag érdekében célszerl
minél nagyobb moduldciés mélységet elérni.

A modulacié hatranya, hogy a vivé jelet is kell sugaroznunk, azonban nem hordoz
informaciot, tehat a teljesitmény (P) egy része felesleges. A két oldalsadv miatt az
egyébként sziikséges sdvszélességnél nagyobb tartomanyt hasznalunk fel.
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Az eddigi vizsgalataink utan tekintsiink egy teljesen altalanos jelet, ekkor:

1 1
apem () = 2|a(t) cos(w,t) cos(w,t)] = 2 Ea(t) + Ea(t) cosQwy,t) | = a(t)
nayobb frekvencias

[ nem engedi at a J
sz(iré,~0

Tekintsiik ugyanezen jelet frekvenciatartomanyban:
A moduléciés-tétel alapjan: x(t)e/o¢ & X(j(w — wy))

20 os(wpt) = 30 St XU Z00)) X+ w0)

/'Za)nt+2+ —j2wot Xx(j — + 2X(j + X(j +
x(t) cos?(wot) = x(t ‘ 4 : < Ut~ 00) 2“’) (o e0)

Az eredeti és a modulalt jel spektruma:

[AG(w — wo)| + |AG(w + wo)|

A demodulalt jel spektruma az alulatereszt6 sziirg elétt:

A(j(w — wy) + 2A(jw) + A(j(w + wy)

Ez a kezdetleges modszer azért terjedt el, mert a demodulacié az aldbb lathaté
nagyon egyszer(i hdlozattal megoldhatd.

hangszard
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2. AM-DSB/SC - (Suppressed-Carrier):

A két oldalsavos amplitidémodulaci6 teljesitményhatékonysagan els6 korben a
viv( fesziiltség megsziintetésével javithatunk, azonban ekkor még nem
foglalkoztunk a savszélesség hatékony felhasznalasaval.

Az atviendd jel igy egy komponensbdl all, mely az informaciét hordozé jel: a(t) =
Sm(0)

A médszer bemutatdsahoz az U, amplitudojq, w,, korfrekvenciaji koszinuszos
jelet vissziik at: a(t) = U,, cos(wp,t)

Ahogy a bevezetdben lattuk, a modulacié koszinuszos vivdjellel vald szorzasként
valésul meg, tehat a modulalt jel:

Spsgysc(t) = a(t) cos(wyt) = U, cos(wpt) cos(wyt)
Az Uy, cos(wp, t) cos(w,t) kifejezés trigonometrikus azonossagok segitségével
atalakithato, ezek alapjan:

U. U,
Spspysc(t) = Tmcos((w,, - wm)t) + Tmcos((wv + wm)t)

alsé oldalsav fels6 oldalsav

Spspysc(t)

Ebben az esetben az 4bra alapjan is 1athaté, hogy az AM-DSB-nél megismert
demodulécid nyilvanvaléan nem miikodik, a diéda kimenetén egyeniranyitott jel
jelenik meg, mely nem azonos az eredetivel.

A korabban felrajzolt spektrumokhoz képest, itt annyi a kiilonbség, hogy a
vivéfrekvencias koszinuszos jelhez tartozé § (+w,) eltiinik.

Spsn/scliv)|

] I

— — — —( ( ¢ — ) ‘
wl' HJIH u“l‘ "JE' + "‘“P” UJE' L“‘IH ad wl' + uJ”,
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3. AM-SSB (Amplitude Modulation - Single-SideBand):

Az AM-DSB moduléciénal felmeriilé savkihasznaltsag problémajat az egy
oldalsavos amplitidémodulaciéval oldjuk meg, azonban jelenleg még nem
foglalkozunk a teljesitményhatékonysaggal.

Az atviendd jel ismét két komponensbdl all, egyrészt egy vivéfesziiltségbdl, mely
a viv jel amplituddjat hatarozza meg, masrészt az informaciét hordozd jelbdl:
a(t) = Uy + S (t)

A médszer bemutatasahoz az U, amplituddju, w,, korfrekvenciaji koszinuszos
jelet vissziik at: a(t) = U, + Uy, cos(wp,t)

Ahogy a bevezetdben lattuk, a modulacié koszinuszos vivdjellel vald szorzasként
valésul meg, tehat a modulalt jel:
Sssp(t) = a(t) cos(w,t) = Uy, cos(wp,t) cos(w,t)

Az Uy, cos(wp, t) cos(w,t) kifejezés trigonometrikus azonossagok segitségével
atalakithato, ezek alapjan:

U, U,
Sssp(®) = U, cos(wyt) +—=cos((wy — wp)t) + —=cos((wy + wy)t)
nincs informacié
vive

alsé6 oldalsav fels6 oldalsav

A kifejezés, ahogy mar korabban is megallapitottuk, az informaciét redundansan
tartalmazza, a két oldalsavbol elég lenne egyet valasztanunk. Egy oldalsav nem
jelenne meg, és ezzel javitanank a savszélesség kihasznaltsagat, ha a Fourier-
transzformacié modulacios tételét eredeti formajaban hasznalnank, azaz a
cos(w,t) helyett e/ vt -vel szoroznank. Ezt az Euler-formula értelmében

(eij“’vt =) cos(wyt) t j sin(w,t)-vel vald szorzasként valdsithatndnk meg. Az
elGjel attdl fiigg, hogy melyik oldalsavot szeretnénk hasznalni. A cos(w,t) +

Jj sin(w, t) helyett azonban a Hilbert-transzformaciét hivjuk majd segitségiil,
jelenleg elég annyit tudnunk, hogy #{cos(w,t)} = sin(w,t). Ezek alapjan az AM-
SSB generalasa a kovetkezg vazlat alapjan torténik:

s%zé Xi(t) +/—

Qf/ Sssn(t)

cos(wyt)

U - COS(Wmt)

Xo(t)
)
Hilbert—
transzformalo

X, (t) = Up, cos(wpt) cos(wy,t) = UTm [cos((w, — wm)t) + cos((wy + wp)t)

Um

X, (t) = Uy, sin(wy,t) sin(w,t) = >

[cos((wy, — wm)t) — cos((wy + wy)t)
Ezen jelek 6sszegeként vagy kiilonbségeként kapjuk meg a két oldalsav egyikét:
X1(®)—=X,(): Ssppr = Uy cos(((u,, — a)m)t) - fels6 oldalsav

X1 () +X,(t): Ssppy = Up, cos(((u,, + a)m)t) - alsé oldalsav
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Hilbert-transzformacié:

A Hilbert-transzfromacio felfoghatd linedris transzformacionak is, tehat
megfeleltethetlink neki atviteli karakterisztikat:

—j,haw >0
H(w) = { 0, ha w = 0, ebbdl a koszinusz Hilbert-transzformaltja:
jhaw <0

2 = = sin(wt)

ejwt + e—jmt _}-ejmt +]'e—jwt ejmt _ e—jmt
H t)}=H = =
st <L) i -

Hilbert transzformacié matematikai lerdsa:

17 1
H{x()} = x(t) * —— f x(r)mdr

Hix(©)) = F {}' fxe)+ % }] =F {T{x(t)}}' {nit}] =F {xuw)f{nlt}]

1 ©°1 . . *© cos(wt) [ sin(wt)

T{—} = Zewtgr= dt —j dt =

mt) )t nt mt
0,paratlan figgvény

—o0 -0

= 7£[Si(wi.“]°3‘,0 = 7£sgn(w)n = —jsgn(w), ezek alapjan
Hix(®)} = FH{~jsgn(w)X(w)}
H{H{x(O}} = FY{—jsgn(w)F{F H{—jsgn(w)X(jw)} }} = —x(t), ebbél
HHx()} = —H{x(D)}
4. AM-SSB/SC - (Single-SideBand/Suppressed-Carrier):

Az amplitidémodulaciét tovabb optimalizalhatjuk, amennyiben a mar ismert
AM-SSB jelbdl elhagyjuk a viv jelet, ahogy azt mar az AM-DSB-nél is megtettiik.

Az atviendd jel igy Gjra egy komponensbdl all, mely az informaciét hordozo jel:
a(t) = Sm(t)

A médszer bemutatdsahoz az U, amplituddjq, w,, korfrekvenciaji koszinuszos
jelet vissziik at: a(t) = U,, cos(wpyt)

Ahogy mar tobbszor lattuk, a modulacié koszinuszos vivéjellel vald szorzasként
valésul meg, tehat a modulalt jel:

Spsgysc(t) = a(t) cos(wyt) = U, cos(wp,t) cos(wyt)
A U, cos(wp,t) cos(w,t) Kifejezés trigonometrikus azonossagok segitségével

atalakithato, ezek alapjan:

U, U,
Spseysc(t) = Tmcos((wv - wm)t) + Tmcos((wv + wm)t)

alsé oldalsév fels6 oldalsav

Un Un
Sssp/sct = TCOS((wu + wm)t) < XOR > Ssspsscy = TCOS((wu - wm)t)
W csak az egyik = 3o
lehet egyszerre

alsé
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Sz6g-modulacié

Az informacidt hordozo jelet a vivs koszinuszos jel fazisaban vagy frekvenciajaban
prébaljuk elrejteni. A két mddszer bar erdsen kiilonb6zének tiinik, mégis egyszerre
targyaljuk 6ket, mivel a fazis a frekvencia integraltja., és igy a modulaciok kozt is szoros
kapcsolat van. Céljaink a modulacié soran, az alakh jelatvitel (SDEM (t)~Sumop (t)) ,ajel-

zaj viszony maximalizalasa (max {%}), a teljesitmény (P) hatékonysag, valamint a
savszélesség (B) hatékony kihasznalasa.

1. Fazis modulacié (PM):

Egy koszinuszos jel argumentumaban az adott vivéfrekvencia és az informaciot
hordozd jel jelenik meg:

cos(w,,t +4¢()), ahol 4@ (t) = kpy Sy (t).

A modulalt koszinuszos jel pillanatnyi korfrekvenciajat a kovetkez6képp kaphatjuk
meg:

dA dS,, Kpy dSm
o) = ;Pt(t) = ke dt(t) R ACK %%

A moduldlt jel id&fuggvénye: Spy (t) = U, cos(wyt + kpySm(t))

A méddszer bemutatasahoz az U,, amplitadéju, w,, korfrekvenciaji koszinuszos
jelet vissziik at: S, (t) = Uy, cos(wp,t)

Ekkor A (t) = kpp U, cos(wp,t), mely kifejezéshez bevezetjiik a fazisloketet:
@p = kpyUn

A modulalt jel id6fuggvénye: Spy (t) = U, cos(w,t + &p cos(wp,t))

JARIYS

VY
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2. Frekvencia moduldcio (FM):

Egy koszinuszos jel argumentumaban az adott viv6frekvencia mellet az informaciét
hordoz6 tag a fazis,amely ahogy mar megallapitottuk a jelet hordozé frekvencia
integréljaként jelenik meg. A jelet a frekvenciaban rejtjik el:
Af () = kppSm(t), melyb8l Aw(t) = 2mkpy Sy (t)
Ahogy fizika tanulmdanyaink sordn megismertik:
t t
Ap(t) = f Aw(a)da = 2mkpy f Sm(a) da
0 0
A modulalt jel id6fuggvénye:
t
Sem (t) = Uy, cos| w,t + 2mkpy me(oc) da
0
A médszer bemutatasahoz az U, amplituddju, w,, korfrekvenciaji koszinuszos
jelet vissziik at: S, (t) = Uy, cos(wp,t)
Ekkor Af (t) = kppy Uy, cos(wp,t), mely Kifejezéshez bevezetjiik a
frekvencialoketet:
fo = kemUn
A pillanatnyi frekvencia ekkor:

t

¢
Ap(t) = 2mkpy f Uy, cos(wp, @) da = 271 fp, f cos(wpa) da
0 0

2nfp

Ap(t) = sin(wy,t) = ;—Dsin(wmt)

W

A modulalt jel id6fuggvénye tehat: Spy (t) = U, sin (wvt + ?—Dsin(wmt))

™
- A . \
j"- L J-rf' j‘._t—f” ™ N\ U, N f\ N \'n'\ .”\"
. [\ | [\ [\ \
/ frekvencia \ [ [ / A
- |
\ o AR
‘a\ | | 11 || | ‘I
\ | |
S - Ly
RN LT T I
| [ \ | | /
| | (| \ / | | |
| | | \ \ / (. | \
“ | || | \ / | || \
] 1] \ 1/ 1 \
/ \J/ \/ I\f \\ ,/ \/ ‘\,‘ \/

A modulalt jelet Ggynevezett vizesés diagramon is abrazolhatjuk,
mely egy frekvencia-id6 diagram. Az dbran jél 1athato, hogy a jel
nem tartézkodik hosszu ideig a viv6frekvencia kornyékén, gyorsan
athalad rajta.

i
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3. Fazis és frekvencia modulacié 6sszehasonlitasa:

A pillanatnyi fazis és frekvencia 6sszefliggéseit az alabbi tablazatban foglaljuk 6ssze:

PM FM
t
o) Ko Spa(£) 21Tk f S(@) da
0
k d
Af(0) %E () KkepSin ()

A tablazat alapjan jol lathatd, hogy az informaciét hordozo jel integraljanak
fazismodulaltja megegyezik a jel frekvencia modulaltjaval, és ugyanez igaz visszafelé

is derivaldssal:

Fizis B Frekvencia
O—+ . —0 = O—— —O
moduldld modulalo
d Frekvencia B Fazis
O— — . —0 = O0— —0O
dt modulalo modulalo

A fazis- és frekvencialoketek Gsszefliggéseit az alabbi tablazatban foglaljuk 6ssze:

PM FM
fo
@p kpmUn ra
fm
fo Ppfm kemUnm

Vizsgaljuk meg a sz6g modulacidk savszélességét:

Spy(t) asavszelen tobbet tartozkodik

AV \\J‘ |
4 J !
fr‘ - fU f:' fr‘ + f}_)

A moduldlt jel savszélességét az ugynevezett Carson-formula segitségével kozelitjik,
a pontos megoldast nem térgyaljuk:

Féazis modulacid esetén: Bpy = 2fp, (Pp + 1)

Frekvencia moduldcio esetén Bey = 2(fp + fin)
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IV. Példak

1. Hatarozzuk meg az alabbi S,,(t) = 2 cos(2nf;t) + cos(2nf,t) jel AM-DSB
d Mrad

s !

modulaltjat, ha tudjuk, hogy w,,; =1 krTa; W = 1MrTad ésw, =10
valamint a(t) = U, + S,,,(t), ahol U, = 4V.
a. Hatarozzuk meg a modulalt jelet:

Ahogy lathattuk, cos(w,t)-vel kell szoroznunk, majd trigonometrikus

azonossagokat alkalmazunk:

U,
Sam-psB @®) = Uy cos(wut) + %JCOS ((wu B wm'l)t) ¥
U U,
+ 7;1' cos ((wv + wm.l)t) + %JCOS ((a),, a a)m_z)t) *

+ % cos ((w,, + wm_z)t) =

2 2

= 4 cos(10t) + Ecos((10 —0.001)¢) + Ecos((lo +0.001)¢) +
1 1

+Ecos((10 - 1)t) + Ecos((lO + 1)t)

Figyeljlink arra, hogy a korfrekvencia és frekvencia kozt gyakran ugralunk, mely
egy 2m-vel vald valtast jelent.

b. Hatarozzuk meg ezen modulalt jel vivé és oldalsav teljesitményeinek aranyat:

Tegyuk fel, hogy jellink egy feszliltség, mely egy R ellenalldson esik, bar latni
fogjuk, hogy se az ellendllas nagysaga, se jel fajtdja nem szamit. A jel

UZ

;ff kifejezéssel szamolhato.

teljesitményea P =

Behelyettesitve:

1 (1 (Y (L)
Py (\/z) +(\F;) N («Z) +(vz)
By )

]

J6l 1athatd, hogy mind az ellenallas értékekkel, mind az effektiv értékbdl
adddo v2-vel egyszeriisithetiink. Ekkor:

1 1
=Pm,1+Pm,Z_1+1+Z+Z_ 5

P, 16 32
c. Rajzoljuk fel a modulalt jel spektrumat :
|Spss(jw)|
2
2
,,,,,,,,, I 1 2 I (S
] ‘ 0.25 ] ‘
f I t,
—W Wy w
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2. Vizsgaljuk meg az alabbi S, (t) = 2 cos(2rf;t) cos(2rf,t) jel AM-DSB modulaltjat, ha
tudjuk, hogy f; = 1kHz; f, = 1MHz és

a(t) = 4 + S, (0)
Uy

a. Hatarozzuk meg a modulaciés mélységet (m =?)

Umax

Uy

m =

Upmax = max{Sp,(t)} = 2
= 2 = 50%

m =2 =50%

b. Rajzoljuk fel az eredeti és a moduldlt jel spektrumat:

27 f=2r-w

—fo—f —fat+ fi| o= hH fo+ N

|Spsp(jw)]

—wy Wy w
15.21 bra

3. Hatdrozzuk meg a kdvetkezd Spy (t) = 100 cos(w,t + 10 sin(wy,t));

w, = 2n10MHz; w,, = 2nlkHz frekvencia moduldlt jel kdvetkez6 paramétereit:
fp =?,B=?

Sem (t) = U, cos (wvt + f—Dsin(wmt)) - U, = 100;f—D =10
fm fm

a. fp=?-fp=10f, = 10kHz

b. B~ 2(f, + fin) = 2(10kHz + 1kHz) = 22kHz
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16. Digitalis modulaci6
(tananyagbdl kikertiil fejezet)

[. Modell

Nem meglepd igény, hogy nem folytonos jeleket is szeretnénk atvinni valamilyen
csatornan. Hétkéznapjainkban ilyen eljarast hasznalunk példaul, amikor vezeték nélkiil
interneziink, de ilyen a GPS, a miiholdas TV, vagy a bluetooth is.

A digitalis modulacié modelljét az alabbi abra szemlélteti:

| S() S,(t) )
d[k] Modulald Csatorna Demodulalél——— d [K]
N T
utemezeés

A modulacié mindség a bithibak aranya (P, — BER —Bit Error Rate) jellemezheti.

[1. Billentyiizés

Az egyes bitmintakhoz rendeljiink hozza egy jeltulajdonsagot (amplitiidé, szog).
1. ASK (Amplitude Shift Key):

Amplitadé billentytizés legegyszer(ibb esete, ha a 0 bithez 0, mig az 1 bithez
konstans amplituddéju vivéjelet rendeliink.

0 S,(t) =0
1 - 5;(t) = cos(w,t)

ASK |S(t)
(OOK){1 0 1 0 1

UL L
T

| AAR AR

TR M
MM\ W I
1“““

|
|

I
i

i
|

A hozzarendeléseket a tovabbiakban konstellacids abran szemléltetjiik, mely egy
fazorabraként értelmezhetd:
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2. FSK (Frequency Shift Key):
Frekvencia billenty(izés legegyszer(ibb esete, ha a 0 bithez w,,, mig az 1 bithez
w, + Aw, azaz a két bithez kiilonb6z6 frekvencidju vivéjelet rendeliink.
0 — So(t) = cos(wyt)
1-850) = cos((wv + Aw)t)
FSK [S(t)
1 0 1 0 1

’!‘ H FH
| \ | i A
mw m' Hx
’\ W ‘ f Hm m \H |

A konstellacios abraja:

frcakvcncia)

RN

3. BPSK/PSK (Binary Phase Shift Key)

Binaris fazis billenty(izés legegyszeriibb esete, ha a 0 bithez 0, mig az 1 bithez m,
azaz a két bithez kiilonbo6z6 fazisu vivéjelet rendeliink.

0 - Sy(t) = cos(wyt)
1 - 5;(t) = cos(w,t + 1)

psK - [s()
1 0 1 0 1

NN A AR N
."\I H.I | Hyul I“.H‘ “I‘u‘l‘l" I‘u“,‘ ;
IAENEANAAWE | . .
T
vy oy oy
v Vv v v v

Konstellaciés abraja:
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Kiterjesztés tobb bitre

Egyszerre tobb bitet is atvihetiink, ha példaul az adatot nem egy, hanem 4 kiilonb6z6
amplitidoju jel kédolja. A fenti modulécidk 2 bitre valé kiterjesztése az alabbi médon
torténhet:

1. ASK:
00 - Syo(t) = 0 cos(wy,t)
1
01 - Sp1(t) = §cos(w,,t)

00" ‘o1’ 10" 11

2
10 - S;0(t) = §cos(w,,t)
11 - §4,(t) = 1 cos(w,t)

3. FSK:
00 — Spo(t) = cos((w,, +0- Aw)t)
01 - Sp1(t) = cos((w,, +1- Aw)t)
10 - S10(8) = cos((w,, +2- Aw)t)

11 - S35 (t) = cos((wy + 3 - Aw)t)

‘00 01’ 10 11’
- . . . [ . * - . - >
0 fo o +Af fo+2AffL+3Af

3. QPSK (quadra):

00 — Spo(t) = cos{w,t+0-

01 — Sp1(t) = cos|w,t +1-

NENEINEINE)

— — N

(
(

10 - S14(t) = cos (a)vt +2-
(

11 - §44(t) = cos(w,t + 3+
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4. 8-PSK és 16PSK konstellacios abraja:

’(IL;-""VU@P\;@(JV /-" "'\‘
4" \\

1007 Yooo'
I([* , , ?00(1_»

!

' —t
\ / Q '
"101"%_ 110" /"/111’ - _J,/

5. 2N-PSK fazisai kézti tavolsag:

Az egyre tobb allapot bevezetésével az egyes jelek egyre jobban hasonlitanak
egymasra, mely a demodulaciot neheziti. Ez a hasonlésag a konstellaciés abrakon
az egyes pontok tavolsagaval jellemezheté mindegyik esetben. A PSK
modulacional az egyes pontok kozotti tavolsag az allapotok fliggvényében az
alabbi tiblazatban van 6sszefoglalva:

bitek szima — N | allapotok szama — 2V dmin
1 2 2
2 4 V2
3 8 2-2
4 16 2— [24++2

5 32 2— 2+ [2++2

ﬁ

6 64 2- |2+ 2+ J2+V2
(2T
N ZN ZISIH(W)

Az egyre kisebb tavolsagok miatt a zaj hatasara 6sszetéveszthet6bbek a jelek.
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IV. QAM (Quadrature ampitude modulation)
1. 16-PSK és 16-QAM

Eszrevehetjiik, hogy a pontok kozti tavolsag nagyobb lehet, amennyiben nem egy
koron, hanem négyzetesen helyezziik el a pontokat. Ekkor viszont egyszerre a jel
tobb tulajdonsagat is valtoztatnunk kell. Igy kapjuk meg a QAM modulaciot.

16PSK 16QAM (Quadrature Amplitude Modulation)
) . "-\\ o ole .;1,””‘.‘ =1
I" b‘ o-ole min
. *
\ o-o-0-o
. P
'l\ y *-0-|-0-o
. _g &

Mivel a QAM moduléciénal a pontok tavolsaga nagyobb, ezért a bithibak aranya
kisebb lesz. A bithiba-aranyt a jel-zaj viszony hatarozza meg.

S
Shannon atviteli sebességre vonatkoz6 tétele: c = B - log, (1 + N)

Hasonlitsuk 6ssze a tavolsdgokat a két modulacio esetén:

16PSK — dppin, = /2 - [2 ++2 %~ 0.3902

2-sin(—) 2

2. Példa, analdg telefon esetén tudjuk, hogy B := 3kHz kérdéses a jel terjedési
sebessége. Valamint ha valtsuk at a jel-zaj viszonyt ha % = 1000

a. % dB = 10log (%) , decibelben szokas megadni, de nem azzal szamolunk

S
5 4B = 1010g(10%) = 10 3dB = 30dB

b, c=3k2. 4 (1001) = 30k 24
s ~1024. s
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V. QAM Modulécié és demodulacié

1. QAM modulacié:

A QAM modulaci6 soran az amplitidot és a
fazisszoget is modositjuk, tehat:

S(t) = Acos(wyt + D)
Ezt az alabbi bazisban felirva tehetjiik meg:

e; = cos(wyt) és eq = — sin(wyt)

Ekkor az S(t) a kovetkez6 alakban irhaté fel
az egységvektorokkal:

S(t) = Acos(®) g; + Asin(P) g,
S(t) = A cos(®) cos(w,t) + Asin(P) (—sin(w,t))
Modulacié Demodulacio

SZOT 20

7 N
- X ) 'l i -X) -{ 2 -2

i [
('u.«(,;,‘f) AN Tl cos(w,t)
—sin(wd) ‘Z:‘ S(t) —sin(w,t)
L) I

Ly -

2. QAM Demodulaci6:

Mint azt mar amplitidé modulaciénal megszoktuk koszinuszos szorzassal és
alulateresztd szlirével demoduldlunk:

A cos(w,t + @) 2 cos(w,t) = Acos(®) + A cos(Qw,t + D)
alulatersztd
kisziri
Asin(w,t + @) 2 cos(wy,t) = Asin(P) — Asin(Rw,t + P)
alulaterszté
kisziri
3. Zaj és dontési eljaras:

A jelre a csatornan zaj szuperponalédik, mely
sok fiiggetlen zajforras esetén nulla varhatd .
értékii normélis eloszlas, melyet a szérdsa
jellemez. Ezen zaj hatasara az eredetileg kiildott B
érték bizonyos valésziniliséggel egy masik T
értékként érkezik meg a vev6hoz. Minél kisebb
a zaj szérasa és minél tavolabb helyezkednek el
a konstellaciok, annal kisebb a hiba lehet4sége, erre toreksziink. Adott elkiildott
jelnél a vett érték a konstellacids dbran barhol elhelyezkedhet. Kénnyen
belathatd, hogy azon értékhez kell
rendelniink a kapott értéket,
amelyhez a legkozelebb esik. A
. o - dontésihatarokat jol lathatjuk
I 0" BPSK és QPSK esetére.
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A hiba forrasa nem csak a csatornan a jelre szuperponalédo zaj lehet, hanem a
moduldcié és demodulacié soran is adédhatnak hibak. Példanak tekintsiik az FSK
esetén fellépd hibakat. Felhasznalasaink soran a folytonos idejii jelek mind
idékorlatosak, igy spektrumuk végtelen. A két spektrum a modulécids soran
atlapolédhat, igy demodulacié esetén nem az eredeti jelet allitjuk vissza. Ahhoz,

hogy a hiba elhanyagolhatd legyen eleget kell tenniinka B < Af = %feltételt.

1505

Tekintsiik az egyszer(iség kedvéért az ablakozd jelet x(t) = ¢ (t + g) - (t - g),

melynek spektrumat mar j6l ismerjik X jw,) =T - sin(%)

ol
2
X(juwi)| =0 [X ()]
T

W' g = km T
[ 1 1,
2.-,-(7‘?[ l“. B-Z"—?-ZW

—ke =k,
fi T :,f'\. (RPN

~ N N VNN

T

Tekintsiik a frekvencia modulaltjat:

00 > Sp0(t) = x(t) - cos(@t) = Seo(j) = X(j(w + w,)) + X (j(w — w,))

Son(jw) X((w

A hiba két forrasbol fakadhat. A demodulécié soran a spektrum
atlapolédhat, valamint a demodulacié soran alkalmazott alulateresztd
szlirének kdszénhetden a visszaallitott jel periodikus lesz.
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Ko6szo6njiik a figyelmet, sok sikert
kivanunk mindenkinek a vizsgan!
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