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Logikai muveletek, kvantorok

« allitas/kijelentés: mondat, melyrél egyértelmien eldénthetd, hogy igaz/hamis — ez a logikai értéke

Logikai mUveletek

R/

< ,nem” —negacio, tagadas

> A dllitas tagadasa pontosan akkor igaz, A -A
ha A hamis igaz  hamis
> jele:-A hamis  igaz
% ,és” —konjunkcio
» “A és B” allitas pontosan akkor igaz, ha A B AAB
A és B allitas is igaz igaz igaz igaz
jele:AAB igaz  hamis hamis

hamis igaz = hamis
hamis hamis hamis

< ,vagy” —diszjunkcid

> ,Avagy B” dllitas pontosan akkor igaz, A B AvB
ha A és B dllitas koziil legaldbb az egyik igaz igaz igaz
igaz igaz  hamis igaz
jele:AvB hamis igaz igaz

hamis hamis hamis

%, haakkor” —implikacio

> ,haA, akkor B” allitas pontosan akkor A B A->B
igaz, ha A és B dllitds is igaz, illetve ha A igaz igaz igaz
allitas hamis és B allitas tetsz6leges igaz  hamis  hamis
jele: A=>BvagyA> B hamis igaz igaz

hamis hamis igaz
«» ,akkor és csak akkor” — ekvivalencia

> “ha A, akkor és csak akkor B” allitas A B AE->B
pontosan akkor igaz, ha A és a B allitas igaz igaz igaz
kozil egyszerre mindkettd igaz vagy igaz  hamis hamis
mindketté hamis hamis igaz hamis

jele:A<>BvagyA<—>B hamis hamis igaz
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Osszegezve:

A B -A AAB AvB A>B A<€->B
igaz igaz hamis igaz igaz igaz igaz
igaz hamis hamis  hamis igaz hamis hamis

hamis igaz igaz hamis igaz igaz hamis
hamis hamis igaz hamis  hamis igaz igaz

Szlkséges és elégséges feltétel
s A->B:
> A dllitas B allitdsnak elégséges feltétele, illetve B allitas A allitasnak sziikséges feltétele
% A<E>B(A>BésA < B):
» A allitas B allitasnak szlikséges és elégséges feltétele
< példa:
» az negész szam oszthatd 6-tal
= sziikséges, de nem elégséges feltétel — pl.: oszthatd 2-vel, 3-mal
= elégséges, de nem sziikséges feltétel — pl.: oszthatd 12-vel, 24-gyel
= sziikséges és elégséges feltétel — pl.: oszthatd 2-vel, 3-mal, n=6 alaku, ahol n egész

Kvantorok
Y = minden
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3 = |étezik/van olyan
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v = vagy/diszjunkcid

A = és/konjunkcio

- = negacid/nem

& = ekvivalencia

= = implikacio

példa:

» allitds:: V nap esik az esé
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> tagadas;: 3 nap, amikor nem esik az esé

> allitasy: 3 nap, amikor tévét nézek

» tagadas;: V nap nem tévét nézek; 3 nap, amikor tévét nézek

> allitass: ha péntek van, akkor moziba megyek = V pénteken moziba megyek

> tagadass: pénteken nem megyek moziba = 3 péntek, amikor nem megyek moziba
A - B dllitds, ,ha akkor” helyett ,,minden”-nel is megfogalmazhato

Gyakorlas

Logika - 1. feladat (el6adas)
Ertéktablazatok segitségével igazoljuk a kdvetkezd azonossagokat:



a: AA(BVvC)=(AAB)V(AACQ)

A B C BvC AA(BV()
igaz igaz igaz igaz igaz
igaz igaz hamis igaz igaz
igaz hamis igaz igaz igaz
igaz hamis  hamis  hamis hamis

hamis igaz igaz igaz hamis
hamis igaz hamis igaz hamis
hamis  hamis igaz igaz hamis
hamis  hamis  hamis = hamis hamis

Av(BAC)=(AVvB)A(AVC)

A B C BAC Av(BACQ)
igaz igaz igaz igaz igaz
igaz igaz hamis  hamis igaz
igaz hamis igaz hamis igaz
igaz hamis  hamis  hamis igaz

hamis igaz igaz igaz igaz

hamis igaz hamis  hamis hamis

hamis = hamis igaz hamis hamis

hamis  hamis  hamis  hamis hamis
b: -(AAB)=-AVv-B

A B -A -B AAB -

igaz igaz hamis  hamis igaz
hamis igaz igaz hamis  hamis

igaz hamis  hamis igaz hamis
hamis  hamis igaz igaz hamis

-(AvB)=-AA-B

A B -A -B AvB -
igaz igaz hamis  hamis igaz

hamis igaz igaz hamis igaz
igaz hamis  hamis igaz igaz
hamis  hamis igaz igaz hamis

De-Morgan azonossagok

c¢c ADB=-AVvB

A B -A -AvB A->B
igaz igaz hamis igaz igaz
igaz hamis  hamis hamis hamis

hamis igaz igaz igaz igaz
hamis  hamis igaz igaz igaz
d AC>B=(A2>B)A(B2>A)

A B A<C>B A>B B-2>A
igaz igaz igaz igaz igaz
igaz hamis hamis hamis igaz

hamis igaz hamis igaz hamis
hamis  hamis igaz igaz igaz

AAB
igaz
igaz

hamis

hamis
hamis
hamis
hamis
hamis

AvB
igaz
igaz
igaz
igaz
igaz
igaz

hamis

hamis

(A AB)

hamis
igaz
igaz
igaz

(A v B)
hamis
hamis
hamis
igaz

AAC (AAB)V(AAQ)
igaz igaz
hamis igaz
igaz igaz
hamis hamis
hamis hamis
hamis hamis
hamis hamis
hamis hamis
AvC (AVvB)A(AV()
igaz igaz
igaz igaz
igaz igaz
igaz igaz
igaz igaz
hamis hamis
igaz hamis
hamis hamis

-Av-B

hamis

igaz

igaz

igaz

~-AA-B

hamis

hamis

hamis

igaz

(A>B)A (B> A)

igaz

hamis
hamis

igaz



Logika - 2. feladat (el6adas)
Tagadjuk a kévetkez6 allitasokat!

a.

allitas: Minden ablak nyitva van.

tagadas: 3 ablak, ami zarva van

allitds: Minden emeleten van olyan ablak, ami nyitva van.

tagadas: 3 emelet, ahol V ablak zarva van

allitds: Minden éplletben van olyan emelet, ahol minden ablak nyitva van.

tagadas: 3 épilet, melyben ¥V emeleten, 3 ablak, ami nyitva van

allitas: Ha sUt a nap, akkor turazni megyek.

tagadas: siit a nap és nem turazok

allitas: Akkor és csak akkor megyek nyaralni, ha telitaldlatom lesz a lottdn.

tagadas: nincs telitalalatom a lottén és megyek nyaralni

allitas: Minden pozitiv € szamhoz van olyan 8 pozitiv szam, hogy barmely x valds szamra, ha
|x - a] < ¢ akkor |f(x)- f(a)| < ¢

tagadas: 3 olyan pozitiv & hogy barmely & pozitiv szamhoz taldlhatd olyan x szam, hogy [x — a| <,

de|f(x) = f(a) z ¢

Bizonyitasi modszerek

Direkt bizonyitas

K/
0.0

K/

7
*

igaz allitasbol kiindulva helyes matematikai Iépéseken keresztil jutunk el a bizonyitandé allitdshoz

példa: szdmtani és mértani kozép kozotti egyenlGtlenség

4 2 , . . . ajtaz+ta
tétel: barmely a; + a, + - + a,, € R nem negativ valés szamok esetén =—2——" >

'Val +a; + -+ a, , és egyenl8ség csak abban az esetben teljesil, haa; = a, = =aq,
bizonyitas: n = 2 esetén ekvivalens atalakitasokkal

a,+a

%2 Jara, €2 (a1 +a;)* 24 a1 0, €>a” —2a1a, + 3> 20 € (4, -a3)* 20
ami mindig teljesil, és egyenl6ség csak akkor dll fent, haa; = a, = - = a,

Indirekt bizonyitas
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indirekt feltevés: feltessziik, hogy a bizonyitandé allitas tagadasa igaz

feltevésbdl kiindulva helyes matematikai [épéseken keresztil ellentmondasra jutunk = indirekt
feltevés hamis - eredeti allitas igaz

példa: bizonyitsuk be, hogy végtelen sok primszam van

bizonyitas: indirekt mddon tegylik fel, hogy csak véges sok primszam van:

P1, D2, - Pk
szorozzuk Ossze ezeket, és szorzatukhoz adjunk hozza 1-et:
n=p; - py: .. Pr+1

ekkor n szam nem oszthatd p4, py, ... P szamok egyikével sem, hiszen mindig 1 lesz a maradék
ezért az n vagy egy Ujabb primszam, vagy olyan 6sszetett szam, melynek a felsorolt k darab
primszamtdl kilonb6z4 primtényezGje van

kiindulas: k db primszam - kell még legaldabb 1 primszam = & ellentmondas = oo sok prim van



Teljes indukcio
s jeloljon az A(n) olyan allitast, amely n egész szamtdl fugg
*» bizonyitas 2 [épésbél all:
1. megmutatjuk, hogy van olyan ny egész szam, amelyre A(n,) allitas igaz
2. aztan feltesszik, hogy valamely n egész szamra A(n) igaz, ennek alapjan bebizonyitjuk, hogy
A(n+1)isigaz
» ezekbdl kovetkezik, hogy A(n) igaz mindenn > n, esetén

* példa:zz_lkz1+2+3+...+n=n("2+1)

bizonyitas:

*

L)

0‘0

3

A

1(n+1)

> 1.1épés: k = 1esetbenl = — igaz az dllitas

> 2. lépés: tegylik fel, hogy az n pozitiv egész szamra igaz allitas, azaz
nn+ 1)
2
ebbdl bizonyitjuk, hogy (n 4+ 1)-re is igaz, hogy
m+1)(n+2)
2

n(n2+2)+(n+1)=n(n + 12)(n+2)= (n + 1;(n+2)

- minden n pozitiv egészre igaz az allitas

14243+ +n=

14243++m+1)=

1+2+3++n+(n+1)=

Gyakorlas

Teljes indukcid - 2. feladat (el6adas)
Bizonyitsd teljes indukcidval!

allitds: Y, (2k—1)=1+3+5+-+(2n—1) =n?

= Noan=7Z%

1. n=0vl1

2. tfthn-re

3. n+ 1-re teljesil-e
= 1

o Yro1(2k —1) =n?

= tfh, hogy n-re igaz

= n=1 1=2-1-1

= n=2 22=%2_2k-1)=2-1-1+42-2-1
o Yp(2k-1) = (n+1)>

= 1+ 1-re teljesil-e?

= Y QRk-1D42(n+1)—-1=n+1)?

» n24+2n+1=n%+2n+1

= 2:3]2-7"+1
n=1 3]2-7'+1=15
3|12- 7" +1 ?

2-7"147=3.7-x /-6
2-7"141=3.7-x—6=3(7Tx—2)

0O 0 0o N
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Gyakorlas

Teljes indukcid - 9. feladat (el6adas)
+» igazoljuk, hogy
a) 4 osztéja 5™ — 1-nek
b) 7 osztéja 11™ — 4™-nek
emlékeztetd:
> a,btermészetes szamok esetén az a szdamot b szam osztdjanak nevezik, ha van olyan g
természetes szam, hogya-q = b
» ehhez azt mondjuk, hogy b oszthaté a-val
> jele:a/b
< megoldas: teljes indukcid
a) 1.lépésin=1-re4|5' —1 =4, mivel4=1-4
2. lépés: tfh, 4|5™ — 1, azaz van olyan k természetes szam, hogy 5" — 1 = 4k
igazoljuk, hogy 4|51 — 1 is teljesl
5"l —1=5.5"-1=5-(5"-1)+4=5-4k+4=4-(5k+1)
- azaz 4 osztdja 4|5™+1 — 1 - az éllitds minden n pozitiv egészre igaz
b) 1.lépés:n =1-re7|111 —41 =7, mivel7 =1-7
2. lépés: tfh, 7|11™ — 4™, azaz van olyan k természetes szam, hogy 11" — 4™ = 7k
igazoljuk, hogy 7|11™%1 — 41 s teljesiil
711" —4" =11-11"—-4-4" =11- (11" —4") + 11 - 4" — 4 - 4"
=11-(11"-4")+7-4"=11-7k+7-4" =7 - (11k + 4™)
- azaz 7 osztéja 7|11™*1 — 4™+1 S 37 llitds minden n pozitiv egészre igaz

Skatulyaelv

¢ han darab dobozban legaldbb n + 1 targyat kell elhelyezni, akkor legaldbb 1 dobozba legalabb 2
targyat kell tenni

* han darab dobozban legaldbb nk + 1 targyat kell elhelyezni, akkor legaldbb 1 dobozba legalabb k
darab targyat kell tenni

Gyakorlas

Skatulyaelv — példa

Bizonyitsuk be, hogy van 5 darab prim! (p) p =0 p,q prim
-> 3 2 darab olyan prim, melyre 10|p — g

primek paratlanok (kivéve: 2)

lehetséges végzidések: 1,3,7,9

o
o
o
o



Skatulyaelv - 1. feladat (el6adas)
Valasszunk ki 6 kiilonb6z6 egész szamot, 1-t61 10-ig! Igazoljuk, hogy van kozottiik 2, melyek 6sszege 11!

pl.:8,6,5,10,4,2

megoldas: tekintsiik a kovetkezd 5 szampart:
(1,10),(2,9),(3,8),(4,7),(5,6)
minden szampar esetében a szdmok 6sszege 11

skatulyaelv szerint (szamparok = ,,skatulyak”) 6 kilénb6z6 egész szamot vélasztva, 1-t6l 10-ig, mindig
lesz 2, mely ugyanazon szamparhoz tartozik, tehat az 6sszeg 11

Skatulyaelv - 3. feladat (el6adas)
Bizonyitsuk be, hogy 4 egész szam kozott mindig van 2, melyek kiilonbsége oszthaté 3-mal!

pl.: 10,24,96, 2
pl.:96 — 2 =72 - 72:3 = 24 oszthaté 3-mal
megoldas: egész szamok 3-mal osztasi maradéka 3-féle lehet: 0,1, 2

skatulyaelv miatt 4 egész szam kozott biztosan lesz 2, mely 3-mal osztva ugyanazt az m maradékod
adjak = vannak olyan k4, k, egészek, hogy e két szama = 3k; + m; b =3k, +m

tehdata — b = (3k; + m) - 3k, + m) = 3(kq, k) = a — b oszthaté 3-mal

Skatulyaelv - 5. feladat (el6adas)
1 terem padldjat tetsz6legesen kifestettiik kékre vagy sargara. Mutassuk meg, hogy
legaldbb 2 ugyanolyan szin( pont, melyek tavolsaga 1 méter.

megoldas: vegylink 1 db 1 méter oldalu szabalyos 3szoget 1m im
»Sskatulydk” = 3szog csucsai

skatulyaelv miatt a csucsok kozott lesz 2 azonos szin(



Halmazok

Definicid
¢ 2 halmaz akkor és csak akkor egyenld, ha elemeik ugyanazok
o pl:{1,2} ={2,1} ={1,1,2} = {1,2,2,1,2}
% Ures halmaz:
» halmaz, melynek nincs eleme
> jelolése: &

+» x dolog eleme az A halmaznak
> jelolése:x € A
% részhalmaz:
» A halmaz részhalmaza B-nek:
= A minden eleme B-nek is eleme
= jelolése: (A € B)
» A halmaz valddi része B-nek
= ACSB,deA+B
= jelolése: (A € B)
halmazok megadasa: {x € alaphalmaz | feltételek x-re}

Rl
£ X4

Nevezetes halmazok

¢ valds szdmok halmaza: R (pozitiv valés szamok: R*)

% természetes szamok halmaza: N ={0,1,2,3, ...} (0 definicié/megallapitas kérdése)
* egészszamok halmaza: Z = {...,—3,-2,-1,0,1,2,3, ...} (pozitiv egész szamok: Z* vagy NT)

3

o4

racionalis szdmok halmaza: Q = {x € R|3k € Z ésn € N\{0}, melyre x = S}

7
°

intervallumok példaul:

> |[a;b] ={x€Rla<x<b}

> |[a;b[={x € Rla<x < b} mas jelolés: [a; b)

» Ja;+oo[ ={x € Rla < x} mas jeldlés: (a; +o0)

Mveletek halmazokkal

7

*»* unid/egyesités:
» 2 halmaz kézil legaldbb egyikben benne vannak
» AUB ={x|x € Avagy x € B}

/

% metszet/kdzds rész: ] A~B
» mind 2 halmazban benne vannak
» ANB={x|x € Aésx € B}




72
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kiilonbség:
» A 6sszes eleme, mely nincs benne B-ben
» A\B={x|x € Aésx & B}

72
°

komplementer:

> A halmaz H-ra vonatkozé komplementere: Ay = H\A
Ay ={x € H|x & A}

ha az alaphalmaz nincs megnevezve: jeldlés: A

A és B diszjunkt, haANB =&

VYV V V

Descartes-szorzat

*»* rendezett par: 3
» szamit a sorrend (1;2)
> jelolése: (1,2) 2 ®
> (1,2) # (2,1) . .(221)
» dabrazolasa koordinata-sikon
< megjegyzés: (a,b) = {{a},{a, b}} 0
+ Descartes-szorzat: AxB = {(a,b)|a € A és b € B} 4 0 1 2 3
% 1. példa: RxR = R? a koordinataik .
% 2.példa: [1; 2]x[3; 4] = {(x,y) ER?|1 <x <2és3 <y <43}
Azonossagok
% barmely 4, B, C halmazra fennallnak
¢ asszociativitas:

> (AnNB)NC=An(BnNC)

> (AUB)UC=AU(BUCO)
kommutativitas:

»> ANB=BNA

» AUB=BUA

disztributivitas:

> AnN(BUCO)=(ANB)U(ANC)
» AUBNC)=(AUB)N(AUC)
+» De Morgan-azonossagok:

0
°

0
0.0



Logikai szita formula 2 B
¢ jelolje |[M| az M halmaz elemeinek szamat
1) [AUB|=|A|+|B|—|ANB|
bizonyitas: Venn-diagrammal:
[AUB|=a+b+c

7
°g

|A|=a+b
IBl=b+c
JANB|=b

- a+b+c=(a+b)+(b+c)—>b
2) JAUBUC|=|A|+|B|+I|C|—|ANB|—-|AnC|—|BNnC|+|[ANnBNC|

«» bizonyitas: A
> at+b+c+d+et+f+g=(a+b+d+e)+b+tc+d+f)+
d+e+f+g)—(d+b)—(d+e)—(d+f)+d n

2018.09. 19. —el6adas

Sorozatok

Szamtani sorozat

K/

¢ definicié: (an) sorozat szdmtani sorozat, haa,,; —a, =dvagya,,, = a, +d
d = differencia
a, =tag
allitas: (a,) szamtani sorozat n-edik tagja: a,, = a; + (n — 1)d
bizonyitas: teljes indukcidval
> 1l.lépésia, =a,;+d
az=a,+d=(a;+d)+d=a;+2d
a,=a3+d=(a,+2d)+d=a; +3d
tehdtn = 1, 2, 3,4 esetén igaz az allitas
> 2.1épés:tfth,a,_4 =a; + (n—2)d
definicié alapjan: a, = a,_1 +d=(a, +(n—-2)d)+d =a; + (n—1)d
ez a bizonyitandd egyenlGség = minden n-re igaz
tulajdonsagok:

53

¢

7
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e

S

d>0 monoton novg, alulrdl korlatos
» haid < 0, akkor az (a,,) sorozat {monoton csokkend, feltilrél korlatos
d=0 allando sorozat, korlatos

¢

7
*

szamtani kdzép tulajdonsag

*,

» (ay) sorozat szdmtani sorozat

A, 1 =a, —d
{a:_{_i =a:+d_>an—1+an+1 = (an_d)+(an+d) =2an

i 4 . an-1+a
> mindenn > 2 egész esetén: a, = ———"— 12 ntl

A H . . an_kta
> hasonléan minden n > k egész esetén: a,, = —2K——1tk

2



% els6 n tag 6sszege - S,

> Sn =a1+a2+a3+'“+an_2+an_1+an
Sp,=a,ta, 1 +a, ,+--+az+a, +a,
25, = (a1 +ap) + (a2 + an-1) + (a3 + ap—2) + -+ (ap-z + az) + (ap-1 + a2) + (an + a4)
minden tag a; + a,-nel egyenlé:
az+a,_1=(@+d)+(a,—d)=a, +a,
az+a,_, =(a; +2d)+(a, —2d) =a, +a,
a;+an

-2

__2a4+(n—-1)d .
- 2

igy 28, = (a; +a,)n - S, =

YV V VVVYVY

mivel: a, =a; + (n—1)d = S,

Mértani sorozat

Y , . . ey , a
% definicié: (a,) sorozat mértani sorozat, ha minden n pozitiv egeszreg—"1 =qvagya,,1 =a, ' q
n

(an #0)
q = kéciens/hanyados
an, =tag

53

A

allitas: (a,) mértani sorozat n-edik tagja a, = a;q" !
bizonyitas: teljes indukcidval
tulajdonsagok:

7
°

7
X4

L)

azonos eldjelliek

q>0 , {
> ha {q <0 akkor a sorozat tagjai valtakozé elgjeldiek

q>1 monoton nodvé,
» hai0 < g <1, akkor az (a,) sorozat {monoton csékkend
q=1 allandé sorozat

*» mértani kozép tulajdonsag:
» (ay) mértani sorozat

an
Ap-1 = — __On _ 2 _
> { 49 — ap-1 - apy1 —7'anq—an - |an| —\/an—l'an+1

An4+1 = Anq
» haa,_q1,a, 0,41 >0,n =2, akkora, = m
s elsé n tag 6sszege - Sy;:
» hag=1S,=a;+a,++a,=n-qa,
» hag=+1:
= 1.ntag 6sszege szorozva g-val, majd 2. egyenletbdl az 1.-t kivonva
» S,=a;+aqtaq®++a,qV % +aq"t
Se q=a,q+a,q*+a, g3+ --+a,q" ' +a,q"
" Sn'q_Snzalqz_al
" S@-D=a;(q"-1) -
= S, =a4q -%ahol (g#1)




Gyakorlas

Sorozatok - 1. feladat (gyakorlat)
Szamitsuk ki!

a) a 2-jegyu paros szamok Osszegét:
a; =7=10 d =? S, =7 n = 2jegyl paros szam db szdma
99 —10 =89 n =445
d=2

45
Sas =~ (2710 +44-2) = 2430

b) a 3-jegyli paratlan szdamok Gsszegét:
a; =7=101 d =? S, =? n = 3jegyl paratlan szdm db szdma
999 — 100 =899 n =449,5
d=2

(2101 + 449 - 2) - 450
5450 = 2 = 24’7 500

Sorozatok - 2. feladat (gyakorlat)
Egy szamtani sorozat elsé 3 tagjanak az 6sszege 30-cal kevesebb, mint a kovetkez6 3 tag 6sszege. Az elsé
6 tag 0sszege 60. Hatarozzuk meg a sorozat 1. tagjat és differenciajat!

a]_:? d=?
53—6=S3+30 S6=60

S3+S3—6=S6
S3+S3+30=S6=60
25, = 30
53=15

2-a;+5d)-6
o (2o +5D

o _(2ai+2d)-3_2-3(a, +d)
B 2 B 2
a1+d=5
6a, + 15d = 60
1 1715 1 115
6 1sleo="=5"~1y ol30
9d = 30

30 10
d=—=—



Sorozatok - 3. feladat (gyakorlat)
Legyen az (a,) szdmtani sorozat, melyben as = 17 és a, = 10. Hatdrozzuk meg a sorozat 1. tagjat,

differencidjat, és a sorozat 1. 8 tagjanak 6sszegét!

as =17 a, =10 a; =7 d=?7 Sg=7?

d=-35

a, =as —4d =31
(2-31+7--3,5)-8

=150
8 2

Sorozatok - 5. feladat (gyakorlat)
Egy kdnyvszekrény polcain, alulrél folfelé szamtani sorozat szerint ndvekvé darabszamua kényv van. A 2.
polcon 18, a 4. polcon 24 kdnyvet talalunk. Hany konyv van a szekrényben 6sszesen, ha 12 polcbél all?

a, =18 a, =24 S§;,=7

d=3

a,=a,—d=15
(2-15+11-3)-12

= = 378
12 )

Sorozatok - 8. feladat (gyakorlat)
Legyen az (a,) mértani sorozat, melyben a; + a, + az; =39 ésa, - a, - az = 729. Hatarozzuk meg a

sorozat 1. 3 tagjat!

a1+a2+a3=39
a1'a7'a'z=729
a,-a,-q-a;-q* =729
9
= . =9 = —
a; =4a; - q - (q a

a;+9+a;-q*>=39

81
a1 +—= 30
a;

a12 + 81 = 30(11
30 +V30% — 324

=27 =3
2 a; a;

A2 =

Sorozatok - 9. feladat (gyakorlat)
Szamitsuk ki a kovetkez6 Osszeg értékét!

20 10

T e Sl = (ORI ORD)

1 2
371 371 ~3
1

(1)“’_(1)2” Al PO i
3 3 320 2.320°m T T g g




MU(veletek racionalis szamokkal

a c ad+bc o , a ¢ ac

o A 1g — —_—— %* Szorzas: — = =
e Osszeadas: A + 7 o X PR
_ , a ¢ ad

% kivonas: a_¢c _ad-be % osztas: ===
b d bd b'd bc

Nevezetes azonossagok

(a+ b)? =a? + 2ab + b? % (a+b)®=a3+3a?b + 3ab? + b3
(a — b)? = a? — 2ab + b? % (a—b)%=a3—-3a?b + 3ab? - b3
(a—b)(a+b) = a*? — b? % a®+b3=(a+b)(a®—ab+b?
(a+b+c)?>=a?+b?+c?+2ab+2ac+2bc % a®—b3=(a—b)(a®+ab+b?
a*+b"=(a—-b)(@ ' +a"?bh+a*3bh%+ - +ab™ %2+ b1

7 7 7 7
LR X I X X4

7
‘0

-,

Binomialis tétel
o - , n!
o2 (a + b)" = 21:0(2)(1" kbk, holn €N, a,b € R, és (Z) = k'(n——k)'
% részletezve: (a + b)" = ({)a™b® + (})a" b + (5)a" 2b* + -+ ([ )a'b" " + ()a’b"
& példaul:

(a+b)° =1

(a+b) =al + bt

(a + b)? = a? + 2ab + b?

(a + b)® = a3+ 3a?b + 3ab? + b3

a binomialis egylitthatdk

2018. 09. 26. — el6adas

Hatvanyozas és gyokvonas azonossagok
1 _

*

** pozitiv egész kitevdjd hatvany: a*=a-a-a-..-a;, a =a
, (. P . - 1
¢ negativ egész és 0 kitevGjd hatvany: a™™ = ot a®=1
noo 1,
+«+ raciondlis kitevgji hatvany: ak = ya"; ak = Ya
+«+ azonos alapu hatvanyok: +*» azonos kitevdji hatvanyok:
> a-af =atk > (ab)™ = a™b™
a® _ n-k > (3 = am
> ok = @ (b) T pn

> (an)k = gk
* azonos alapu gyokok:

> V¥a=Y¥a="a R

azonos kitevéji gyokok:

> Nab =YaVb > ”\/E_%
b

-,

7
°

- Wb



Gyakorlas

Hatvanyozas, gyokvonas - 1. feladat (el6adas)
Hozzuk a lehetd legegyszer(ibb alakra az aldbbi kifejezéseket a valtozdk lehetséges értékei mellett!

(a3+ab2 2ab bz—ab) a*-b* (a(a2+b2) 2ab b(b—a)) a®+b?
a . = — —_ . —

a?-2ab  a-b a "a2+b? a(a-b) a-b a at-b*
a(a?+b?)-2a?’b-b(a-b)(b—a) a’+b? __a*+ab?*-2a*b+b(b—a)(b—a) 1
a(a-b) " (a2-b2)(a?+b?) a(a-b) Taz+b?
a3+ab?-2a’b+b(b*-2ab+a?) 1 a*+ab?-2a’b+b3-2ab*+a?b 1
a(a—b) Ca?+b? a(a-b) “a—pz
al-ab?-a’b+b3 1 (a+b)(a—b)? 1 _ (a-b) 1
a(a—b) Ca?—p? a(a—b) . (a=b)(a+b)  a(a=b) a

szamldlé: a® + b3 — ab? — a?b = (a + b)(a? — ab + b?) — (ab? + a?b) = (a + b)(a® —ab +
b?) —ab(a + b) = (a + b)(a® + ab + b? — ab) = (a + b)(a? — 2ab + b?) = (a + b)(a — b)?

d) x%2-y? . ( 11 )( 11 ) _ x%-y? . (=) —(x+y)? x—y-(x+y) _
2 (x+y)2  (x-y)?2) " \x+y  x-y 2 (x+y)2(x=y)? " (x+y)(x—y)
x%2-y? . x?=2xy+y?—(x*+2xy+y?) | -2y _ x%-y? . —4xy ety (xe-y)
2 (x+y)?(x—y)? Cxe+y)(x-y) 2 (x+y)2(x-y)? -2y
Coyp)my) _ —axy  n)Geoy) | Gy)® (eoy)® oy
2 (x+y)%(x—y)? -2y (x+y)? (x-y)? -4y

Hatvanyozas, gydokvonas - 2. feladat (el6adas)
Hozzuk a lehetd legegyszer(ibb alakra az aldbbi kifejezéseket a valtozdk lehetséges értékei mellett!

— 3[ I 3/7/=3| = 9 1 36 2
M NESREN Yow ARG Yow: XWX g~ xéxz 1 x2ax7s
a) xZ%. X =3— X :3—3 X =Eix8:Ei
fxzfi/} Vx2- |8y x3x24 X24x24
36+2 65
27 g 27 7 65-17 48 5
X24 = g7 X2t = —g = X 24 = X24 =X
X 24 x24
1 6,3 9
) a o Va 4 Ja i az ai a1zt1z g1z
e 3 VA =—T—" VA = ¢g—=—="Va =—71 =—T=—F=
a2+a ’3 e Vaz-Sa a6.a1z g5t iz
2-5 1 4
a1z =a3 =4\Va



Hatvanyozas, gyokvonas - 3. feladat (el6adas)
Szamitsuk ki az alabbi kifejezések értékét!

) \/2—\/5 + 24V2 _ 2—V2 | V22 (V2—V2)R+(24+V2)2 | 2—V24242
a —_— —_— —_— —_—
242 2-v2  oxv2 V22 V2+V2+/2-2 (2+V2)(2—V/2)

4 4 42
oG ne s 2

d V11 +6vV2—+v2=?
proba 11 + 6 v/2-t 6sszeg négyzetévé alakitas
114+ 6vV2=( )?=22472+2-
a’?+b? =11
2ab = 6V2
—»ab=3V2haa=3,b=vV2->a?+b2=9+2=11

> 11+ 6vZ—v2 = /3+\/_ —V2=|3+V2|-V2=3+V2-v2=3

2—|a| {ahaa>0
a,haa<0

Hatvanyozas, gyokvonas - 1. feladat
Hozzuk a lehetd legegyszer(ibb alakra az alabbi kifejezéseket!

a2 b a’+ab+b? a3-p3 a’+ab+b? ab? a?+ab+b?
a) + + 7 — )= . = . = =

bz a ab? ab? ab? a3-p3 a3-b3

a +ab+bZ
(a—b)(a%+ab+b?2)

C) (aza_‘fbab + b) : (af'b a bﬁa a aiil;z) =
2_ (a— . —_ph)2 _ 12 _ 12
() Lo - () () (5
a+b a+b)-(a—b
@) = @m ¢ b

1
~ a-b

Hatvanyozas, gyokvonas - 2. feladat
Hozzuk a lehetd legegyszer(ibb alakra az alabbi kifejezéseket!

3 6 N 2 -4 -7 3 1 24—8-7+54—9 54 3
b) x24/x% x_7-?=x3-x18-x36-xz-x 4 =X 36 = X36 = X2
x



Hatvanyozas, gyokvonas - 4. feladat
Hozzuk a lehetd legegyszer(ibb alakra az aldbbi kifejezéseket!

)x_-|-2(3 __x x+3)_x+2 ( 3 _ X x+3)_x_+2.
a x-3 \x2-4 x2-2x  x2+2x)  x-3 \(x+2)-(x-2) x(x-2)  x-(x+2)) x-3
(3x—x-(x+2)+(x+3)-(x—2)) _x+2 (3x x —2x+x2+x—6) _ x+2 ( 2:(x-3) ) 2
x-(x+2)(x—2) T x-3 x-(x+2)(x—2) T x-3 x-(x+2)-(x—2) T x2-2x
2 2 _ 20,2 _ 2_ _
b) x2-9 X +6x+9 _ (D) (x-3) x (x%2-9) _ x(x2-9) _ x(x+3)(x—=3) = x(x—3)

x2-3x  x*-9x2 x(x—3) (x+3)2 x+3 x+3

Hatvanyozas, gyokvonas - 5. feladat
Hozzuk a lehetd legegyszer(ibb alakra az alabbi kifejezéseket!

(x3-3x2+3x-1)-(x3+x2+x+1) _ (x3-3x2+43x-1)-(x3+x%+x+1) _ (x—1)2-(x3+x%+x+1)

G—1)-(x*—1) T DDy x*-1) =x—1

a)

Hatvanyozas, gydkvonas - 8. feladat
Hozzuk a lehetd legegyszer(ibb alakra az aldbbi kifejezéseket!

= a®bc™1%q*

atp5\3 a3p? \2 al2pls  g6plt al2pls —44-18
) (czd‘z) .(c‘zd‘5) T 066 "ctq-10  c6q-6  qepit

o) (52%)

-1

2, 3 _ _
(a?b\" _a’b™3 a"®p3 _ a7 6p=3+3.-(4+6) g-(3-12) — 4.—249
c2d—4 T 443 ¢64-12 -

Hatvanyozas, gyokvonas - 9. feladat
Hozzuk a lehetd legegyszer(ibb alakra az aldbbi kifejezéseket!

2* 7
\/\/x 2 1 7 2 5 2.1 .7

2 5 2 5 16,2 7 12 10 3
X3 x12 - x24 -x 4.-x 12 = x3712724 4 12

1
= x24 2424 24 24 = x24 = x8

Hatvanyozas, gydkvonas - 13. feladat
Szamitsuk ki a kovetkez6 kifejezések értékét!

VV2+1+VZ-1 WVZ+1+VV2—1 VW2 +1+VV2-1 VZ+1+4VZ-1+2-JV2+1-YV2-1

Wi+1-Vi-1 a+1-Vv2- 1V¢u4+Jf'1_ VZ+1-(V2-1)
_V2+1+vV2-1+42- VVZ+1-4V2

2

=2+ [(Z 1) (VZ-1)=VEHVEoT =241

- %%



Logaritmus

Logaritmus fogalma, azonossagai

¢ definicio:

» loggyb=c<a=b,ahola>0,a#1,b-0
> definici6 alapjan: log, b® = b és a'8a? = p
azonossagai:

» log,(xy) =log,x +log,y
X
> log, 5= log, x —log,y

7
°

> log,x* =k -log,x
__loggc
> log,c = Togy b
s In =log,
* 1g10 =logyo
Gyakorlas

Logaritmus - 1. feladat (el6adas)
Szamitsuk ki a kovetkez6 kifejezések értékét!

a) log, 16 = 4, mert2* = 16
c) Ine®=6
e) lg0,00001 = -5, mert 107> = 0,00001

Logaritmus - 2. feladat (el6adas)
Szamitsuk ki a kovetkez6 kifejezések értékét!

1 1 1 3
a) log82=log883=§ (83=\/§=2)
1 1
b) logsVZ = loge 165 = ; (165 = V16 = V2
d) 10ges = loge, 6475 = — 1 (64‘§—-—l———1) 43 = 64 - Y64 = 4
0864, = 10864 =73 A = =

Logaritmus - 5. feladat (el6adas)
Szamitsuk ki a kovetkez6 kifejezések értékét!

log, 9 1+logss 2 _ (45 log, 9 1 2ylogs> ~In2 _ 4510849 2-logss -In2 _
a) 2984749 z4+e = (42)°8+° + 9" - (39) "%zt ¢ = 42 +9-3 z+e =

1249+4 _ 23
4 4

1\2 _ 1 2
o 9. 9T o o (3 42t m 3 2ede



Logaritmus - 1. feladat (gyakorlat)
Szamitsuk ki a kovetkez6 kifejezések értékét!

a) 1gV1000 =1
1gy/103 = 1g10

b) log, 0,25 = -2
1 1
c) log; 5 ==3

1 1
V3
1
d) ln; =—4

2018. 10. 03. — el6adas

Gyakorlas
Logaritmus - 3. feladat (el6adas)
Szamitsuk ki a kovetkez6 kifejezések értékét!

1-3
a) log18=-3, mert> = 8
2

3

b) logiV27 = —%, mert {E =27
3

VI7 =3 =3 = ((g)‘lf

Logaritmus - 4. feladat (el6adas)
Szamitsuk ki a kovetkez6 kifejezések értékét!

2
a) logg4 = g, mert 83 = 4

VB=8i=2 (8§)2=22=4

Logaritmus - 5. feladat (el6adas)
Szamitsuk ki a kovetkez6 kifejezések értékét!

110864 5 1logy 5

c) V5 (818645 4 51+10895) 1 \/glogs 25 = /5 - <64E +31.9 ) ++25=+5"

1 1
(641°g6452+3-9]°g952)+5=\/§-(\/§+3\/§)+5=5+3-5+5=5-5=25



Logaritmus - 6. feladat (el6adas)
Szamitsuk ki a kovetkez6 kifejezések értékét!

log =2
3 1 3| log =2 3 21987

a) ,/7‘°gﬁ2-10g49z= 7 T
7108497 2108497

V7

Logaritmus - 4. feladat (gyakorlat)
Szamitsuk ki a kovetkez6 kifejezések értékét!

a) 1/ 251_10g5 10 = 25 = 25 = 25 = > = i = l
2510g5 10 5210g5 10 52-10g5 10 510g5 10 10 2

Logaritmus - 6. feladat (gyakorlat)
Szamitsuk ki a kovetkez6 kifejezések értékét!

logg 4

1—(—10g15> 1
(E) 3/ =3-42-5=3.-2-5=30

31+log94—log%5 _ 310g94 . 3—10g%5 _3. (9%)
Logaritmus - 7. feladat (gyakorlat)

q= ‘g*l‘g%bal A-t fejezziik kil

lg5-q+1gC =1gA /110

10]g 5-q#lgC — A

Arany és szazalékszamitas - 4. feladat (el6adas)

A Cutlt vallalat munkagépével 24 nap alatt lehet kivagni 1 hektar Gserdét, a CutltAll cég munkagépével 16
nap alatt lehet ugyanezt a hektar dsfat kivagni. Ha ezekbdl 1-1 ilyen gép egyutt dolgozik, hany nap alatt
vagja ki az 1 hektar gsfat?

Cutlt vallalat 24 nap alatt 1 hektdr erd6
CutltAll vallalat 16 nap alatt 1 hektar erd6
?: egylitt hany nap alatt vagnak ki 1 hektar erdét

1. véllalat: 1 nap 2—14 hektar erd6
2. véllalat: 1 nap % hektar erdé
egyutt: 1 nap i + % hektar erdé
X nap 1 hektdr erd6
egyenes azonossaggal:
1 1

1 2271 2+3 5
x 1 48 48

48
x

=< = 9,6 nap



Arany és szazalékszamitas - 6. feladat (el6adas)
2 kémdves egylittes munkaval 6 nap alatt épit fel 1 falat. Hany nap alatt épitenék fel a falat kiilon-kilon,
ha az egyiknek az egész munka 5 nappal tovdbb tart, mint a masiknak?

2 kémlves egyltt 6 nap
egyik kém’ives masik kémdves + 5 nap

1. kéml(ives ? nap

2. kémdives ? nap

megoldas:
2 kémdves egylitt 6 nap 1 fal
1. k6mdves X nap 1 fal
2. kémdives x4+ 5nap 1 fal
1. k6mives 1 nap %fal
P 1
2. kémdves 1 nap Efal
P . 1 1
2 k6mdves egylitt 1 nap p + P fal

egyenes azonossag:
1 1
1 xTx¥5 x+5+x
6 + 1 ~ x(x+5)
x?+5x =12x + 30
x2—7x—-30=0
(x—10)x+3)=0
x;, =10 x, = —3 € nem lehet
10 és 15 napig dolgoznak

Arany és szazalékszamitas - 2. feladat (gyakorlat)
Egy kabat arat 20%-kal csdkkentették. Hany szazalékkal kell emelni ennek a kabatnak az uj arat, hogy
Ujra az eredeti arat kapjuk?

x: eredeti ar
0,8 - x: qj ar

c-08-x=x /:08x

1
= — = 0,
C 08 1,25 - 25%



Arany és szazalékszamitas - 4. feladat (gyakorlat)
A 16 1 hdénap alatt eszik meg 1 kocsi szénat, a kecske 2 hénap alatt, a juh 3 hdnap alatt. Hadny hénap alatt
eszik meg 1 kocsi szénat a 16, a kecske és a juh egyiitt?

16 kecske juh
1 kocsi széna/ ) 1 kocsi széna/ ) 1 kocsi széna/ i
1 hénap 2 hoénap 3 hoénap
1 C 1 D
5 kocsi szena/ 3 kocsi szena/
1 hénap 1 hénap
x:id6 (hdnap)
1-x+ ! + o= 1
x+tox+gx=
1,1 11
(1+E+§)x—1 /?
6 3,2 1 P £
6 6 6 6 6 6

Arany és szazalékszamitas - 5. feladat (gyakorlat)

Fénysz(ir6 lemezeket raknak egymas mogé. Az 1. elnyeli a rdesé fényenergia 30%-at, a 2. a rdesé
fényenergia 50%-4t, a 3. pedig a raesé energia 20%-at. A 3 lemez egylittesen az eredeti fénysugar
energiajanak hany %-t nyeli el?

1. 2. 3.
100% 70% 50% 20%
70% >0%

70%
0,2(0,5(0,7x)) = 0,28x

1-02-05-0,7-100%

72%-t nyeli el

Arany és szazalékszamitas - 7. feladat (gyakorlat)
Lola, az elefant, ha nagyon szomjas, akkor testtomegének 84%-a viz. Itatds utdna 1600 kg-ot nyom, és
ekkor testtomegének 85%-a viz. Hany kg-os Lola, amikor nagyon szomjas?

84% viz 7 kg
85%viz 1600 kg
0,16x = 1600- 0,15

1]

5
= 1500

x=1600-0’16



Arany és szazalékszamitas - 8. feladat (gyakorlat)

100 literes tartalyba 1 csapon at 10%-os oldat folyik 5 liter/perc sebességgel. 5 perc elteltével 1 masik
csapot is kinyitnak, amelyb8l mar 20%-os oldat folyik 10 liter/perc sebességgel. Hany szazalékos lesz az
oldat akkor, amikor a két csap feltolti a teljes tartalyt?

1. 2.

10% 20%

Sl/p 101/p
_ 151
751= 1"/

S5putdn:5-5=251+251+501
—— —— ——
10% 10% 20%
50110%

501200} = 100115%
0



Masodfoku egyenletek, egyenlotlensegek

B

* a: f6egyltthatd

kanonikus alak: ax? —bx+c=0 a#0
gyoktényezds alak a(x — x1)(x —x,) =0
diszkriminans: D = b? — 4ac

» haD >0 2kilonbozé valds gyok

» haD =0 1valdsgyok (2 azonos valds gyok)
» haD<0 Jvalds gyok (2 komplex gyok)

—b+Vb2—-4ac

2a
% f(x) = ax? —bx + c = 0 (a # 0) figgvény grafikonja:
»> a>0D>0 » a>0D=0

SN . X1+Xx
szélsBérték: 172

7 7
0'0 0‘0

K/
0‘0

< megolddképlet:

40
40

30F
30

5 \ \/ 10
-20

/A

< gyokok és egyutthatok kozotti 6sszefuggések (Viéte-formulak)
> ax?—bx+c=alx—x)(x—xp)
> a-(x2+§x+§) =a(x? — (x; + x3)x + x1%,)

» (a # 0) minden x eleme R

» a>0D<0

> a<0,D<O0
-10 -5
-20
-40
-60
-80
=X+ X =——
1 2 a
c

—>x1~x2=a



Gyakorlas

Masodfoku egyenletek, egyenl&tlenségek - 2. feladat (gyakorlat)

Hatdrozzuk meg a b és c paraméterek értékét, ha tudjuk, hogy minden x valds szamra

(x +2)(x +b) = x% + cx + 6!

(x+2)(x+b)=x*+cx+6 b,c =?
x2+ Q2+ b)x+2b
2b+c=11->b =3

2b=6->¢c=5

Masodfoku egyenletek, egyenl&tlenségek - 3. feladat (gyakorlat)
Hatdrozzuk meg az aldbbi fliiggvények legnagyobb értékét!

a) f(x)=—3x2+2x—5=—3(x2—§x—§)=—3<(x—§)2—§\=—3(

. 1 16
maximum: X = 5 y = ?

b f@) =202 —sx+1=2(x2=2x+2) =2((x-2) - )= 2(x-2) - ¥

. 5 17
maximum: X = Z y= E

Masodfoku egyenletek, egyenl&tlenségek - 4. feladat (gyakorlat)

a) x2—kx+@B-k)=0 milyen k-ra lesz 2 azonos megoldas?
) D > 0:2 kilénbozé
b® —4ac =4 D = 0:2 azonos
D < 0: A valds

(k)2 —4-13—k) =0

k?+4k—-12=0
_(—6

kl,z_{z

b) x?—(k+3)x+4=0 milyen k-ra lesz 2 kilonb6z6 megoldas?
(—(k+3)° —4-1-4>0
(k+3)2> 16
k+3>4 v k+3<—-4
k< —7vagyk >1
c) x24+kz—(2k—5)=0 milyen k-ra nem lesz megoldas?
k2—4-1-(2k—5)<0
k?+8k—-20<0
-8+ 82—-4-(-20) (—10
1,2 = 2 = { 2
k €] — 10,2
-10<k<2




Teljes négyzetté alakitas - 1. feladat (el6adas)
Hatdrozzuk meg az aldbbi fliggvények legnagyobb, illetve legkisebb értékét! (teljes négyzetté alakitas)

120
110
100
90
80
70
60
50
40
30
20
10

a) f(x)=2x2—6x—-5=

5
—2.(x2=3 ——):
(x XT3

(33

ertéke: f (3) = -2
7 6 -5 -4 -3 6 7
-20 95
o f(x)=—-4x*>+2x+7= 20 755

12 29

- (r-3) + 7
maximuma: x =%
29

értéke: f (3) =2

Diszkriminans - 2. feladat (el6adas)

b) x2—px+p+3=0
1 valés megoldas legyen, p =7
1 valés megoldas legyen - D =0
D=b%—4ac=(-p)>—4(p+3)=0
a=1, b=-p, c=p+3
p?—4p+12=0

—4++V42—-4-1-12 4+8 pL=6

P12 = 2 ) :{p1=—2
vagy(p—6)(p+2)=0->p;, =—2ésp, =6
1 valés megoldasa lesz p = 6 esetén




Diszkriminans - 3. feladat (el6adas)

a) x’+px—p—-2=0
ne legyen valés megoldas, p =7
kell: D <0
D=p?—4(-p—-2)=p*+4p+8=((p+2)2+4>0
nem adhato meg olyan p, melyre J valds megoldas

Diszkriminans - 4. feladat (el6adas) 160
a) x2—=(P+3)x—3p+7=0
2 kiil. valés megoldas legyen, p =7
kell: D >0
D=({@+3)2—-4(-3p+7) =
=p?’+6p+9+12p—28=
=p?+18p—-19>0
(P +19)(p—1)>0- 24 -22 -20 -
- gyokei:p; = —=19ésp, =1
megoldas: D > 0hap < —19vagyp >1

-16 -14 -12 -10 -8 -

-120
Tortes egyenlétlenségek - 6. feladat (el6adas)
x—6
a) >1
2x+4
, . « -6 —6—(2x+4 —x-10 +10
alakitsuk 0-ra, hozzuk k6z6s nevezére: 2 _1>0- x26-(2x+4) >0 >0 <0
2x+4 2x+4 2x+4 2x+4
(negativ szdmmal szorozva az 50
egyenlGtlenség iranya megfordul)
tort < 0 & a szamlalo és a nevezd 5
kilénboz6 eljeld
<x+10=0—>x=—10)
10
2x+4=0->x=-2
_ x_+12<_0 _ x+10 =0 5
2x+d < 0 2x+d =0
O----SZl__. -10 -2
t ) 16 -14 10 -8 0o 2 4

megoldas: —10 < x < —




Tortes egyenlGtlenségek - 7. feladat (el6adas)

3
a) x—6+—2=20 40
x—=2
v 4 x—6)(x—2)+3

k6z0s nevezlre hozva: ()x% >0
x2-8x+15

x—2
(x—3)(x—-5)

x—2

x> (x—-3)(x—-5)-
— gyokei:x; = —3ésx, = =5

tort = 0 & a szamlald és a nevez6 azonos

el6jeldi vagy szamldlé = 0 (%%

megoldds: D > 0,ha2 <x <3vagyx =5 =
-10
(%-3) (x-5) =0 o - (_:(-32(::5): 0_ _ (x-3) (x-5) = O
____>¢72_<2___c x2>0
50
1 L L
Re—
2 3 5 20
q x%-3x+42 >0
X2—9 - 30
x—1D(x-2) -
(x=3)(x+3)
megoldds: x < —3vagy1 <x <2
vagy x > 3
szamlélé > 0 szamlalé <0 szamlalé > 0
- 4 5 6 7
nevezd >0 nevezd < 0 nevezd >0
1 : ! L 1
-20




2018.10. 10. — el6adas

Gyakorlas
Gyokok és egyltthatdk osszefliggése — 5. feladat (el6adas)
px?—=2x+p+1=0 p#0
gyokok: xq, x; p=7
a) x;+x,=2
a=p b=-2 c=p+1
+ b_2 2 1
= —_—— = —= d =
X1 T X a p p
—Cc_ptl_
b) XXy = = =3
-»p+1=3p->p=0,>5
Q) —+—=-2
X1 X2
1 1 + b b 2
X1 TXy T g
X, X X1 < c p+1 ” 3
a

-2p=—4-op=-2
d x2+x,2=4
(X1 + x2)% = x4 %% + 2x1x,
2,2 _ 2 _(_bY _ (2
= x1°%° = (%1 + x3) —2x1x2—(—5) —2——(—) -2—
-4 -2p(p+1) =4p?
4 — 2p? — 2p = 4p?
6p>+2p—4=0
3p2+p—-2=0
—1+VIZ—24 -145 {plz_l

D12 = 6 6 p, =

wl N



Abszolut ertékes es gydkos egyenletek,
egyen|Stlensegek

Abszolutérték fuggvény
x| = { x,hax =0

7
°

—x,hax <0
* fO0) = 1x|
¢ DF=R R =[0,:)
% szigordan monoton csékken: (=0, 0]
szigorian monoton novekszik: [0, )

% szélséérték: minimum: £(0) = 0

Gyakorlas

Abszolutértékes egyenletek - 1. feladat (el6adas)
Oldjuk meg az aldbbi egyenleteket a valds szamok halmazan!

a) x+2x—3|=9
|x—3|—{ x—3, hax—3>0,azazx >3
" |-(x—-3),hax—3<0,azazx < 3

1. eset:

x = 3:

x+2(x—-3)=9

3x—-6=9

3x =15

x=05 jo, mertx > 3
2. eset

x <3

y—2(x—3)=9

-x+6=9

—x =3

x=-3 jo, mertx < 3 2
megoldas: x; = 5ésx, = — 0



b)

c)

|x? —2x| =1
X2 — 2x| :{x2—2x,hax2—2x20,azazx£0vagy22
—(x?—2x),hax?—2x < 0,azaz 0 < x < 2

fx)=x?-2x=x(x—-2)=0,hax; =0, x, =2
1. eset:

x < 0vagyx =2

x> —-2x=1

x> —=2x—1=0
Zi\/Zm=2i22\/7=1iﬁ

jo,mert1—v2<0és1—+/2> 2
2. eset:

X1,2 =

0<x<2
—-(x?-2x)=1
—x2+2x—-1=0 I+
x2=2x+1=0
(x—1)?%=0
x=1 2 3 4
j6,mert0 <1 <2
megoldas: x; =1 —V2,x, = 1,x3 =1 ++2 -2

grafikusan: x — |x? — 2x|
az f(x) = x? — 2x fuggvény szélséértéke f(1) = -1 - |12 -2-1| =1

x> —7|x|-8=0
Ix| ={ x,hax >0
—x,hax <0
1. eset:
x>0
x2—7x—8=0
x—8)x+1)=0
- x =8vagyx = -1
de x = 0 miatt x = —1 nem lehet
2. eset:
x<0
x2—=7(—x)—8=0
x2+7x—-8=0
x+8)x—-1)=0
- x=—-8vagyx =1
de x < 0 miatt x = 1 nem lehet 25
megoldas: x; = 8ésx, = —8




f) Jx+3)2+/(x-4)2=10

Va2 =|a

[x+ 3]+ |x—4| =10

X+ 3] = { x+3, hax+3>0azazx>—-3 _______"_ Pealzbet) I-4]=x-4
“|—(x+3),hax+3<0,azazx < —3 Ix+3]=-x-3 Ix+3]=x+3
x — 4] _{ x—4, hax—4>0,azazx>4  ~~~
" |-(x—4),hax—4<0,azazx < 4 t }
1. eset 2. eset 3. eset
1. eset: -3 4
x < -3
—-(x+3)—-(x—-4)=10 15
_x_3_x+4=10 12.5
2x+1=10 -4.5 5.5
x =—45 jo, mert —4,5 < -3 L o 1
2. eset: 7.5
—-3<x<4 c
x+3)-(x—4)=10
x+3—x+4=10 25
7=10 ellentmondas 0
3. eset: 7 6 5 -4 -3 2 - 1.2 3 4 5 6 7 8
x =>4 y &
x+3)+(x—4)=10 -5
2x—1=10 1
x =5,5 j6, mert 5,5 > 4 '
megoldas: x; = —; ésx, = % 0
Abszolut értékes egyenldtlensegek
% x| <2 » |x|=23ex<-3vagyx=>3
5
4

PRFEFERA| [F5

Z\VZ -3
O & O —0
2

\>4

-1 " 0 1 2 3 4 5 S5 -4 3 -2

5 -4 3




Gyakorlas

Abszolut értékes egyenlStlenségek - 2. feladat (el6adas)
Oldjuk meg az alabbi egyenlStlenségeket a valds szdmok halmazan!

a)

[2x — 1| < 4
—4<2x—-1<4
—3<2x<5
3 5
—§<X<E
Vx?2—-8x+6=>3
Jix—4)2>=3
|[x —4] =3
ox—4<-3vagyx—4=3
x<1lvagyx =7
[x =3 =>1-2x
x—3, hax—3=>0
|x_3|={—(x—3),hax—3<0
1. eset:
x =3
x—3=21-12x
3x > 14
S 4
*=3
— tehat: x = 3
2. eset:
x <3
—(x—3)=1-2x
—-x+3>1-2x
x=>-=2
—>tehatt —2<x <3
megoldas: x = —2




Gyokos egyenletek és egyenldtlenségek

7
‘0

-,

7
‘0

-,

K/
‘0

-,

7
L4

fl) =Vx
szigordan monoton né
szélsGérték: minimum: f(x) =0

Gyakorlas

Gyokos egyenletek - 3. feladat (el6adas)
Oldjuk meg az aldbbi egyenleteket a valds szamok halmazan!

a)

2 1
\/Ex—Sx—J3x+E—0

o, 2_5x20 2>5x
kikotés:3 |, } - 3
3x+520 3x>—§
1 < 2
ﬁ — — —
2=">15
\/E—Sx=\/3x+% 12
2 5x =3x+ !
3~ rTTY
2 1 g
372
4-3 g
e = X
x = 4—18 jo, hisz eleget tesz a kikotésnek
Vx+24+vV1-3x=0
S X+220 x=-2 _ l
kikétés: "7 )} - X<t }-»—-2<x< 3

w b~ 00 o

0

2

4

6

8

10 12 14 16 18 20

mivel: Vx + 2 > 0 és V1 — 3x = 0, ezért az 6sszegiik csak ugy lehet 0, ha mind 2 kifejezés értéke 0,

azazx+2=0és1—3x=0,azazx = —2ésx = %, ami ellentmondas — @ megoldas
V10 —x=x—-10

kikotés: 10 —x = 0,azazx < 10
mivel V10 —x = 0 ezértx — 10 = 0,igy x = 10
tehdtx >> 0és x < 10 » megoldas: x = 10



2018.10.17. —el6adas

Gyakorlas

Gyokds egyenletek - 3. feladat (el6adas)
d Vdx—-7=1—x

f)

8)

i)

kikotés: 4x —7=>0->x =

Va+b#vVa++b
baloldal: V4x —-7>20->1—-x>20x<1

tehat: x > 285X < 1 ellentmondas = nincs megoldas a valds szamok halmazan

BN

vagy: négyzetre emeléssel
V2—x—Vx+7=-3
kikotés: 277203 » *=23 » —7 <y <2
V2—x—-Vx+7=-3
balolda: V2 —x>20->+vVvx+7—-3=20->vx+723->x4+7=29->x=>2
tehat: =7 <x <2ésx > 2
feltételekbdl csak x = 2 johet sz6ba, ami megoldas
Vx—4+Vx—1=+x+4
kikétés: X130} = x > 4
x+420
négyzetre emelve:

x—4+2y(x—-4dHx-1D+x—-1=x+4
2{(x—4)(x—-1)=9—x

ismét négyzetre emelve:

4(x —4)(x —1) =x>—18x + 81

4x% —20x + 16 = x> — 18x + 81
3x2—2x—65=0

2+ J(-2)2—4-3-65 2+28 (>

Xp, = =] 13
, 2.3 -
3
. . 13 Sl 13 .
tehdt: x; = 5ésx, = Y de a kikotés miatt x, = —~ nem lehet - megoldas: x = 5
VsFi+2 _ x+1
VEFi-1 x-2
Sy s x+120 2-1
kikotés: zi1_1x0} = 0 }
xX—2%#0 xX#2
legyen a = vx + 1 = 0 ekkor az egyenlet:
a+2 a?

a_l—a2_3—>(a+2)(a2—3)=a2(a—1)
x3+2a?—-3a—-6=a3—-a?
3a2-3a—-6=0

al—-a—-2=0

(a=2)a+1)=0

a, =2, a, = —1,de a = 0 miatt az a, nem lehet
->vVvx+1=2->x+4+1=4->megoldas: x =3



Exponencialis es logaritmusos egyenletek

es egyenlStlenségek

Exponencialis fliggvények
y=a*, a>1
35
30
25

20

%+ szigortlan monoton ng
« érték tartomany: R
% értékkészlet: R*

*

y=logx, a>1

K/

** szigordan monoton né
érték tartomany: R*
& értékkészlet: R

72
°

*

y=a%, O<a<l
35
30
25
20
15

10

+* szigordan monoton csékken
% érték tartomany: R
% értékkészlet: Rt

y=log_x, O<a<1l

«»+ szigorGan monoton csdkken
% érték tartomany: R*
% értékkészlet: R



7
°
°

y=2X és y:logzx y=(1/2)* és |Og(1/2)X

10 10

5
-10 -5 0 5 10 -10 -5
-5 5
-10 -10
Gyakorlas

Exponencialis egyenletek - 4. feladat (el6adas)
b) 3*¥143%43%t1 =39

1
§3x+3x+3~3x=39

1
3"(—+1+3)=39

3

3.2 239
- =

3¥=9=32

az exponencialis fliggvény szigord monotonitas miatt a megoldas x = 2
C) 2% + 38 . 2x+1 + 2x+2 =3¥4+2. 3x+1 + 3x+2

2%(14+38:-2+4)=3*(1+6+9)

2%.81=3%-16

zx_34=3x,24 /: (34396)

&) =6)

az exponencialis fliggvény miatt x = 4

B -0
) @) -
6.8, 006

63 6 3
= e d = —_-= —
X X 3 4



g2x—1 1 2—x
g) 23x+4 . — (_)
Viex+1 64

23y2x-1
' §22;x+1 = (@27

23x+4 . 23(2x—1) . 2—2(x+1) — 2—6(2—x)

23x+4

27x—1 — 26x—12
- az exponencialis fliggvény monotonitdsa miatt
7x—1=6x—12
megoldas: x = —11
h) 5¥=5%+=

legyena =5">0 -

1
a—a c /- 5a
5a% =5+ 24a

50> —24a—-5=0
24+/(-24)2—4-5-5 24426 (°

= =] 1
Qa2 - __
2-5 10 =
a; =5,a, = —%, de a, nem lehet a > 0 miatt » 5* = 5 —» megoldas: x = 1
Exponencialis egyenl&tlenségek
f(x)=a%, a>1 f(x)=a*, O<a<1

fy)

f(x)=x f(x)=x fly)=y

_/ \.\

7

% haa>1,akkorx <y & a* <a” % ha0<a<1,akkorx <y e a*>a”



Gyakorlas

Exponencialis egyenl&tlenségek - 5. feladat (el6adas)

b) 43-1Xl < 32
22(3—|x|) < 25

mivel a 2-es alapu exponencialis fliggvény
szigorian monoton ng, ezért az egyenl6tlenség
irdanya megmarad

23— |x]) <5

6—2|x| <5

1< 2|x|

1

5 < |x|

megoldas: x < —%vagyx > %

d) (g)xz—x—ﬂ >2_17

1 x%2—x-17 1\3 25
<§) > <§) 20
mivel az é alapu exponenciilis fliggvény 15
szigoruan monoton csokken, ezért az 10
egyenlGtlenség iranya megfordul
x2—x—-17<3 [ 1
x2—x—-20<0
x-5x+4)<0
gyokok: x; = 5,x, = —4
megoldas: —4 < x <5

Logaritmusos egyenletek — 6. feladat (el6adas) -25
c) lgvx—5+Igv2x—3+1=1g30
kikotés: a logaritmus argumentuma pozitiv, azaz

x—5>0 x>5 oc
- -
2x—3>0 "3 TF

2

lg\/(x —5)(2x —3) =1g30 —1g10 = lgl—g =1g3
logaritmus flggvény szigord monotonitasa miatt:
Jx—-5)(2x—-3)=3

(x—=5)(2x—-3)=9

2x2—13x+6=0

13+/(-132-4-2-6 13+11 (L

. =2
2-4 4 6

. 1 1 . .
mivel x; = 7 X2 = 6,dex; = S nem lehet x > 5 miatt - megoldas: x = 6

X12 =



i) logy(2x* +1) =2
2
kikétés: “X11s0 ) > x > —1ésx £ 0
x+1#1

logaritmus definicidja alapjan:

(x+1)?=2x2+1

x2+2x+1=2x*+1

x2=2x=0

x(x—2)=0

x1 = 0,x, = 2, de x; = 0 nem lehet a kikotés miatt — megoldas: x = 2
k) log(logz(logsx)) =0

kikotés: értelmezési tartomany vizsgdlata most bonyolult, ezzel nem foglalkozunk, de a végén

ellendrizzik

Alog, definiciéja miatt: logz(log,x) =2° =1

Alog; definiciéja miatt: log,x =3 =3

Alog, definiciéja miatt: x = 43 = 64

ellendrzés: log, (logs(log, 64)) = log,(log; 3) =log;p1 =0

megoldas: x = 64

Logaritmusos egyenl8tlenségek

y=logx, a>1 y=log_x, O<a<1
log.y=y
log, x=x
log_x=x
log,y=y
% haa > 1, akkor <+ ha0<a<1,akkor

0<x<yelog,x<log,y x <y e log,x >log,y



2018. 10. 24. — el6adas

Fuggvenyek tulajdonsagai, abrazolasuk

Elemi fuggvenyek

Hatvanyfliggvények

* flx)=x"
e n=0 fx)=1

3
2

1
n=0

7 7 R/
LA X I X4

% n=13,5

% paros fluggvények «* pdratlan fuggvények
paros fuggvény: f(x) = f(—x) Vx € Dy grafikonja tiikros az y tengelye

K/
0.0 D)

*

<+ paratlan flggvény: f(x) = —f(x) Vx € Df grafikonja tiikros az origéra



3
n=-2
2 n=-6
1
0
2 1 0 1 2
-1
< Dr = R\{0} % Dy =R\{0}
<> Rf = R\{O} < Rf = R+
o 1 o 1
< n:—g—:.f(x):; 3 n:_z_)f(x):x_z
o 1 o 1
3 n:—l—)f()():; 3 n:_4_)f(x):;
%+ pdratlan fuggvények +» pdros fluggvények
DS n—_ll RN __ll
* _2’4’6 * n_3’5’7
3 2
n=1/3
2
n=1/2
1
n=1/6
0
1 0 1 2 3
1 -2
" 1 o 1
# m=gof@)=VE # n=1of00)=Vx
" 1 o 1
# n=1of00)=Vx B on=1of00=14x
* Df=Ry" “ Dy =R
< Rf = R0+ < Rf =R
%+ pdratlan fuggvények «» paratlan fuggvények



@ fx)=x%a€ER

Exponencialis és logaritmusfliggvények

3
a>1
2
O<ax<1
1
a<0
0
2

35

30

25

20

a>1

-5

(o)

-3

a>1

-6

35

[en]

O<a<1



Trigonometrikus fuggvények
@ f(x) =sin(x)

sin(x)

7/ 6 -5 -4 - 2

1 2 3v 7

% f(x) = cos(x)

N/
1\U567

cos(x)

@ f(x) = tan(x)

2
tan(x)
1
0
5 4 /3 2 4 1 2 4 5
1

% f(x) = cot(x)

cot(x)

4



Inverz flggveny

% adott: 2 inverzes halmaz, A és B — f hozzérendelés: ha A halmaz minden eleméhez hozzarendelt a
B egyetlen eleme

s példaul:
f f~1 (forditott hozzérendelés)
nem flggvény
nem fliggvény
fliggvény nem fliggvény
fliggvény nem fliggvény
fliggvény fliggvény




% példaul:
> f(x)=x?vagyy=x?

-5 -3 1, 1

> f(x)=x%,x>0
18
14

10

forditott hozzarendelés: y?

5

mar invertalhaté: y = vx - f~1 =

—Vx (x > 0)
5
3
Vx
1
2, 2 6 10 14 18
-3



Trigonometrikus figgvény inverze

% arcsin = (sin |[_EE )
2’2

] intervallumra vett

o .o ) T T
% sin fuggvény -5

lesz(ikitésének az inverze

arcsin(x)

% arctan = (tan |[_H )
2’2

< tan fuggvény [—g,%] intervallumra vett

lesz(ikitésének az inverze

4
tan(x)

arctan(x)

-4 2 4

% arccos = (COS |[0.7r])
@

s cos fluggvény [0, r] intervallumra vett
leszikitésének az inverze

3.5

% arccot = (cot|joq)
R/

% cot fuggvény [0, ] intervallumra vett
leszlkitésének az inverze

4
\ arccot(x)

-4
cot(x)




Gyakorlas

Példatar — 1.3. fejezet — 1./10.
Abrazoljuk az alabbi fliggvényeket, adjuk meg az inverzet és azt is dbrazoljuk!

2
o f(X') = 4—?,36 > -3
x> % o
5
3
1 x=1/x
1 3 5
" 2 o 2
w xo—— ® x4 ——,x>-3
x+3 x+3
5 9
3 7
5
x=4-2/(x+3)
8 -6 4

= -8 -6 -4 4 2

53

o4

invertalhatdsag feltétele: f kdlcsondsen egyértelm legyen

** ha f szigorian monoton, akkor invertdlhatd (elégséges feltétel)
% itt: f szigordan monoton n6 a | — 3, oo[ intervallumon, ezért itt invertalhato
% inverz meghatarozasa:
2
=4 - +3=——
y x+3 y 4 —x
2 S 2 2
x = 4 — — - fejezzik ki y-t =3+ =3—
2 y+3 Y 4—x x—4
y+3=4—x —>f_1(x)=—3—x_4,x<4
1 _ 4—x megjegyzés: Dp-1 =] — 0,4[  Rp-1 =

y+3 2 ]_3’00[



Példatar — 1.3. fejezet — 1./4.
Ertelmezési tartomany, zérushely meghatarozasal

) = 2x(x —2)? = 2(x — 2)x*2  2x(x —2) —4x? 2x® —4x —4x® —2x*—4x —2x(x+2)
fx) = (x —2)* - (x—2)3 S (x-23 T (x-23  (x-2)p
értelmezési tartomany: Dy = R\{2}

zérushely: f(x) =0 ->x; =0,x, = =2

Példatar — 1.3. fejezet — 1./18.
Ertelmezési tartomany, zérushely meghatarozasal

fOx) =45—x+2]

értelmezési tartomany: 5 — [x + 2| = 0

egyenl6tlenséghél: |[x + 2| <5 -5<x+2<5-7<x<3
azaz: Dy = [-7,3]

zérushely: f(x) =0->5—|x+2| =0
Ix+2|=5e&x+2=45-x, =3,x, =7

2018.10. 31. — el6adas

Gyakorlas

Elemi figgvények - 1. feladat (el6adas)
Ertelmezési tartomany, zérushely?

a)

b)

f(x) _ 2x2(x—2)2(x+1)2—(2x2—4x)(x2—1)Z _2x%(x=2)2(x+1)%—2x(x—2)(x—1)%(x+1)?

(x—2)*(x+1)2 (x—2)*(x+1)2
L _ 2 1. 2x2(x-2)—-2x(x-1)% _ 2x%(x—-2)—2x(x?-2x+1) _ 2x3—4x?-2x3+4x?-2x
egyszer(sités (x — 2)(x + 1)“-el: ) = P = )

(x-2)3
értelmezési tartomany: x # 2;x # —1vagy Dy = R\{2,—1}
zérushely: x = 0
f(x)=In(5—-12x+1]) =0
értelmezési tartomdny: logaritmus argumentuma pozitiv
->5—2x+1|>0
[2x + 1] <5
—-5<2x+1<5
—-3< x <2vagyDs=]—32[vagy(-3,2)
zérushely: f(x) =0 © In(5—-12x+1|) =0
5—-12x+1| =1
[2x + 1| =4

marad:

3
2x+1:4—>x=5
2x+1=14->

2x—1=4-x=-=
X - X 2



Elemi figgvények - 2. feladat (el6adas)

Hatdrozzuk meg az inverz figgvényt! 20
f(x) =3log,(x —5)+1, x>5 15
zérushely: 3log,(x —5)+1=0 10

1
log,(x = 5) = —3
1
x—5=2"3 0
1 -15 <10 -5 0 10 15 20
x=5+23 =
f invertadlhaté & f kolcsondsen egyértelmd re
itt: f szigorian monoton né — f invertalhatd 15
inverz meghatdrozasa: 2
y =3log,(x—5)+1
x = 3log,(y — 5) + 1 —kifejezziik y-t 1
x—1 10
7 = 10g:(y = 5)
2-es alapu logaritmus definicidja alapjan: o
y_5=2x—_1 10 5 0 10
-1 _
y=5+23 -10
x-1
> f ' (x)=5+273 15

Df—l =R Rf—l =]5, JOO[ -20



Osszetett fuggvény

g f

(f e @) = f(9(x))
Drog = {x € Dylg(x) € Dy}

Gyakorlas
1. feladat
f(x) =sinx g(x) =x?

a) (fog)(®) = f(g(x) = f(x?) = sin(x?)
b) (geof)(x)=g(f(x)) = g(sinx) = (sinx?) = sin’x

2. feladat
fe)=nx g =1

a) (feg)®)=f(g)=F(3)=n3
értelmezési tartomény:% >0=2x>0
Dfog = R*

b) (g° ) =g(f() = gnx) = —

Inx #0 x#1
ﬁ
x>0 } x>0

1

értelmezési tartomany:
Dg°f =]051[U] 17 OO[

3. feladat

fO=vx g =1-4

a) (feg)®) =f(9(x)=f1-x*)=V1-x2
értelmezési tartomany: 1 —x2 >0->x?<1-|x|<1->-1<x<1
Do = [-1,1]

b) (9°f)(x)=g(f(X))=g(\/§)=1_(\/§)2=1_x
Dyor = Ry* « vx miattx > 0



Trigonometria

Hegyesszogek szogflggvénye
a: a-val szemben B: b-vel szemben
o : a o a
% Ssiha =-— % tana = —
c b
o b " b
% Cosa =-— % cota =-
Cc a
& a+pf=90°
& B=90°—a
% sina = cos(90° — a) & tang = Sn¢
% cosa = sin(90° — a) & cota = s
¢ cota = sina
Szabalyos haromszog
% sin30° = % < sin60° = E
2
% cos30° = \/2_§ % cos60° = % 2
% tan30°=—= < tan60° =3
V3 . .1
% cot30° =3 % cot60® ==
Derékszogl 45°-0s haromszog 60°
45° T
% sin45° =L =2
2 2
X cos45°=i=\/—i V2
2 2 1
% tan45°=1
¢ cot45° =1
Forgasszogek szogfliggvényei \ A
S 1
90°)(3)
120° (%) ! 60° (%)
o (3w V3 o (7
150° (57 )t : L30° (5) .
. . sin x
I
' |
180° ' . 0°(0
et e —e) cos
2 :2 2 2 :2 2
1 |
o ™ ] -3 I o s
210° (%) { - 7 330 (1)
225 (K i (%)
240° () L1 300° (3)
7 {(5)

/

% sinx4+cos?x=1



Addicios képletek

sin(a + ) = sina cos 8 + cosa sin B
sin(a — B) = sina cosf — cosasinf
cos(a + B) = cosacosf —sinasinf
cos(a — B) = cosacosf + sinasinf
specifikusan: ¢ =

» sin2a = 2sinacosa

> cos2a = cos?a —sin®a

7
‘0

-,

e

o8

53

o8

X3

S

X3

8

> 1 =sin?a + cos®«a
Gyakorlas
Szogflggvények
. V3 21 5
a) SInx — == —>x=i?+2kn,kez —>x=T+2kn,kEZ
41
- x =—+ 2km, kel - X
3
- x = —+ 2km, keZ V2 = —+ 2km, keZ
3 C) smx = ——- 4

1
b) cosx -5

Trigonometrikus egyenletek — 1. feladat (el6adas)
Oldjuk meg az aldbbi egyenleteket a valds szamok halmazan!

b) cos2x —2sinx = -3
cos?x —sin®? x — 2sinx = —3
(1 —sin?x) —sin?x — 2sinx = —3

_ 02, ; -0 ——
1—2sin“x —2sinx+ 3 0:(_2)

sinx +sinx —2=10
a=sinx—>a*+a—-2=0
(a+2)(a—-1)=0
a=-—2vagya=1
1. eset:sinx = —2
nem lehet, mert Vx € R
—1<sinx<1
2.eset:sinx =1
- X =§+2k7‘[,kEZ



Trigonometrikus egyenletek — 2. feladat (el6adas)
Oldjuk meg az alabbi egyenleteket a [0, 27] intervallumon!

b) (cosx +sinx)? +cosx =1
oldjuk meg a [0, 2] zart intervallumon
cos?x +sin?x + 2sinxcosx = 1
1+ 2sinxcosx =1
2sinxcosx =0
szorzatta alakitva: cos(2sinx +1) =0
1l.eset:cosx =0

> x = g+ km, keZ
2.eset:sinx =1

. 1
sSinx = ——-
2

—>x=7?n+2kn,kEZ

—>x=117n+2kn,kEZ

. , . 1
mivel 0 < x < 2m esetén a megoldas: x; = X2 = X3 = o, X =

2018.11. 07. —el6adas

Gyakorlas

Példatar — 1.6. fejezet —1.13.
Oldja meg az egyenleteket a megadott intervallumon!

tanx + tan® x + cotx + cot? x = 4, x E]O,%]

, 1
haO <x <Z=-tanx > 0éscotx >0 cotx = —
4 tanx

felhasznaljuk, hogy minden p > 0 szdmrap +% = 2 és egyenl6ség pontosan akkor, hap =1

ugyanisp+%22<=>p2+122p(:>p2—2p+120(:>(p—1)220

egyenlet: (tanx + L) + (tan2 x+ 12 ) =4
tanx tancx
22 22
egyenl@ség pontosan akkor teljesil, ha

tanx=1

Sty = 2
tan2 x=1} - tanx = 1tehatx = "



Példatar — 1.6. fejezet — 1.14.
Oldja meg az egyenleteket a megadott intervallumon!

V1 —cos?2x —cos2x =0, x € [0,27]
kell: sin®x + cos?x =1

cos 2x = cos? x — sin® x

— +/sin2 x — (cos? x —sin?x) = 0
VsinZ2 x — (1 —sin® x — sin?x) = 0

|sinx| — 1+ 2sin?x =0
2sin®x + |sinx| —1=0

Isin x| _{ sinx,hasinx >0
—sinx,hasinx <0
1. eset: sinx = 0,azaz: 0 < x < mvagyx = 2m

egyenlet: 2sin?x +sinx —1 =10

-14V1+8 _ 143 { %
4 4 1

tehat sinx = %vagy sinx = —1, de az utébbi nem lehet, mert sinx = 0

sinx; , =

. 1 T, 51
sinx =--> Xxy ==-esxy, =—
2 6 6

2. eset: sinx < 0,azaz:m < x < 2m
egyenlet: 2sin?x —sinx —1=0
_ 14V148 143 { 11

sinx; , = —

4 4 —-=
2
o 1 . L .
tehat sinx = — 5 vagysinx = 1, de az utébbi nem lehet, mert sinx < 0
. 1 7T , 11w
sinx =—=—>x3 =—6ésx, =—
2 6 6

5n/

\ 7n/6

Y 1/6

11n/6 p



Példatar — 1.6. fejezet —1.15.
Oldja meg az egyenleteket a megadott intervallumon!

sinx + cos® x = cosx + sin® x

sinx — sin® x = cosx — cos® x

sinx (1 — sin? x) = cosx (1 — cos? x)

kell: sin? x + cos? x = 1 — sinx cos? x = cos x sin? x
(nem oszthatunk sin x cos x-el, mert 0 is lehet)

0-ra rendezve és szorzatta alakitva:

sinx cos? x — cosx sin® x = 0

sinx cosx (cosx — sinx) =0

ebbdl: sinx = 0 vagy cosx = 0 vagy cosx = sinx

1.eset: sinx =0 2.eset: cosx =0 3. eset: sinx = cosx
/2
/4
i 0
5n/4
T T
I.,x=k~5(kEZ) x=Z+krr(kEZ)

Példatar — 1.6. fejezet — 1.18.
Oldja meg az egyenleteket a megadott intervallumon!

sinx - 1
cosx + +sinx + sin“x =
cosx

cos x
o] eey 2 Vs
kikotés: cosx + 0, azaz x # > +knm kel
— cos? x + sin? x + sinx cosx + sin2x cosx = 1
kell: sin®x 4+ cos?x =1
sin2x = 2sinx cosx

1+ sinxcosx + 2sinxcos?x =1
sinx cosx + 2sinxcos?x =0
sinxcosx (1+2cosx) =0
. 1
1.eset: sinx =0 2.eset: cosx =0 3. eset: cosx = -3
/2
21/3
i 0
4n/3

T 21
I.,x=k~z(kEZ) x=i?+2kﬂ(kEZ)



Példatar — 1.6. fejezet — 1.21.
Oldja meg az egyenleteket a megadott intervallumon!

sin3x — cos2x sinx = cosx

kell: sin(a + ) = sina cos 8 + cosa sin §

— sin(x + 2x) — cos 2x sinx = cosx

(sinx cos 2x + cosx sin2x) — cos 2x sinx = cosx
cosx sin2x = cosx

nulldra rendezve és szorzatta alakitva:

cosxsin2x —cosx =0

cosx (sin2x—1)=0

1. eset: sinx =0 2.eset: sin2x =1
/2 n/2
T T
x=E+k7T(kEZ) 2x=5+2kn(kEZ)

Példatar — 1.6. fejezet —1.23.
Szamitsa ki az alabbi kifejezések értékét segédeszkdz hasznalata nélkil!

N -
B

1 1 1 1
cos15° —sin15° = E(Z sin 15° cos 15°) = Esin(Z -15°) = Esin 30° = h

kell: sin2a = 2sina cosa

Példatar—1.6. fejezet — 1.24.
Szamitsa ki az alabbi kifejezések értékét segédeszkoz hasznalata nélkil!
V2

sin 30° cos 15° + cos 30°sin 15° = sin(30° + 15°) = sin45° = >

Példatar — 1.6. fejezet — 1.26.
Szamitsa ki az alabbi kifejezések értékét segédeszkoz hasznalata nélkil!
V3

cos? 15° — sin? 15° = cos(2 - 15°) = cos 30° = -



Vektorok es koordinata geometria

vektor: iranyitott szakasz

koordinatdk: a = (a4, a,)

vektor hossza: |a| = y/a? + a3

Osszeadas, szammal vald szorzas:

» a=(a;,a;), b=(by,by), c€ER
» —a+b=(a;+by,a;+by)

» c-a=(c-aqc-ay)

skalaris szorzat:

7
‘0

-,

7
‘0

7
0'0 -,

7
X4

*,

7
X4

*,

» a-b=|a||b|-cosy
-b

COS =42
V=l

>
> koordinatdkkal: a-b = a; - by + a; - b,
> cosy = —xlutazbs 4 >

/a%+a%- b?+b2

Gyakorlas

Példatar — 1.8. fejezet — 1./1.
Legyeneka = (2,3), b = (—3,2) ésc = (5,—1). Adja meg a kdvetkezs vektorokat:a + b + c;
3(2a = b); (a+ b)c; (a—b)(b+c);|la—b|!

3(2a — b) = 3((4,6) — (-3,2)) = 3(7,4) = (21,12)
(a+b) - c=(23)+(-32) - G-D=(-15 (5-1)=-1-5+5-(-1)=-10
la—b| =15, D] =5%+12 = V26

Példatar — 1.8. fejezet — 1.3.
Legyen a = (4;3) és b = (—1;2). Mekkora az ab skaldris szorzat és az a és b 4ltal bezart sz6g?

a=(43) mekkora az a és a b altal kdzre zart sz6g?
b=(-1,2) skalaris szorzatbdl:a - b = 2
0 h=2 la| =v16+9 =5
a-b=4-(-1)+3-2=2 |2|=V1+42=\/g
ab = |a||b|cosa = a;b; + a,b, I.,cosy=5‘\/§

2

= 79,7°

, = arccos
la| = |a? + a2 4 5-

&



Példatar — 1.8. fejezet - 1.4.
Adja meg a p paraméter 6sszes olyan értékét, amelyre az a = (6, —5) és b = (p, 3) vektorok

parhuzamosak; merdlegesek; illetve hegyesszoget zarnak be egymassal!

b=(3)

1 p=? alb
a = 0°vagy 180° 2 p=?7 alb
6p — 15 = /62 + (=5)2 - \/p% + 3 6p—15=10
(6p —15)* = (36 +25) - (p* = 9) po2_ 2
36p? — 180p + 225 6 2

=(36+25)-(p*>—-9)
2 vektor parhuzamos = egymas
szamszorosai
Aa=b A€ER
(61 —52) = (p,3)
masodfoku egyenlet:

6l=p
—51=3
18
5

Példatar — 1.8. fejezet — 1.6.
Adott 2 pint: A(2,6) és B(—3,2). Adja meg az alabbi értékeket!

1. A és B tavolsaga:

V(b —a)? + (b, — ay)?
B — A(-5,—4)

(=5)% + (—4)? = V41

2. AB felez6pontja, harmadoldpontjai:

a+b 1
F== F(_§’4)

a+2b 41
1573 ”1(‘5’?)

2a+b 1 14
Hy=—3 HZ(E’?)



3. AB felez6meréleges egyenlete:
tan¢p =m
iranyvektor: v = (vq,v,)
normalvektor:n = (4, B)
szakasz felez6 merdéleges egyenld tavolsagra vannak A és B-t6l
Py (x0,¥0)
v=_(x—x0,¥ — Yo)
Y — Yo = m(x — xo)
Y—DXYo _ VU2

tang = —
X — Xg ¢ 12

Uy
y—Yo=——x0)
V1

m =

v1(y — Yo) = v2(x — xp)
v(vy,v) ~» n(=v,,vy) vagy (v, —v;)
Ax + By = Axy + By,

1
5x+4y=5~(—z)+4-4
ng = (54)

4. kor, melynek AB szakasz atmérdéje:
4tmér6: AB(=B—A=A—B)

C(u,v)
kor egyenlete: (x —u)? + (y —v)?2 =12
_E_m
TTT 2
1\? Va1
(=+3) W“”Z:(T)

Példatar — 1.8. fejezet — 1.9.
Mennyi az A(3,—1), B(1,4) és C(—7,—9) cstcsponti hdromszog sulypontjanak az origotdl vett
tdvolsaga?

F (22)
2
v=F C(,Z—l)'\rn<—2—1,9)
= 2 2
f+2c 2f+c

3 " 3
S(—1,-2)

hossz = |s| = V5



2018.11. 21. — el6adas

Gyakorlas

Példatar — 1.8. fejezet — 1.2
Legyeneka = (2; 5), b = (—10;2) ésc = (—6;12).

1.
2.
3.

Bontsa fel a ¢ vektort a-val és b-vel parhuzamos 6sszevékre!
Bontsa fel a b vektort c-vel parhuzamos és c-re meréleges 6sszetevikre!
Adjon meg (a + b)-re merGleges egységnyi hosszusagu vektort)!

b c-vel parhuzamos és c-re mer6leges dsszetevékre BONTASA

clle <,
clc
b=g+c b
1. megoldas: c-vel parhuzamos
¢, = (—1,2) erre mer6leges pl.: ¢, = (2,1)
NN
vektorfelbontasi tétel: c 7 7 c
= =p
b=ac; +fc; & (-10,2) = a(-1,2) + £(2,1)
—10=—a+2p
2=2a+p
- =2-2a
-10=—-a+4 —4a
—14 = -5«
14 18
= — - - b
=3 5 7S
tehat a c-vel parhuzamos 6sszetevé:
14 14 28 Cm
= o0 =5 (10 =(-5.3)
o
a c-re meréleges 0sszeteve: N_IN )
- e’ c”/c
36 18 - - P
£m=.3£2=_ 1) = (-2-3)
2. megoldas: legyen e a g—vel parhuzamos egységvektor — e = ﬁ -lel=1
cosa = 12|
|b|
ekkor:e - b = |g| . |Q| -cosa =1- |Q| cosa = |¢p|
[4 c (-10)-(-6)+2-12 1
£p=|£p|'2=(2'é)'£=<—-h>-—= —— ——  (-6,12)
|| || J(=6)% + 12 J(=6)% + 12
_ 60+24 (—6,12) = 7 ( 612)—( 14 28)
36+ 144 15 T\ 575

IS

Sm

36 18
o-(-£-D



Egyenes egyenlete
% adott: Py € e,n, L e (n, normalvektor)
> PeEe=PPLln, &PP n=0&
> (x=x0,y=Y0) (4AB)=0=A(x—x)+B(y—y) =0
Ax + By = Axy + By,
% adott: Py € e,v, L e (v, irdnyvektor)
> v = (W) L (v, ZV = e
A B
> VX — V1Y = VUaXo — V1Yo
% adott: Py € e,m (m meredekség)

Uy
> v, = (v1,v,),1, ¢0—>m=v—

1
> Py(x0,¥0)
> y—yo=m-(x—xp)

Kor egyenlete

* C(wv), P(x,y)
d(C,P)=r<:)|ﬁ5|=r(:>
(x—u)?+(y—-v)2=r?

.0

o
%%

*

*

A

Gyakorlas

1. feladat
% Tukrozzik a P(2,—4) pontot az e: 5x + y = 15 egyenesre!
s 1.lépés: f egyenes,ahol PEf, f Le
e:5x+3y=15-n, = (5,3)
elfen, Llnyeony=(53)
fi3x —5y =32—-5(—4)

3x — 5y =26
% 2.lépés: e és f metszéspontja: M =e N f
5 +3y=15_ /-5 e
3x—5y=26} /3 N /
25x + 15y =75 n
9x — 15y =78
34 153 153 4,5 2
- = = — = = —
* P XT3 T Y n.
_15—5x_5 5 45 = _2¢
y_ 3 - 3 W = ) f
M(4,5; 25)—(9- 5)
)y ) - 2' 2
% 3.1épés: T =? T(a,b) M felez6pontja a PT szakasznak
9 2+4a
2772 a=7
2 5 —4+b 7o
27 2

P tukorképe: T(7,—1)



2. feladat

% ABCA: A(4,-3), B(4,2), C(—2,5)

Hatarozzuk meg az A ponton atmend magassagvonalnak az 6nmagatél valo tavolsagat!
1. Iépés: A ponton atmend magassagvonal (m,) egyenlete \

7

%

72
0.0

/7
0‘0

/2

mg

adott: A(4,—3) € m,
mq normélvektora: BC = (=2 — 4,5 —2) = (=6,3) Il (2,—1)
AB
mg2x—y=24—-(-3)-2x—y=11
2. 1épés: legyen e az origdn atmend, m,-ra meréleges egyenes
—-ex+2y=0
3. 1épés: e és m, metszéspontja: M =m,  Ne

0‘0

7
X4

*,

x—y=11
x+2y=0}/-(—2)
2x—y =11 c 1 11 22
- — = b = —-— - = -y = —
—2x+4y=0} Y Y 5 x y 5
M(ZZ 11)
5" 5

7
X4

*,

4. lépés: az origd tdvolsaga az m,-tdl

d(0,mg) = d(0,M) = [0M] = |(%— 0»—%—0)| = j(%)z * (‘%)2

@12 +112 [(112(4+1))  11-5
B 25 B 25 -5



3. feladat

Adott a kér: x% + 4x + y? — 6y — 12 = 0, irjuk fel az 1 abszcisszaju (x koordindta) pontokban huzott
érint6k egyenletét!

(x+2)2%(y—-32=12+4+9

53

¢

@ (x+2)2(y—3)2=25 r=+25=5 ((-23)
% x=1-1+22(@y—-3)2=25-(y—-3)2=16 - W
o tehdt: -y -3 =14 y,=34+4=7y,=3—-4=-1 K N

1 abszcisszaju pontok: E;(1,7) Ei(1,-1)

felhasznalhaté: kor érintGje az adott pontba hdzott sugdrra meréleges
ne = CE; = (1,7) = (-23) = 34)
e:3x+4y=3-1+4-7->3x+4y =31 -

C ¢
J— 7/
ny = CE, = (1,-1) — (-2,3) = (3,—4) N
Fi3x+4y=3-1+4-(-7)>3x+4y=7 |

7 7
0‘0 0'0

3

¢

7
°

3

A

3

A

Példatar — 1.8. fejezet — 1.8.
% x2+4+y?2—18x + 6y — 166 = 0 kérhdz P(25, —15)-bél egyenletet hizunk, érintSk egyenletei?
> (x—9)2+(y+3)2=166+81+9
> (x—9)?2+(y+3)2=256 r=16 C(9,-3)
megoldas lépései:
1. F:CP szakasz felez6pontja
F kdzéppontu, FP magassagu Thalész-kor egyenlete

2.
3. 2 kér metszéspontjai: ky Nk, (Thalész-kor)
4. P,E; illetve P, E, ponton atmeng érint6k egyenlete I ka
1. [épés: 1
e P(26,—15)
9+ 25 )
a= +2 =17 C(9\3) F
b= —-3-15 9
= 5 =
F(17,-9)

. lépés:
r=|FP| =1(9,-3) — 17,-9] = |-8,6] = {/(=8)2 + k% = 10
ky - (x —17)% + (y + 9)? = 100
- €(9,-3)

. lépés:

7
X4

*,

7
X4

*,

53

%
N

7

°n
w

(x=)?+ (y+3)? =256

Ok o 17)2 4 (p +9)2 = 100

(D) ky:x? +y? —18x + 6y = 166

(2) ky:x? + y2 —34x + 18y = 100 — 172 — 92

(1) — (2) > érintési pontok: Ey(25,—3) (2 -2
s 4.lépés: P, E; pontokon atmeng vektor

PE, = (25,—15) — (25,-3) = (0,—12)

(0,-12) 11 (0,1) L (1,0) =n,

e:lx+0y=125+0-25->x =25



Példatar — 1.8. fejezet —1.12.
A C(—1,2) kdzéppontu koér atmegy a P(3, —2) ponton. Adja meg a kor sugarat és egyenletét!

x-w?+@y-v)?=r?

r=|P—C|=+4%+(-4)2=+2 4

P — C(4,—4)
x+ 12+ (y—2)2 =2 +42 =32

Példatar — 1.8. fejezet — 1.13.
A paraméterek mely értékeire lesz koregyenlet?

1. x24+y2+4x+10y+a=0
x-uw?+@y-v)?=r?
x+)2+(y+5)2—-4—-25+a=0
(x+2)2+(y+5)2=29-a
29-a=r2>0
29—a=0
29=>a

2. 4x%2+Ay? —32x+24y+13xy+C=0
B=0 A+0

24
4(x2—8x)+A<y2+7y)+C=0

4-((x—4)2—16)+ 4 ( +E)2 i P
Y+ =

e
4-( )? 64+A( +12)2 144+C—0
x=Y YT A -
2
12 144
(2(x—4))2—64+<\/a(y+7)> —T+C=0
64 144+C>O
1 >
C>64+144
- A

Példatar—1.16

irjuk fel annak az egyenletét, mely mer8leges a 2x — 5y = 7 egyenlet(i egyenesre és atmegy az
x2 + 8x + y2 — 6y = 10 egyenletdi kér kbzéppontjan!

fle

e:2x—4y =7 ->n,(2,-5)

ne = ng(5,2)
(x+4)?2-16+(y—3)2—9 =10
(x+4)?+(y—-3)2=35

C(—4,3)
fi5x+2y=5-(—4)+2-3=-14
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Kombinatorika

Permutacio
s ismétlés nélkali:
» nkiilonb6z6 elemet sorrendjeinek szdma
» sorba rendezések szama: B, = n!
s ismétléses:
» n elem sorrendjeinek szdma — fajtan beliil nem megkiilonboztethet6k
> nelem kozott k kulonbozé fordul elS, ezekbdl rendezve kq, ko, ... ky, darabvan (31, = n)

. . kikz,...kn, n!
» sorba rendezések szama: P, =—
Kqlka!..okp!

Variacio

s ismétlés nélkali:
» nkilonb6z6 elembdl k sorba rendezése az 6sszes lehetséges féleképpen, visszatevés nélkil
» 1elem 1-szer fordulhat el
» n elem k-ad osztalyd ismétlés nélkili variacioi

» kivélasztdsok széma:n-(n—1)-...-(n—k+1) =

n!
(n—k)!

n
(n—k)!

Sx

% ismétléses:

n kiléonboz6 elembdl k sorbarendezése
1 elem t6bbszor fordulhat el

n elem k-ad osztalyu ismétléses variacioi

YV V VYV

. . ) ki
kivalasztasok szama: 1,* = n¥

Kombinacid
< ismétlés nélkili:
» n kulonbozb elem kozil visszatevés nélkul k darab kivalasztasa, a sorrend nem szamit

» nelem k-ad osztalyl ismétlés nélkuli kombinacioi

l§
> kivalasztasok szama: Cf = (}) = ﬁ

vagy:0l=1 nl=1-2-3.-..'n

n\ _ [\ _ n! _
(n) - (O) ol 1
% ismétléses:
» n kilonbozb elem kozul k darab kivalasztasa, a sorrend nem szamit

» n elem k-ad osztalyl ismétléses kombinacidi

n+k—-1

. , . k,i
> kivalasztasok szama: C,"* = ( X



Gyakorlas

1. feladat
Hany szdm készithet6 az aldbbi szdmjegyekbdl minden egyes szamjegy felhasznalasaval:

a) 1,2,3,4?
P, = 4! ismétlés nélkili permutacid

b) 1,1,2,2,3,3,4?

6!
21212

P, ismétléses permutacio

) 4,4,4455,5?

7! Py .
P, =— ismétléses permutacio
413!

2. feladat
Egy 30 f6s osztalyban 4 jutalmat osztunk ki. Hanyféleképpen térténhet ez, ha

a) jutalmak kiilonbozék, mindenki legfeljebb 1-et kaphat?

visszatevés nélkdli, sorrend szamit

30!
(30—-4)!

Vi =30-29-28-27 = ismétlés nélkili kombinacid

b) jutalmak kiilonb6z6k, mindenki tobbet is kaphat?
visszatevéses, sorrend szamit

Vbt = 30* ismétléses kombinacié
c) jutalmaz azonosak, mindenki legfeljebb 1-et kaphat?

ismétlés nélkili, sorrend szamit

ismétlés nélkili variacio

30-29-28:27 _ 30!
12:3-4 426!~ \4

d) jutalmaz azonosak, mindenki tobbet is kaphat?

Cﬁ(')i = (30+44_1) ismétléses kombindcio
3. feladat

Hany féle kilonb6z6 13+1-es totd van? (3 tipp: 1, 2, x)

vl =314 ismétléses variacio

4. feladat

Hany féle kitoltott 5-0s lottd van?

90-89-88-87-86 R s
C950 = (950) = ismétlés nélkiili kombinacio

1-2-3-4



Valoszinlsegszamitas
¢ klasszikus valdszinliségi mezd

o p ot o kedvezs eset
% esemeny valoszmusege: P=—7"T——""
Osszes eset

Gyakorlas

4. feladat
Kétjegyl természetes szamok koziil véletlenszertien kivalasztunk egyet. Mi a valdszin(isége annak, hogy
2-vel vagy 3-mal oszthaté?

Osszes esetek szdma: 9 - 10 = 90

A: 2-vel oszthat6 2-jegylek szama: |A| = % =45
B: 3-mal oszthato 2-jegyliek szama: |B| = %O = 30
A N B: 2-vel és 3-mal oszthaté: |[A N B| = % =15

A U B: 2-vel vagy 3-mal oszthaté: |[AUB| = |A|+ |[B| - |[AnB| =45+ 30— 15 =60
(szitaformula)

60 2
P=3073
7. feladat

2 dobdkockaval dobunk egyszerre. Mi a valdszinlisége, hogy a dobott szamok 6sszege legfeljebb 5?
Osszes esetek szdma: 6 - 6 = 36
kedvez§ esetek szdma:

1+12+1 3+1 4+1
142242 3”2

1+432+3
1+4 0ssz.: 10 eset
_ 10 _ 5
P=367 18
8. feladat

Egy dobdkockaval 5-sz6r dobunk egymas utan. Mi a valészin(lisége, hogy az 5 dobasbdl egyetlen egyszer a
4. dobasnal dobunk 3-ast?

1. 2. 3. 4. 5. kedvezd esetek szama: 5%
o _ 3 _ dsszes esetek szama: 6°
5-féle 5-féle 5-féle 1-féle 5-féle 54

P=§



12. feladat

Anna, Berci, Csabi kezében 1-1 32 lapos magyar kartya van. Mindenki hiz 1-1 kartyat. Mi a
valodszinlisége, hogy Anna és Berci kiralyt hlzott, Csabi viszont nem. (4 kiraly van paklinként.)

Osszes estek szama: A - B - C — 323
L Rl Ll
32-féle 32-féle 32-féle

kedvezs esetek szama: A - B - C —42%.28
Rl ed Ll
4-féle 4-féle 28-féle

_4%-28
P="353
11. feladat

Anna, Berci, Csabi 1 32 lapos magyar kartyaval kihtdznak 1-1 lapot. Mi annak a valdszintsége, hogy
pontosan egyiknél van kiraly?

Osszes esetek szama: 32 - 31 - 30
kedvezl esetek szama: 3 -4 - 28 - 27

kirdly mas mas vagy mas kiraly mas vagy mas mas kiraly
—— N—— —— —— —— N———

N—— N—— N——
4-féle 28-féle 27-féle 28-féle 4-féle 27-féle 28-féle 27-féle 4-féle
3-4.28-27
P="32.31.30
15. feladat

Mennyi a valdszinlisége, hogy 2 taldlatunk lesz az 5-6s lotton?
90-bdl 5-t kihtiznak, 85-6t nem
2 talalat az 5-bél
85-bdl 3-at
Osszes eset: (950)
kedvez§ eset: (g) . (835)

(2)(835)
@

2 taldlat:p =

O talalat 1 taldlat 2 talalat
(—é‘? 5 85 5 85
( 5 ) +(1)'( 4 )+(z)( 3 )

legfeljebb 2 taldlat: 99
(5)
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Gyakorlas

2. minta ZH — 1. feladat
Oldja meg az alabbi egyenletet a valds szdmok halmazan!

1\2*¥~5 4/g2x-10
(_) — = 32x—3
4 164—x

3y2x-10Y3
((2°)=7)2

(Z—Z)Zx—S . (24)4—x — (25)x—3
1
3(2x—10)-5
2—2(2x—5) . 2 ) z — 25(x—3)
24(4-x
3x—15
2—4x+10 . STe—ix — 25x—15
2(~4x+10)+(3x~15)
216—4x = 25718
2—x—5
216-4x 25%718

2(~x-5)+(16-4x) _ 5x-15

23x-21 _ 5x-15

2-es alapu exponencialis fliggvény szigord monotonitasa miatt
3x —21=5x-15

—6=2x->x=-3



2. minta ZH — 2. feladat
Oldja meg az alabbi egyenlStlenséget a valés szdamok halmazan!

logi(x? —3x) > -2
2

kikotés: a logaritmus argumentuma pozitiv
x?=3x=x(x—3)>0o=x<0vagyx >3
zérushelyek: x; = 0,x, =3
logaritmus definicidja alapjan = log, b =c ©
a® =béslog,a‘=c

132
log1(x? — 3x) > log1 (—) = log1 4
2 2 \2 2

L1 . .
— x% — 3x < 4 (mivel 3 alapu logaritmus

flggvény szigordan monoton névekvd

-5
x2 —3x—4<0 18
x—4d)x+1D)<0e-1<x<4
zérushelyek: x; = —1,x, =4
7p. Xx<O0vagy x>3 fee
tehat: * - 2> "7} > megoldas: —1 <x <0

vagy3<x <4

—o O—
0 3
1 4
3 0 3 6 12

2. minta ZH — 3. feladat
Hatdrozza meg az aldbbi fliggvény értelmezési tartomdnyat és zérushelyeit (hozza a tortet a
lehet6legegyszerlbb alakra)!

x?(x?—=1)—-2x(x—1)

& == -2
x2(x?-1)—2x(x—1) x*(x—-D(x+1)—2x(x-1) x2(x+1)—2x
[ = =17~ GG -12Ga+1? G DR
x3 4+ x% - 2x x(x? +x—2) x(x+2)x-1) x(x+2)

G+3)x-DE+1?2 x+3)x-DE+1D?2 x+3)x—DEx+1D? (x+3)(x + 1)?
f zérushelyei: x(x +2) =0 - x; = 0,x, = =2
f (eredeti) értelmezési tartomanya: Dy = R\{-3,—-1,1}



2. minta ZH — 4. feladat
Invertalhato-e az alabbi fliggvény? Ha igen, irja fel az inverzét (a valaszt indokolja)!

fx)=5-—= x>3

5 5 5 10
x=1/x
x=-4/(x-3)
x=5-4/(x-3)
5 5 2 x=1/(x-3)g 2 /8

5 -5 -5 0
f szigorian monoton (ndvekvd) 10
- invertdlhato
inverz meghatarozasa X=5-4/(x-3) x=3-4/(x-5)

4 e

x=5— rindid kifejezése o

4

0
-5 =
x = 20
x—5_ 1 15
—4 y-3
10
4 = 3
x—S_y
3 4
y=5- 0
x=5 15 10 5 0 |5/ 10 15 20
S fl(x)=3-"-x<5 5
Df=(3:°°)}_)Df‘1:Rf:(_°°;5) -10
Rf = (_Ooi 5) Rf_1 = Df = (3’ OO) .




2. minta ZH - 5. feladat
Oldja meg az alabbi trigonometrikus egyenletet a [0; 2m] zart intervallumon!

(cosx +sinx)? +sinx =1 +tanx x € [0,2m]
kikotés: tan x =:T§—>cosx #0->x ¢§+k1‘r(k EZ)

cos?x + sin’x 4+ 2sinxcosx +sinx = 1 +tanx
~—_—
=1
1+ 2sinxcosx+sinx =14 tanx
sinx

2sinxcosx + sinx =
cos x

2sinx cos? x + sinx cos x = sinx
sin x-szel nem oszthatunk, mert gyok veszthet6 — 0-ra rendezés és szorzatta alakitas
sinx (2cos?x +cosx —1) =0
valamelyik szorzattényez6 0
l.eset:sinx =0- x =kn (k € Z)
x € [0,2m]
x;=0,x, =m,x3 =21

2. eset: (2cos?x +cosx —1) =0
—14vit8 -1+3 (1

cosx;, = y y 2
-1
1 —cosx = —1
- CcosX =—
2
/3
TC
-n/3

- x=mn+2kn (k €Z)
x=i§+2krc(kEZ)
_om

w
X4=§,x5 3



2. minta ZH — 6. feladat
Mennyiaza = (3, 3\/7) ésb = (\/7, 1) vektorok dltal kozbezart sz6g szinusza?

(33V2) b=(v2,1) sina =7

a'b a1~b1+a2-b2

al-|b| ~
AP ez vaz Joz vz

a-b=3V2+3V2-1=6V2

— COSX =

2
a= /32+(3\/§) =V9+18 =27
b=vV2+1=+3
a-b 6V2  6V2 6V2 22 =5
cosx = = = = =
lal - |bl  27/3 81 9 9
2
2 .2 . 2 2 2V2 8 _1
cos“x+sin“x=1-sin“x=1—-cos’x=1—|—| =1—==-=
9 9 9
jsinx] =2
sinx| ==
3
1 B}
sinx = +— 05
3

mivel a és b az 1. siknegyedre esnek — a hegyesszdég — megoldds: sina = 3

. 1
sina@ = ——nem lehet—«0<a<m



2. minta ZH — 7. feladat
Adottak az A(1,2), B(5,—1) és C(2,5) pontok. Hatarozza meg az ABC haromszog A cstcsbdl induld

magassagvonalanak az origdtdl vald tavolsagat!

1. Iépés: m, egyenlete:
A(1,2) em, °
az egy normalvektoran; = BC = (-3,6) 11 (1,-2)
- (1,-2) is normalvektor
>mg:x—2y=1-2-2

x—2y=-3

2. 1épés: 0(0,0)-n érkezlS, m,-ra meréleges egyenes egyenlete
v, = BC = (=3,6) L (63) I 21)=n,
e2x+y=0

3.1épés: T =enm,

x—2y=-3
2x+y=0}
2x+y=0->y=-2x
_ 3 6
x+4x——3—>x——§,y—§
36
r(-53)

4. |épés: origdtdl vald tavolsag

camy -39 [+ - e [5-2E

2. minta ZH — 8. feladat

Andras, Bence és Dani kezében 1-1y 32 lapos magyar kartyapakli van. Mindannyian taldlomra hdznak
egy-egy kartyat a sajat paklijukbdl. Mi annak a valdszin(isége, hogy a harom gyerek koziil pontosan
egynél van zold? (A magyar kartydban nyolc z6ld van.)

pakli: 8 z6ld, 24 nem z6ld
Osszes esetek szama: 32 - 32 - 32
VXX X vX XX v

8-féle v, 24-féle X

kedvezl esetek szdma: 3 - 8 - 24 - 24
3-8-242

P="373



Gyakorlas

Trigonometria feladat

cos2x + 2cos?x — 2sinx = 1 0<x<2m
cos?x —sin?x + 2cos?x —2sinx =1
3cos?x —sin?x — 2sinx =1
3-(1—sin?x) —sin?x — 2sinx =1
3 —3sin?x —sin?x — 2sinx = 1
—4sin?x —2sinx+2=0
2sinx +sinx—1=0

1+vi+8 -1+3 (1
= = 2

Slnxl'z = 4 4 _1
sinx = - sinx = -1
2
/3
5n/3 3n/2
3
T 51 X3 =T
g X1 = §,X2 - ?
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