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1. eloadas

A targyrél réviden
Témak
e algoritmusok
e adatszerkezetek
e nehéz problémak

Algoritmusok

A problémamegolddas menete
Valos probléméak — absztrakt modell — algoritmus — program

Algoritmus

Az algoritmus egy hatékony eljaras egy feladat vagy probléma megoldasara, melynek
helyessége bizonyithato.

Hatékonysag

A hatékonysagot a futasi id6 és a memoriaigény hatdrozza meg.
Futasi ido

A tényleges idd és a lépésszdam Osszege a bemenet hosszanak fliggvényében.
Lépésszam — illusztracio

A szamitogép 1010 %sebessegu.

A program nnagysagl bemenetekre f(n)darab miiveletet hajt végre. A tabldzat a futdsi
id6t tartalmazza.

Bemeneth. f(n)=n f(m)=n%  f(n)=2" f(n) =n!
n=10 107° 108 1077 3,6-107%
n =20 2-107° 4.10"8 1074 >2év
n = 40 4-107° 1,6-1077 ~2perc
n =100 10—8 10—6 2100 B (210)10 _ 10
1010 1010 10
=102° ~ 3 - 1013éw(
n =10° 10~* 100
n = 10° 107t 108s(3év)
1do becslése

Egy program az n = 20nagysagu bemenetere a valaszt 6 masodperc alatt szamolja ki. Mennyi

id6 alatt szamolja ki az n = 400nagysagu bemenetre a valaszt, ha rendre

f (n)=n,n?logn, 2"?
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6s
f(n)=n - 400=20 - 20=6 - 20s = 2perc
6s
f(n)=n* - 400%=(20 - 20)*=202 - 20%=6 - 20*=40perc
6s
f(n)=log(n) - log400=log20%=2 - log20=2 - 6s = 12s

6s
f(n)zzn N 2400 — 220 . 2380:6 . 2380:6 . (210)38 >6- 100038:6 . 10114S:

=6-107 - 1080 - 10%7
~2év univerzumbanlevérészecskékszama

Nagysagrendek
f,g:N->R
Ordo (nagy ordo)
f(n) =0(g(n)),hadc>0,ny>0,[f(n)l <c-lgn)l, vn > n,
Omega
f(n) =02(g(n)),hadc >0,ny>0,If(n)| =c-lgn)l, vn > n,
Theta
f(n) =0(g(n)), ha f(n) = 0(g(n))és f(n) = 2(g(n)), azaz 3¢y c; > 0, ny > 0,
e lgm)l < IF ()] < c,lg(m)l, vr > ng

Példa
f(n) =3n?—-100n+6
f(n) ;O(nz) | 3n2 — 100n + 6 |< cn? han > n,

han > 100, f(n) > 0, tehat az abszolut érték elhagyhato.

3n2 —100n + 6 < cn?

ha ¢ = 3mar biztos, hogy teljesiil

Tehat ¢ = 3n, = 100j6 lesz, vagyis a kifejezés valoban 0(n?)
f(n) = 0(n?) igen, mert £(n) = 0(n2)és 3n% < 3n3, ¢ = 3,n, = 100
f(n) = 0(n) 3n2 — 100n + 6 < ¢ - n(n > 100)

3n% — (100 + ¢)n + 6 < ONem teljesiil minden f

n>n0-ra, hiszen a parabola fellil nyitott, vala-

hol mindenképp atlépi az x tengelyt U

2 2 _ 2
f(n) = .(Z(nz) 3n 100n+ 6 = cn

> 2n?
¢ = 2,ny = 100 j6 lesz, tehat valoban O (n?)-es
f(n) z N(n) Ez is teljesiil.
f(n) = 0(n? Igaz, a legnagyobb nagysagrendil tag hatarozza meg.

log,n = O(log,n)  Ezért ezentll mindig kettes alapu logaritmust hasznalunk.
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Szuperforras keresése
Legyen G = (V, E)hurokélmentes iranyitott graf
forras: s € V: egy csucsbol se megy bele ¢l
szuperforras: s € V: forras és Vcstcsba megy beldle €l
A feladat tehat az, hogy talaljuk meg a szuperforrast, ha Iétezik, vagy nem létezésének
bizonyitasa.
Megjegyzés
Egy grafban legfeljebb egy szuperforras lehet.

G szomszédossagi matrixa

j (i,7): i-bol j-be vezetd élek szama
0 1épés: A[i, j] =?, vagyis van-e i-bél j-be él.
0
0
0
i 0
0
0 0 pontra ellendrizziik, hogy szuperforras-e

Egy pont ellenérzése 2n — 21épés (az atlo kihagyhato) i

V cstcsran(2n — 2) = 2n? — 2n = O(n?) 0
b) (i,j) € E = jnem jo 0

(i,j) € E = inem jo 8

Vagyis minden lépésben egy csucsot ki tudunk zarni. 0

Az algoritmus: 11111 0 111

i=1j=u V=1{123,...,n} 0

Amigi #j L

ha A[i,j] # 0 j—=

ha Ali,j] =0 i+ +;

Ha van szuperforras, akkor az csak ilehet =ellendrizziik, hogy valoban az-e.
Lépésszam: n — 1 + 2n 2=3n-3=0(n).
keresés ellendrzés

V algoritmus hasznal legalabb 2n — 21épést (1 pont ellendrzése).
Jeldlje T (n)a legjobb algoritmus lépésszamét.
Tm)=2n-2
T(n)<3n-3
jobb alsé becslés: barmely algoritmus n — 21épés utan 2 jeloltet hagy: i-t és j-t. V-reannyi
1épés kell, amit még nem tudtunk. Mindre maximum nT_Zkérdés vonatkozott. Ha a szuperfor-

ras az, amelyikre a kevesebb kérdés vonatkozott, 2n — 2 — nz;zlépés kell még.

n—2
T(n)Zn—2+2n—2—T=2,Sn—3
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2. eloadas

ha ez mar rossz — ne

folytassuk

AYAY

Elagazas és korlatozas
Példa
G = (V,E)Egyszer ¢és iranyitatlan graf
feladat: maximalis fiiggetlen ponthalmaz meghatdrozasa (fiiggetlen pontok k6zott nem
megy ¢él).
1. algoritmus: Vponthalmazt kiprobalunk — 2"lehet6ség
2. algoritmus:
MF(G): REKURZIV algoritmus, meghatarozza a legnagyobb
fliggetlen ponthalmazt a G grafban.

Az algoritmus inputja, a G graf kétféle lehet: Mﬁ%
minden pont foka < 2: csak izolalt pontok, ko-

™

/
rok és utak diszjunkt unidja. MF(G) meghatarozasa <>
egyszeri: kornél és utnal minden masodik pont / \
ugyanabba a halmazba keriil, hiszen nem fut kdzot- \ /
tiik ¢l, fliggetlenek. <>

Van olyan vcstcs, aminek foka > 3: a grafot két részre bontjuk, ezekre futtatjuk le
az algoritmust (vagyis: ha az adott részben minden csucs foka < 2, akkor az els6 mod-
szer alapjan adjuk meg MF-et, ha nem, akkor ismét meghivjuk ezt a részt).
A 2 részre osztas:
az egyik rész az, amelyikben v-n kiviil az dsszes csucs szerepel S; = MF(G — v)
a masik pedig a vestcsnak €s szomszédainak elhagyasaval keletkezik S, = {v} U
MF (G — {vésazbsszesszomszédja})
Legyen Sa nagyobb méretii S;és S,kozll, vagy ha egyenldek, akkor az egyik koziiliik,

(pl. 51)
Miutan a rekurzid véget ért, MF (G)pont a kapott Shalmaz lesz.

Példa
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B C
A D
H E
G F
MF ({ABCDEFGHY)
deg(A) =4=>3

S, = MF({BCDEFGH})—S, = {BDFH} S = {BDFH} = MF(G)
S, = {A} U MF({CEGY}) = S, = {ACEG}

deg(B) =3>=3

S,' = MF({CDEFGH})—S,' = {DFH} S' = }BDFH} = S,
S,' = {B}U MF({DFH}) = S,' = {BDFH}

deg(C)=3=3

S," = MF({DEFGH})—S," = {DFH} S" = {DFH} = S,’'
S," = {C}UMF({EG}) = S," = {CEG}

deg(E)=32>3
"= max{S,"",S,""} = {DFH}=S,"  S,"" = MF({DFGH})
1 S,"" = {DFH}
S;" ={E} U MF({G})
= S, = {EG}

deg(G) =3 =3
§"" = max{S,"",S,""} ={DFH} = S;"" S;"""" = MF({DFH})
S,""" = {DFH}
S,""={G}u o
> 5,"" = (6)
Lépésszam
T (n): az ncsucsu graf esetén legfeljebb hanyszor hivodik meg az MF
TmM)<1+T(n—1)+ T(n—4)
Gv G—vésszomsédai(min3)
Bebizonyithato, hogy T'(n) < c™(c > 0 konstans), és az algoritmus 1épésszama
0(1,381M).

-10 -
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Megjegyzés
Bar ez is exponencidlis, lényegesen jobb, mint az el6z4:
n = 30— 230 = (2193 ~ (10%)3 = 10°
1,3813% =~ 20000
Példa
G = (V,E)egyszeri graf; | V |=n
feladat: 3 szintii csticsszinezés
1. algoritmus: Vcsucs haromféle szint kaphat.
Probaljuk végig — 3"lehetdség.
Az algoritmus Iépésszama: 0(3" - n?)
2. algoritmus: az egyik szinosztaly pontjait kivalasztjuk, 2™lehet6ség (ennyi kiilonb6z6
részhalmaza van egy n elem( halmaznak, mindegyikre megnézziik, hogy jé-e). A maradékot
két szinnel szinezziik — van gyors algoritmus.
Latni fogjuk, hogy a két szinezés 0(n?).
A masodik algoritmus 1épésszama: 0 (2™ - n?).
n = 30-nal 2" ~ 10%, 3" ~ 2 - 10%*

Rekurziv eljaras

n_n—1+n—1

k= k k—1
n
k
n—/l/n{\
k-1 k

n-20-2n=2n-2 7 N
k—2k—1k—1 k

0

0

-2 . T . - .
-et kétszer szamoljuk ki, és emiatt véguil exponencialisan sok

1 n
Itt lunk, h
pazarlunk, aazk_1

1
01
222

012
hivas lesz.

Dinamikus programozds
A megoldas részfeladatok megoldasaibol all el P
= rekurzid helyett részfeladatok fokozatos megoldasa, eredmények
eltarolasa
»tablazat kitoltés” (pl. Pascal-haromszog a binomialis egyiitthatokra) /\/\

n-edik sor k-adik elem a keresett Z
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Algoritmuselmélet
eldadas jegyzet

Hatizsak probléma
ndb targy, s;...s,sulyok, v;... vy értékek (mindkét halmaz elemei pozitiv egészek).
Egy hatizsaknak b a stlykorlatja (és 6sszesen egy hatizsakunk van).
S1-+-Sp,V1---Um, b > 0 egész
Feladat: Kivélasztani a targyak egy I = {1...m}részhalmazat Gigy, hogy Y.;e; s; < b;
Yjer Vjmaximalis
Példa
m = 3sulyok: 2,2,3, b = 4; értékek: 4,4,7.
Moho pakolés: [ = {3}, v =7
Gondolkodas: I = {1,2}v = 8

1. algoritmus
VI-t kiprobalunk, a lehetéségek szama 2™,

2. algoritmus (dinamikus programozas)

Tablazat:

1 2 . a b
1 0 0 ..]0 v|.. |y
2
3
4

m J

T[i,a]:{1,2,...,i} targyak kozil max. érték; sulykorlat: a
Kell: T[m, b]

O,has; > a
T[1,a] = !

v,, has; < a
A tablazat inicializalasa: az elso sor kitéltése. Ha az elsd sulynal kisebb a sulykorlat, nem tehet-

juk bele, az érték 0, ha nagyobb vagy egyenld, beletessziik a hatizsakba, az érték pedig v;.

Tli—1,al,s; >a

i >1:T[i,a] xmax(T[i—1,a], v;+T[li—1,a—s;] )

i.nncs benne van—>s1'11ycsékken érték ndé
T[i, a]lmez6 kitoltése: az i.sulyt akkor tessziik bele, ha n6 az érték, kiillonben az el6zd
érték marad (lemasoljuk a f6l6tte levd mezdt). A képlet azért jo, mert azt tudjuk, hogy
az el6z06 sorban az a — s;sulyu elem a lehet6 legnagyobb Gsszértékii sulyokat tartal-
mazta, a kitltés ott optimalis volt. Ha ehhez hozzdadjuk v;-t, és nagyobb értéket ka-
punk, mint s;nélkiil, akkor ezzel noveltiik a hatizsak értékét (a lehetd legnagyobb mér-
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eldadas jegyzet

tékben), kitoltés tovabbra is optimalis.

A fenti képlet alapjan fentrdl lefelé, balrdl jobbra sorban kit6ltjiik a tablazat cellait.
Lépésszam: Egy elem kitoltése O (1) —konstans 1épés, az egész tablazat kitoltése pe-
digm-b-0(1) =0(m-b).

Bemenetek: sy, ..., Sy, V1, ... Up, b

hossza: [log(s; + 1)[+...+[log(s, + 1)]| + [log(v; + 1)]+... +[log(v, + 1)] +
[log(+1)]

O(m - b)[log(b + 1)]-ben exponencialis (bemenetek hossza > m) — nem polinomialis

— nem szeretjiik, de kicsi b-nél gyors az algoritmus.

Megoldas
1 2 3 4
1.0 4 4 4
0 4|48
3 0/ 4|7 8
Grafok megadasa I -

G=(V,E);V ={1..n}

A(i,j)
Szomszédossdgi matrix

A(i, j): Az i-b8l j-be mené élek szama. (egyszerti _ /\
|

grafban 0 vagy 1).
Iranyitatlan grafban a féatlora szimmetrikus.

Stulyozott szomszédossdgi mdtrix
Stlyozott graf: c: E = Rsulyfiiggvény.
g .. c(ij),ha(i,j) € E
oo o CDha(i,j) € E . hitee
Egyszert graf: A[i, j] = {f)ll)la(i(j;)ﬁ £ vagy Ali,j] = Ohai =
’ ’ *vagyoo, ha(i,j) € E

A gyakorlatban a *értéke egy jo nagy szam, nagyobb, mint az el6forduld legnagyobb
élsuly.
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Algoritmuselmélet
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Ellistds megadds
1 |:| i-bol kimend élek lancolt listaban
tavolsag: ¢l masik vége + suly

| ] | | |
| “1 | |

n[]

Meérete

/ ;s O, 2 bit
SZOInSZCdOSSﬁgl matrix: n“ —
Szam

éllista: O(n + e)vagy iranyitatlan esetben O(n + 2e), de mivel n + 2e < 2n +
2e=2n+e)=>0(n+e)

Példak
matrix éllista
Con L 1 1épés I fokszama db. 1épés
L) EeE (i listajan végig)
1 db. i-bél kimend ¢él n 1épés 1
I soran megy végig
G éleinek szama O (n?)lépés O(n+e)
G-n végig egész struktiran
izolalt pont keresés 0(n?) n

3. eloadas

Szélességi bejaras

Leirasa

angol neve: Breadth First Search = BFS A

Kiindulopontja: v € V.
bejarva[v] = igaz
Lista L = (v) FIFO lista
amig L nem iires
x = L[1] (L elsé eleme); L-bol toroljik.
V(x,y) € E-re ha bejarva[y]hamis, akkor bejarva[y]-t igazza tessziik.
y-t L végére rakjuk.
Ha nem Vcsucsot jarhatunk be, valaszthatunk egy tetszdleges nem bejart csticsot €s
onnan folytathatjuk.
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eldadas jegyzet

Az algoritmus tulajdonképpen bejarja a vestcsot, ezutdn sorra az 0sszes bejaratlan
szomszédjat, és kdzben fel is jegyzi Oket az Llistdban. Ha vszomszédait mar mind be-

jartuk, akkor ugyanezt ismételjiik veldszor, majd masodszor, ... bejart szomszédjaira.
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ha irdnyitott: iranyitott ut:
ha jo helyrdl kezdjiik, bejarja, ha nem,

lehet ¥ nem hatékony.
{ (természetesen forditott sorrendben is
xs megprobalhatjuk bejarni ugyanezt
\Z\/ A \ZX *  grafot, és ekkor a feszitderdd izolalt
pontok halmaza lesz)
A bejaras soran keletkezik a szélességi feszitderdo.
Lépésszam
Ellistds megadas
Vcsucs egyszer keriil a listdba, minden élet egyszer néziink meg (irdnyitott esetben),

tehat a 1épésszam O (n + e), ahol n =| V |, e =| E |. Iranyitatlan esetben minden élet
kétszer néziink meg, ekkor a 1épésszam O(n + 2e) = O(n + e)

Matrixos

X-bdl kiindul6 élek megnézése n = 0(n?)

Alkalmazadsa (példak)
1. G iranyitatlan graf 6sszefiiggd-e?
tetszoleges v € V-bdl ha a bejaras soran Vcsucsot elériink, akkor dsszefiiggd, ellenke-
70 esetben nem.
O(n + e) éllistas megadasnal
2. G irényitatlan, paros graf 0sszefiiggé komponensei?
BFS — szélességi feszitderdo fai az 6sszefiiggd komponensek. O(n + e)
3. (Giranyitatlan graf paros graf-e?
BFS, kiindulunk Acsucshalmazbol, bejarjuk az 6sszes szomszédos Bcsucsot, €s igy to-
vabb BFS mentén. Az algoritmus egy hangyanyit modositani kell, ugyanis a nem bejart
csucsokat is vizsgalni kell. Ha ellentmondasba keriiliink, vagyis egy mar bejart cstics-
ba ismét eljutunk, de most a masik halmazba keriilne, mint az eldbb, akkor a graf nem
paros.

4. (Giranyitatlan paros grafban maximalis parositas keresése -
Y P 8 P A-beli parositatlan

(a maximalis pérositas a legnagyobb szamossagu fiiggetlen csiicsok

¢lhalmaz)
Algoritmus (magyar maodszer)

. Keresiink egy egyszerli, konnyen megtalalha-
to parositast (akar tires parositast).
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Algoritmuselmélet
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Szélességi feszitGerd6t inditunk az 6sszes A-beli pdrositatian csicsbol.
Itt A-bol B-be csak a pdrositatlan éleken haladhatunk.

Az igy elért B-beli csucsokbol a parositdsbeli éleken visszamegyiink A-
ba

A parositatlan éleken ismét elmegylink B-be...
Ezt addig folytatjuk, mig taldlunk olyan B-beli pontot talalunk, amibdl nem
tudunk parositott élen tovabbmenni. Ekkor az utban t6bb a parositatlan, mint a
parositott ¢l, ezeket felcserélve kapjuk meg a javitoutat.
Az algoritmus addig fut, mig van olyan B-beli pont, ahol elakadunk. Ha nem
B-ben akadunk el, hanem A-ban, akkor nincs tobb javitout.

Lépésszam:
bejaras:O(n + e)
parositas: %csﬁcs (n(n +¢))

Ha G osszefiiggd, akkore)J>n—1 = 0(n+e) = 0(e), és igy a parositas 1épésszama
O(n-e).

Az algoritmuson lehet még javitani, lehet 0 (v/n - e)is.

TetszOleges nem péros grafra is 30 (v/n - e)algoritmus a maximalis parositas megtala-
laséhoz.

Maximélis stlyd parositas is 1étezik, O(n - e + n%logn)lépésszammal.

1. Ggraf vesucsabol minimum hany élen at érjiik el a tobbit?

BFS — velért csticsnal letaroljuk, hogy hanyadik 1épésben értiik el (a bejarason beliil).

Legrovidebb (legkisebb sulyu) ut keresése
Példa

G = (V,E), c: E = Rsulyfiiggvény
ut stlya (hossza): élstilyok Osszege

2 n—-11
3 5:_/_ \ 1 SV 1 kor a haromszogon — 8
-10 2 kor a haromszogén — 5

Konkluzio

Nincs legkisebb sulyu ut! Ennek oka a negativ stlyu €1, pontosabban a negativ stlyu
kor.

Ha nincs negativ sulyu kor, elég utakat keresni, célunk a legrévidebb (legkisebb sulyu)
ut keresése.

A minimalis élszamu ut nem feltétleniil a legjobb — a moho algoritmus se 0.

Bellman-Ford algoritmus
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el6adas jegyzet csticsok
Ez az algoritmus egy rogzitett csticsbol az dsszes 1 i n
tobbibe meghatarozza a legkisebb sulyu/legrévidebb 1
utat. T[a,i]

Megjegyzés: L
a legrovidebb ut ezentul a legkisebb sulyu utat jelenti. 5 /\

v = (1...n), a rogzitett csucs az 1.

T[a,i]: 1-bdl i-be mend max. a darab ¢€lt tartalmazo n-1
utak kozil a legrovidebb hossza. élek
T[1,i] = c(1,i) « (1,i)él stlya
0,i=j
c(t,j) =), (L)) €EE
o, (i,j) € E

Vi=1,...nj#i
Tla,i] = min{T[a — 1,i],T[a — 1,j] + c[j, i]}
Tehat minden T'[a, i]Jmez6 kitdltésénél megvizsgaljuk, hogy melyiknek kisebb a sulya:
az eggyel rovidebb, mar meghatarozott sulyu utnak (T[a — 1, i]), vagy pedig valame-
lyik ahossza Gtnak, ami két részbdl tevodik dssze: egy a — 1hosszi, 1. és j.cstcs ko-
zOtt1 tbol és a j.€s i.cstics kozotti €lbol.
1-b6l i-be mend legkisebb sulyu ut sulya: T[n — 1,i]
Lépésszam

nn—1) - (n—1) =0(n?
atéblizatmezSinekszdma min. keresés
Megjegyzések
A tablazatban csak az el6z0 és az aktualis sort kell tarolni (elég csak 2nhely)
A legrévidebb Gt megtalalasahoz elég elrakni azt a j-t, amire a minimumot kapjuk
(utolso eldtti pontja az utnak)

Bdrmely két pont kozti legrovidebb ut megkeresése
Ezt megtehetjiik ugy, hogy minden pontra meghivjuk a Bellman-Ford algoritmust. Ek-
kort =n-0(n®) = 0(n*). Azonban a feladatot ennél hatékonyabban is meg tudjuk
oldani, a Floyd algoritmus alkalmazasaval.

Floyd algoritmus
F[i,j] = C[i,3]; i,jEV
for (k =1 ton) {
for (i =1 ton) {
for(j =1 to n) {
F[i,j] = min(F[i,3], F[i,k] + F[k,3]);

}i
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A végén F|[i, jlaz i-bdl j-be mend legrovidebb Ut hossza lesz.

Az algoritmus gy miikddik, hogy minden Iépésben (k iteracioja) Gjra kitolti a tablaza-
tot tigy. Ekkor F[i, jlegy olyan i— jut hossza, aminek belsé pontjai az 1...kesucsok
kozil kertilnek ki.

Lemma

vk-ra: F[i, j]az i-b6l j-be mend legrovidebb olyan ut hossza, amelynek belsé pontjaie

{1...k}.

Ebbdl az allitds k = n-re teljesiil (minden pont lehet belsd).
Bizonyitas

teljes indukciéval:

k = 1-re:
F[i,1] 1 FLLj]

l:[l A
altalanos k-ra:
legjobb 1... kbels6 pontt élsorozat.
-van D 1.1 1lyen stlyu ut is (nincs negativ kor)

lesz végtelen ciklus.
1. (k 1)

F I,J]
Lépésszam
0(n®)
Megjegyzés

Ez a két algoritmus hasznélhat6 éllistaban is, ekkor azonban a 1épésszamok a fentiektdl
eltérdek.

Tranzitiv lezart keresése
G (V, E)tranzitiv lezartja G'(V,E")
E": (i,j) € E'ha G-ben van i-bél j-be iranyitott at.
A tranzitiv lezért keresésére egy modositott Floyd-algoritmust hasznalunk, a Warshall-
algoritmust.

Kezdetben Wi, j]=igaz, ha (i,j) € E, ellenkez6 esetben pedig hamis.

Itt a ciklusok belsejében a Wi, j] = Wi, jll|((W]i, k]&&W [k, j])képlet all.
Az algoritmus 1épésszama 0 (n3).
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4. eloadas

Legrévidebb ut keresése
Dijkstra-algoritmus

Algoritmus leirdsa

Gv,e)c:E->R

¢ minden élre nemnegativ: Ve-re c(e) = 0.

s a kezdépont;

s-bdl a tobbibe vivo legrovidebb Ut megtalalasara szolgal.
D tdmb, Vcsucsra tarolja az aktualis legrovidebb utat.
Kezdetben D(v) = c(s,v) (s,v) él sulya

KESZ halmaz;

Kezdetben KESZ = {s},

amig KESZ =V

Legyen xa Dtomb legkisebb eleme, ami még nincs benne a KESZtombben.
KESZ = KESZ U {x}

D[w]: = min(D[w], D[x] + c(x,w)),Vw ¢ KESZ

Példa

4 KESZ = {s}

KESZ = {s,d}

3 KESZ = {s,d,a}

°8 3 KESZ = {s,d, a, b}

0 4 5 Q 3 KESZ ={s,d,abc}=V

Az algoritmus végén D[x]az s-bdl x-be vezetd legrovidebb ut hossza, minden x-re
(azaz az algoritmus jO).

Bizonyitas

d(x)legyen az s-bél x-be vezetd legrovidebb tt hossza.

Tegytik fel, hogy 3x, hogy d(x) # D[x].

Legyen xaz elsdnek kézbekeriild ilyen csucs.

Vegyiink s-bdl x-be egy legrévidebb utat. Amikor elészor elhagyja a KESZ-t, y €
KESZ,z ¢ KESZ.

Ekkor D[x] > d(x) EO diy)+c(y,z) = Dlyl]+c(y,z) = Djz]=

0 xaz1.rossz algoritmus
indirekt feltevés

D[x] > D[z]. Ekkor az algoritmus nem vélaszthatja x-et a KESZ-be (mert mindenkép-
pen a kisebbet valasztja), ezzel valoban igazoltuk allitasunkat.

Lépésszam

-20 -



Algoritmuselmélet
eldadas jegyzet

On) +(n—-1D(n-1 + kontans(n — 1)) = 0(n?).

kezdeti érték min. szam. frissités

Adatszerkezetek (adatstrukturak)

adattipus, miiveletek valamint a megvalositasuk
Példa
Lista: azonos tipust adatok;
miveletek: els6, el6z06, kovetkezd, utolsd
megvaldsitas: a hasznalat szempontjabol Iényegtelen, hogy tombbel, vagy
(kétirany1) lancolt listaval tessziik-e.
Binaris fa
Minden cstcsnak maximum két szomszédja lehet a kovetkezd szinten (a
bal és a jobb fia) és a gyokér kivételével egy szomszédja van az el6z6 / \
szinten, a sziiléje. Amelyik csucsnak nincs fia, azt levélnek nevezziik. /X/ A
Teljes binaris fa
0,1, ..., — 1.szinten minden cstics megvan, az . szinten az utolsé (jobb /X/
sz¢€1s6) cstcsok koziil hidnyozhatnak.

1
Megvalositasa / \ :

Lehet mutatokkal (pointerekkel), vagy tombbel: f\ A i_ 1
A[i] bal fia A[2i], jobb fia A[2i + 1], apja pedigA || A A \Z‘X/
I
Kupac
Miiveletek
beszur

mintdr: minimalis elemet visszaadja, és torli.
kupacépités: adott elemeket kupacba rendezi.

Feltevés
Csupa kiilonb6z0 elemet tarolunk teljes binaris faban, melyben az elemek a cstucsok.
Kupactulajdonsag

Minden xcsucsra kisebb az x-beli elem, mint a fiaiban lev6 elem.

= min. elem a gyokérben. 8 / xlz

A szintek szama: [. \ZX
Az i. szinten (i < [)2cstics talalhato. 191 14\2‘

| szint{i teljes bindris faban 1 + 2+ 22 + -+ 2" +1<n<1+2+22 4+ -+ 2!
2t<n<2 -1

= | = |logn|

= ha egy kupacban ndb elemet tarolunk, akkor ennek O (logn)szintje van.

Beszur
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Az 11j elem létrehozésa (ha még van hely a legalsé sorban, akkor oda szUrjuk be, az els6
ures helyre, ha nincs, akkor az Uj sor bal szélére.).

Ha az apja nagyobb, mint az 11j elem, akkor kicseréljiik vele. Addig ismételjiik ezt a
miveletet, mig az 0 elem az aktualis helyén kisebb lesz az apjanal, vagy a gyokérbe
jut.

Lépésszam: O (logn), ahol na cstcsok szama.

Mintor

A legkisebb elem torlése.

Toroljiik a gyokeret. ezutan a gyokérbe betessziik a legutolso elemet. A gyokeret cse-
réljik a kisebbik fiaval, és ha ezutan is sériil a kupactulajdonsag, akkor addig cserélget-
jiik a kisebbik fidval, amig helyre nem 4ll.

Lépésszam: O (logn)

Kupacépités

A legegyszeriibb modszer a megvalositasara a sorozatos BESZUR. Ez O(n - logn)(van
olyan eset, hogy > c - nlogn).

Egy ennél 1ényegesen gyorsabb algoritmust szoktunk alkalmazni:

Alulrdl fel, jobbrol balra haladva a részfat kupacca tessziik, igy, mint a MINTOR-ben
(a szlil6t kicseréljik a kisebbik fidval). Szintenként folfele haladunk, amikor elérjiik a gyo-
keret, az algoritmus véget ér.

Lépésszam

2 dsszehasonlitas és legfeljebb 1 csere.

Cserék szama: i.szinten 2csucs talalhatd, mindenre maximum [ — icsere fordul el6 (a
szlil6beli elemet le kell vinni a legaljara, ez [ — idarab szint).

Osszesen tehat:

-1
Z 2"(1—i)=1+1---+1+2+2---+2+4+4---+4+---+21-1=
i=0 [ -1 1-2

(1+2+4---+2<H))+(1+2+4+---+2(l—2))+---+(1+2)+1 =
geometridisor,q:Z
-+ -D++@-D+(2-1 =
21—+ 1) =21 - -2<21 =2.2l<2n
= 0(n)
Fogyaszt
Tovabbi miivelet a FOGYASZT (x, a), mely a kupacban az xhelyen 1évé elemet a-ra
cseréli (a < x), és utana helyreéllitja a kupactulajdonsagot. (a miiveletet bdvebben az
5. eldadas anyaga tartalmazza).
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5. eloadas

Adatszerkezetek (adatstrukturak)

Kupac
Fogyaszt
Egy xelemet csokkent, utana visszaallitja a kupactulajdonsagokat. Problémat okozhat,
ha xkisebb, mint az apja, ekkor megcseréljiik az apjaval, és ezt folytatjuk, amig a ku-
pactulajdonsag helyre nem all. A 1épésszdm<szintszam, az algoritmus O (logn).
Max-kupac
Az eddig targyalt kupacok binaris min-kupacok voltak. Azonban léteznek egyéb ku-
pacfajtak is, mint a max-kupac, ahol az apa > fia relacio érvényesiil az elemek kozott
(a MINTORmiivelet helyett pedig MAXTORvan).
D-kupac
A d-kupac egy teljes fa, ahol minden csticsnak ddarab fia van az [ — 1.szintig, kivéve
az utols6 nem levél cstcsot.
Kupactulajdonséag: apa < fia
Szintszam: @ (log,n)
BESZUR: 0(log,n)
MINTOR: 0(d - log,n)
KUPACEPITES: 0(n)
FOGYASZT: O(logan)
Példa: d = v/n, loggn = 2 = BESZUR: 0(1), MINTOR: 0 (+/n)
(d értéke aszerint valasztando, hogy melyik miiveletet csinaljuk gyakran)
Dijkstra-algoritmus
D[]értékeket kupacban tartjuk (binaris, minimum kupac).
A kupacon végrehajtjuk a KUPACEPITESmiiveletet.
x elemet kivalasztjuk, végrehajtjuk a MINTORmiiveletet.
D[w] frissitése: FOGYASZT
w ¢ KESZ és (x,w) € E.
Lépésszam (ha G éllistaval adott):

On) +m—1)-0(ogn)+ ((x-bdl kimend élek szama) O (logn)) =
kez.ért MIT(")R FOGASZT

KUPACEPITES x

O(m) + 0(n -logn) + O( -logn) = 0((n + e) - logn)
élszam

Lépésszam (d-kupaccal):

Om)+(n—1)-0(d -loggn) +e-0(loggn) =0((n-d +e) -logyn)

= d legyen %(az iranyitott graf atlagos fokszdma) = nd = O(e - logyn)
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Ha példaul e > nvn = d > vV/n = logyn < 2

= 0(e)lesz az algoritmus, tehat sok ¢l esetén jo.

Megjegyzés: Jolyan algoritmus, amelyre Vgrafra a 1épésszam O (e + n - logn), de eh-
hez mas adatszerkezet kell.

Keresési algoritmusok
Példa
a, a,, ... apelemek adottak, valamint a belem.
Kérdés
Van-e olyan i, hogy b = a;?
Megoldds
A 6 lekérdezésiink a b z a;lesz, és ha i = 1-t6l i = n-ig Va,;-re végrehajtjuk a lekér-
dezést, akkor O (n)lépésben megoldjuk a feladatot.

Keresés rendezett listakban
Rendezett lista
a; <a, < <a,
Kérdés: bszerepel-e a listaban?
Lépés: b? a;, ebbdl megtudjuk, hogy b kisebb-e, vagy nagyobb-e a-nal, vagy azt, hogy
egyenl6-e vele.
Linedris keresés
for i =1 ton
bra[i];
Az algoritmus akkor ér véget, ha b = a;, vagy ha b > a;(mert ekkor b nincs a listan).
A lépésszam ezért O(n).
Binaris (felezéses) keresés

b? a[g] ha egyenld, akkor megvan a keresett a,
2
ha kisebb, akkor a; ... a[g]kézétt folytatjuk a keresést (ugyanigy)
2
ha nagyobb, akkor a[gl q - AnkOz0tt folytatjuk.
2

O(logn) 1épésben végrehajthato a keresés, mert minden 1épésben felezziik a halmaz
méretét, melyben vizsgalodunk — A 1épésszam [logn| + 1(A +1a megmaradt egy darab

elem Gsszehasonlitasa b-vel).
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Tétel

A binaris keresés az adott feltételekkel optimalis.

Bizonyitas ay a an
Tetszoleges algoritmusra

A tételt igy bizonyitjuk be, hogy megmu- < > < >
tatjuk, tetszOleges mas algoritmusra van

olyan eset, amikor a keresés tovabb tart, A A b<a b > a;

mint a bindris keresés leghosszabb esete. 4 \ \

Barchobazzunk, vagyis az ellenfél kitalal egy bszamot, és mi a lehetd legkevesebb
kérdésbdl ra szeretnénk jonni, hogy mi a b. Egy kérdés: b? a;(a kérddjel miivelet
eredménye a <, = vagy > relaciok koziil az egyik).

Ellenfeliink triikkos, és azt szeretné, hogy a jaték minél tovabb tartson. Ezért nem talal
ki elore egy bszamot, hanem mindig ugy valaszol, hogy a lehetséges a;-k koziil a
bmindig a nagyobb halmazban legyen. Igy barmilyen algoritmussal egy kérdésben leg-
feljebb felére csokkenthetjliik a megmaradé lehetdségek szamat, vagyis nelem esetén
legalabb lognkérdésre van sziikségiink, hogy csak egy elem maradjon. Tehat a bindris
keresés optimalis.

Megjegyzés

Ez a keresés tombdkben jo, lancolt listdkhoz linedris keresést kell alkalmaznunk.
Interpolacios keresés

Akkor, ha tudjuk, hogy hol van a b— akdriil keresiink.

Rendezé algoritmusok
a ... a,kiilonb6z6é — ndvekvo sort akarunk késziteni beldle.

Beszurasos rendezes

Mindenk = 1,2, ...,n — 1-re: ha az elsé kelem mar rendezett, a k + 1-ediket beszirjuk k-

zé&jik a helyére.

Ak + 1.elem helyének keresése:

Linearis kereséssel

Az 6sszehasonlitasok szama:

Binaris kereséssel

Az sszehasonlitasok szama: Yi_1  logk+ 1< (n—1)- Y71 logk =

=n—1+log(n—1)! <n+n(logn — 1,442) = n(logn — 0,442) = O(nlogn)

Mozgatdsok szama
nn—1)

1+2+---+n—1=T

Tarolok osszehasonlitasa
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Tombben tarolva az adatokat az dsszehasonlitasokat O (n - logn)lépésben tudjuk elvé-
gezni, a mozgatasokat pedig O (n?)1épésben.
Lancolt listas tarolas esetén az dsszehasonlitasokat O (n?)lépésben tudjuk elvégezni,
mig a mozgatasokat O (n)lépésben.
Osszefésiilés
Leiras
bo < bl < < br—l o qes “
Co <0y < < Cs_lcsupa kiilonb6zé = dy < dq < - < dgyp_q
do = min(by,co)
i=0,j=0,
ha b; < cjakkor d;,; = b, és i++
ha bi > Cjakkor di+j = CjéS j++
Az algoritmus véget ér, hai = 1rés j = s.
Osszehasonlitisok szama

s + r — 1darab dsszehasonlitast végziink.
Osszefésiiléses rendezés
Leiras

, - anEzeket kiilon-kiilon rendezziik, majd a kettét 65z-

A két tartomany: a ... ag, a; +
szefésiiljiik.
Osszehasonlitisok szama
Szintenként< n darab dsszehasonlitast végziink el, lognszint talalhaté — O(n - logn).
Mozgatasok szama

Szintenként n, 6sszesen O (n - logn)darab.

Lépésszam

Az algoritmus 1épésszama tehat O(n - logn).

6. eloadas

Rendezések

Kupacos rendezés
KUPACEPITES, MINTOR, MINTOR, ...

n

O(n) +n-0(logn) = 0(n -logn)

Buborék rendezés
j=n-1,..,1
i=1,..,j
Haa;,; < a;akkor a;,; © q;

Osszehasonlitisok szdama
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n-(n—1) 5
(n—1)+(n—2)+---+1=—2 = 0(n®)
A cserék szama< az 0sszehasonlitasok szama

Allitds

A buborékrendezés rendez.

Bizonyitas

J = n — 1végén a legnagyobb elem lesz az a,,— ehhez tobbet nem nytlunk
Jj =n— 2 végén a legnagyobb elem lesz az a,,_;— szintén a helyére kertilt

j = 1 végén az n — 1.legnagyobb elem az a,lesz, tehat a,csak a legkisebb elem lehet.

Gyors rendezés (qQuicksort)
Leirasa
Vélasztunk egy s = a;véletlen elemet. Ezutan s-tdl jobbra €s balra rendezziik az ele-
meket. (O (n) 6sszehasonlitas)
Az algoritmus elénye, hogy nem kell 6sszefésiilni a végén a

két tartomanyt. ®
Példa Q v 7
Mindig a legkisebb elemet valasztjuk: n — 19sszehasonlitas >s

Az 0sszehasonlitasok szama:n—1+n—2+ -+ 1 =
n(nz_l) — @(nZ)
Példa

Mindig a kozépso elemet valasztjuk: n — 16sszehasonlitas — fele akkora lista.

1..n
\ szintenként < nosszehasonlitas
. nlogn
1.0, 4 lognszint van }
33
Teétel

A gyorsrendezésnél az dsszehasonlitdsok atlagos szama: O (nlogn)—B.
Ha biztosan gyors futés kell, akkor nem ez az optimalis algoritmus, de ha sokszor
hasznaljuk, akkor jo.
Tétel
a, ... apcsupa kiilonb6zo elemek. Barmely algoritmus egy 1épésben két elemet tud 6Sz-
szehasonlitani, kimenetiik tehat kétféle lehet (a;? a];)% minden lehetséges bemenetet
rendez legfeljebb k 6sszehasonlitassal = k > log(n!)

— (M\n TS _
n! = (e) V2mn - kicsi = log(n!) = 2(nlogn] log(n!) = @(nlogn)
log(n!) = O(nlogn)

(vagyis az also becslés is (nlogn))
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Bizonyitas

Az alapdtlet ugyanaz, mint a binaris keresésnél. Bebizonyitjuk, hogy minden algorit-
musnal van olyan eset, ami log(n!)ideig fut.

Kezdetben n!lehetséges sorrend van.

Minden 6sszehasonlitas két részre vagja a még lehetséges sorrendeket.

A végén egyetlen lehetdség marad.

Mivel minden 1épésben megmaradhat a lehetdségeknek a fele, ezért kell, hogy legyen
legalabb log(n!)lépés.

Kulcs-manipuldcios rendezés
Lada rendezés (bin sort)
A:alaphalmaz = lehetséges elemek(kulcsok) halmaza
Algoritmus: Vx € A-hoz létrehoz egy B|[x]ladat (lista)
i =1..na;-taB[ai]lista végére rakja
a listak tartalmat sorban kiirja
Lépésszam
O(Al) + Oon) + OMm+IAl) =0n+lA))
lista letrehozdsa bepaoljuk Velem és lida kiolvasisa
Ha | A I< ¢ - n, vagyis minden elem legfeljebb c-szer fordulhat el — O (n)
Sziikséges, hogy az alaphalmaz értelmes méretii legyen.
Megjegyzés
Ladaelrendezésnél az egyforma elemek sorrendje nem valtozik.
Példak
AC A XAy X ... X Ag(azaz k koordinatajuk van)
Pl. datum: év, honap, nap
Szavak: A; = abc
Ezekre a ladarendezés O(n+| A |) = O(n+| Ay |-l Ay |- ...-l A D)
Lexikografikus rendezés
Leiras
Ayrendezés = lexikografikus rendezés: (sy, ..., i) < (t1 ..., tx), havanolyan j:s; = t;
[ <J,¢éss; <tj(az els6 olyan szamit, amiben kiilonboznek)
Ez a rendezés lassu, az utolsot sokszor hasznéljuk.
Radix rendezés
Leiras
Ladarendezést hajtunk végre a k. koordinata szerint az 6sszes elemen, majd a k —
1.koordinata szerint, és igy tovabb, egészen az els6é koordinataig.
Példa
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a,: CCAB, a,: DCBA, a;: ABAC, a,: ACAC.
A rendezés menete:

kiind. 1. 2. 3. 4.,

CCAB DCBA C(CCAB ABAC ABAC
DCBA CCAB ABAC C(CCAB ACAC
ABAC ABAC ACAC ACAC CCAB
ACAC ACAC DCBA DCBA DCBA

Tétel
A radix rendezés rendez.
Bizonyitas
Elég megmutatni, hogy ha (sq ...,Sx) < (ty, ..., tx), akkor az algoritmus végén az
smegeldzi t-t.
3j:s; < tj, 8; = t,hai <j.
Radix: k. koord., ..., (j + 1).koord., nem tudjuk a sorrendjiiket.
j. koord., = sel6bb lesz, mint t.
j—1.,...1. koord —nem valtozik a sorrend, mert a ladarendezés az egyforma ele-
mek sorrendjét nem valtoztatja. Ezzel az allitast bebizonyitottuk.
Lépésszam
O+l A D+ 0+ Ay D+ -+0Mn+l AL ) =
Ok -n+lAy |+l Ay | +--+1 A 1),

A ladarendezésben szorzat,
itt 0sszeg

Példaul: |4;1€c-n i=1,.k->0(k-n)
|4; I<c i=1,..k k =logn - 0(nlogn)

szamok rendezésekor az n
szam jegyeinek szama log n

Adatszerkezet

Binaris fa

(nem feltétlen teljes) / \

Bejaras
preorder — csucs, bal részfa, jobb részfa /
inorder — bal részfa, csucs, jobb részfa \
posztorder — bal részfa, jobb részfa, csics

Megjegyzés

Ezt ugy egyszerli megjegyezni, hogy a pre-, in- és poszt- elétagok a gydkér kiolvasasa-

ra vonatkoznak.

Példa
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preorder: 5, 2,10,8,7,9,12

inorder: 2,5,7,89,10,12 " \10
posztorder: 2,7,9,8,12,10, 5 /\12
2

Binaris keresoéfa
Leiras
KERES, BESZUR, TOROL, MIN, MAX, TOLIG
binaris fa
Az elemeket csticsokban taroljuk (elem < csucs kdlcsondsen egyértelmiien megf.)

(feltevés: csupa kiilonb6z6 elem van)
Keresofa tulajdonsag
bal részfa elemei < csucs eleme < jobb részfa elemei — teljesiil minden cstcsra.
Példa
7<x<10

10
7/
Keresés \
X

=megtalaltuk
KERES(x): gyokér? x<§resést a gyokérjobbrészfajaban folytatjuk
>Reresést a gyokérbalrészfajaban folytatjuk
Ha nem tudunk 1épni, a keresett elem nincs a faban.
Lépésszam
0(1), ahol | a szintszam.
Beszuras
BESZUR(x): KERES(x)
- ha talal, akkor nem rakjuk be
- ha nem talal, ahova lépni akart (de nem tudott), ott kell 1étrehozni egy 0j cslicsot X ér-
tékkel.
Lépésszam
o)
Elgondolkodtato kérdés

Milyen sorrendtdl lesz cikcakkos a fa?
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7. eloadas

Binaris kereséfa (folytatas)
Miiveletek

Legkisebb elem keresése
MIN ()- visszaadja a legkisebb elemet. .
A gyokértdl minden 1épésben balra kell menni, és ahol elakadunk, ott \3
van a legkisebb. Fontos, hogy ez nem feltétleniil levél lesz (lasd abra).
Lépésszam
0(1), ahol | a szintek szamat jeloli.

Legnagyobb elem keresése
MAX()- visszaadja a legnagyobb tarolt elemet.
A gyokeértdl minden 1épésben jobbra kell menni, és ahol elakadunk, ott talalhat6 a ke-
resett elem.
Lépésszam
Szintén O(1).
Allitds
Bindris keresdfa inorder bejarasa a tarolt elemeket ndvekvo sorrendben adja vissza.
Bizonyitas
F,vF, v
— végig a megfeleld helyén van a gyokér (v) / \
— Minden csucs a megfeleld helyén lesz, mert mindegyik pont A A

,»,annyiadik” helyen van, ahanyadik a sorban.

Elem torlése

TOROL(x)- x-et torli a fabol.

- keresés — KERES(x)

- torlés

- a fa Gjrarendezése

KERES(x): ha nem talal, akkor az algoritmus kész.

Ha x levél, akkor toroljiik a csucsot, és nem sziikséges rendezni.

Ha x-nek egy fia van, akkor megsziintetjiik X-et, és a fidhoz tartozé részfat betoljuk a
helyére.

Ha x-nek két fia van, akkor vegyiik a jobb oldali részfajanak a minimalis elemét (jelol-
jlk y-nal), és azt tegylik X helyére. y-nak biztosan csak egy fia volt, ezért torlése egyszerd.
Legyen ez a csucs Y. y-nak biztosan csak egy fia van, tehat torlése egyszerti.
Lépésszam

O (Dennél a miveletnél is.
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Tobb elem keresése
TOLIG (x, y)- azon a cslicsokat adja vissza, melyekre igaz, hogy x < a < y.
El6szor keressiik meg X helyét. Ehhez legfeljebb | = lognlépés sziikséges.
KERES (x)csucsbol az inorder bejarast kovetve megyiink y-ig.
Ez a miivelet gyors, ha a binaris kereséfa minden csticsabol 1étezik egy mutato az
inorder bejaras szerinti kovetkezd elemre (inorder fonal).
Lépésszam
Ha létezik inorder fonal, akkor a TOLIG1épésszama O(l + t), ahol t a megfeleld ele-

mek szdma.
Tétel
Ha egy kezdetben iires bindris faba n elemet beszurunk, akkor az atlagos
Osszlépésszam O (nlogn)(kiilonb6zd sorrendekre nézve).
A fa atlagos magassaga O (logn).
Cél
A cél a fa konkrét meghatarozésa, vagyis ne atlagos értékekrdl beszéljink — kiegyensu-
lyozas.
AVL-fa (leirasa a tankonyvben)
piros-fekete fa

Piros-fekete fak

Leiras
binaris keres6fa
minden csucsnak 0 vagy 2 gyermeke van
csak belsd csticsban tarolunk elemeket
minden csucs PIROS vagy FEKETE
a gyokér FEKETE
a levelek FEKETEK
PIROS csucsnak nincs PIROS gyermeke
minden vcsucsra igaz, hogy minden v-b6l levélhez vive aton ugyanannyi FE-
KETE csucs van.
fm(v): fekete magassag, v nem szamit bele!
m(v): a leghosszabb 1t, amellyel v-bél levélig ériink.

Allitds

m) = fm(v) = @minden V csucsra.

Bizonyitas
m(v) = fm(v): fm-be csak a feketéket szamoljuk. Egy titon két piros nem johet
egymas utdn, tehat az uton a csticsoknak legaldbb a fele fekete kell, hogy legyen.

Allitds
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A vgyokert faban tarolt elemek szama > 2/™® — 1,

Bizonyitas

m(v)szerinti indukcio

m(v) = 0 (Havlevél = fm(v) = 0,2/™® — 1 = 2° — 1 = 0(levélben nem taro-
lunk)

m(v) > 0 = van két fia, xés y.

zgg < m(v) — 1 = alkalmazhat6 az indukcids feltevés, a tarolt elemek szdma a
vgyokeri fiban > 1 + 2/M®) — 1 4 2/mO) — 1 = 2/m&) 4 2/mO) — 1 > 2.
v fiai
2fm@)-1 _ 1 = 2fm@®) _ 1
fm(x) < fm(v)

fmx)=fm) -1
fm@y) = fm) -1

Ha nelemet tarolunk, mit tudunk mondani a fa magassagarol?
Allitds

Ha nelemet tarolunk, akkor a gyokér magassadga < 2 - log(n + 1).

Bizonyitas
v- gyokér
m@)
n=2m"_1>2"2 -1
m(v)
logln+1) =2 ——

2
mw) <2-log(n+1)

Kovetkezmény

KERES, MIN, MAX: O(logn)

Itt majd az eljaras a levelekben akadhat el (binaris kereséfa — nem tudsz 1épni, piros-
fekete fa — lehetséges 1épni, de levél van).

Miiveletek
Az alabbi muveletek kis mértékben valtoznak, mert el lehet a fat rontani veliik (pl. két
piros kerlilne egymas ala, vagy a fekete magassag elromlik).
BESZUR() és TOROL(). A helyreallitas eszkéze a forgatas.
Forgatas x For- y

gatas jobbra: / \ / \X
ANCAN A/ \

Fontos: keres6fabol A F2 Fs Fo\ ke- Z \

res6fat csinal A

Beszuras
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Rakjuk be az 01j elemet az eredeti keres6faba. Az 0j belsd cstcs legyen piros: Z csucs.
Ha z gyokér — 06 az els6 elem, konnyti beszurni.

Ha z nem gyokér, akkor létezik apja: X.

Ha x fekete, akkor készen vagyunk.

Ha x piros, akkor biztosan van apja, 6 pedig biztosan fekete (t csucs). X-nek van testvé-
re is, y (hiszen minden elemnek két fia van).

Baj akkor van, ha t apja piros. Ekkor, ha y fekete, FORGATAS-t végziink, és igy z t és
X kozé keriil.

Teétel

BESZUR()lépésszama O (logn), és legfeljebb két forgatast hasznal.
TOROL() 1épésszama O (logn), és legfeljebb harom forgatast hasznal.

Gyakorlati megvalositisa
- kereséfa
- levelek: a gyakorlatban egy darab cstics helyettesiti az 9sszes levelet, mert azokban
nem tarolunk elemeket, és igy nem foglal folosleges eréforrasokat (igy mar nem fa, de ez
nem baj a hasznalat szempontjabal).
KERES, MIN, MAX, TOLIG, BESZUR, TOROL- ugyanaz, mint a keres6fanal, csak
mas adatszerkezettel.

8. eloadas
2-3 fa

Leirdsa
Gydkeres, szintezett fa. A levelek egy szinten vannak.

A nem leveleknek (belsé csucsoknak) kettd vagy harom fia van (ha az elemek szama
nagyobb, mint egy).
Elemeket csak a levelekben tarolunk.

Belso csucs

Az abran az lathato, mikor a csucs-

51
nak harom fia van. A két gyerekii / 52
csucs annyiban kiilonbozik ettol,
. . slSeIemek <
hogy nem s, és s,, hanem csak sér-

ték hatarozza meg, a két fiu koziil az egyik az s-nél kisebb elemeket,a masik meg az

s-t és anndl nagyobbakat tartalmazza.

Allitds

Az nelemet tarol6 2-3 fa magassaga 6 (logn).
Bizonyitas

A k.szinten levé cstcsok szama > 2%, és < 3¥— logsn < k < logn
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Miiveletek
KERES: az utjelzék szerint 1ép a kdvetkezd szintre @ (logn)
Az elemek a levelekben ndvekvd sorrendben vannak.
MIN: balra megyiink, & (logn).
MAX: jobbra megyiink @ (logn).
TOLIG (a,b): KERES(a), ha a levelek sorba vannak lancolva, akkor ezen a lancon vé-
gigmegyiink. @((logn) + t), ahol ta talalatok szama.
BESZUR: KERES  1j levelet kell berakni. Két gyerekes csticsnal egyszeriien beil-
lesztjiik, és harom gyereke lesz, harom gyerekes csucsnal csticsvagast kell alkalmaz-
nunk, vagyis egy szinttel feljebb szurunk be egy 01j csucsot. Ha ez a miivelet felmegy a
gyokérig, akkor 1j gyokeret kell készitenlink, és n6 a fa magassaga. A miivelet
O (logn)lépésszama.
TOROL: KERES. Ha a megtalalt levél harom gyerekes csaladban van, akkor tordljiik a
levelet, és frissitjiik az utjelzoket a gyokér felé vezetd uton.
Ha a csalad két gyerekes, akkor toroljiik a levelet, majd igazsdgosan elosztjuk a gyere-
keket. Ha van harom gyerekes szomszédos testvér, akkor vele, ha a szomszédos test-
vérnek is csak két gyereke van, akkor egy szinttel feljebb torliink, és 6sszevonjuk a 2
csalddot egy darab 3 gyerekesre. Végezetiil atallitjuk az utjelzéket. Ez az algoritmus is
O (logn)lépéses.

B-fa

B,,fa

Leirdsa
Gyokeres, szintezett fa. A leveleket egy szinten taroljuk, és csak a levelekben tarolunk

értékeket. Minden belsd csticsnak legfeljebb mfia van, és minden belsd csticsnak, ami
nem gydkér legalabb [’"T“]ﬁa van. A gyokérmek legalabb két fia van, ha egynél t5bb

elemet tarolunk.
m = 3 esetén megegyezik a 2-3 faval.

Belso csucs

/
C_ O > D

<$; <$; Sk<
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Miiveletek
KERES, MIN, MAX: mint a 2-3 fanal, 0 (I)1épésben végrehajthaté miiveletek, ahol la
szintek szdma.
BESZUR: m-nél kevesebb gyerek mellé 1étre tudjuk hozni az 01j gyereket.
m gyerek mellé valo beszarasnal csucsvagast kell alkalmaznunk. Az egyiknek ,

a masiknak [mT_lldb fia van.
TOROL: A 2-3 fa algoritmusa megfelel.
Allitas

1 , 1
nelemet tarolé B,,fa magassaga @ %.
Bizonyitas

k.szinten levo cstcsok szama < mk

lm+1Jk 1
k-1
mt>n 22 =2
1
mk>no k> —on
logm
k-1 k-1
nZZ'lm—HJ =1 [m_ﬂl [m+1j+1>k
log= <1
0g = logn
m+1J>l m logm
=08 = 2
R 1087 logn _ 2-logn 3 -logn
log lm + 1J = logm ~ logm n>m logm
Tehat logn <k<Z logn
logm
Megjegyzés

A kiils6 taraknak lassu a beolvasasa, ezért némi optimalizaci6 sziikséges: a levelekben
nem egyetlen elemet tarolunk, hanem annyit, amennyi a fizikai lapra rafér (a fizikai lap
a beolvasas egysége).

m megvalasztasa: egy bels6 cstcs = egy fizikai lap.

Szintszam: a lapbeolvasasok szama.

Nem feltétleniil csak a levelekben tarolunk elemeket, hanem a bels6 csucsokban is.
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Kiilsé tarak
Hash

(olyan, mint a ladarendezés)
KERES, BESZUR, TOROL
A lehetséges elemek szama nagy.
Elemhalmaz: K =kulcsok halmaza
A ténylegesen hasznalt elemek kulcsainak szama lényegesen kisebb (nagy luxus min-
den kulcsnak egy lada, mert a nagy résziik iires).
h | x 1<| K |

\ : hash fiiggvény

Példa

K:emberek, x:az év napjai, h:sziiletésnap.

Probléma: mar 23 ember k6zott 2-nél nagyobb valdszinliséggel van kettd, akinek
ugyanarra a napra esik a sziiletésnapja. A varhato egybeeso parok szama 6tven ember
kozott harom, 200 ember kozott 54 — ez elég magas, tehat a fliggvény nem tal jo a cél-
ra.

K: marslakok, | x |= 669(ilyen hosszu egy év a Marson).

Mar 31 marslako kozott van Y2-nél nagyobb valoszintiséggel azonos sziiletésnap, tehat
az uitkozéseket nem tudjuk elkeriilni az x halmaz névelésével — meg kell oldani kezelé-

suket.
Vodros hash
hi- X ={01,2,..,.M —1} g

s elem helye: h(s)indexii lista.
KERES(s): h(s)listaban linearisan keres.

BESZUR(s): h(s)listaba berak

TOROL(s): h(s)listabol torol
0(n) Lépés.

M-1

1

vodorkatalogus

Ha hkozel egyenletesen szorja szét az elemeket, a listak varhato hossza ~ %
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Megjegyzés
Kiilsé taron szokasos hasznalni (vodorkatalogus lehetdség szerint a memoriaban), a lis-
tak elemei lapok, egy lapon tobb rekordot is tarolunk.

Ha Llap kell az dsszes elem tarolasahoz, akkor az atlagos lapelérés-szém% + 1, vagyis

atlagosan ennyi lapot kell megvizsgalnunk ahhoz, hogy megtalaljuk a keresett elemet. A +1
Iépés a vodorkatalogus elérése. Példaul ha M = 1,2L, az atlagos lapelérés ketténél ki-
sebb.

Nyitott cimzésii hash
(memoridban)
Egy tombben taroljuk az elemeket (T). shelye: T[h(s)].
Ugrasok: hy(s) = 0, hy(s), hy(s), ... hyy—1(s)a 0,1, ... M — legy permutacioja.

Probasorozat
h(s) + hy(s) = h(s)
h(s) + hy(s)

h(s) + h,(s)  (modM)minden helyet kiprobal.
h(s) + hy-1(s)

9. eloadas

Kiilsé tarak (folytatas)

Nyitott cimzésii hash (folytatds)
KERES: addig megy a probasorozaton végig, amig nem talal egy iireset (ahol soha
nem volt senki), vagy megtalalja a keresett elemet.
BESZUR: a probasorozat elsé szabad helyére berakja (ahol most épp nincs senki)
TOROL: KERES, ha talalt, torli és beallit ,,torolt” bitet (azért, hogy a keresés ne alljon
meg rajta, de be lehessen szurni).
Linearis probalas

h;(s) = — —i(modM)

X

balra lépegetés h(s) t

Ha két probasorozat taldlkozik, onnan egyiitt mennek tovabb — elsédleges csomoso-
das
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Kvadratikus probalas

(alvéletlen proba)

Ugras a kezddponthoz képest:

hayi-1(s) = j*(modM)
ptn.

h,;(s) = —j*(modM)

ps.

m
1<) < — kozott

4

XXX

w
h(s)
=kusza lesz...

egy foglalt blokkon (csomon) beliil kiilonboznek a probasorozatok, de ha h(s) = h(t),
akkor a probasorozatok is azonosak lesznek — masodlagos csomdsodas

Helytelen példa

HaM =8,hy=0,hy =1,h, =7, hy =22 =4, h, = —4 = 4(8), hg = 9 = 1(tehat
h; = hy; hy = hg, ami nem j0).

he = 7= h,, h, = 16 = 0(8) = hy— ez nem permutacio, tehat nem jo.

Helyes példa

M=7hy=0,hy=1,h, ==-1=6(7);h3=22=4,h, =—-4=3(7),hs =3%2 =
9=2(7), hg =—-2=5(7)

Ez jo, merta 0, ...,6elemek egy permutacioja.

Allits

Ha M = 4k + 3és prim, akkor jo 0, k4 ... k,,_ypermutéciodja a0, ...,n — 1-nek

Bizonyitas
D
hojor = hyiog & 2 = 2(M) © M1 (2 —i%) = (G —1) - G +1)

]',l'S?
oS M| (G—ivagyM | (j +1)
(nem lehet)

csak, haj=i jHi<Mm

Kovetkeztetés: a paratlan indextiek (négyzetszamok) kiilonbozoek.
2)

A —1-szereseik is (a paros indextiek is).

3)

Lehet-e paros és paratlan indexii egyenld?

haj—1 = hy © j? = —i?(M) - van-e ilyeniésj?
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Feltehetjiik, hogy i,j # 0
Jj, i relativ primek M-hez, ezért 1étezik olyan t i-t=1(M)
i2-t2=1(M)
j2t? = —i%t2 = —1(M)
(j2t2)%K+ = (—1)2%1 = —1(modM)
(jt)2CK+D = (j1)*k+2 = (jHM-1 = —1(M)
Ez ellentmond az Euler-Fermat tételnek — (jt)”~1 = 1(M)(M prim!)
Ellentmondasra jutottunk, tehat a modszer jo.
(az egész modszer azon mulik, hogy nincs olyan x:
x? = —1(modM) — a —1nem négyzetszam)
Kvadratikus probadlas (folytatds)
— masodlagos csomodsodas
(h(s) = h(t) — probasorozathoz)
Kettos hash
h;(s)fiiggjon s-t6l
Tipikusan:  h'(s) masodik hashfiiggvény
h;(s) = —i - h'(s)(modM) feltétel: h'(s),M =1

Hash fiiggvények

Elvardsok
A 10 elvarasaink a hash fiiggvényekkel szemben, hogy legyenek gyorsan szamolhatdak

¢s kevés litkozeés mertiiljon fel (kenje szét az elemeket véletlenszeriien)

Megoldasok
Osztomaodszer
h(s) = s(modM)
Ebbdl kovetkezik, hogy nem jo, ha Mketté hatvanya, mert ilyenkor csak az utolso bitek
levagasa torténik.
Szorzomddszer

h(s) = |{B-s}-M

tortrész
also egészrész

= h(s) €{0,..M — 1} M = 2k

p eredetileg irracionalis szam, gyakorlatban: f = %, ahol Aparatlan egész.
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< > <>

% = — J | >l
k
- S (ez a néhany bit lesz a
k végeredmény)

Hash
lépés-
szdma

Lehet linearis: O(n + M)

Atlagos lehet: O(logn).

Példa (atlagos lépésszamok)
n 2 p .

1. Ha v g(tehtettseg)

sikeres sikertelen

linearis 2 3
kvadr. 1,8 ~3
kettbsh. 1,5 ~3
2.Ha~=1

M~ s

sikeres sikertelen

linearis 3 13
kvadr. 2,2 4,8
kettGsh. 2,9 5

Keresés lépésszama
Linearis keresés rendezett listaban

sikeres sikertelen
n+1_ n-(n+1)
5 T1424-4n — 7 tn n
~—41
n n+1 2
Emindkett(’i

2

Binaris keresés

Sikertelen: logn
Sikeres:

Keresofa

O(logn)

Ehhez képest a hash-elés konstans lehet (jo esetben). Hirtelen linearis is lehet. Akkor jo
a hash, ha elhtizodhat a keresés, de altalaban, dtlagban gyors kell.

Nem egyenletes eloszlas

Linearis keresés
Zipf-eloszlas
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A szavak eloszlasa egy természetes szovegben.

Az i.leggyakoribb valosziniisége:
Sikeres keresés: logn(atlagos).

80-20 eloszlas

Az esetek 80%-at megoldjuk az id6 20%-a alatt. A tobbi 20%-ot nem az id6 80%-a
alatt oldjuk meg, hanem a maradék 20% 80%-at oldjuk meg az id6 20%-aban, és igy
tovabb, rekurzivan.

Az i.legnagyobb valdsziniiség: i(%ﬁ) Ykonstans

Sikeres keresés: 0,12 - n(atl.)

Grafok
Mélységi bejaras
(Depth First Search — DFS)
,,.bator felfedez6”
Addig megyiink elére, amig van felfedezetlen ut, ha elértiink a végére, visszalépiink az
el6z0 csticshoz, és masik iranyban probalkozunk ujra ...
mb(v) algoritmus, a graf vcstcsbdl induld mélységi bejaras
bejarvalv]: = igaz;
vw:(v,w) € E:
Ha bejarva|v]: = hamis, akkor mb(w);
Lépésszam
Ellistas megadassal O(n + e)az algoritmus 1épésszama, minden csticsot és élet egyszer
jarunk be.
Mélységi szam
Jelzése: msz[v]
Cstcs jellemzdje, voltaképpen azt jeloli, hogy ,,hanyadiknak ériink bele” a csucsba. Ak-
kor kap értéket, amikor bejarva|v] = igazlesz.
Befejezési szam
Jelolése: bsz[v]
Csucs jellemzodje, azt jeloli, hogy ,,hanyadiknak fejezziik be” az adott csticsot. Akkor
kap értéket, amikor az mb (v)algoritmusban a vcstcsnak mar csak bejart szomszédai vannak.

Példa
54 Jarjuk be a grafot!
’ A bekarikazott csucstol indulunk. a jeldlés a kovetkezo:

(2,3)

15 23 4.2 msz lfsz . -

) ’ Ha még nem voltunk mindenhol, folytassuk az algoritmust!
(l4sd: bal als6 sarok).

6.7 (3,1 (7,6
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10. eléadas
Mélységi bejaras (folytatas)

Mélységi feszitoerdo
Elemei azon élek, amelyek bejarasban pontba viftgke faél / \

(faélek).

. i i iss aﬁlﬂ
Elek osztalyozdsa /
A G iranyitott graf élei egy bejaras szerint négyfeélék /’ / \l

lehetnek. Mar a bejaras kozben meg tudjuk mondani / ‘\

keresztél

az ¢élek tipusat.
Egy (x,y) EE

faél, ha még nincs msz[y]-nak értéke.

eléreél, ha msz[x] < msz[y]

visszaél, ha msz[x] > msz[y], és nincs bsz[y]-nak értéke

keresztél, ha msz[x] > msz[y], és bsz[y]-nak van értéke.
Probléma csak azzal van, hogy a mélységi szam nem elégséges a vissza- €s a
keresztélek megkiilonboztetéséhez. Ebben a megkiilonboztetésben van segitségiinkre a
befejezési szam, a visszaéleknél még nincs bsz[y]-nak értéke, mig a keresztéleknél
van.
Ezt a négy tipust rogton oda is irhatjuk az ¢lekhez, ha gy gondoljuk, hogy hasznunkra
lehet a késébbiekben (és szamos esetben igy is van).
Iranyitatlan graf esetén kevesebb éltipus van, csak a faél és a visszaél marad meg.

Iranyitott kbrmentes grafok
Giranyitott graf, nincs iranyitott kor benne, azaz Gdag(directed acyclic graph) graf.

Tétel

Gpontosan akkor dag, ha egy mélységi bejarasban nincs visszaél.
(Vagy masképpen Gdag <egy mélységi bejarasban nincs visszaél)
Bizonyitas

2
2

A megfeleld faélek plusz a visszaél egy iranyitott kort alkot.

A dag-ban nincs iranyitott kor, kovetkezésképpen a mélységi bejarasban
nem létezhet visszaél.

37<=”
Indirekt modon bizonyitunk. Tegyiik fel, hogy van irdnyitott kor G-ben. Vegylik ennek
a kornek azt a pontjat, aminek legkisebb a mélységi szama (x).

Ha a kor tobbi pontja az xgyokerl részfaban van, és yaz x-et a korben megel6z6 pont,
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akkor az (y, x)visszaél. Ez egy ellentmondas, hiszen nincs a grafban visszaél. Tehat
Gvaldbandag

A masik lehet6ség az az, hogy van a kornek a részfan kiviil is pontja. Ez azt jelenti,
hogy van egy olyan él, mely kiils, nem részfabeli ponthoz vezet. Ez az é1 nem lehet
faél, mert akkor nnek a részfanak lenne az éle. Nem lehet el6reél sem, ugyanezen okbdl.
Feltettiik, hogy visszaél nincs. Kizarasos alapon csakis keresztél lehet. Ez a keresztél
csak ugy keletkezhetett, hogy a bejaras soran mar korabban érintettiik, és ezért nem része a
fanak. Viszont ezért a kezdGpontjanak mélységi szama kisebb, mint az x-é. Ez ellentmondas.
Tehat G-ben nincs irdnyitott kor, vagyis dag.

Minden lehetségnél ellentmondasra jutottunk, tehat a tételt mindkét iranybdl bebizo-
nyitottuk.

Kovetkezmény
Ha a Gegy mélységi bejarasaban nincs visszaél, akkor semelyik mélységi bejarasaban
nem lesz.

Bizonyitas

Ha nincs visszaél, akkor a graf dagnincs visszaél benne.

Megjegyzés v
A keresztélekre ez nem igaz. Példaul uirdnyitott ut (lasd az abran, minden ¢l faél (I)

benne). Visszafele menve minden ¢él keresztél lenne.

Kovetkezmény

Soo

Azt, hogy egy graf dag-e, konnyen el tudjuk donteni algoritmikusan. Ellistas
megadas esetén megadasnal O (n + e)lépésben eldonthetd. A felhasznalt algorit-
mus DFS. Gdag ©<nem létezik visszaél.

Topologikus rendezés

Definicio
A Gcesucsainak egy olyan vy v, ..., vpsorrendje, amelyre igaz, hogy ha (v;, v;) € E,
akkori < j.
Szemléltetés
vi v
D ) W\
Tétel
G-nek akkor és csak akkor van topologikus rendezése, ha dag.
Bizonyitads
Odafele (,,="):

(v, v;) € E — nem lehet benne kor.

Visszafele(,,&”):
Ha dag, akkor van benne nyeld, azaz olyan pont, amib6l nem megy ki él. dag-ban
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nincs kor, ezért tetszoleges pontbdl egy kimend él mentén elindulva nem juthatunk vissza, te-
hat egyszer vége lesz az Gtnak — ez a pont a nyeld.

Legyen v, nyeld. v,-ct elhagyjuk a grafbol, dagmarad, igy van nyelé: v, _; Eztis el-
hagyjuk, és igy tovabb. Ez egy j6 topologikus sorrend lesz. Az éllitast ezzel bebizonyi-
tottuk visszafelé is.

Lépésszam

Annak eldontése, hogy van-e topologikus elrendezés, €s ha van, akkor ennek megadasa
O(n + e)lépésbdl lehetséges.

Masik megoldds

DFS. Topologikus rendezés: a bszszerinti csokkend sorrend. Ez jo, mert kisebb bsz-
bol nagyobba csak a visszaél vinne, de ilyen nincs, hiszen daggrafrol besz¢liink. Ez az
algoritmus O(n + e)-s.

Legrovidebb ut keresése
dagban s-bdl a tobbi pontba vivo legrovidebb utak megtalalhatok O (n + e)lépésben
¢llistas megadasnal.
Algoritmus
DFS— topologikus rendezés ezzel O(n + e)lépést hasznaltunk el.
A topologikus elrendezésben vy, vy, ..., vy, (V;, V) € E = © < j (csak jobbra mennek
élek).
Legyen s = vy, kezdetben sminden v;szomszédjara d (s, v;) = c(s, v;), az dsszes tobbi
csucsra d(s, vj) = oo.
d(s,s) =0
i=1,.,n—1
Ha (v;, v;) € Eakkor d(s,v;) = min{d(s,v;),d(s,v;) + c(v;, v))}.
Végiil d(s,v) = ka keresett értékek
Lépések: v;kimend fokszama
Osszesen O(n + e).

Leghosszabb ut keresése
dagban s-bdl a tobbibe vivo leghosszabb utak O (n + e)megtalalhatoak, az el6z6 algo-
ritmusban minhelyettmax kell.
Megjegyzés
Altaldnossagban egy grafban a leghosszabb ut keresése nem ismert, polinom idejii al-
goritmus.
PERT
Egy Osszetett munkanal, mely tobb részfeladatbol all, és kozottiik lehetnek olyanféle
megkotések, mint hogy a haznak elébb kell alapot csindlni, mint tetdt, (matematikai
nyelven leirva Aelébb kell, hogy bekovetkezzen, mint B) és hogy mennyivel el6bb
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(¢letkozeli példaként: meg kell szdradnia a betonnak).

Ebbdl kapunk egy sulyozott grafot. Van egy kezddpont, mikor nekifogunk a feladat-
hoz, és van egy végpont, mikor befejezziik.

Ilyenkor a kezdd és a végpont kozott a leghosszabb utra van sziikségiink, mert az lesz
egyenld a legrovidebb végzési id6vel. Tehat a leghosszabb ut keresésének van gyakor-
lati haszna!

A graf (ha jol csinéltuk) daglesz, és a keresett érték a leghosszabb ut forras €s nyeld
kozott). Ezt az utat szokds nevezni kritikus utnak, éleit pedig kritikus tevékenysé-
geknek (természetesen lehet tobb kritikus 1t is a megfeleld grafban).

A szbban forgo6 grafot PERT diagrammnak szoktak nevezni, mely a Program
Evaluation and Review Technique kifejezés roviditése.

PERT modszer

d(s,vj) = max{d(s,v;) + c(v;,v})}
(vi,vj)eE

O (n + e), ha forditott éllista van (bemend ¢lekbol)
Ez alkalmazhaté minimumra is,.ekkor maxhelyett minkell.

Grafok erbs 6sszefiiggbsége
Erdsen Osszefiiggd a G graf, ha barmely két pontja kdzott van iranyitott ut.

Erdsen osszefiiggoség eldontése
1. algoritmus
csinadlunk minden vpontbol DF Sbejarast.
Erdsen Osszefiiggd a graf akkor és csak akkor lesz, ha mindegyik mélységi feszitéerdd
fa. (ha v-nél fat kapunk, akkor minden cstics elérhetd iranyitott iton v-bol)
n-0(n+e)=0(n?+ne)
2. algoritmus
Tetszéleges vpontbol DFSbejaras, ha nem jut végig, akkor mar most befejezziik az al-
goritmust.
Ezutéan Gjra a vpontbol kezdiink egy DFSbejarast, csak nem a G-n, hanem a megfordi-
tottjan.
G erdsen Osszefliggd, ha mindkét mélységi feszitderdo fa.
Helyesség bizonyitdsa
Az elsé bejarasnal fat kapunk — v-bél minden pont elérhetd iranyitott uton G-ben.
A masodik bejarasnal fat kapunk — v-bdél minden pontbdl elérhetd iranyitott titon
Gforditottjaban, tehat vminden pontbdl elérhetd iranyitott titon G-ben.
Ebbdl az kdvetkezik, hogy van egy olyan pontunk, amelybél minden mas pontot el tu-
dunk érni, és 6t is minden mas pontbdl, tehat ha van egy aés egy bcsucsunk, akkor a-
bol elmegylink v-be, és onnan b-be, és viszont.
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Erosen osszefiiggo komponensek nem erdsen osszefiiggo grafban

Két komponens kozott legfeljebb csak egy iranyban mehetnek az élek, kiilonben egy
komponenst alkotnanak. Tehat a komponensek gréafja (ahol a csucsok a komponenseket
jelképezik) daglesz.

Erdsen osszefiiggé komponensek megtalalasa

G-ben DFS, majd Gforditottjaban is DFSbejaras, minden fat a még bejaratlan pontok
koziil a legnagyobb befejezési szamuival kezdiink (az el6z6 bejarasbol maradt bsz).

Allitas

Az erdsen Osszefliggd komponensek a masodik bejaras fai — O(n + e)
Bizonyitas

Nem bizonyitjuk, nem lesz szdmon kérve.

Minimalis koltségii feszitofa

G = (V, E)iranyitatlan egyszerti, 0sszefliggd graf, sulyozott, c: E - R
Cél

F € Efeszit6fa, melynek minimalis a stlya.

11. el6adas

Piros-kék algoritmus

Kék szabaly
XeV,X#0X #V,X-bol nem megy kék él V — X-be, akkor egy legkisebb sulyu
szintelen élet kékre szineziink.

Piros szabaly
Ha egy Ckorben még nincs piros €1, akkor egy legnagyobb sulyu szintelen €lét pirosra
szinezziik.

Algoritmus
Kezdetben Gminden éle szintelen.
K¢ék ¢és piros szabalyt alkalmazzuk tetszOleges sorrendre, és tetszéleges ponthalmazra,
korre.

Vége: ha egyik sem hasznalhato.

Tétel
Az algoritmus végén a kék élek egy minimalis sulya feszitéfat alkotnak.
Bizonyitas:
S: szintelen ¢élek
K: kék ¢élek
P: piros ¢élek
Kezdetben E =S, K =P =0
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E = SUK U P felbontas TAKAROSSZINEZES, ha van olyan F,,;, feszit6fa G-
ben,hogy F 2 Kés FN P = Q.
Lemmal
Az algoritmus minden Iépése utan takaros a szinezés.
Bizonyités: indukcidval
Kezdetben E = S takaros.
Vegylink egy takaros szinezést:
E = S U K U P takaros, 3Fmin. feszitéfa, F 2 K, FNP = Q.
K¢k szabalyt hasznalunk az X c Vhalmazra, g € E¢let szinezziik (kékre).
Ha g € F, akkor Ftovabbra is jo, a szinezés takaros.
Ha g € F, a faban ut van gvégpontjai kozott, ennek van olyan éle, ami Xés
V — Xkozott megy. Legyen g'ilyen = F' = F-{g'} U {g}is feszit6fa.
g'szine: nem piros, mert g’ € F, és piros él nem lehetne a faban; nem kék a kék sza-
baly miatt, g'kilép X-b6l = g’ € S = ¢(g') = c(g) = c(F) = ¢(F'), de c(F)minima-
lis = c(F) = c(F') = F'minimalis feszit6fa, ami mutatja, hogy az 0ij szinezés is taka-
ros.
Piros szabaly: F'minimalis feszit6fa, ami mutatja, hogy az 0j szinezés is takaros. A pi-
ros szabalyt alkalmazzuk a Cponthalmazra (korre). A gélet szinezziik (pirosra).
Ha g € F, akkor Ftovabbra is jo, a szinezés takaros.
Ha g ¢ F, akkor van olyan g’ € C, hogy F-{g} U {g'}is feszit6fa: F’
g'szine: nem piros (piros szabaly miatt), nem kék, mert g' € F, tehat szintelen (g’ € S)
= c(g") < c(g)(mindig a legnagyobb stlyu élet szinezziik pirosra) = c(F') < c(F),
de c(F)minimalis = ¢(F") = c(F), tehat az 0j szinezés is takaros.
Lemma2
Az algoritmus végén az Shalmaz lires, azaz minden ¢l € Kvagy € P.
A bizonyitas alapja, hogy ha van szintelen €1, akkor nincs vége, mert valamelyik sza-
baly alkalmazhat6.
Legyeng € S. A kék ¢élek sosem alkotnak kort =feszitéfat adnak.

kék kék kék

A gél vagy a kettd kozott van, vagy két komponens kozott. Ha egy kék fan beliil van
akkor gés néhany fabéli €1 kort alkotnak. Ha két kék fat kot 6ssze, akkor alkalmazzuk
a piros szabalyt, X-egyik kék fa pontjai, ezen a kék szabaly.

A tétel bizonyitasa

A lemmak segitségével: Lemma2 miatt S = @, tehat az élek kékek vagy pirosak.

Lemmal szerint ez a szinezés takaros, azaz van olyan Fminimalis sulyt feszit6fa, ami-
reF>K,FNP=0=>F=K

Megjegyzés
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Ha mar van|V |- 1 kék ¢€liink, akkor abbahagyhatjuk, mert biztosan feszit6fa.

Alkalmazas: (JARNIK-)PRIM algoritmus
Vegyiink egy s in V csucsot (kék) — egyponti kék fa
X = {s}-re kék szabaly
X = kék ¢lek altal elért pontok — ezekre kék szabaly...
A tételbdl kovetkezik, hogy ez jo.
Hogyan valasszunk élet?
U — kék fa pontjai.

- . *’hai e U
KOZEL[i] TjjE U{c(i,j)minimélis, hai ¢ U

A kék szabdly alkalmazasakor az (i, KOZEL[i])élek kdziil a minimalisat tessziik bele
az Uhalmazba (i € U). Legyen ez a cstcs k.
A KOZEL[]témb frissitése:Vv & U,hac(k,v) < c(v,KOZEL[v]) = KOZEL[v] =
k,KOZEL[k] = *
Lépésszam: (n —1)- (n— 1)+ (n—1) - 0(n) = 0(n?)

minimukeresése frisités
Kupaccal: Az éleket kupacban taroljuk. A legkisebb sulytt egy MINTOR-rel valasztjuk
Kiaz Ués V — Ukozotti élekbol( + a korabbi maradékokbol, amik az aktualis Ués
V — Ukozott mentek, de mar bekertiltek U-ba). Vagyis nem akkor torliink egy élet,
amikor bekeriilt U-ba, mert az maceras lenne, hanem inkabb akkor vizsgaljuk meg,
hogy mar U-ban van-e, amikor a keziinkbe keriil. Ha mar U-ban volt, akkor eldobjuk,
és ujabb MINTOR, ...
Lépésszam éllistaval:  O(e) + 2e-(0(loge)) = o(eloge) = O(elogn)

kupaépl'tés BESZURMINTOR

Ha stirti a graf, nem bindaris kupacot hasznalunk, j6 paraméterekkel még kevesebb 1¢-

3 —=% valasztjuk
Boriivka-algoritmus O m O
Parhuzamos algoritmus. <4

Kiindulunk az 6sszes cstucsbol, kezdetben Vesucs egy kék fa, egy 1épésben Vkék tabol

pésben meg lehet valdsitani.

kivezetd legkisebb élet kékre szinezzlik(= egyszerre tobb komponens egy nagyobba
olvad 0ssze).

Problémat az okoz, ha tobb azonos stlyu €l van, és kor alakulna ki. Ezt példaul a kom-
ponensek szamozasaval lehet megoldani, ha ilyenkor a legkisebb sorszamu kompo-
nenst valasztjuk.

Lépésszam: Vmenetben legalabb felezddik a kék fak szama =max. lognlépés = 0O (e
logn)

Kruskal-algoritmus
1. Vegytik az éleket novekvo sorrendben.
Rendezés kupaccal O(eloge) = O(elogn)lépés.
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2. Kékre szinezziik, ha lehet (nem hoz létre kék kort)

Hogyan lehet eldonteni, hogy keletkezik-e kor?
Adatszerkezet: UNIO — HOLVAN
Xalaphalmaz
Ay, Az, A € X, A1 UAZ U LU A = X, A; 0 Aj = 0, hal # j(€ldiszjunktak)
Miiveletek: ~ UNIO(i,j): A;és Ajhelyett A; U A;

HOLVAN(x) =i,hax € A; (x € X)

Kruskal-algoritmus: rendezés + élenként 2 db HOLVAN+ n — 1db UNIO.
UNIO-HOLVAN megvalositisa
Tombbel: T[x] =i, hax € 4;

HOLVAN:0(1)

UNIO: 0(n),n = |x|

Kruskal: O (elogn) + e0(1) + (n— 1) - 0(n) = O( elgn + n?)

: ,
sokélnéldominal  kevesél

Fakkal:
A; — gyokeres fa

x elem — csucs
i — gyOkér (név, ezzel azonositom a halmazt) %
HOLV AN: cstucsbol gyokérbe megyiink A
1épésszam: O (mmagassag)
UNIO: a kisebbik fat beleépitjiik a nagyobbikba: [4;| = |4;]
1épésszam: O(1), ha az elemszamot nyilvantartjuk.
Allitas
Ha kezdetben VA;egyelemli ©magassaguk mindig O (logn)
Bizonyitas: Amikor egy A;beleolvad egy legalabb ugyanakkora halmazba, mindig 1-

gyel tavolodik. Ilyenkor a halmaz mérete duplazodik = lognilyen lehet.
Kruskal: O(elogn) + e - O(logn) + (n — 1) - 0(1) = O(elogn)

12. eloadas

Minimalis feszit6fa
Kruskal algoritmus, UNIO — HOLV ANadatszerkezet, fakkal: halmaz — fa, ennek
mélysége 1ényeges.
HOLVAN (x)soran HOLV AN (y)-ra is megkapjuk a valaszt.
UNIO-HOLVAN ésszevondssal g
HOLV AN (x)futtatasakor elény, hogy Vi 7‘ g

V1Y ., Yi-ra vonatkozé ?\l Yk
oo R NN X
HOLVANGgyors lesz. 7‘ y
y 1& A 1
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Tétel
Ha egyelemii halmazokkal kezdiink, n — 1TUNIOés m > n — 1HOLV ANkérdés 1épés-

szama O (m - a(m)), ahol n az elemek, m pedig az élek szama. (—B)
a(m): Ackerman fliggvény inverze

a(m)monoton nd

a(m) —» oo,ham - o

22
a(m) < 4, ham < 222" _ 9216 _ 265536 ()

Ebbdl a Kruskal 1épésszama: O (elogn) + O(2e - a(2e)) = O(elogn) + O(e - a(2e)),

rendezés HOLVAN
¢s itt mar a masodik tag a kicsi, vagyis az algoritmus 1€pésszamat a rendezés hatarozza
meg.
Megjegyzések

Ha az ¢élstlyokat tudjuk linearis iddben rendezni (pl. a sulyok 1¢és nkozotti egé-
szek), akkor a 1épésszam O(e) + O(e - a(2e)) = O(e - a(2e))

Nyitott kérdés, hogy van-e O (e)lépésszamu algoritmus altalanos sulyok esetén.

Ismert: azt ellendrizni, hogy minimalis feszitéfa-e O (e)lépés (de megtalalni még
nem tudjuk).

Véletlen mintavétel hasznélataval elérhetd, hogy a minimalis feszitéfa talalasanak
varhato 1épésszama O (e)legyen.

Bonyolultsag
Egy algoritmusrol akkor mondjuk, hogy hatékony, ha polinom idejii, vagyis a lépés-
szama a bemenet hosszanak polinom-fiiggvénye.

Példa
n elemii halmaz 6sszes részhalmazéanak felsoroldsakor mar az eredmény is expo-
nencidlisan hosszu (tehat ha csak irunk, és nem szamolunk, akkor is sokdig tart) =nem
lehet ra polinomialis algoritmust talalni.
Bemenet n € N, keressiik 3™ értékét.
a bemenet hossza: log(n + 1)
a kimenet: log(3™)nem polinom hossza
n € N,m € N, cél 3" (modm)

3-3 3— n — 1szorzas, nem polinom logn-ben
n
négyzetre emelések modm
32modm
3*modmezek koziil a megfelelket 6sszeszorozzuk

38modm
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logndarab ilyen lesz = 0 (logn)szorzas, modulo osztas, ez logn-ben
polinom.

Dontési problémak
Kimenetiik: igen vagy nem

Példa

program pemenet

Megallasi probléma: bemenet ( P, Q )

Eredmény: Pa Qbemenettel megall-e.

Erre a dontési problémara nincs algoritmus.

Definicio

P: polinom idében megoldhatd dontési problémak

Példa

G graf 6sszefliggd: P-ben van

Definicio

NP: nemdeterminisztikus polinom idében megoldhato dontési problémak

Ha az xbemenetre a valasz IGEN, akkor van olyan polinom hosszu y(bizonyiték, ta-
na), hogy az (x, y)par egyiitt polinom idében leellenérzi, hogy ybizonyitja az IGENt
(vagyis roviden bizonyithato).

Ha az xbemenetre a valasz NEM, akkor nincs ilyen y. (Azaz A € NPha van olyan

B € P, amikor x-re A-nal IGENa valasz, akkor van olyan polinom hosszt y, hogy
(x,y)-ra B-nél is IGENa valasz. Ha x-re A-nal NEMa valasz, akkor nincs ilyen y)
Példa

H — Ggrafban van Hamilton-kor.

H € NP, mert x = G-hez yHamilton-kér mentén a pontok felsorolasa jo tanq.

y hossza = |y|polinomialis x-ben (vagyis xcsucs- és élhalmaz méretének polinom
fliggvénye).

Ellendrzés: y-ban minden pont egyszer szerepel, egymas utani pontok, az els6 és
az utols6 kozott van él. Ez jo, ha x-ben van Hamilton-kor, és nincs jo y, ha x-ben nincs
Hamilton-kor (y hordozza azt a pici informaciot, aminek segitségével el tudjuk donte-
ni, hogy xlehet-¢ jo).

Példa
OSSZETETT: nszam osszetett.
€ NP, mert 1<y<n egész ellenOrzés: y | n.

Tulajdonsag

P < NP

Nyitott: P Z NP

Aeldontési probléma: IGEN/NEM

Akomplementer probléméja (4):
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x bemenetre a valasz IGEN < A-nal a valasz NEM
Pl: 0SSZETETT= PRIM
Definicio
CONP: NP-beliek komplementerei

A NEMvélaszra van polinomialis bizonyiték, azaz A € coNP < A € NP
P € coNP = P € (NP U coNP)

Nyitott:P = NP N coNP

Példa
SIK: G graf sikba rajzolhaté-e
€ NP y: pontok koordinatai a sikban (racionalis, az élek szakaszok)

€ coNP y: Kuratowszki graf
= SIK € (NP n coNP), s6tSIK € P (=B)

Karp-redukcié (polinomialis visszavezetés)
A < B: Aredukcioja B-re
fpolinomialis idében szdmolhato6 fliggvény
f:Abemenetei - Bbemenetei
A(x) = IGAZ < B(f(x)) = IGAZ
P S NP
Nyitott kérdés P =? NP
P S coNP

Tulajdonsag
Ha A < Bakkor A < B G ‘
Bizonyitas: fA-bol B-re Karp redukcio @.”
Ugyanez az fjo A-bél B-ra Karp-redukcidval <
Allitas
HaA<B,B€E€ NP = A€NP
Bizonyitas: Vx-re B(x) = IGAZvan polinom hosszu ytant, amit polinom idében el-
lendrizni is tudunk.
z: bemenete Aproblémanak
f(z)tantja egy jo tani A-ra

ellendrzés: (f(z),y)-ra B-hez tartoz6 ellenérzés
kell: yhossza, ellenérzés 1épésszama polinomja zhosszanak
tudjuk: y hossza, ellendrzés 1épésszama polinomja f(z)hosszanak
Mivel fpolinomialis idében szamolhato, ezért f (z)hossza zhosszanak polinom fiigg-
vénye.
=valdban |z|-nek is polinomja

-53-



Algoritmuselmélet
eldadas jegyzet

Allitas

Ha A < Bés B € coNPakkor A € coNP
Bizonyitas: B € coNP < B € NP
A<B=>A<B=A€NP=>AEcoNP
Allitas

Ha A < BésB < C akkor A < C(tranzitivitas)

Itt a B-re vonatkoz6 programot nem hasznalhatom, csak a végén, és az eredményét el
kell fogadnom.

Bizonyitas: g
fiA<B

g:B<C

g(f (x))Karp-redukcio A < C

A(x) = IGAZ & B(f(x)) = IGAZ < C(g(f(x))) = IGAZ

¢és polinom idében szamolhato x f(x) gfx) e
polid(ﬁl‘xl—ben polidélfi(x)—ben

polinomx—benis
g(f (x))polinom idében szamolhatd|x|-ben
NP-teljesség definicioja
NP-teljes az Aprobléma, ha A € NP, és VB € NP-re B < A
Tétel
3 — SZINNP-teljes
Bizonyitads
3 —SZIN € NP
tand: aq, ..., a,(egy feltételezett szinezés)
ellendrzés:Va;az1,2,3 valamelyike (tényleg max. 3 szinnel van kiszinezve)
a grafnak ncstcsa van
V ¢l végpontjai kiilonb6z6 szintiek

(Annak ellendérzésekor, hogy az algoritmus polinom idében fut mindegy, hogy

a graf éllistaval vagy matrixszal van megadva, mert egyik megadas a masikbol
poli  nom idében elball.)
NP-teljes: =B

NP-teljesség bizonyitisanak vaza
A €ENP
Vegyiink egy tetsz6leges NP-teljes problémat: B
Elég megmutatni, hogyB < A, mert ekkor VC € NP: C < B < AtehatC < A.
Ha egy NP-teljes problémara talalunk egy polinom idejii algoritmust, akkor P = NP.
Mert ANP-teljes, A € P.
Tetsz6leges B € NP,B<A =B €P = NP S P,deP € NP = P = NP,
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13. eldadas

Néhany NP-teljes probléma
Fiiggetlen pontok maximalis szama (MAXFTL)
Bemenet: Ggraf,k € N pozitiv egész.
Van-e kfiiggetlen pont (azaz a(G) = k)?
Tétel
AMAXFTL NP-teljes
Bizonyitas
€ NP

3 —SZIN < MAXFTL
f:G - G', k fiiggvény legyen olyan, hogy:

3 szinnel szinezheté & G'-ben van kfiiggetlen
>
|((V(G))

V
QD G'-ben létrehozunk G-bdl 3 példanyt, egy pont
mindharom példanyat 6sszekotjik. K =

%D _J G Tudj?k, ’hogy ){(G) < 3 G’k.om’p(,)'nensei.t s’zi-
< [ s > nezziik Gigy, mint G-t, és az i.szin{i pont i.pél-
G- danya keriiljon bele a fiiggetlen ponthalmazba.
fgy G'-ben valdban talalunk kdb fiiggetlen

pontot.

57<:”

Az el6bb megkonstrualt G'grafban van kdb fliggetlen pont, és ezek kozott minden G-

beli pontosan egyszer fordul elé. Az i.komponensbeli pont az i.szint kapja. Tehat Gva-

l6ban 3 szinnel szinezhetd.

Maximalis klikk mérete (MAXKLIKK)
Bemenet: Ggraf, kpozitiv egész szam.
Van-e¢ k pontu teljes részgraf G-ben (w(G) = k)?
Tétel
A MAXKLIKKNP-teljes
Bizonyitas
NP-beliség: tanti adott kpont, ezekrdl kell ellendrizni, hogy teljes részgrafot hataroz-
nak-e meg.
Kell: MAXFTL < MAXKLIKK
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(G, k) — (G', k"hozzarendelés igy, hogya(G) = k © w(G') < k'
A keresett fiiggvény: f: G' = G, k' = k, és ez tényleg polinom idében szamolhato.

Hamilton-kér (H)
Bemenet: Ggraf
Van-e Hamilton-kor G-ben?

Hamilton-i¢ (HUT)
Bemenet: Ggraf
Van-e Hamilton-ut G-ben?

Adott végpontii Hamilton-it (H-s-t-UT)
Bemenete: Ggraf, s, tcsucsok.
Van-e olyan Hamilton-ut, aminek végpontjai sés t?
Tétel
AH, HUTés H — s — t — UTiranyitott és irdnyitatlan esetben is NP-teljesek. =B

3 dimenzios hazasitasi probléma (3DH)

—,,ez a fill ezzel a lannyal és ezzel a kutyéval igen :)”

Bemenet: x, y, zazonos elemszamu halmazok.

Van-e olyan hazasitas (x, yész egy-egy elemének dsszerendelése), ami
minden pontot pontosan egyszer fed le?

Tétel
A 3DHNP-teljes. (nem bizonyitjuk)

)90

Pontos fedés harmasokkal (X3C)
(exactly 3 cover)
Bemenet: Xalaphalmaz, és ennek néhany haromelemt részhalmaza: {Fy, F,, ..., Fj.} S

X
Ki tudunk-e valasztani ezek koziil néhany olyan paronként diszjunkt F;-t, hogy ezek-

nek az unidja pontosan Xlegyen?
Matematikai nyelven megfogalmazva: van-e olyan I < {1,2, ..., k}, hogy vue] F; =X,
l
essFNF = @hai = j,i,j €1?
Tétel
X3CNP-teljes. (nem bizonyitjuk az 6ran)
Megjegyzés
X2Caltalanos grafban teljes parositas € P.
Részhalmazosszeg (RH)
Bemenet: s4, s, ..., s, = Oegészek, b > Oegész
Van-e I € {1,2,...,n}, hogy Yie; S; =b?
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Particié (PARTICIO)
Bemenet: s, ..., s, = Oegészek
Van-e I € {1,2,..,n},hogy ¥ic; Si = Xjer S;?

Hitizsak (HATIZSAK)
Bemenet: s4, ...,8, = 0, v4,...,v, = 0, b = 0¢s k = Oegészek
Van-e I € {1,2,...,n},hogy Yic; Si<bésXie vi=k
Tétel
RH, PARTICIO, HATIZSAKNP-teljes. (ezeket nem bizonyitjuk)

Részgrdf izomorfidja (RESZGRAFIZO)
Bemenet: G4, G,graf
Van-e G,-nek G,-vel izomorf részgrafja?
Ez is NP-teljes, visszavezetheté raa H,a MAXKLIKKés a MAXFTLIs.

Grdf izomorfidja (GRAFIZO)
Bemenet: G4, G,graf
Izomorfak-e?

In NP, tanti az izomorfizmus

?
Nyitott kérdés, hogy € P, vagy NP-teljes, vagy egyik sem.

Nyelvek
dontési problémak —L nyelv: az IGAZvalaszokhoz tartoz6 bemenetek halmaza x € L
P, NP tekinthetd nyelvek halmazaként (nyelvosztaly).

14. el6adas

Linearis programozas
Yi=1  aijX; < bjadott egészek, xq, ..., xyismeretlen, x; > 0, minden j-re.
A cél olyan ¢j-k megtalalasa, amikre Yc;x; maximalis, ¢y, ..., cpadott egészek.
@
célfv. irany

Példa

Mondjuk két haromszdgben geometriai tartalom: egyenldtlenség— félsik

Ezt hatarozza meg az
egyenl6tlenség-rendszer

Algoritmusok
Szimplex modszer (Dantzig, 1947)
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Maximum csak a csucsok valamelyikében lehet, ezért ezeket kell mind megvizsgalni.
Ez az algoritmus exponencialis, de a gyakorlatban jol miikodik.

Ellipszoid modszer (Haczina, 1979)

Polinomialis algoritmus, melyet azonban csak nagyon nagy értékeknél szokas hasznal-
ni, igy a gyakorlati felhasznalhatdsaga korlatozott.

Belsd pont modszer (Karnavkor, 1984)

Az ellipszoid modszer tovabbfejlesztése, a gyakorlatban is jol hasznalhato.

Egész értékii programozas
Roviditése: EP.

Akkor hasznaljuk, ha egész megoldasok sziikségesek, azaz x; x, ..., x, € Z.

Tétel
Az EP dontési valtozata NP-teljes.
Mar maga az NP-beliség se trividlis, ehhez is az kell, hogy 1étezzen rovid megoldas.
Példak
MaxFTL atfogalmazasa EP feladatra
A graf csucsait jeloljiik x;-vel, 0 < x; < 1, vagyis a cstcsok értéke nulla, vagy egy.
{iL,j}él-x;+x <1
A maximalis fliggetlen halmaz tehat: max) x;
Fliggetlen halmaz = {i: x; = 1},
Azaz a szomszédos csucsok koziil legfeljebb az egyik lehet benne a kivalasztott csu-
csok halmazéban, és a lehetd legtobb cstuics bevalasztasara toreksziink, tehat a fligget-
len pontok halmaza az a halmaz lesz, ahol a csucsok értéke egy.
(konnyti belatni, hogy ez a probléma is NP-teljes)
A Kz grdf

0<x;x,x3<1 /
x1 + x5 < Imax} x;kell

2X; + 2X, + 2x3 9 3x; + x3 < 1litt most nem csak egész
X, + x3 < Imegoldast keresiink

1 . C e
X1 =Xy =Xz =7 aximalizalja ) x;-t.

Tandcsok nehéz problémak esetére
Probaljunk eldszor egy specialis esetet megoldani, példaul a leghosszabb 1t ke-
resése dag-ban konnyt, ellenben éaltaldnossdgban nehéz feladat.
Elagazas és korlatozas, dinamikus programozas — el6fordulhat, hogy a talalt al-
goritmus Iépésszama exponencidlis lesz, azonban segitségilinkre lehet ezen
modszerek alkalmazésa.

Kozelito algoritmusok
Maximalizalasi feladat
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Az optimalis érték: OPT

c-kozelitd algoritmus: egy olyan megoldast talal, amelynek értéke = ¢ - OPT(a j6 algo-
ritmus 1-hez kozelit)

Minimalizdlasi feladat

c-kozelité < ¢ - OPT c=1

Megjegyzés

Az 1-kozelitd algoritmus az optimumot talalja meg.

Példa
G graf, a fliggetlen ¢élek maximalis szamat keressiik (ez megegyezik a maximalis paro-
sitds probléméjaval, amire van polinomidlis algoritmus)
Mohé algoritmus
Az algoritmus fiiggetlen éleket vesz, amig tud.

Linearis a futdsa, O(n + e)a lépésszama.

A megtalalt fliggetlen élek szama > @ > @ = g, azaz az algoritmus %—kbzelitb’.
Utazé liigynok
Adott egy Giranyitatlan graf, az élein sulyok, s: & - R

A feladat minimalis stlyt Hamilton-kor taldlasa.

Dontési valtozat
Adott G, s, k, 1étezik-e legfeljebb ksulya Hamilton-kor G-ben?

Tétel
A probléma dontési valtozata NP-teljes.

Bizonyitas
€ NP: tanu a csucsok felsoroldsa — polinom hosszu.
Ellendérzés: Minden csucs pontosan egyszer szerepel, a szomszédok kozott és 2 vége
kozott van €1, igy az Osszsuly legfeljebb klehet.
A Karp-relaciorol
A karp-relacio voltaképpen egy nehézségi relacid, mely munkankat ugy segiti, hogy
konnyebb problémakra vissza tudjuk vezetni az éppen aktualisat. Tehat, ha felirjuk azt,
hogy H <, akkor H probléma nem lehet nehezebb a masiknal, melyet (a masik prob-
1émat megfelelden kivalasztva) esetleg konnyebben tudunk megoldani, vagy megolda-
sa mar adott.
Jelen esetben vegyiik a kovetkezd halmazt: G —» G*, s = 1, k = |[V(G)|. A megoldas
ezutan a kovetkezo lesz: sokszor G = K,,, a G-beli nem-¢lek nagy sulyt kapnak.

Tétel
Ha valamilyen ¢ > 1konstansra van polinomidejii c-kozelit6 algoritmus az utazoigy-

nok problémara, akkor P = NP
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Bizonyitads
Ilyen algoritmussal eldonthetd lenne a H-probléma.

2. probléma utazoiigynokre

n =Vl Ky, D@ J) ={1’f ?Ei'fﬁlf g)

Erre a problémara utazé ligynok:

Ha G-ben van Hamilton-kor, akkor van nértékii megoldas (minden éI sulya egy)

Ha G-ben nincs Hamilton-kor, akkor minden megoldas értéke nagyobb, mint ¢ - n +
n(mert belekeriil néhany nagy sulyu €l is)

Ha a c-kozelit6 algoritmus legfeljebb ¢ - nértéki megoldast ad, akkor G-ben van Ha-

milton-kor, ha pedig nagyobbat, akkor nincs nértékii kor, igy Hamilton-kor sincs G-
ben.

Euklideszi utazéligynok
Definicio

Az utazoiligynok egy olyan valtozata, melynél a stulyokra teljesiil a ha-

romszog-egyenlotlenség: G = K,,, u
s(u,v) < s(u,w) + s(w, v), minden u, vés wesucsra. /
Tétel

Ennek a dontési valtozata is NP-teljes.
(nem bizonyitjuk)

2-kozelito algoritmus
A minimalis sulyt feszitdfa Fkeresésére van
polinomidejli algoritmusunk, érdemes tehat
ezt hasznalni, ,,menjiink korbe a fan” (kiviil-
r6l, a sziirke vonal mentén), és vagjuk le a
visszatéréseket. Ekkor preorder sorrendben
jarjuk be a grafot, tehat végeredményképp
egy Hamilton-korét fogjuk kapni.
Ennek stlya legfeljebb 2s(F)lesz.

A Hamilton-kor megegyezik egy Hamilton-uttal, valamint egy hozzavett megfeleld él-
lel, elébbi sulya megegyezik a feszitéfaéval, tehat legalabb s(F)lesz, mig utébbi stulya
legalabb nulla.

Ladapakolas
Leiras
1 méretii 1adak vannak, ezekbe kell elhelyezniink ndarab targyat, melyek mérete
S, S, 0 <s; <1, s; € Q. A célunk minél kevesebb ladaban elhelyezni minden tar-

gyat.
Tetel
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A probléma dontési valtozata NP-teljes.
(nem bizonyitjuk)

Kozelito algoritmusok
First Fit
Sorban minden targyat az elsd olyan ladaba helyezziik, melybe belefér. Konnyti belat-

ni, hogy ez az algoritmus polinomidejii.
1,1,1,2, 2, 2

Példaképp vegyiink hat targyat, a stlyuk legyen 733335 Az optimalis elrendezést
akar fejben is elvégezhetjiik konnyen, OPT = 3lada, mig az algoritmussal FF = 4,
lathato tehat, hogy az algoritmus nem optimalis. De vajon akkor milyen hatasfoka?
Be tudjuk bizonyitani, hogy ez egy 2-kozelitd algoritmus, mégpedig a kovetkezokép-
pen:
A ladak, legfeljebb egy darab kivételével tobb, mint a feliikig tele vannak, kiilonben
két ilyen (kevesebb, mint a feléig megtelt) lada tartalma egymasba keriilt volna. Ez azt
eredményezi, hogy két ilyen lada egyiitt, tobb, mint 1 méretii targyat tartalmaz.
Ha Llada van, +L-2<)%, s;<OPT.

kivétel valamelyik
Tétel
Minden bemenetre FF < [1,7 - OPT]

Létezik olyan bemenet, hogy FF > 1,7 - OPT — 1
First Fit decrementary algoritmus

Ez az algoritmus eldszdr csokkend sorrendbe rendezi a targyakat, majd alkalmazza ra-

juk az el6bb tanult First Fit algoritmust.
Tétel

Minden bemenetre FFD < % OPT + 4
Létezik olyan bemenet, hogy FFD > % OPT.
Tétel

Minden e-ra van 1 + e-kdzelitd, polinom idejt algoritmus.
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