Bevezetés a szamitaselméletbe II.
2007. FEBRUAR 14.
1. gyakorlat: Fuler- és Hamilton bejdrdsok

Informécidk: http://www.cs.bme.hu/~tothagi

1. Elkészithet6k-e a ceruza felemelése nélkiil az
alabbi dbrak dgy, hogy minden vonalon pon-

tosan egyszer haladunk végig?

2. Héanyszor kell minimalisan felemelni a ceruzat

az alabbi graf lerajzolasa soran?

3. Igazoljuk, hogy ha egy graf minden pontjanak
a foka 4, akkor élei szinezhetOk piros és kék
szinekkel 1gy, hogy minden ponthoz két piros

és két kék €l illeszkedjék!

4. Mutassuk meg, hogy ha G-ben van Euler-kor,
akkor minden vagasaban péaros sok él van!
Igaz-e ez visszafelé, ha tudjuk, hogy a graf

Osszefiiggd?

5. Van-e abban a grafban Euler-ut, melynek

fokszamai a kovetkezok: 4,4,4,4,4,3,3,2,2,27

6. Egy egyszertt G graf csucsait az 1,2,...,100
szamok jelolik. Az i és j cstucsok kozott pon-

tosan akkor vezet él G-ben, ha |i — j| < 2.

(a) Tartalmaz-e G Euler-kort, illetve utat?

(b) Hamilton-kort, illetve utat?

7.

10.

11.

12.

13.

14.

Van-e a kovetkezo grafokban Hamilton-kor, il-
letve ut?

Be lehet-e jarni 16val egy 4 x 4-es sakktablat?

Legaldbb hany éle van egy olyan hat pontu
grafnak, melynek van Hamilton-kore?

Legfeljebb hany éle van egy olyan hat pontu
grafnak, melynek nincs Hamilton-kore?

Bizonyitsuk be, hogy ha egy egyszeri grafnak
n—1

2
nem biztos, hogy tartalmaz Hamilton-kort, de
ha ennél 1 éllel tobb, akkor mér biztosan lesz
benne.

n csicsa és + 1 éle van, akkor még

Mutassuk meg, hogy n > 5-re igaz az aldbbi
két allitas!

(a) Létezik olyan n csicst G graf, hogy G is
és G is tartalmaz Hamilton-kort.

(b) Létezik olyan n csicst graf, hogy sem G,
sem G nem tartalmaz Hamilton-kort.

Lassuk be, hogy egy 2n — 1 pontd grafban,
ahol minden csics foka legaldbb n — 1 létezik
Hamilton-t!

Egy hotelba egy 100 f0s tarsasag érkezik, akik
koziil kezdetben barmely két ember jéban van
egymassal. Esténként egyetlen nagy kerek asz-
tal koriil il le mindenki. Sajnos egy vacsora
alkalmaval az egymas mellé keriilt emberek
Orokre Osszevesznek egymédssal. A tdrsasag
minden vacsora el6tt ugy il le, hogy min-
denki a szomszédjaival jéban legyen. Ha ez
lehetetlen, akkor az Gsszes résztvevo még az-
nap este haza megy. Bizonyitsuk be, hogy le-
galabb 25 éjszakat a hotelban tolt a tarsasag!
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. Akkor és csakis akkor létezik Euler-iit az adott
grafokban, ha a péaratlan foku pontok szama 0
vagy 2. Ez az els6 és a 3. grafra teljestil. (A
harmadikban Euler-kér is van, mert minden
pont foka paros.)

®

®

. Minimalisan 1-szer kell felemelni a ceruzat,
mert 4 db pératlan fokd pontja van. (Ha
vennénk egy olyan élet, amelyik két paratlan
foku pontot kot Ossze, akkor ezt az élet el-
hagyva a grafban mér lenne Euler-ut. Tehat
a maradék grafot le tudjuk rajzolni ceruza-
felemelés nélkiil.)

. A grif minden pontja péros fokud, tehat van
benne Euler-kér. Raadasul ez az Euler-kor
péaros hosszt, mert az élek szdma e = 4o
péaros. Ha az Euler-koron végigmenve felvaltva
szinezzik ki az éleket, akkor ez egy a feladat
altal kért jo szinezést eredményez.

. Minden zart sétat minden vagas paros sok
élben metsz. (Ezt bizonyité vicc: Arisztid:
-En tegnap 4-szer is atmentem a Dunén.
Taszil6: -Az semmi, én 9-szer. Arisztid: -
Akkor tegnap sem aludtdl otthon?!?) Az
Euler-kort is paros sok élben metszi minden
vagas. Az Euler-kor minden élen pontosan 1-
szer halad &t, ebbdl adddik, hogy az Osszes él
koziil minden vagésba péros sok él keriil bele.
A masik irany: Vegyik a pontokat izoldld
végdsokat (azokat az éleket, melyek egy
pontbdl indulnak ki). Ezek péros sok élet
tartalmaznak a feltétel szerint, vagyis minden
pont foka paros, amibdl adédik, hogy létezik
Euler-kor.

. A fokszamai alapjan lehet, azonban kérdéses,
hogy Osszefiliggo-e. Azonban ezekkel a
fokszamokkal lehet ez is, az is. Példaul ha

o T o 11

(a) A pératlan fokd pontok szdma tehat 2,
ezért Fuler-utat tartalmaz, de Euler-kort
mar nem.

(b) Hamilton-utra példa: 1,2,3,...,99,100
Hamilton-korre példa:
1,2,4,6,...,98,100,99,97,...3,1

7. Az elsé grafban nincs Hamilton-kor (és it

10.

sem), mert elvéve 4 pontot a graf 6 kompo-
nensre esik szét, tehét sériil a Hamilton-kor (és
ut) létezésének sziikséges feltétele. A mdasodik
grafban Hamilton kor is van (igy természetesen
ut is):

Nem lehet. Vegyiik azt a grafot, melynek
pontjai a sakktabla mezo6i és két pont kozott
fut él, ha az egyik mez6rél loval at tudok
lépni a masikra. Pontosan akkor jarhaté be
a sakktdbla loval, ha ebben a grafban létezik
Hamilton-it. Az pedig nem létezik, mert a
ko6zéps6 4 mezonek megfelel6 pontot elvéve, a
graf 6 komponensre esik szét:
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wljlojlo] b

Legaldbb 6, mert egy 6 hosszi kort keresiink.

Legfeljebb 11. Ennyi lehet, mert egy teljes
5 pontu grafhoz hozzavéve egy élet még nem
lesz Hamilton-kor a grafban. 12 él esetén
viszont mér biztosan lesz! Ehhez azt fogjuk
belatni, hogy teljesiil az Ore-feltétel, tehat
barmely két pontot véve, azok vagy Ossze van-
nak kotve, vagy a fokszamaik Gsszege legaldbb
6. Vegyiink tehdt két tetszoleges pontot, u-t
és v-t. Ezeken kiviil legfeljebb 6 élet tudunk
behtzni a grafban. A t6bbi 6 él behuzdsaval
egyenként novekszik u vagy v fokszama, tehét



végiil a két pont fokszaménak 6sszege legaldbb
6 lesz.
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11. A gondolatmenet megegyezik az el6z6 fela-

datéval. A teljes n — l-pontu grathoz 1
élet hozzavéve még nem keletkezik Hamilton-
kor.  Ennél tobb élre ismét az Ore-feltétel
teljestilését fogjuk igazolni. Az élek szama

tehat ebben az esetben e = ( n; 1 ) +2 =

( " ; 2 ) + n. Tetsz6leges két pontot véve

a tobbi pont kozott legfeliebb | 5 2 a
mehet. A maradék n él hozzavétele viszont
egyenként noveli valamelyik pont fokszamét
az adott kettd koziil, ezért végiil a fokszamaik

Osszege legalabb n lesz.

() {3
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12. Mutassuk meg, hogy n > 5-re igaz az alabbi

két allitas!

(a) n = 5-re az 6t hosszd kor j6, mert en-
nek komplementere szintén egy 5-hosszi
koér. Nagyobb n-ekre is j6 az m-hosszi
kor, ugyanis a komplementer grafban tel-
jesiil a Dirac feltétel (mert minden pont
foka: d(i) = (n—1)-2 =n—-3 > %), ezért
a komplementer grafban is lesz Hamilton-
kor.

Az el6z6 feladatban szerepld elsé graf egy
jo példa, ugyanis abban nincs Hamilton-
kor, a komplementere viszont egy csillag-
graf, amiben szintén nem lehet Hamilton-
kor.

13.

14.

Vegyiink hozza a grafhoz egy pontot, és kossiik
Ossze a graf Osszes csucsaval. Az igy kapott
gréfban minden pont foka legaldbb n (az 1j
pontnak 2n — 1, a régieknek pontosan n a
foka). Ebben az 1j grafban tehat taldlhatd
Hamilton-kor. Ez utan mar egyszeri meggon-
dolni, hogy ha elhagyjuk a hozzdadott pontot,
akkor a maradék (eredeti) grafban egy Hamil-
ton Ut biztosan fog maradni.

Konstrualjunk egy grafot a feladathoz a
kovetkezOképpen: a graf pontjai legyenek
az emberek, és két ember pontosan akkor
legyen 6sszekotve, ha joban vannak egymassal.
Ebben a grafban egy Hamilton-kor pon-
tosan megfelel egy jo leiiltetésnek az asztal
koril. Azt kell csak beldtnunk, hogy 25
estén keresztiil akarhogy is valtozik a graf élek
torlésével (egy élet pontosan akkor torlink,
ha két ember Gsszeveszik egymadssal) mindig
taldlhatunk benne Hamilton-kért.  Ennek
beldtasara a Dirac-feltétel teljesiilését fogjuk
igazolni. Az elsd este még mindenki jéban
van mindenkivel, tehat a pontok fokszama 99.
Mindenki minden este pontosan 2 emberrel
veszik Ossze, tehat mindenkinek 2-vel csokken
a fokszdma egy este utdn. 24 este utdn min-
den pont fokszama 51 lesz, tehat még teljesiil
a Dirac-feltétel (51 > 150). Ezért a 25. estére
is biztosan lesz Hamilton-kor a grafban, vagyis
talalhatunk egy jo iiltetést.
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.
23.

Hany szin sziikséges az aldbbi graf pontjainak
kiszinezéséhez?

Legyen V(G) = {1}1, NN 7’0100}7 ahol V; és Uj
kozott akkor és csak akkor megy él, ha 7 >
|i — j|. Mennyi G kromatikus szdma?

A sakktdbla mez6i alkossdk most a grafunk
pontjait. Koztiik él pontosan akkor menjen, ha
az egyik mezordl a masikra bastyaval el tudunk
lépni. Hany szinnel szinezhetd ez a graf?

G csicsai legyenek az természetes szamok, és
legyen az n és m csics Osszekdtve pontosan
akkor, ha n + m pératlan. Hatdrozzuk meg

X(G)-t!

Mutassunk egy olyan grafot, melyben nincs
teljes 4 pontu részgraf, de nem szinezheto ki
3 szinnel.

Legyen G és H két kiilonbozé graf (dis-
zjunkt ponthalmazokkal). Készitsiink bel8litk
egyetlen F' grafot ugy, hogy G minden pontjat
0sszekotjiik H minden pontjaval. Bizonyitsuk
be, hogy X (F) = x(G) + x(H).

Bizonyitsuk be, hogy minden gréafnak sor-
barendezhetdk gy a csicsai, hogy ha ebben
a sorrendben szinezziik a grafot moho algorit-
mussal, akkor x(G) szint hasznalunk.

Bizonyitsuk be, hogy a(G) - x(G) > |[V(G)|!

Bizonyitsuk be, hogy x(G) - x(G) > |V (G)|!

25.

26.
27.

28.

29.

30.

31.

32.

. Ha tudjuk, hogy két szinnel szinezhet6 az n

csucsu G graf, akkor mennyi lehet legfeljebb
az élek szama?

Tegyiik fel, hogy a G grafot megszineztiik x(G)
szinnel; legyen ezek koziil a szinek koziil kettd
a piros és a kék. Bizonyitsd be, hogy ekkor
talalhato a grafban két szomszédos csics, ame-
lyek koziil az egyik piros, a mésik kék.

Lassuk be, hogy |E(G)| > (X&)

A G egyszeri grafban 2006 darab kivételes
ponttdl eltekintve minden pont foka legfoljebb
2005. Bizonyitsd be, hogy x(G) < 2006.

Hatarozzuk meg az 0Osszes olyan 10 csicst
egyszerli G grafot, amelyre x(G) = 2, de
barhogy htzunk be G-be egy 1j élet (két nem-
szomszédos csicsa kozé), a kapott G’ gréfra
x(G') > 2!

Egy G graf csticshalmaza legyen a V(G) =
{1,2,3,...,100} halmaz. Egy z € V(G) cstics
akkor legyen szomszédos az y € V(@) csticesal,
ha x # y és 100 < z-y < 400. Hatdrozzuk meg
X(G) értékét!

Legyen G olyan graf, melyre x(G) = k. Bi-
zonyitsuk be, hogy G élei iranyithaték ugy,
hogy a leghosszabb iranyitott ut legfeljebb k
pontot tartalmazzon! (Az élek irdnyitdsa azt
jelenti, hogy minden él egyik végére egy nyi-
lat tesziink. Irdnyitott 1t azt jelenti, hogy gy
tesziink meg egy utat a grafban, hogy a nyi-
lakkal szemben nem haladhatunk.)

Legyen G egy olyan egyszerii graf, amelynek
pontjai szamozhatdak gy, hogy minden pont
legfeljebb ketté nala nagyobb sorszamuval
szomszédos. Igazoljuk, hogy x(G) < 3.

Adott a sikban néhany egyenes ugy, hogy
semelyik hdarom nem megy &t egy ponton.
Legyen G az ezek altal meghatarozott graf: G
csucsai az egyenesek metszéspontjai, két csiics
pedig akkor szomszédos, ha ez egyik egyenesen
szomszédos metszéspontok. Mutassuk meg,
hogy x(G) < 3!
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15. A szinezéshez 4 szin sziikséges és elégséges is. Ugyanis van a grafban egy
teljes 4 pontu graf, tehat a klikkszam, és igy a kromatikus szam is legalabb
4. Egy 4 szinnel torténd jo szinezést pedig lehet taldlni:

Megjegyzésl: a fentieket témoéren a 4 < w(G@) < x(G) < |SZ;| = 4
egyenl6tlenséggel fejezhetjitk ki, ahol |SZ;| egy j6 szinezés szinszdmét
jeloli. A késébbiekben ezt a jelolést fogjuk haszndlni.

Megjegyzés2: a grafot le lehet rajzolni élkeresztez0dés nélkiil is, tehat a
graf sikbarajzolhaté, igy a 4-szin tétel alapjan a kromatikus szamra fels6
korlatként adddik a 4. (Agyival verébre).

16. Vegyiik észre, hogy példaul a vy, va, . . ., vg pontok egy teljes 8-pontu részgrafot
adnak. Mar csak egy 8 szinnel torténd jo szinezést kell talalnunk. Szinezziink
ki minden pontot azzal a szdmu szinnel, ahany maradékot ad az indexe
8-cal osztva. (Tehdt kiszinezziik az els6 8 pontot 8 szinnel majd a 9.-ket
az 1. szinével, a 10.-ket a 2. szinével és igy tovébb...) Konnyi ldtni, hogy
ez egy jo szinezés.

17. Megint taldlhatunk egy 8-pontu teljes grafot, példaul a sakktédbla egy
sordnak megfelelé6 pontokat. A 8 szinnel torténd jé szinezésként pedig
példdul ugy adhatjuk meg az i-edik sor j-edik soraban levé mezd szinét,
hogy az legyen az i + j nyolccal val6 osztdsdnak maradéka. (Vagyis egy
sort kiszineziink 8 szinnel, és mindig eggyel elcstcstatva szinezzik ki a
t6bbi sort.)

Nv{w|s|lo|lo|Nw]|o|r
wls|lo|lo|~w]|o]|r]|N
AloJlo|N]|]o]|FL,|N]|]®W
alo|~N|lo|r|Nv]|w]|s
o|lv|lo|lr|Nv]w|s]|o
~N|lo|r|v]o|ls]|lo|o
olr|v|iw|s]|lo|lo|~
RrIv]|w|[s]lo|lo |~

18. A kapott graf paros, hiszen a paratlan pontok k6zott és a pdros pontok
kozott sem megy €l, hiszen ezek Osszege paros. Egy graf viszont akkor és
csak akkor paros, ha a kromatikus szama 2.

19. Vegyiink egy Cs-0t és egy hatodik pontot, amit Gsszekdtiink a C5 min-
den pontjaval. Ebben a grafban nyilvan nincs Ky, és 3 szin nem eleég
kiszinezni, hiszen a Cs-hoz kell 3 szin és egy tovabbi a hatodik csticshoz.



20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

Azt kell észrevenni, hogy F-ben a két részgraf pontjai nem kaphatnak
azonos szint, mert minden G-beli pont Ossze van kotve minden H-beli
ponttal. Ezért x(G) + x(H)-nél kevesebb szin nem lehet elég a szinezésre,
mert ellenkezo esetben valamelyik részt ki tudnénk szinezni a kromatikus
szamanal kevesebb szinnel is. Ennyi szin viszont elég, hiszen az eredeti
szinezések (ha kiilonbozdre szdmozzuk a két részgraf szinosztélyait), akkor
egy jo szinezést adnak.

Vegyiik a graf egy jo szinezését, aszinek alapjan készitsiik el a sorba
rendezést, hogy a csiicsokat szinek szerint soroljuk fel, és ekkor a Moho
szinezés jo szinezést ad vissza.

Legyenek C1, Cy, . .., Cy () a gréif egyik legjobb szinezésével kapott szinosztéalyok.

Ekkor nyilvanvals, hogy |C;| < «(G), mivel minden szinosztdly fiiggetlen
pontokbol all, és mivel a szinezés a graf ponthalmazanak egy particiéja,
ezért: |V(G)| = |C1| + |Co| 4 - - 4+ [Cy)| < a(G) - x(G) adédik.

Az allitas az eléz6 feladat eredményébdl és a x(G) > w(G) = a(G) ismert
Osszefiiggésbol adédik.

Ha G két szinnel szinezhets, akkor G paros graf, m és n — m méreti
pontosztélyokkal, ekkor legfeljebb m(n—m) éle lehet, szdmtani és mértani
kozepekrol tudjuk, hogy:

m-+n—m 27712
4

m(n—m):( m(n—m))2§< 5

Ez el is éretik, ha a pontokat minnél inkabb két egyenlo részre bontjuk.

Inderekten médon vizsgaljuk meg, mi lenne ha nem lenne semelyik kék és
piros kozott él. ekkor megtehetnénk, hogy minden piros pontot egymas
utan kékre fessiink at. Ekkor azonban eggyel csokkenne a felhasznanlt
szinek szdma, ami ellentmondds, hiszen x(G) szint hasznaltunk fel erede-
tileg.

Bontsuk fel ismét G pontjainak halmazat szinosztalyokra a legjobb szinezés
szerint! Ekkor két szinosztaly kozott legalabb egy élnek futnia kell, mert
ellenkez6 esetben a két szinosztaly pontjai fliggetlenek lennének, és sszevon-
hatnank oOket egy szinosztdlyba. Ha viszont minden szinosztaly kozott
megy legaldbb egy él, akkor ez x(G) db szinosztalyra legaldbb (X)) élet
jelent.

Mutatunk egy szinezést ami 2006 szint hasznal fel. Vegyiik a 2006 darab
kivételes pontot és szinezziik ki 2006 kiilénbozé szinnel. A maardék csiicsokat
pedig Mohé moédszerrel szinezziik, ekkor nekik mar elég lesz 2005+1 szin,
tehat ki tudjuk szinezni 2006 szinnel.

G paros graf, de barhogy hiizzunk be plusz élet, mar nem lesz péaros graf,
tehdt G teljes paros graf. Hany kiillonb6z6 10 pontu teljes paros graf van?



29.

30.

31.

32.

A nem nagyobbik osztdly mérete 1,2,3,4,5 lehet, tehdat 5 ilyen graf van
izomorfia erejéig.

Vegyiik észre 10, 11,. . ., 20 teljes részgrafot alkot, mig ellenben az 1,2, ...,10
illetve a 20, 22, ..., 100 pontok két fiiggetlen ponthalmazt. Tehdt a w(G) >
11, ekkor ha mutatok egy 11 szint hasznal6 szinezést, akkor belattam,
hogy x(G) = 11. Tehdt szinezziik ki 11 killonbozd szinnel a 10,...,20
pontokat, majd mivel 1,2,...,9 se egymassal, se a 10-zel nincs 6sszekotve
adjuk nekik a 10-es szinét, hasonldéan a 21,...,100 pontok megkaphatjak
a 20-as szinét.

Vegyiik a graf egy olyan x(G) szinnel torténd j6 szinezését, ahol a szineket
szamok reprezentdljdk. Ezek utdn minden élet iranyitsunk a nagyobb
7szin” felé. Ez jé lesz, hiszen egy irdnyitott Ut egy szinosztalybol csak egy
csucsot tartalmazhat.

Mohé szinezést alklamazunk. A csticsok forditott szamozasdval. Ez azért
jO, mert igy a szinezés folyaman az aktuédlis csticshoz legfeljebb két szinezett
cstcs kapesolodik, igy chi(G) < 3

Az eloz6 feladatot alkalmazva, csak gydrtanunk kell egy jé sorrendet.
Ehhez vegyiink fel eyg 1j egyenest ugy, hogy semelyik mésikkal ne leygen
parhuzamos. Ezt tegyiik le tigy, hogy minden pont a bal oldalara essen,
és szép fokozatos toljuk el, hoyg minden pont a jobb oldaldra keriiljon.
A pontok sorszdma legyen az, ahdnyadiknak keriilt 4t az egyenes jobb
oldalara. Ez nyilvan j6 szamozés lesz.
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33

34.

35.

36.
37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

Mennyi a Petersen-graf élkromatikus szdma (x.)?

A G péaros, egyszerii grafban minden pont foka
r (r > 2). Osszuk fel G egy tetszbleges élét
egy ponttal. Mennyi a keletkezett G’ graf x.(G')
élkromatikus szama?

Egy kormérkézéses bajnoksdgot hany fordul6 alatt
tudunk lejatszani, ha

(a) pdros szamu jatékos
(b) pératlan szamu jatékos van a bajnoksdgban?

Mennyi (Ko, — {n darab fiiggetlen él})?

Mely n-ekre lesz L(K,,), az n-szbgpontu teljes graf
élgrafja perfekt?

Léssuk be, hogy egy paratlan kor komplementere
nem perfekt!

Bizonyitsuk be, hogy egy péaros graf komplementere
perfekt!

A G graf csucsai legyenek a 8 x 8-as sakktdbla mez6i,
és két mez6 akkor legyen szomszédos G-ben, ha egy
l6ugrasnyira vannak egymastol.

(a) Hatdrozzuk meg G kromatikus szamdt, x(G)-t!
(b) Bizonyi{tsuk be, hogy G perfekt!

Legyen G 0Gsszehasonlitdsi graf (két cstics pontosan
akkor van Gsszekotve benne, ha egy rendezés szerint
az egyik nagyobb, mint a mdsik), és legyenek az
élei tigy iranyitva, hogy a rendezés szerint mindig
a nagyobb felé mutassanak. Minden csics mellé
irjuk oda a beldle indulé leghosszabb iranyitott 1t
csucsainak szamaét.

(a) Bizonyitsuk be, hogy szomszédos csicsok mellé
nem irtuk ugyanazt a szamot!

(b) Bizonyitsuk be, hogy G perfekt!

Bizonyitsuk be, hogy egy intervallum graf komple-
mentere 6sszehasonlitasi graf!

Jelolje Dg azt a 18 éli grafot, amit dgy
kaphatunk egy 9 hosszusdga korbol, hogy a
koérben masodszomszédos pontokat is Gsszekotjiik.
Allapitsuk meg, hogy Dy perfekt graf-e!

Legyenek egy G graf csticsai azok a 10'°°-nal nem
nagyobb pozitiv egész szdmok, amelyeknek van 20-
nal kisebb primosztéja. G két csicsa pontosan
akkor alkot élet, ha a megfelel6 pozitiv egészek
relativ primek.  Allapitsuk meg G kromatikus
szamanak értékét! Igaz-e hogy perfekt-e?
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. Hatarozzuk meg a mellékelt PERT-diagrammokhoz

tartozé 0ssz-id6t és kritikus tevékenységeket.
mésodik példdban az x véltozé fiiggvényében.)

(b)

Allapitsuk meg a feladat elvégzéséhez minimélisan
sziikséges id6 hosszat az alabbi PERT diagramon:

(A

B ) E | H
1 21 1 4 1
E 5 I3
A K
3 c 5
2 5 1
h 2 4
D 1 G 2 1

Allapitsuk meg, hogy a p paraméter fliggvényében
mennyi a feladat elvégzéséhez minimalisan
sziikséges id6 az aldbbi PERT diagram altal
leirt munkafolyamatnal! Melyek a kritikus
tevékenységek?

A @G irdnyitott graf csucsai legyenek egy n elemii
halmaz Osszes részhalmazai. Az A részhalmazbdl
akkor vezessen egy iranyitott él a B részhalmazba,
ha A C B, de A # B. Az A-bdl B-be vezetd élhez
rendeljiik hozzd az |A| + |B| értéket. Hatdrozzuk
meg az igy kapott PERT feladatban a sziikséges id6t
és kritikus tevékenységeket!

Mutassuk meg, hogy egy hurokmentes iranyitott
graf  élhalmaza  felbonthaté  két  diszjunkt
részhalmazra 1gy, hogy egyik sem tartalmaz
irdnyitott kort!

A G irdnyitott grafbdl legfoljebb k él kitorlésével
elérhet6, hogy a maradék grafban ne legyen
irdnyitott kor. Bizonyitsuk be, hogy ekkor G-
ben legfoljebb k él iranyitdsanak megforditdsaval is
elérhetd, hogy a kapott graban ne legyen irdnyitott
kor.



33.

34.

35.

Bevezetés a szamitaselméletbe II.
MEGOLDASOK
5. gyakorlat: Elszinezés, perfekt grdfok

A Petersen-graf élkromatikus szdméra nézve a
Vizing-tétel alapjan elmondhatjuk, hogy 3 =
A(G) < xe(G) < A(G) +1 = 4. Tehat, ha
belatjuk, hogy 3 szinnel nem lehet szinezni az
éleket, akkor adddik, hogy x.(G) = 4. Indi-
rekt modon tegytik fel, hogy mégis tudtunk 3
szinnel szinezni. Ekkor a kiils6 5-hosszui kérén
a 3 szinbol kettét kétszer kell hasznalnunk és
a harmadik szint egyszer. Nevezziik el 1-esnek
azt a szint, amivel csak 1 élet szineztiink ki
a kiils6 koron. Ekkor az éllel nem érintkezo
3 kiill6 szine is 1-es kell legyen. Ez a hdrom
kiill6 viszont érintkezik a bels csillag mind az
ot éléhez, vagyis a belso csillagban az 1-es szint
mar nem hasznalhatjuk. Két szinnel pedig
nem tudunk kiszinezni egy 5-hosszu kort.

Beldtjuk, hogy x.(G) = r + 1, mert nem
lehet kiszinezni a graf éleit r db szinnel.
A pontok szama eredetileg péros volt, ezért
|[V(G)| = 2n+1 pératlan lesz. A fiiggetlen élek
maximalis szdma a grafban v(G) < n lehet,
és mivel az egy szinosztalyba tartozé élek is
fliggetlenek, ezért a szinosztalyok mérete is
legfeljebb n. Mivel a szinosztalyokra bontas
az élek egy particidja, igy az élek szdma a
szinosztalyok méreteinek Osszegével egyenlo:
ner+1= |E(G)] = |Ca| +|Cel +- -+ Chu (o]
A |C;| < n osszefiiggésbdl addédik, hogy az
osszeg legaldbb r+1 tagbdl 4ll, vagyis x.(G) >
r+1.

A feladat azt jelenti, hogy legaldbb hany
fiiggetlen osztalyra van sziikség az élek par-
ticiéjahoz, vagyis mekkora az él kromatikus
szam. Vizing tétel miatt ez csak n — 1, vagy
n lehet. Ha n paros, akkor elég n — 1, és ezt
a kovetkezo feladat megoldasaban be is latjuk.
Ha a n paratlan, akkor nem elég n — 1. Hiszen
egy szin osztaly legfeljebb "T_l él keriilhet, és
mivel pontosan n"T_l éle van a grafnak, ezért
kell legalabb n szinosztdly.
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Elészor azt 1atjuk be, hogy xe(Kan) = 2n — 1.
Ez szemléletesen azt jelenti, hogy egy ba-
jnoksagban, ahol paros darab csapat szere-
pel, tudunk olyan 2n — 1 fordulés sorsolédst
késziteni, hogy mindegyik forduléban jatszon
minden csapat, és végiil mindenki mindenkivel
pontosan egyszer jatszon. Egy ilyen sorsolast a
legegyszeriibben a kovetkezo abra segitségével
adhatunk meg:

Vagyis egy 2n — 1 cstcsa szabdlyos sokszog
csicsaiba és kozéppontjaba helyezziik a
pontjainkat. Vizszintesen parositjuk a
sokszog csucsait, és az egy kimaradt pontot
Osszehuzzuk a kozépso ponttal. Ezt a teljes
pérositast ha elforgatjuk mindig eggyel, akkor
2n—1 darab diszjunkt teljes parositast kapunk.

A feladat megolddsa innen mér egyszerti.
Ha egy teljes parositdst vettiink el a teljes
grafbol (vagyis egy fordulét lejatszottunk a ba-
jnoksdgban), akkor a maradék grifban még
2n — 2 diszjunkt teljes parositast talalhatunk,
vagyis Ka, élhalmaza 2n — 2 = A(G) szinnel
szinezheto.

Az el6z6 feladat pontosan azt mondja, hogy
ha n pédros, akkor w(L(K,)) = A(K,) =
Xe(Kn) = x(L(K,)), tehdt az alapgrifra
teljestil az egyenléség. Perfekt mégse lehet
a graf, ugyanis feszitett részgrafként tartal-
maz egy paratlan csucsbdl allé teljes grafot
(G" = Kapy1), errdl pedig beldtjuk, hogy
Xe(G') > A(G') = 2k. Ugyanis a fiiggetlen
élek maximaélis szédma v(G') < k vagyis egy
fiiggetlen élhalmazban, igy egy szinosztalyban
is legfeljebb k db él szerepelhet. Ezért, mivel a
szinezés egy particidja az élhalmaznak addédik,
hogy G — |E(GQ)| = |Ci] + [Cal +
-+ |Cy (e, ahol |C;| < k. Ebbdl pedig
kovetkezik, hogy a fenti 6sszeg legalabb 2k + 1
tagd kell legyen (és ennyi szin elég is), vagyis
X@(K2k+1) =2k + 1.

Ha G = Cypy1, akkor a(G) = w(G) = k, mert
egy figgetlen ponthalmazba nem keriilhet-
nek be a kor szomszédos pontjai. Viszont
a(G@) = 2, mert csak két egymdst kovetd
korbeli pont lehet fiiggetlen a kor komple-
menterében. Ez azt eredményezi, hogy |C;| <
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2 minden szinosztalyra. Ekkor viszont a graf
pontjainak szdma: 2k + 1 = |V(G)| = |Cy| +
|Ca|+- - -+[Cy ()| amibél adédik, hogy x(G) >
k + 1. Ezért a graf nem lehet perfekt.

El6szor is meg kell jegyezniink, hogy minden
részgrafis egy paros graf komplementere, ezért
az egyenlOséget csak egy ilyen G grafra kell
igazolni. Megmutatjuk, hogy ha v(G) az ere-
deti péaros grafban a fiiggetlen élek maximélis
szdma (vagyis egy maximdlis parositéds), akkor
G-ben w(G) = x(G) = |V(GQ)| — v(G). Kénig
és Gallai tételeibdl ugyanis kovetkezik, hogy
w(@) = a(G) = V(G| — v(G). Ha pedig
egy maximélis teljes parositas végpontjait
azonosra szinezzilk G-ben, a tobbi pontot
pedig kiilonbozére, akkor adtunk egy |V (G)| —
v(G) szint haszndlé j6 szinezést, amibdl mar
kovetkezik az egyenléség.

Azt kell észrevenni, hogy egy 16 a sakktdblan
egy fehér mezorol csak egy fekete mezore
léphet.

(a) Tehdt x(G) = 2, a mezdk j6 szinezése
pedig az eredeti fekete-fehér szinezés.

(b) Tudjuk, hogy x(G) =2 <= G péros, és
minden paros graf perfekt.

Ha egy Osszehasonlitasi grafnal elvégezziik a
pontok el6irt beszdmozasat, akkor

(a) A szomszédos csticsok mellé nem
irthattuk ugyanazt a szamot mert, ha
mondjuk mindkettojiikhoz k-t irtunk
volna, akkor mindkét pontbdl a beldle
kiindul6 leghosszabb iranyitott ut k
hosszt kellene legyen, de ekkor a kisebb
pontbdél a nagyobb pontba menve, és
innen az & leghosszabb irdnyitott utjat
hasznélva a kisebb pontbdl taldlhatnank
egy k + 1-hosszu iranyitott utat is. Eszre
kell venni, hogy ez a szdmozas egyben
egy jo szinezése is a grafnak.

Az Osszehasonlitasi graf leghosszabb
irdnyitott lancaAban szerepld pontok
adjdk a graf maximélis klikkjét. A
szamozas viszont biztositja, hogy ezen
lanc hosszandl nagyobb szdmot egyik
pont mellé sem irtunk, vagyis a graf
kromatikus szdma is pontosan en-
nyi. Minden ilyen grafnak a feszitett
részgrafja is ugyanilyen tulajdonsagu,
ezért a graf perfekt.

Két diszjunkt intervallumnak megfelelé pont
koziil legyen a nagyobb az, amelyik el6lrébb sz-
erepelt az egyenesen. Ezzel megadtuk az inter-
vallum graf komplementerében szereplé pon-
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tok egy részben rendezését, ami egy Osszeha-
sonlitasi grafot jelent.

Ebben a grafban konnyen talalhatunk egy
feszitett C5-6t, tehat nem perfect.

A 20-nal kisebb primek nyilvan teljes
részgrafot alkotnak, 8 ilyen prim van, tehdt
X(G) > 8. De ennyivel ki is lehet szinezni.
Elkoszor szinezziik ki ezt a 8 csucsot, és utana
minden szamot a legkisebb primosztolyanak a
szinével. Tehdt x(G) = 8. Azonban nem lesz
perfect, mert van benne Cs: 6,14,15,35,77.

A feladatok topoldgikus rendezése a kbvetkezd:

OO0 0s"0

O
@

(a)

(b)

A tevékenységek kezdési ideje, és a kritikus
utak a kovetkezoképpen adédnak:

(a) A kezdési id6k:
S:0,C:5+2=2,FE:C+3=25;
B:max{S+8,C+7,FE+3}=09;

D : max{E +3,B + 3} = 12;

F :max{E + 2, B+ 8} = 20.

A sziikséges id6 tehdt 20, a kritikus 1t
pedig: A,C,B,D,F

A kezdési id6k z fliggvényében:
S:0;B:S+2=2;
A:mazx{S+5,B+2}=5;
C:max{S+6,B+ x} = max{6,2 + z};
T : max{A + 5,B + 7,C + 4} =
max{10,9, maz{10,6 + z}}

Ha tehat = < 4, akkor T : 10, és a kri-
tikus utak: S,A,T; S,C,T.

Ha = > 4, akkor T : 6 + z, és a kritikus
ut: S,B,C,T.

Ha z = 4, akkor T : 10, és fenti kritikus
utak itt is kritikusak lesznek.

A graf topolégikus rendezése a kovetkezo:

A B E H C F | D G J K
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Ez alapjan a kovetkez6 kezdési id6k adédnak:
A:0;B:A+1=1E:B+2=3;H: E+1=
4;

C:max{H+1,F+1,B+2,A+3} =5;

F :mazx{C+5,H +4} = 10;

I:F+5=15
D:max{I+1,F+2,A+1}=16;
G:max{l+4,D+1} =19;
J:maz{G+2,1+5} =21,

K :max{J+1,H+1} =22

Tehét a sziikséges id6 22, a kritikus 1t pedig:
ABE,H,C,FILG,JK.

A topoldgikus rendezés:

A kezdési id6k a p fiiggvényében a kovetkezok:
S:0;

G:54+2=12

A:mazx{G+1,5+3}=3,;

B :max{G +3,A+1} =5;

E=G+p=2+p;
C:mar{G+6,B+4} =9;

D :max{E+3,5+2} =p+5;
F:max{G+4,E+ 3} = maz{6,p + 5};

T : mazx{C + 3,D + 4,F + 3} =
maxz{12,9+p, maz{9,p+8}} = max{12,9+p}

Ha tehat p < 3, akkor T : 12, a kritikus 1t
pedig: S,G,B,C,T
Ha p > 3, akkor T :
S,G,E,D, T

Ha p = 5, akkor T : 12 és mindkét fenti ut
kritikus.

9 + p, a kritikus ut:

A topoldgikus rendezés a halmazok elemszama
szerint torténik, tehat egy szintre az azonos
elemszamu halmazok keriilnek:

|AlI=1 |Al=n-1
1
U\ TSe
o ¢)
S 2} >

o o Te— y

K © © ./

7
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A szimmetria miatt minden pont kezdési
ideje egy szinten meg kell egyezzen, és
konnyen belathatd, hogy minden tevékenység
kezdési idejét az 6t megel6z6 szint pontjai be-
folyasoljédk. A kritikus utak ezért az n hosszu
irdnyitott utak lesznek, (melyek azon halmaz-
sorozatoknak felelnek meg, ahol mindig eggyel
novekszik a halmazok elemszama). Igy T :
1+(1+2)+(243)+B+4)+-+(n—1)n=
214+24+3+--+n)—n=n(n+1)—n =n?

. Az n csicsi teljes graf éleinek szamanak

kétszerese=2(5) = n(n — 1). A legtsbb élet
tartalmazo6 graf, melyben nincs haromszog a
Turan tétel alapjan egy olyan teljes péros
graf, amelyben a két halmaz szamossaganak
kiilonbsége nem nagyobb 1-nél. Egy ilyen
graf vagy m?, vagy m(m — 1) élet tartal-
maz, ahol m a nagyobbik halmaz szamossaga.
A fenti képlettel Gsszehasonlitva lathatjuk,
hogy a legkisebb pontszamu ilyen graf n =
m-re adodik, tehat egy olyan teljes paros
grafon lesz minimaélis a pontok szdma, melynek
pontszama m + (m — 1) = 2m — 1.

Vegyiik a graf egy olyan repzentalasat, amiben
a pontokat egy egyenesre pakoltuk fel. A két
élhalmaz legyen a balrdl jobbra mennd élek,
illetve a jobbrdl balra mendk.

Hagyjuk el ezt a legfgdljebb k élet. A
maradék grafban nincs kor, tehdt szintekre
bonthaté. Az elhjagyott k élet most a sz-
inteknekn megfeleléen rakjuk vissza, igy nem
lesz kor és legfeljebb k élt kellett megforditani.



51.

52.

53.

54.

55.

56.

LY

58.

Bevezetés a szamitaselméletbe I1.
2007. MARCIUS 7.
4. gyakorlat: Pdrositasok, Konig és Gallai tételei

Van-e teljes parositas az alabbi grafban?

Bizonyitsd be, hogy egy reguldris paros grafban
mindig létezik teljes parosités!

Lassuk be, hogy egy regularis paros graf élhalmaza
particionalhaté teljes parositdsokral! (Tehat az élek
kiszinezhetéek r db szinnel ugy, hogy mindegyik
egyszinii élhalmaz egy teljes parositdst adjon.)

Valaki véletlenszertien szétosztott egy pakli fran-
cia kartyat 13 darab 4 lapbdl all6 csomagba. Bi-
zonyitsuk be, hogy ekkor mindegyik csomagbdl
kivalaszthato egy lap gy, hogy a kivalasztott lapok
kozott mindegyik fajta figurabdl éppen egy legyen
(vagyis egy darab 2-es, egy darab 3-as, stb., egy
darab A). (A francia kdrtydban 13 fajta figura van:
2,3,4,5 6,7, 8,9, 10, J, Q, K, A. Minden
figurabol 4 darab van egy pakliban.)

Adott egy m X n -es maétrix, amelynek minden
soraban, és oszlopaban pontosan k darab egyes van.
Bizonyitsd be, hogy ekkor kivélaszthaté n darab
egyes ugy, hogy minden sorbdl és oszlopbdl pontosan
egy darab egyest valasztottunk ki!

Egy tancmulatsagon 25 lany és 25 fii van jelen.
E tarsasagban minden lany ismeretségben van le-
galabb 13 fiuval és minden fit legalabb 13 ldnnyal.
Bizonyitsuk be, hogy paros tancra perdiilhetnek
egyszerre mind az 50-en 1gy, hogy az egymaéssal
tédncoldk ismerik egymast!

Egy {innep alkalméaval torok szultdn udvaraban a
férfiak két-két haremholgyet valasztanak. Min-
den férfinek legalabb 2 haremhdlgy tetszik. Mi a
feltétele annak, hogy minden férfi neki tetszo két
haremholggyel tolthesse az éjszakat?

Hatarozzuk meg az aldbbi
(@), v(G), p(G) és a(Q) értékeket!

grafokban a

(a) (b)

99.
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Hatérozzuk meg az aldbbi gréfokra a(G), v(G),
p(G) és 7(G) értékeit?

(a) K3,
(b) Ks
(C) V(G) = {1}1,1)2, . ,1)2004} és (vi,vj) S E(G),
ha ¢ + j harommal osztva 1 maradékot ad.

(d) Petersen-graf

Legyen V(H) = {v1,v2,...074}. A v; és vj (i #
j) csicsok kozott akkor menjen él, ha i + j és 74
relat{v primek. Hatdrozzuk meg az a( H) — fiiggetlen
pontok maximdlis, v(H) — fiiggetlen élek maximalis,
p(H) — alefogé élek minim4lis, 7(H ) — lefogd pontok
minimalis szadmat!

Legyen G egy 2n pontud graf, mely egy 2n — 1 ponti
L athdl és egy ¢ pontbdl 4ll, ami L minden pontjaval
Gssze van kotve. Mennyi 7(G)?

Lassuk be, hogy egy n pontu egyszerti G grafban
7(G) =n — 1 akkor és csak akkor, ha G = K,,

Igazoljuk, hogy minden egyszer(i G grafban 7(G) <
2v(G) és létezik olyan graf is, melyre az egyenléség
teljesiil.

Jelolje A(G) a G graf maximalis fokszdmdt, 7(G)
pedig a lefogd pontok minimalis szamat.  Bi-
zonyitsuk be, hogy A(G) - 7(G) > |E(G)|.

Jelolje w(G) a G graf egyik maximalis klikkjének
méretét. Mutassuk meg, hogy: a(G) + w(G) <
V(G) +1

Igazoljuk, hogy tetszOleges n csicsu G egyszeri
grafra fenndll, hogy o(G) > n — 2v(G).
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Bevezetés a szamitaselméletbe I1.
MEGOLDASOK
3. gyakorlat: Figgetlen és lefogo pontok, élek

Nincs benne teljes parositas, mert sériil a Tutte-
feltétel: a két kozépsd pontot elhagyva a graf 3
haromszogre és egy izolalt pontra, (vagyis 4 péarat-
lan komponensre) esik szét.

Mutassuk meg, hogy egy r-regularis paros grafban
minden X halmazra teljesiil a Hall-feltétel. Ha ezt
belatjuk, akkor a Frobénius-tétel miatt létezik tel-
jes parositas a grafban, mert a két halmaz elem-
szama trividlisan megegyezik. Vegyiink egy tet-
sz6leges X halmazt, legyen ennek elemszadma k.
Az X halmaz szomszédainak, N(X)-nek az elem-
szama pedig [. Ekkor, mivel minden pont foka 7,
adodik, hogy:

k-r = X-bdl kimeng élek szama < N(X)-be be-
mend élek szdma =1 -r

Melybél adédik a k < [ egyenl6tlenség, tehat tel-
jesiil a Hall-feltétel.

Az el6z6 feladatbol megtudtuk, hogy minden
r-regularis paros grafban talalhaté egy teljes
pérositast. Szinezziik ezt ki 1-es szdmu szinnel,
majd hagyjuk el a grafhol. A maradék graf (r—1)-
regularis lesz, mert minden pont foka pontosan 1-
el csokkent. Ebben is taldlhatunk tehat egy teljes
parositast, amit szinezziik ki a 2-es szamu szin-
nel. Igy folytatva az algoritmust, az Gsszes élet
ki tudjuk szinezni r db szinnel igy, hogy minden
szinosztaly pont egy teljes parositast adjon.

Tekintsiik azt a paros grafot, amiben az egyik
ponthalmazt a laptipusok, a mésik ponthalmazt
a csomagok alkotjak. két pont kozott annyi él
menjen, ahanyolyan tipust kirtya van abban a
csomagban. Ekkor egy regularis paro sgrafot ka-
punk. Az eloz6 feladatban mér belattuk, hoyg
ekkor van teljes parositas, és nekiink pont arra van
sziinkségiink. Fontos megjegyezni, hoyg itt el6for-
dulhatnak t6bbszords élek, azonabn az elébb se
hasznaéltuk ki az egyszertiséget.

Rendeljiik azt a 2n csicsa paros grafot a matrix-
hoz, melynek cstcsai a matrix sorai, illetve os-
zlopai, és két pont koézott pontosan akkor fusson
él, ha megfelel6 sor és oszlop metszetében 1-es

56.

a7.

58.

talalhat6. Igy minden pont foka a grafban pon-
tosan k lesz, tehat a 9. feladat nyoméan ebben
is talalhatunk egy teljes parositést, ami viszont a
matrixra nézve azt jelenti, hogy talaltunk n db 1-
es 1gy, hogy minden sorban és minden oszlopban
pontosan egy 1l-es szerepeljen.

Megmutatjuk, hogy teljesiil a Hall-feltétel minden
X lany-halmazra. Ha X elemszama kisebb, vagy
egyenld, mint 13, akkor trividlisan tobb lesz az
N(X) elemszama 13-nal, hiszen méar egy lany is
legalabb 13 fitt ismer. Ha viszont az X elemszama
legalabb 13, akkor 6k mar az Osszes fitit ismerni
fogjak, mert ha nem igy lenne, akkor taldlnank egy
olyan fiut, aki nincs ismerettségben az X halmaz-
zal, igy legfeljebb csak 12 lanyt ismerhet, hiszen a
lanyok szama 25 volt.

Megmutatjuk, hogy akkor és csakis akkor talal-
hatunk minden férfinak két neki tetszé haremhdol-
gyet, ha teljesiil, hogy barmilyen X fiti halmaznak
tetsz6 holgyek szama, |N(X)| > 2|X|. Vissza-
vezetjiik a feladatot a Hall-feltételre. Legyen min-
den férfinak egy ikertestvére, akiknek pontosan
ugyanazok a lanyok tetszenek. (Vagyis a gratban
minden férfi-pontot dupldzzunk meg, és kossiik
Ossze ugyanazokkal a pontokkat, mint amikkel
az eredeti pont Ossze volt kétve.) Az 1j fela-
datban pontosan akkor tudunk talalni egy olyan
parositast, amiben minden férfinek jut neki tetszd
haremholgy, ha az eredeti feladatban minden férfi
kett6t is tud talalni.

Megint a |F.| < v(G) < 7(G) < |L,| egyen-
I6tlenséget hasznéljuk az a, b, c, paros gra-
foknal. Ebbdl v(G)-re sorrendben 6,5,4 adodik.
A t6bbi paraméter pedig méar egyszerten szamol-
haté, hiszen a grafok parosak voltak.

(a) (b)



39.

A d) feladat picit nehezebb. Elgszor hatérozzuk
meg v(G)-t! Ez kisebb, vagy egyenls kell legyen
5-nél, hiszen 11 pont felének alsé-egészrészénél so-
hasem lehet t6bb fiiggetlen élet talalni. Viszont 5
fiiggetlen él van a grafban, ezért v(G) = 5. Ebbdl
adodik, hogy p(G) = 6.

Most lassuk be, hogy 7(G) = 6! Ehhez egyrészt
meg kell mutatnunk, hogy ennél kevesebb nem
lehet, masrészt mutatnunk kell egy 6 pontbol 4llo
lefogd ponthalmazt. A graf kozépsé csillagénak
éleit le kell fogni. Ha ezt a csillag kdzepébdl akar-

juk lefogni, akkor az imént bejeldlt 5 fiiggetlen él

lefogasdhoz biztosan kell még legalabb 5 pont. Ha
viszont a csillag-élek végpontjait vennénk, akkor a
kiils6 Otszog egyetlen éle sem lenne még lefogva.
Ezért 6 pont legalabb kell az élek lefogasahoz.
Az abran bekarikazott 6 pont viszont mutatja az
elégségességet.

(a) Egy teljes péaros grafnal a fliggetlen pontok
maximélis szdma mindig a nagyobbik halmaz
elemszama, ebben az esetben v(G) = 3. In-
nen mar adédik, hogy a t6bbi érték is 3.

(b) A teljes grafokban legfeljebb 1 pont lehet
fiiggetlen, igy a(G) =1 és 7(G) = 4. 5 pont
esetén v < 2, és két fliggetlen élet tudunk is
talalni, igy v(G) =2 és 7(G) = 3.

(c) Ebben a feladatban harom részre tudjuk osz-
tani a pontok halmazat aszerint, hogy az in-
dexiik mennyit ad maradékul 3-mal osztva.
A 3k és 3k + 1 alaka indexszel rendelkezs
pontok egy teljes paros grafot adnak, (vagyis
a két elemhalmaz kozott az Osszes él be lesz
h1'17va a halmazokon beliil pedig egy sem).

3k: + 2 alakil indexszel rendelkezé pontok
&g ggfpéi}@é papdt dtlan i, vizssabyy
RO AENA ggg?t!)%%z@gél@k Mgl
PAA R0 v BvaRIT A IR0 1t Sl

yalamalyikehezojegfeljebb 1 pontot vehetiink
hozza a harmadik halmazbol. Ebbdl 7(G) =

1335 adodik.  Egy maximalis elemszami

AN

fiiggetlen élhalmaz az els6 két halmaz egy tel-
jes parositasa, és egy teljes parositas a har-
madik halmaz teljes grafjaban (ez tehat egy
teljes parositds G-ben, ennél tobb fiiggetlen
él nem lehet.) Ezért v(G) = p(G) = 1002.

(d) A Petersen-graftban létezik egy teljes
parositas, igy v(G) = p(G) = 5. Ha a kiilsg
és a bels6 5-hosszu kort vessziik, akkor ezek
lefogasahoz legalabb 3-3 pontra sziikségiink
van. 6 pont viszont elég is, ezért 7(G) = 6 és
a(G) = 4.

60. 74 = 2 - 37, ezért két paratlan indexd és két

péros indexii pont nem lehet Osszekotve a grafban,
hiszen indexeik Gsszege paros volna, ami nem re-
lativ prim a 74-hez. Tehét a kapott graf paros, az
egyik halmazat a paratlan indexd pontok, a masik
halmazat a paros indexi pontok alkotjak. A tel-
jes paros grafbol viszont még hianyzik néhany él,
pontosan azok, melynek végpontjainak indexének
Osszege oszthato 37-el, (tehat vagy 37, vagy 111,
hiszen a 74 Ossszegiieket méar elhagytuk). Ez az
elhagyott élhalmaz pontosan egy teljes parositas
volt a grafban, igy ami maradt az egy regularis
paros graf. Ebben viszont a 2. feladatsor 9. fela-
data értelmében létezik egy teljes parosités, vagyis



61.

62.

63.

v(G) = 37. Mivel a graf paros, adodik, hogy az
Osszes tobbi érték is 37 lesz.

Paros
{@ vl ‘\, ! }
SV 7 YT 7
S NI
X %
S /")?"\
K4 i\_'\' 7 l‘- \
£ A DAL N
O T3 G
Paratlan

A |F.| < v(G) < 7(Q) < |L,| egyenl6tlenséghdl,
és az n = |F.| = |L,] = n egyenlGségh6l mu-
tatjuk meg, hogy mindegyik paraméter értéke n
lesz. Tehat taldlnunk kell egy n élbél all6 fiiggetlen
élhalmazt (vagyis egy teljes parositast) és egy n
pontu lefogé halmazt. A Hamilton-kér minden
maésodik éle jo lesz teljes parositasnak, lefogd pont-
halmaznak pedig ¢ pontbdl indulva a Hamilton-kor
minden méasodik pontja fog megfelelni.

Egy teljes grafban a lefogd pontok szadma n—1 kell
legyen, hiszen ennél kevesebb pont esetén maradna
olyan él, amelyik egyik végpontja sincs benne a
lefogd élhalmazban. Ha viszont létezik két olyan u
és v pont, melyek nincsenek Osszekétve a grafban,
akkor a t6bbi n—2 pont méar egy lefogd ponthalmaz
lehetne.

Legyen Femaz egy olyan fiiggetlen élhalmaz, ame-
lyhez mar nem tudunk tgy hozzavenni élet a
graf éleibél, hogy az élhalmaz fiiggetlen marad-
jon. (Egy ilyen halmazt neveziink tartalmazasra
nézve maximalis halmaznak. Vildgos, hogy ennek
elemszama lehet kisebb mint az elemszamra nézve
maximaélis fiiggetlen élhalmazé, vagyis |Femax| <
v(G).) Megmutatjuk, hogy ha egy ilyen F.max
élhalmaz végpontjait vessziik, akkor ezek a pon-
tok egy lefog6 ponthalmazt adnak. Ugyanis, ha
maradt volna olyan él, melyet ezek a végpontok
nem fognak le, akkor ezt az élet hozzd tudtuk
volna venni Fymaz-hoz is. Ebbdl adédik, hogy:

64.

65.

66.

7(G@) < 2|Femazx| < 2v(G). A legegyszertibb
példa az egyenlGség teljesiilésére egy haromszog.

Legyen v1,v2,...,v- (@) @ miniméalis szamu lefogod
pontok halmaza, és d(v) egy v pont fokszama.
Definici6 szerint d(v;) < A(G), és mivel a graf
minden élének legalabb az egyik végén talalhatd
lefogd pont, igy adddik, hogy |E(G)| < d(v1) +

d(va) + -+ + d(’U-,—(G)) <A(G) - 7(G).

Minden G grafraigaz, hogy véve egy tetszdleges Fj,
fliggetlen ponthalmazt és egy tetszGleges T teljes
részgrafot, ezek metszete legfeljebb egy pont lehet.
Ebbdl az kovetkezik, hogy a maximalis fiiggetlen
ponthalmaz és a maximalis klikk is legfeljebb egy
kozos pontot tartalmazhat, tehat igaz az egyen-
16tlenség.

Teljesen hasonléan a 63as feladathoz, csak azt kell
felismerniink, hogy a(G) = n — 7(G).



67.

68.

69.

70.

Bevezetés a szamitaselméletbe I1.
2007. MARCIUS 14.
5. gyakorlat: Folyamok

Egy vallalatnél hét palyazo jelentkezett hat iires munkahelyre (szdmozzuk ezeket 1-tél 6-ig), egy ember t&bb
helyre is: Aladar az 1-es; Béla az 1, 3-as; Csaba a 2, 4, 6-os; Dani a 2, 5-6s; Erzsi a 3, 4, 5, 6-os; Feri az 1,
3-as; Géza a 3-as munkahelyre.

(a) Dontsd el, hogy betoltheté-e mind a hat munkahely (egy ember csak egy helyre keriilhet)! Ha nem,
akkor hany toltheté be?

(b) Valtoztat-e valamin, ha Feri meggondolja magét és a 2-es munkahelyet is hajlandé elfogadni?

Egy 2n ponti egyszerl grafban minden pont foka legalabb n. Bizonyitsuk be, hogy ekkor van benne teljes
parositas!

Egy kirdanduldson n hazaspar vesz részt. El kellene osztani kozottiik 2n kiilonb6z6 fajta csokit gy, hogy
mindenki egyet-egyet kapjon. Tudjuk, hogy mindenki legaldbb n fajtat szeret a csokik koziil. Tovabba
minden emberre teljesiil, hogy ha 6 valamelyik fajta csokit nem szereti, akkor a hazastdrsa ezt a fajtat
biztosan szeretni fogja. Bizonyitsd be, hogy a csokik szétoszthaték gy, hogy mindenki olyat kapjon, amit
szeret!

Szamitsuk ki a maximalis folyam értékét és bizonyitsuk be, hogy az tényleg maximalis!

72. Az aldbbi graf élei koziil irjunk hatra 1 és hatra 2 kapacitdst gy, hogy a maximalis folyam a leheté legnagyobb

illetve a leheto legkisebb legyen.



73.

4.

75.

76.

7.

Keressiink maximalis folyamot x fliggvényében!

S5
8 X ” 10
S 10 10 t
15 7 X /5
5

Igazak-e az alabbi éllitasok? Nemleges valasz esetén mutassunk ellenpélddt, igenl6 vélasz esetén pedig iga-
zoljuk az allitast!

(a) Egy folyam élein a kapacitdsok egész szamok. Létezik-e olyan maximadlis folyam, aminek minden élén
egész a folyam értéke?

(b) ugyanaz a feladat, csak most nem egész, hanem pdros

(c) ugyanaz a feladat pdratlan esetre

Adott két halozati folyam, melyekben a minimalis vagas értéke c; illetve co. Mekkora lesz a maximalis folyam
értéke abban a halézatban, amit a két folyam soros illetve parhuzamos egymashoz kapcsoldsdaval kapunk?

c
1 c
‘ c, 2
¢

A G irdnyitott graf cstcsai legyenek az 1,2,...,2k egész szdmok. Az a szambdl b-be vezessen irdnyitott él,
ha b > a. Az a-bdl b-be vezet§ él kapacitdsa legyen 1, ha a pératlan és legyen 2, ha a paros. Mennyi az igy
kapott halézatban az 1-bél 2k-ba vezeté maximalis folyam értéke?

Egy irdnyitott grafban nincs (irdnyftott) kor = van forrds és nyeld a gréfban. Igaz-e az 4llitds? Es a
megforditasa?



Bevezetés a szamitaselméletbe I1.
2004. MARCIUS 25-26.
7. gyakorlat: Folyamok

67. Az els6 esetben nem létezhet olyan péarositds, amivel mind a 6 hely betélthet6
lenne, mert a {2, 3,4, 5} munkékhoz csak 3db jelentkezd van, tehdt sériil
a Hall-feltétel. Ot &llashely viszont betolthets. Ha Feri mégis elvallalja
a 2. munkat, akkor valtozik a helyzet, és taldlhaté minden munkdhoz jé
pérositas, példaul: A-1, F-2, C-3, E-4, D-5, G-6.

68. Ha egy 2n pontu grafban a minimalis fokszam legalabb n, akkor teljesiil a
Dirac-feltétel, ezért 1étezik Hamilton-kor a grafban, igy taldlhatunk teljes
parositast is benne.

69. A feladat megfogalmazhaté egy pédros gréafban teljes parositdast keresé
problémaként, a két osztaly a csokik, meg az emberek, és akkkor huzzunk
be egy élet, ha a megfelel6 ember szereti azt a fajta csokit. Indirekten
bizonyitunk. Tegyuk fel, hogy sériil a Hall feltétel, tehat van valahoyg x
ember, hog yOsszesen legfeljebb x — 1 féle csokit kedvelnek. Egy ember le-
galdbb n féle csokit szeret, tehat x sziikkgégképpen legalabb n+ 1, azonban
n+ 1 ember kozott a skatulya elv miatt biztos lesz egy hazaspér, azonban
a par egyiitt mar szeret 2n féle csokit. Tehdt nem létezhet ilyen z, vagyis
van teljes parositas.

70. Az dbrén jeloliink egy maximalis folyamot és egy minimélis vagast, melyek
értéke megegyezik:

J3)

(1)

A maximalis folyamhoz a javité graf felrajzolasa utdn két lépésben jutunk
el:
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71. Teljesen hasonléan a fentiekhez, a maximalis folyam és a minimalis vagas

értéke 17.

72.

Legalabb 3, mert van 3 éldiszjunkt ut a forrdstol a nyeldig, és a forrds

illetve a nyel6 éleihez rakva az egyeseket, kozépre a ketteseket, akkor a
folyam értéke pont harom lesz. Es legfeljebb 6, mert a forrasndl meghu-
zott védgasban 3 él van, és ezek Osszkapacitasa legfeljebb 6, erre pedig a
konstrukcié pont az el6z6 forditottja, tehat kozépen az egyesek és a szélén

a kettesek.

73.

Erdemes megvizsgalni a feladatokat x = € kis szamra és x = végtelen-

re. Az els6 esetben a paraméteres kapacitasa él benne lesz a vagasban, a
masodik esetben biztosan nem. A véltds x = 6-ndl kdvetkezik be.
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74. Az igazolasok és ellenpélddk a kovetkezok:

23

(a) Az Edmonds-Karp javité-utas algoritmus biztositja azt, hogy minden
javitds utédn egész értékkel né (vagy csokken) egy élen dtmend folyam
értéke. Ezért az algoritmus végén is egészek lesznek a folyamértékek

az éleken.



75.

76.

e

(b) Ez is igaz, mert a ha a folyamértékek az éleken parosak, akkor a
javité grafban is minden kapacitds paros marad, ezért mindig paros
szémmal novekszik (vagy csokken) minden élen a folyam értéke egy
javitas soran.

(¢) Ez mér nem igaz. Egy ellenpélda ra a kovetkezd halézat:

1/1
%

Soros kapcsolds esetén a kisebbik vigéds, minimdlis vagds, ezért ¢ = min{cy, ca}.
Parhuzamos kapcsolds esetén minimalis vagas a két vagas unidja, melynek
értéke: ¢ = ¢1 + co. (Gondoljuk meg, hogy ekkora értékii folyamok miért
léteznek?!)

Az elsé pontbdl kiinduld élek egy minimalis vigast adnak, mert létezik
azonos nagysagu, 2k — 1 értéki folyam is:

@i% (@

1/1 v 1/2

2k-1

Ha elindulunk egy pontbdl elorefelé iranyitott éleken, akkor elébb vagy
utobb elériink egy nyelébe, mivel egy kordbbi pontba sohasem léphetiink
vissza, mert keletkezne irdnyitott kor. (Ugyanez a gondolatmenet vis-
szafelé biztositja a forrds 1étezését.)

A masik 4llitds nem igaz, erre egy ellenpélda a kovetkezd graf:

e

*—> o
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Bevezetés a szamitaselméletbe I1.
2007. MARCIUS 21.
6. gyakorlat: Osszefiiggéség, Menger-tételek

Hényszorosan pont- illetve élosszefiiggéek az alabbi gréafok:

(a)

Petersen-graf

A~
o

NN

n hosszu kor
Kn,n

)

d) végtelen négyzetrics
)
)

Hényszorosan Osszefliggéek az alabbi grafok?

Mutassuk meg, hogy a k-szoros pontosszefiiggésbdl kovetkezik a k-szoros élosszefliggés, de ugyanez visszafelé
mar nem teljesiil!

Bizonyitsuk be, hogy minden hdromszorosan 6sszefiiggd grafban van péros hosszisagi kor!

Bizonyitsuk be, hogy egy 2-reguléris graf pont- és élosszefiiggbségi szdma megegyezik! Mi van, ha a graf 3-
vagy 4-reguldris?

Bizonyitsuk be, hogy ha egy 2n pontu G graf n-szeresen élosszefiiggd, akkor kétszeresen pontosszefiiggo is!

Legyen A és B a G graf csucsai halmazénak két diszjunkt, egyenként legalabb k elemi részhalmaza. Tegytiik
fel, hogy barhogyan hagyunk el G-bél k-nal kevesebb pontot, a maradék grafban van olyan 1t, amely A és
B-beli pontokat kot 6ssze. Bizonyitsd be, hogy ekkor létezik G-ben k darab (teljes egészében) pontdiszjunkt
Ut gy, hogy mindegyik A és B-beli pontokat kot Gssze!

Egy n x n-es négyzetrdcs n? darab csicsabol m-et pirosra festettiink. Szeretnénk minden piros csticsot vonallal
Osszekotni a racs szélének valamelyik pontjaval gy, hogy a vonalak csak a racs élein haladjanak és semelyik
kettd ne messe egymast. Adj (hatékony) algoritmust, amely eldonti, hogy ez lehetséges-e!

A G(V, E) 6sszefliggd grafban minden v € V' ponthoz és e € E élhez van olyan kor, amely v-n is és e-n is
atmegy. Mutassuk meg, hogy a G graf kétszeresen Osszefliggo!

Legyenek A, B és C diszjunkt, r eleml halmazok. Készitsiink egy G grafot ugy, hogy a cstcsainak halmaza
legyen AU BU C' és két csuicsot akkor kossiink Ossze éllel, ha nem ugyanabba a halmazba esnek. Hatarozzuk
meg azt a maximalis k szamot, amelyre a G graf k-szorosan 0sszefiiggo.

Legyen k < n — 1. Bizonyitsd be, hogy ha egy n pontd egyszerii grafban minden pont foka legalabb
akkor a graf k-szorosan 6sszefiigg6!

n+k—2
5

Legyen G regularis paros graf, amelyrdl tudjuk, hogy Osszefiiggd és legaldbb harom csticsa van. Mutassuk
meg, hogy ekkor G 2-szeresen is Osszefiiggo.

Bizonyitsuk be, hogy ha G egy egyszerii sikgréf, akkor nem lehet hatszorosan pontosszefiiggd!
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79.

80.
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82.

Bevezetés a szamitaselméletbe I1.
MEGOLDASOK
8. gyakorlat: Osszefliggdség

A grafok pont- illetve élosszefliggéségi szamai a kovetkezok:

(a) 1,1 Mert Osszefiiggd, de egy pont vagy egy él elvételével mér két
komponensre esik szét.

(b) 2,3 Két pont elvételével mar szétesik komponensekre, viszont

tetszolesen két pont kozott létezik legalabb két pontdiszjunkt 1t,
mert 1étezik Hamilton-kor a grafban (a kiilsé koriv).
Hérom él elvételével mar izolalni lehet egy pontot, és tetszdleges két
pont kozott 1étezik legaldbb 3 pontdiszjunkt ut. Ebbol ketto a kiilsé
koriven at vezet, és egy 1t a belsd éleken keresztiil is létezik minden
pontbdl minden masik pontba.

(¢) 3,3 A fokszdm mindkét esetben felsd korlatja az Osszefligg8ségi
szamoknak. Két pont elvételével viszont a graf még biztosan
osszefliggd marad (igy két él elvételével is). Ugyanis, ha az elhagy-
ott két pont kiils§ (illetve a belsé) koron volt, akkor a kiilldk 4ltal
az Osszefliggéség trivialisan megmarad. Ha az egyik elhagyott pont a
kiils6 korben, a masik a belsd korben volt, akkor a maradék két négy
hosszt utat is biztosan Osszekoti legalabb egy kiill6-€él, ezért a graf
Osszefiiggd marad.

(d) 4,4 A fokszam fels6 korldt. 4 db pontdiszjunkt ut (és ezért
eéldiszjunkt ut is) pedig trividlisan 1étezik tetszéleges két pont kozott
a négyzetracson.

(e) 2,2 Ez trivialis.

(f) n,n A fokszdm felsé korldt mindkét paraméterre. n-nél kevesebb
pont elvételével viszont a graf még Osszefliggé marad, mindenképpen
marad egy-egy pont mindkét halmazban, amiken keresztill az
Osszefligg6ség biztositott.

Teljesen hasonlé gondolat menettel dolgozunk, mint az el6z6 feladat. Az
elso graf 2,2, a masodik 2,3.

Ha k él elhagyédsaval szétesne a graf komponensekre, akkor ugyanezen
élek tetszbleges végpontjait elhagyva is szétesne a graf. A mésik irdnyra
ellenpélda az 1.feladat (b) része.

3-szoros Osszefliggéségbdl kovetkezik, hogy barmaly 2 pont kozott van 3
pontdiszjunkt 1t. Vegyiink két pontot koztiik a skatulya-elv miatt van két
azonos paritasu ut. Ezek egyiitt egy paros hosszu kort alkotnak.

Két-regularis graf mindig diszjunkt korok uniéja. Ha tobb kor van, akkor
a graf nem Osszefliggsd, ha pedig csak egy m-hosszu kor, akkor 2,2 az
Osszefliggoség.

Ha minden pont foka hdrom, akkor a pont- és élosszefliggéségi szamok
megegyeznek. Ugyanis ha az elhagyott pontok helyett mindig azt az
élet hagyjuk el, amelyik egyediiliként koti 6ssze az elhagyandé pontot
egy keletkez0 komponenssel, akkor ugyanennyi él elhagyasaval szintén
megszlinik a graf osszefiiggdsége. (lasd dbral)

4-reguléris grafokra az allitds mar nem igaz. Az 1.feladat (b) gréfjdnak
kibévitésével konnyen konstrudlhatunk egy ellenpéldét.
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A pontok minimélis fokszdma mindig fels§ korlat az Osszefiiggdségi
szamokra ezért, ha n-szeresen élosszefiiggd egy graf, akkor biztos, hogy
minden pontjanak foka legaldbb n. Ebbdl pedig a Dirac-tétel miatt
kovetkezik a Hamilton kor létezése, ami viszont biztositja a kétszeres
OsszefiiggOséget.

Vegyiink fel egy s, meg egy ¢ pontot a grathoz, tigyhogy, s-et minden
A-belivel kosstink 6ssze, és t-t minden B-belivel. Ekkor a feltételt gy is
megfogalamzhatjuk, hogy az s — t uatakat lefogd pontok szama legalabb
k. Ez Menger tétele szerint azt jelenti, hoyg van legalabb k pontdiszjunk
s —t ut, ami az s,t pontok nélkiil pont az kivant allitassal ekvivalens.

Készitsiink egy iranyitott grafot. A pontok a racspontok, és két pont kozott
menjen mindkét irdnyba €1, ha van koztiik racsél. Legyenek a piros pontok
az A halmaz, a négyzet szélsé pontjai a B halmaz. Vegyiik fel az s,t pon-
tokat, s-b6l menjen az A halmaz pontjdba €l és t-be a B halmaz pontjaibol.
Ekkor pontosan akkor van minden piros ponthoz megfelel6 ut, ha van m
darab s — t pontdiszjunkt irdanyitott ut. Ezt tig ytudjuk megvizsgdlni, ha
készitliink egy folyamot a grafhoz, a pontdiszjunkt utakat tgy tudjuk a
folyamban biztositani, hogy minden nem s,¢ pont kapacitdsa legyen 1.
Ekkor, ha van m méreti folyam, pontosan akkor van pontdiszjunkt tut a
piros pontokbdl a szélre.

Azt kell megmutatnunk, hogy tetszéleges két pont kozott 1étezik két pont-
diszjunkt at, amely ekvivalens azzal, hogy létezik egy, a két ponton atmend
kor. Valasszuk ki az egyik pontot, és egy élet, ami illeszkedik a masik pon-
tra. Ezeken a feltevés szerint megy at kor, igy a két ponton is megy at
kor.

Két halmaz, vagyis 2r db pont elvételével a graf izolalt pontokra esik szét.
2r db pontdiszjunkt 1t viszont létezik tetszélegesen kivalasztott két pont
kozott. Ugyanis

-ha a két pont egy halmazban volt, akkor a t6bbi halmaz-beli pontokon
keresztiil vezet a két pont kozott 2r db kettd hosszi pontdiszjunkt t.
-ha a két pont kiillonb6z6 komponensben volt, példaul a« € A és b € B,
akkor C-n keresztiil ismét vezet r db két hosszu pontdiszjunkt it. Az A
és B halmaz kozott futd éleken keresztiil pedig létezik Gjabb r db pontdis-
zjunkt 1t. Ezeket megkaphatjuk gy, hogy keresiink egy teljes parositast.
A pérositasban szerepld éleken dt, hdrom hossz alternalé utakon igy ismét

létezni fog r db pontdiszjunkt ut a és b kozott.
A C

Ekkor skatulya-elv miatt barmely két szomszédos pontnak van legalabb
k — 1 koz6s szomszédja, illetve barmely két nem szomszédos pontnak van
legalabb k kozos szomszédja. Tehat barmely két pont kozott van k pont-
diszjunkt 1t.

Indirekten tegyiik fel, hogy van olyan pont, amit elhagyva a graf két
részre esik. Tegyiik fel, hogy a pont az A pontosztalybdl valo. A két darab
maradék tovabbra is paros graf. Az egyikben az A-hoz tartozé pontosztaly
(A”) mérete legaldbb akorra mint ugyanabban a maradékban a mésik pon-
tosztély (B’) mérete. Ekkor vizsgdljuk meg, hany él megy A’ és B’ kozott.
Minden A’-beli pont foka 7, és tovdbba minden B’-beli fok alegfeljebb r,
azonban legalab egyik pont foka kisebb, mint r, hiszen a kitorolt pontnak
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kellett, hogy legyen szomszédja B’-ben. Ezért nem mehet annyi él B’-be,
mint amennyi A’-bél kiindul. Itt az elentmondas, tehét legalabb 2-szeresen
pontosszefiiggd.

Ha G hatszorosan élosszefiiggd, akkor minden pontjanak foka legaldbb 6.
Ekkor viszont egy, az élek szamara vonatkozé tanult Osszefiiggés miatt
ellentmonddsra jutunk: 3n < |E(G)| < 3n — 6.



91.
92.

93.

94.
95.

96.

97.

98.

99.
100.
101.

102.

103.

104.
105.

106.
107.
108.
109.
110.

Bevezetés a szamitaselméletbe I1.
2007. MARCIUS 28.
7. gyakorlat: Turdn tételek, Szamelmélet I.

Legyen G a 3 osztalyt, 12 pontt Turdn-graf. Allapitsuk meg 7(G) értékét!

Egy 30 f6s tarsasagban barmely 4 ember kozott van kettd, akik kezet fogtak egymaéssal. Bizonyitsuk be, hogy
ekkor a tarsasdg tagjai kozott legalabb 135 kézfogas tortént!

Egy 49 cstcsu grafnak 1030 éle van. Mutassuk meg, hogy ekkor a kromatikus szdama legalabb 8, és hogy
pontosan 8 is lehet.

Minimélisan hény éle kell legyen egy 2000 csicsi G grafnak, ha a(G) = 5 teljesiil?

Legyen adott a térben 100 tetszOleges pont. Bizonyitsd be, hogy ezek koziil kivalaszthatd, éppen egységnyi
tavolsagra 1évé pontparok szama legfeljebb 3750!

Legyen a = 50700 és b = 111384. Végezziik el a két szam primtényezos felbontdsat, majd ezen kanonikus
alakok segitségével szamitsuk ki a legnagyobb kozos osztét, a legkisebb kozos tobbszorost, és mondjuk meg
azt is, hogy hény olyan szam van, amely osztéja a és b kozil legaldbb az egyiknek!

Egy perzsa sahnak 100 felesége van, a bérténében is épp 100 rab sinyldik, 1-t61 100-ig szamozott cellikban. A
bortoncelldk zarjai “kétallasiak”: ha egyet forditanak rajtuk, a bezart ajté kinyilik, a nyitott ajté bezarddik.
A sah sziiletésnapjan a 100 feleség végigvonul a bortonon és a zarakkal jatszanak. Az els6 feleség minden
zaron egyet fordit, a masodik feleség minden mésodik ajté zdrjan egyet fordit, stb., a k-adik feleség minden
k-adik ajto zarjan egyet fordit, egészen a 100. feleségig. Végiil azok a rabok, akiknek az ajtaja nyitva van,
kiszabadulnak. Milyen sorszamu celldkban laknak a szerencsések?

A sah kévetkezé sziiletésnapjan a feleségek megint rosszalkodnak. Most az elsé feleség minden zaron egyet
fordit, a masodik feleség minden mésodik ajté zarjan kettot fordit, sth., a k-adik feleség minden k-adik ajto
zarjan k-t fordit, egészen a 100. feleségig. Most milyen sorszamu celldk lakéi szabadulnak?

Legyen a és b két paratlan szdm. Mennyi (a? + b2,4)?
Bizonyitsuk be, hogy a paratlan négyzetszamok nem csak néggyel, de nyolccal osztva is 1 maradékot adnak!
Melyek azok a p primszamok, melyre

(a) p+10 és p+ 14 is prim,
(b) p% + 2 is prim,
(c) p?+4 és p* + 6 is prim?

Bizonyitsd be, hogy a szomszédos Fibonacci-szamok relativ primek! De vajon mennyi a mésodszomszédos
Fibonacci-szamok legnagyobb kozos osztéja?

Péter a XX. szdzad masodik felében sziiletett, éppen nagyapja 53. sziiletésnapjan. Kettejiik sziiletési évszamai
nem relativ primek. Hany éves Péter?

Lassuk be, hogy 6t egymés utan kovetkezd természetes szam szorzata mindig oszthaté 120-szal!

Bizonyitsuk be, hogy minden n természetes szam egyértelmiien felirhaté n = k2q alakban, ahol k természetes,
q pedig négyzetmentes szam.

Bizonyitsd be, hogy ha 2" — 1 prim, akkor n is prim!

Melyik az a legkisebb 3-mal nem oszthaté szam, melynek 15 osztdja van?
Hany olyan haromjegy{i szam van, melynek osztéinak szama oszthaté 11-gyel?
Melyek az n* + 4 alakd primszdmok?

Relativ prim-e a kovetkezd két szam: 2100 — 1 s 3100 —1 7
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Bevezetés a szamitaselméletbe I1.
2007. MARCIUS 28.
7. gyakorlat: Turdn tételek, Szamelmélet I.

Legyen G a 3 osztalyt, 12 pontt Turdn-graf. Allapitsuk meg 7(G) értékét!

Egy 30 f6s tarsasagban barmely 4 ember kozott van kettd, akik kezet fogtak egymaéssal. Bizonyitsuk be, hogy
ekkor a tarsasdg tagjai kozott legalabb 135 kézfogas tortént!

Egy 49 cstcsu grafnak 1030 éle van. Mutassuk meg, hogy ekkor a kromatikus szdama legalabb 8, és hogy
pontosan 8 is lehet.

Minimélisan hény éle kell legyen egy 2000 csicsi G grafnak, ha a(G) = 5 teljesiil?

Legyen adott a térben 100 tetszOleges pont. Bizonyitsd be, hogy ezek koziil kivalaszthatd, éppen egységnyi
tavolsagra 1évé pontparok szama legfeljebb 3750!

Legyen a = 50700 és b = 111384. Végezziik el a két szam primtényezos felbontdsat, majd ezen kanonikus
alakok segitségével szamitsuk ki a legnagyobb kozos osztét, a legkisebb kozos tobbszorost, és mondjuk meg
azt is, hogy hény olyan szam van, amely osztéja a és b kozil legaldbb az egyiknek!

Egy perzsa sahnak 100 felesége van, a bérténében is épp 100 rab sinyldik, 1-t61 100-ig szamozott cellikban. A
bortoncelldk zarjai “kétallasiak”: ha egyet forditanak rajtuk, a bezart ajté kinyilik, a nyitott ajté bezarddik.
A sah sziiletésnapjan a 100 feleség végigvonul a bortonon és a zarakkal jatszanak. Az els6 feleség minden
zaron egyet fordit, a masodik feleség minden mésodik ajté zdrjan egyet fordit, stb., a k-adik feleség minden
k-adik ajto zarjan egyet fordit, egészen a 100. feleségig. Végiil azok a rabok, akiknek az ajtaja nyitva van,
kiszabadulnak. Milyen sorszamu celldkban laknak a szerencsések?

A sah kévetkezé sziiletésnapjan a feleségek megint rosszalkodnak. Most az elsé feleség minden zaron egyet
fordit, a masodik feleség minden mésodik ajté zarjan kettot fordit, sth., a k-adik feleség minden k-adik ajto
zarjan k-t fordit, egészen a 100. feleségig. Most milyen sorszamu celldk lakéi szabadulnak?

Legyen a és b két paratlan szdm. Mennyi (a? + b2,4)?
Bizonyitsuk be, hogy a paratlan négyzetszamok nem csak néggyel, de nyolccal osztva is 1 maradékot adnak!
Melyek azok a p primszamok, melyre

(a) p+10 és p+ 14 is prim,
(b) p% + 2 is prim,
(c) p?+4 és p* + 6 is prim?

Bizonyitsd be, hogy a szomszédos Fibonacci-szamok relativ primek! De vajon mennyi a mésodszomszédos
Fibonacci-szamok legnagyobb kozos osztéja?

Péter a XX. szdzad masodik felében sziiletett, éppen nagyapja 53. sziiletésnapjan. Kettejiik sziiletési évszamai
nem relativ primek. Hany éves Péter?

Lassuk be, hogy 6t egymés utan kovetkezd természetes szam szorzata mindig oszthaté 120-szal!

Bizonyitsuk be, hogy minden n természetes szam egyértelmiien felirhaté n = k2q alakban, ahol k természetes,
q pedig négyzetmentes szam.

Bizonyitsd be, hogy ha 2" — 1 prim, akkor n is prim!

Melyik az a legkisebb 3-mal nem oszthaté szam, melynek 15 osztdja van?
Hany olyan haromjegy{i szam van, melynek osztéinak szama oszthaté 11-gyel?
Melyek az n* + 4 alakd primszdmok?

Relativ prim-e a kovetkezd két szam: 2100 — 1 s 3100 —1 7
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Bevezetés a szamitaselméletbe I1.
2007. APRILIS 4.
8. gyakorlat: Szamelmélet 1., Kongruencia

Egy perzsa sahnak 100 felesége van, a bortonében
is épp 100 rab sinylodik, 1-t6l 100-ig szdmozott
cellakban. A bortoncelldk zarjai “kétallasiak”: ha
egyet forditanak rajtuk, a bezart ajté kinyilik, a ny-
itott ajté bezarddik. A sah sziiletésnapjan a 100 fe-
leség végigvonul a bortonon és a zarakkal jatszanak.
Az els§ feleség minden zéron egyet fordit, a masodik
feleség minden maésodik ajté zarjan egyet fordit,
stb., a k-adik feleség minden k-adik ajté zarjan
egyet fordit, egészen a 100. feleségig. Végiil azok a
rabok, akiknek az ajtaja nyitva van, kiszabadulnak.
Milyen sorszamu cellakban laknak a szerencsések?

A sah kovetkezd sziiletésnapjan a feleségek megint
rosszalkodnak. Most az elso feleség minden zaron
egyet fordit, a masodik feleség minden masodik ajto
zarjan kettot fordit, stb., a k-adik feleség minden k-
adik ajté zarjan k-t fordit, egészen a 100. feleségig.
Most milyen sorszamu celldk lakoéi szabadulnak?

Legyen a és b két paratlan szdm. Mennyi (a?+b2,4)?

Bizonyitsuk be, hogy a paratlan négyzetszamok nem
csak néggyel, de nyolccal osztva is 1 maradékot ad-
nak!

Melyek azok a p primszamok, melyre

(a) p+ 10 és p+ 14 is prim,
(b) p? + 2 is prim,
(c) p? +4 és p? + 6 is prim?

Bizonyitsd be, hogy a szomszédos Fibonacci-
szdmok relativ  primek! De wvajon mennyi
a masodszomszédos Fibonacci-szdmok legnagyobb
koz0s osztoja?

Péter a XX. szdzad méasodik felében sziiletett, éppen
nagyapja 53. sziiletésnapjan. Kettejik sziiletési
évszamai nem relativ primek. Hany éves Péter?

Lassuk be, hogy 0t egymds utdn kovetkezd
természetes szam szorzata mindig oszthaté 120-szal!

Bizonyitsuk be, hogy minden n természetes szam
egyértelmiien felirhaté n = k2¢ alakban, ahol k
természetes, g pedig négyzetmentes szam.

Bizonyitsd be, hogy ha 2" —1 prim, akkor n is prim!

Melyik az a legkisebb 3-mal nem oszthatd szam,
melynek 15 osztdja van?

Héany olyan haromjegyi szadm van, melynek

osztoinak szdma oszthato 11-gyel?

Melyek az n* + 4 alaki primszamok?
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Relativ prim-e a kovetkezd két szam: 2190 — 1 és
3100 17

Bizonyitsuk be, hogy a paratlan négyzetszamok nem
csak néggyel, de nyolccal osztva is 1 maradékot ad-
nak!

Melyek azok a p primszamok, melyre

(a) p+ 10 és p+ 14 is prim,

(b) p? + 2 is prim,

(c) p* +4 és p* +6 is prim?
Bizonyitsd be, hogy ha 2™ — 1 prim, akkor n is prim!
Hatarozzuk meg a 3,8,17,—17,120, 54, —40, 236,
227 szdmok

(a) legkisebb nem negativ maradékait,

(b) abszulutértékben legkisebb maradékait,

(c) koziil melyek kongruensek egyméssal
modulo 11!
Oldjuk meg az aldbbi kongruencidkat:

(a) 112 =12 (mod 18),
(b) 5z =5 (mod 35),
(¢) 6z =5 (mod 35),
(d) 7z =5 (mod 35),
(e) 6z+1=10 (mod 15),
(f) 14z — 4 =80 (mod 21).
Oldjuk meg minél egyszeriibben az alabbi kongru-
encidkat:
(a) 202z = 157 (mod 203),
(b) 309z = 451 (mod 617),
(¢) bz =561 (mod 1968),
(d) 105z = 761 (mod 809),
Milyen maradékot adhat egy egész szdm 92-vel os-

ztva, ha az 54-szerese 24 maradékot ad 92-vel os-
ztva?

Egy x egész szam ugyanannyi maradékot ad 98-cal
osztva, mint 68 — 23x. Mi lehet ez a maradék?

Melyek megoldhatdak az alabbi szimultan kongru-
encidk kozil? Oldjuk is meg Sket!

(a) =3 (mod 5) (c) 3z =2 (mod 4)
=4 (mod 7) 2z =3 (mod 5)

(b) x =3 (mod 6) (d) 5z =3 (mod 7)
x =6 (mod 8) 42 =5 (mod 10)
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Bevezetés a szamitaselméletbe I1.
2007. APRILIS 11.
9. gyakorlat: Szamelmélet, folytatds

Egy perzsa sahnak 100 felesége van, a bortonében
is épp 100 rab sinylédik, 1-t61 100-ig szamozott
celldkban. A bortoncelldk zarjai “kétallastak”: ha
egyet forditanak rajtuk, a bezart ajto kinyilik, a ny-
itott ajté bezarddik. A sah sziiletésnapjén a 100 fe-
leség végigvonul a bortonon és a zarakkal jatszanak.
Az els6 feleség minden zaron egyet fordit, a masodik
feleség minden masodik ajté zarjan egyet fordit,
stb., a k-adik feleség minden k-adik ajté zarjan
egyet fordit, egészen a 100. feleségig. Végiil azok a
rabok, akiknek az ajtaja nyitva van, kiszabadulnak.
Milyen sorszamu celldkban laknak a szerencsések?

A sah kovetkezo sziiletésnapjén a feleségek megint
rosszalkodnak. Most az els6 feleség minden zaron
egyet fordit, a masodik feleség minden mésodik ajtoé
zarjan kettot fordit, stb., a k-adik feleség minden k-
adik ajt6 zarjan k-t fordit, egészen a 100. feleségig.
Most milyen sorszamu cellak lakéi szabadulnak?

Melyek azok a p primszamok, melyre

(a) p+ 10 és p+ 14 is prim,

(b) p% + 2 is prim,

(c) p?+4 és p*> + 6 is prim?
Bizonyitsd be, hogy a szomszédos Fibonacci-
szamok relativ  primek! De vajon mennyi

a méasodszomszédos Fibonacci-szamok legnagyobb
koz6s osztoja?

Bizonyitsd be, hogy ha 2™ — 1 prim, akkor n is prim!

Melyik az a legkisebb 3-mal nem oszthatd szam,
melynek 15 osztdja van?

Hény olyan haromjegyti szam van, melynek

osztéinak szdama oszthatd 11-gyel?

Oldjuk meg minél egyszeriibben az aldbbi kongru-
encidkat:

(a) 202z = 157 (mod 203),

(b) 309z = 451 (mod 617),

(¢) 5z =561 (mod 1968),

(d) 105z = 761 (mod 809),

Melyek megoldhatéak az alabbi szimultan kongru-
enciak kozil? Oldjuk is meg Oket!

(a) =3 (mod 5) (c¢) 3z =2 (mod 4)

z=4 (mod 7) 2z =3 (mod 5)

(b) 2 =3 (mod 6) (d) 5z =3 (mod 7)
=6 (mod 8) 4x =5 (mod 10)

120.

121.

122.

123.

124.

125.

126.

(a) Egy szdzldbi meg akarja szdmolni a
labait. Azt tudja biolégidbdl, hogy min-
den szazlabunak legfoljebb 344 laba van. Ha
13-asdval szamolja a labait, akkor 3 marad ki,
ha 17-esével szamolja, akkor viszont 10 marad
ki. Hanylabu a szazlabi?

Egy maésik szazlabi is megirigyli ezt a
modszert. Neki 16-osaval szamolva 5 marad
ki, 20-asaval szamolva pedig 15 marad ki. Bi-
zonyitsd be, hogy elszdmolta magat!

A szazlabuak kiralyahoz is eljut a mddszer.
Neki 6-osaval szamolva 5 marad ki, 7-esével
szamolva 6, 8-asaval szdmolva pedig 7. Neki
hény ldba van?

Egy haromjegyli szamrdl tudjuk, hogy 23-mal os-
ztva 4 maradékot ad, tovdabba hogy a szdm 16-
szorosanak utolsé két szamjegye 28. Mi ez a szam?

Oldjuk meg a megoldhatdakat az alabbi linedris dio-
fantikus egyenletek koziil!

(a) 152 +13y =19 (c) 12z + 30y = 26
(b) 17z + 11y =22 (d) 18z + 28y = 10

(a) Milyen szdmok allithatdk elé 20z + 51y alak-
ban, ahol = és y egész szdmok?
Milyen szamok &llithatok el 170z 4 51y alak-
ban, ahol = és y egész szamok?

Milyen szamok allithatok elé 21x 4+ 33y + 77z
alakban, ahol z, y és z egész szamok?

(b)
(©)

Bizonyitsuk be, hogy 1-19-37-55-73-...-271+1
oszthaté 17-tel!

Pataki Ferenc fejszamolomiivész egyszer a tévében a
kovetkezo tritkkot mutatta be: felkért a kozonséghbol
valakit, hogy gondoljon egy héaromjegyli szédmra,
szorozza meg 6561-gyel, majd az eredmény utolsé
harom jegyét kozolje. Ebbdl 6 pillanatok alatt ki-
taldlta a gondolt szamot. Hogyan csinalta? Utana
tudnéad-e csindlni, ha hasznélhatsz szdmologépet, de
csak nagyon roévid ideig?

Legyenek k és n olyan pozitiv egészek, amelyekre
k < n. Mi a legnagyobb kozos osztéja az n! + k és
az (n + 1)! + k szdmoknak?
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128. Szamitsuk ki az alabbi értékeket:
(a) d(12), (12), o(12),
(b) d(2004), $(2004), o:(2004).
129. Mennyi ¢(9), ¢(133), ¢(540), ¢(7)?
130. Milyen n értékekre igaz, hogy ¢(n) paratlan? (és milyen n-ekre lesz d(n) péaratlan?)
131. Az Euler-féle ¢ fiiggvény tulajdonsdgait felhaszndalva,

(a) bizonyitsuk be, hogy 11 | n! + 10n,
(b) igazoljuk, hogy ha n nem oszthaté 17-tel, akkor n® 4+ 1 vagy n® — 1 biztosan oszthaté 17-tel,
(c) szdmitsuk ki 10882 ill. 57 maradékét 19-cel osztva,
(d) bizonyitsuk be, hogy 42 | n” — n.
132. Bizonyitsuk be, hogy
(a) 39'* — 1 oszthat6 5-tel,
(b) 333444 4 444333 oszthaté T-tel,
(c) 4% 4 1 oszthatd 17-tel!
133. Kiszdmitandé (((43)%3)*3)43 modulo 49.
134. Oldjuk meg az aldbbi kongruencidkat:

(a) 49%* =2 (mod 15),
(b) 3%8%2 =23 (mod 100).

135. Hatarozzuk meg az utolsé
(a) harom jegyét szdmjegyét 403492 nek,
(b) két szamjegyét 2939 _nek,

32

4
(c) szdmjegyét 76" _nek!

136. Mi az utolsé két szamjegye az aldbbi szamoknak?

717

1737 — 177 4 17

137. Bizonyitsuk be, hogy a ﬂg—ig tort semmilyen nemnegativ egész n-re sem egyszertisitheto!

138. Legyen n paratlan egész szam, amely nem oszthaté egyetlen primszam négyzetével sem. Bizonyitsuk be, hogy
n pozitiv osztéinak atlaga egész szam!

139. Legyen n pozitiv egész szdm, melynek ismerjiikk n = Hle py* primtényezds felbontdsdt. Mennyi a
>4

érték, vagyis hogyan szamithaté ki az n szam osztéi reciprokanak az 6sszege?



140.

141.

142.
143.

144.

145.

146.

147.

Csoportot alkotnak-e az aldbbi halmazon definidlt miiveletek? Ha igen, akkor vizsgaljuk meg, hogy a csoport
kommutativ-e?
(a) {egész szamok, osszeadds},
(b) {pératlan szdmok, 6sszeadds},
(c) {pdros szdmok, Gsszeadds},
(d) {2 x 2-es métrixok, métrixszorzas},
(e) {n-edik komplex egységgyokok, szorzds},
(1)
()
(h) egy tetszbleges X halmaz Osszes részhalmazainak halmaza; a halmazok szimmetrikus differencidja. (Az
A és B halmazok szimmetrikus differencidja alatt definicié szerint az AAB = (A\ B) U (B \ A) halmazt
értjiik.)

a sikvektorok halmaza; a sikvektorok 6sszeadasa.

egy tetszOleges X halmaz Osszes részhalmazainak halmaza; a halmazok uniéja.

Csoportot illetve félcsoportot alkot-e az aldbbi H halmaz a * miivelettel?

(a) H az egész szamok halmaza és az a, b € H szdmokra axb = a+b+ 1, ahol a szokdsos Osszeadds szerepel;
(b) Legyen m egy rogzitett szdm és H = {1,2,...,m — 1}. Tovdbba a * b = ab (mod m);

(¢) H azon f figgvények halmaza, melyek f(x) = cx + d alakdak, ahol ¢ # 0. A x miivelet pedig a
fiiggvények egymas utdn valé alkalmazdsa (kompozicid, jelélése analizisben f o g);

(d) H a valds szdmok halmaza és a xb=a + b + ab;
(e) H a 2002 pozitiv osztéinak halmaza és az a,b € H szamokra a b = (a,b), azaz a és b legnagyobb kozos
osztdja.
Bizonyitsd be a? =1 Va € G-re = G — Abel-csoport!

A G véges Abel-csoport Gsszes elemét Gsszeszorozzuk valamilyen sorrendben. Bizonyitsd be, hogy eredményiil
G-nek olyan elemét kapjuk, amelynek az inverze énmagal

Az n-ed rendii ciklikus csoport Osszes elemét négyzetre emeljiik, majd az igy kapott elemeket Gsszeszorozzuk.
Mivel egyenld ez a szorzat?

Tekintsiink egy pdratlan rendi Abel-csoportot (G), ahol a miivelet az Osszeadds. Bizonyitsuk be, hogy

> a=0.

acG

Legyen n > 4. Az n hosszu 0-1 sorozatok H; halmazéan jeldlje @ a bitenkénti modulo 2 Gsszeadast. Alljon
H> azokbdl a sorozatokbdl, melyekben az egyesek szama kettével oszthatd. Hs pedig azokbdl, melyekben az
egyesek szama oszthaté hdrommal. Az el6bb definidlt miivelettel csoportot alkot-e Ho? Csoport-e Hs?

frjuk fel az aldbbi csoportok Cayley-tablazatat! Melyek izomorfak egymassal?

(a) {mod 4 maradékosztdlyok, 6sszeadds}
(b) {mod 8 redukdlt maradékosztalyok, szorzés}

(c¢) A téglalap szimmetriacsoportja:
(szimmetriacsoport = a rajzot onmagdba vivl egybevigdsigi transzformécidk halmaza a kompozicidra,
mint miiveletre nézve!)

(d) A “fiiles négyzet” szimmetriacsoportja:
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Bizonyitsd be a> =1 Va € G-re => G Abel-csoport!

A G véges Abel-csoport Gsszes elemét Gsszeszorozzuk valamilyen sorrendben. Bizonyitsd be, hogy eredménytil
G-nek olyan elemét kapjuk, amelynek az inverze onmagal!

Az n-ed rendii ciklikus csoport Osszes elemét négyzetre emeljiik, majd az igy kapott elemeket Gsszeszorozzuk.
Mivel egyenlo ez a szorzat?

Tekintsiink egy péaratlan rendi Abel-csoportot (G), ahol a miivelet az Osszeadds. Bizonyitsuk be, hogy

> a=0.

acG

Legyen n > 4. Az n hosszi 0-1 sorozatok H; halmazén jelolje @ a bitenkénti modulo 2 Gsszeaddst. Alljon
Hy azokbdl a sorozatokbdl, melyekben az egyesek szama kett6vel oszthatd. Hs pedig azokbdl, melyekben az
egyesek szdma oszthaté harommal. Az el6bb definidlt miivelettel csoportot alkot-e H2? Csoport-e H3?

frjuk fel az alabbi csoportok Cayley-tédblazatat! Melyek izomorfak egyméssal?

(a) {mod 4 maradékosztélyok, tsszeadds}
(b) {mod 8 redukalt maradékosztélyok, szorzas}

(c) A téglalap szimmetriacsoportja:
(szimmetriacsoport = a rajzot énmagdba vivé egybevigdsagi transzformaciék halmaza a kompozicidra,
mint miiveletre nézve!)
1

(d) A “fitles négyzet” szimmetriacsoportja:

a
S\

Mi az egyes elemek rendje Cyo-ben (a 12 rendii ciklikus csoportban)?

Legyen a G csoport elemeinek halmaza {1,2,3,4,5,6}, a miivelet a mod 7 szorzés. Igazoljuk, hogy a G
csoport ciklikus!

|G| =81 és Ja € G: a®" # 1 = a csoport kommutativ.

Jelolje a és b egy csoport két tetszéleges elemét. Bizonyitsuk be, hogy b rendje megegyezik a~tba rendjével!
Mely csoportokra igaz, hogy (ab)~! = a=1b=1?

Bizonyitsuk be, hogy egy csoport nem &allhat el6 két valodi részcsoportjanak inidjaként.

Bizonyitsuk be, hogy ha egy csoportban minden egységelemtdl kiilonb6z6 elem rendje ugyanaz, akkor ez a
rend primszdam!

Bizonyitsuk be, hogy ha a G csoport rendje 55, akkor minden a € G elemére teljesiil, hogy az a és az a®

elemek rendje azonos.

Van-e olyan 20 rendii csoport, melyben van 5 rendii elem, de nincs 20 rendii elem?
Es van-e olyan 20 rendii csoport, melyben van 20 rendil elem, de nincs 5 rendii elem?

A D,, diédercsoport elemei koziil legyen t az egyik tiikrozés és f az egyik forgatés. Igaz-e, hogy t- f = f~1-¢?
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Bevezetés a szamitaselméletbe II.
Megoldasok: 7-10. gyakorlat: Szdmelmélet, csoportelmélet

a=50700=2%2.3.52.13ésb=111384=23-32.7.13-17,

ebbdl (a,b) =2%2-3.13 és [a,b] =2%-32.52.7-13-17.

Ahhoz, hogy megkapjuk azt, hogy hany olyan szam van, ami a-t vagy b-t osztja a és b osztdinak Osszegébdl
le kell vonnunk a kozos oszték szdmat. Szerencsére tudjuk, hogy a kozos oszték egyben osztéi (a, b)-nek is.
fgy az eredmény:

C+DA+D2+DHA+H)+B+DHE2+HA+DA+D)(I+1) -2+ 1A +1)(1+1) =120.

. Egy paratlan szdm négyzete (2k + 1)? = 4k? + 4k + 1, vagyis 4] + 1 alakt. Két ilyen Osszege tehdt 4k + 2
alak lesz, vagyis paros, de nem oszthatd 4-el.

Egy pératlan szam négyzete: (2k + 1)? = 4k? + 4k + 1 = (2k)(2k + 2) + 1 alaki, 8 pedig mindig osztja két
egymast kovetd paros szdm szorzatdt (mert az egyik biztosan oszthaté 4-el is).

A maradékosztalyokat sorra véve adédik, hogy mindegyik esetben csak egy megoldas van:

(a) p=3j6 megoldds, de p = 3k + 1 illetve p = 3k + 2 esetekben vagy p+ 10 vagy p+ 14 oszhaté lesz 3-mal,
vagyis nem lehet prim.

(b) p = 3 itt is j6, de a tObbi esetben 3 osztja p* + 2-t.

(c) Ttt az 5 maradékosztalyait kell vizsgdlni. p = 5 j6 megoldas, de a tSbbi esetben vagy p? + 4 vagy p? + 6
biztosan 5-el oszthatd lesz.

A Fibonacci-szamok a kovetkezék: 1,1,2,3,5,8,13,.... Tehdt az n-edik Fibonacci szdmot az elétte 1évé
kettd Osszegeként kapjuk: a, = an—1 + an_o-

Ha két szomszédos Fibonacci-szam nem volna relativ prim, ez azt jelentené, hogy létezik olyan ¢ # egész,
hogy c|a,, és c|a,—1. De ekkor ¢|a,_» is igaz volna (hiszen két szdmnak egy kozos osztdja osztja a két szdm
kiilonbségét is). Ez pedig azt jelentené, hogy visszamendleg ¢ osztand az Osszes Fibonacci-szamot, még az
1-et is.

Mésodszomszédos Fibonacci-szdmokra a helyzet hasonlé. Ha cla,, és c|a,—_o, akkor c|a,—_; is igaz. Ezutén
viszont az el6zéekbol kovetkezik, hogy ¢ minden Fibonacci-szamot oszt.

Ha a Péter sziiletési évszama b pedig a nagyapjié, akkor tudjuk, hogy @ — b = 53 és 1 # (a,b). Ha
viszont 1étezik egy 1 < ¢|(a,b), akkor c|(a — b) = 53 is igaz, amibdl ¢ = 53 adédik. Mivel 53|a és 53|b, és
1950 < a < 2000, ezért a = 37 - 53 = 1961 lesz Péter sziiletési évszama.

Ot egymast kovet6 szam koziill mindig lesz egy 5-el oszthatd, legalabb egy 3-al oszthatd, legalabb egy 4k és
egy masik 4k + 2 alaku. E miatt a szdmok szorzata is oszhaté lesz 2 -3 -4 -5 = 120-al.

Egy szam akkor és csakis akkor négyzetszam, ha a primtényzés felbontasaban minden kitev6 paros. Egy
tetszéleges n egész szam n = k2q alakra valé felbontdsa ebbdl adédik: ha ebben p; prim kitevéje, a; = 2k; +1
alaku volt, akkor k-ban p; kitevéje k; legyen ¢g-ban pedig 1. Ha a; = 2k; alaki, akkor k-ban p; kitevoje ismét
k; és q primtényezds felbontdasaban ne szerepeljen a p; prim.

Ha n-nek 15 osztéja van, vagyis d(n) = 15, akkor az oszték szdmadra vonatkozé tételbdl kovetkezOen vagy
(o1 +1) =15 vagy (a1 +1 =15) és (a2 + 1 = 3) adédik a primtényzds felbontdsaban szerepld két kitevore.
Ezek koziil a legkisebb felbontds amiben 3 nem szerepelhet: 2% - 52.

Az el6z6 feladathoz hasonléan itt is d(n) képletébél adddik, hogy kell legyen n felbontdsdban egy «; kitevd,
melyre 11](c; + 1). A legkisebb ilyen szam 2!° lenne, ami viszont mar nagyobb 1000-nél, tehat megfelels
3-jegyl szamot nem taladlhatunk.

A linedris kongruencidk megoldasai:

(a) (11,18) = 1, 3 1db mo.
11z = 12 (mod 18)/ -5
552z = 60 (mod 18)
=6 (mod 18)



(b) (5,35) =5 | 5, 3 5db mo.
52 =5 (mod 35)/: 5
2 =1 (mod 7), ebbdl
x=1,8,15,22,29 (mod 35)

(c¢) (6,35) =1, 3 1db mo.
6z =5 (mod 35)/-6
36z = 30 (mod 35)

2 =30 (mod 35)

(d) (7,35) =715, # mo.

(e) 6z4+1=10 (mod 15)/ — 1
6z =9 (mod 15)
(6,15) = 3| 9, 3 3db mo.
6z =9 (mod 15)/: 3
2z =3 (mod 5)/ -3
6z =9 (mod 5)
x =4 (mod 5), ebbdl
x=4,9,14 (mod 15)

(f) 14z — 4 = 80 (mod 21)
14z = 84 (mod 21)/ +4
(14,21) = 7| 84, 3 7db mo.
142 =84 (mod 21)/: 7
22 =12 (mod 3)
22z =0 (mod 3)
0 (mod 3), ebbél
0,3,6,9,12,15,18 (mod 21)

x
x
116. A linedris kongruenciak megoldésa:

(a) 202z = 157 (mod 203)/ — 203z
—x =157 (mod 203)/ - (—1)
x = —157 (mod 203)/ + 203
x =46 (mod 203)

(b) 309z = 451 (mod 617)/ -2
618z = 902 (mod 617)
x =285 (mod 617)

(c) 5x =561 (mod 1968)/ + (3 - 1968)
5z = 6465 (mod 1968)/ : 5
x = 1293 (mod 1968)

(d) 1052 = 761 (mod 809)/ + 809
1052 = 1570 (mod 809)/ : 5
21z = 314 (mod 809)/ + (2 - 809)
21z = 1932 (mod 809)/ : 21
x =92 (mod 809)

119. A szimultdn kongruencidk megoldasai:

(a) x =3 (mod 5)-b8l z = 5k + 3
igy: 5k +3=4 (mod 7)
5k=1 (mod 7)/-3
15k =3 (mod 7)/ -3
k=3 (mod 7)-b6l k=7T1+3
fgy = 5(71 +3) + 3 = 350 + 18
vagyis = 18 (mod 35)

(b) nem oldhat6 meg.



(¢) 3z =2 (mod 4)/-3
x =2 (mod 4)b8l = 4k + 2
2z =3 (mod 5)/ -3
x =4 (mod 5)
fgy: 4k +2=4 (mod 5)/ — 2
4k =2 (mod 5)/ — 5k
—k=2 (mod 5)/-(-1)
k=3 (mod 5)-bél k =51+ 3
fgy o = A(51 + 3) + 2 = 20 + 14
vagyis * = 14 (mod 20)

(d) nem oldhat6 meg.
122. Oldjuk meg a megoldhatéakat az alabbi linearis diofantikus egyenletek koziil!

(a) 152 + 13y = 19-el ekvivalens:
152 =19 (mod 13)
2z =6 (mod 13)/: 2
x =3 (mod 13),
vagyis x = 13t + 3,
ebbdl t = 0-ra yg = —2
igy y = —2— 15¢
(b) 17z + 11y = 22-el ekvivalens:
17z = 22 (mod 11)
=0 (mod 11),
vagyis ¢ = 11¢,
ebbdl t = 0-ra yg = 2
gy y=2—-17t
(c) 122+ 30y =26/ : 2
3(2x 4 5y) # 13, nincs megoldés.
(d) 18z + 28y = 10/ : 2
9z 4 14y = 5-el ekvivalens:
9z =5 (mod 14)/ -3
27x = 15 (mod 14)
—z =1 (mod 14)/ - (-1)
x=—1 (mod 14),
vagyis © = 14t — 1,
ebbdl t = 0-ra yg =1
gyy=1—-9t

128. A primtényezbs felbontasokbdl behelyettesitve a képletekbe:

(a) 12 =2%-3-bdl:
d(12) = (2+1)(1+1) =6,
#(12) = (22 -2)(3-1) = 4
o(12) = (1+2+2?)(1
(b) 2004 = 22 -3 - 167-bdl:
d(2004) = 2+ 1)(1+1)(1+1) =12,
#(2004) = (22 — 2)(3 — 1)(167 — 1) = 664,
o(2004) = (14 2+ 2%)(1 + 3)(1 + 167) = 4704

129. 9=32,133=7-19,540=2%2-33.5, 71 =2%.3%2.5
$(9) = 3% -3 =6,
#(133) = ¢(7)$(19) = 6 - 18 = 108,
#(540) = (22 — 2)(3% — 32)(5 — 1) = 144,
H(T) = (24 —23)(32 - 3)(5 — 1) = 192.

130. ¢(n) paratlan, akkor és csak akkor, ha minden (p** —p$i~') tényezd paratlan. Ez csak p; = 2 elsé hatvényara
lehet paratlan. Tehat csak n = 2 lehet megoldas.
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d(n) paratlan, akkor és csak akkor, ha minden («; + 1) tényezé pdratlan, vagyis «; paros. Ez azt jelenti, hogy
n négyzetszam.

. Az Euler-Fermat tételt hasznalva,

(a) n't +10n =n' +10n =n+10n = 11n =0 (mod 11),
b) n'6 = 1 (mod 17)-b8l kovetkezik, hogy 17 | n'6 —1 = (n® + 1)(n® — 1). Mivel 17 prim, ezért va,
gy gy

p|(n®+1) vagy p| (n® —1).

(c) 108182 = (5.19 + 13)182 = 13182 = 13181042 — (1318)10. 132 = 13?2 = 169 = 17 (mod 19)
517 =518 . 571 =571 =4 (mod 19)

(d) 42 | n” — n-hez belatjuk, hogy 2 | n” —n, 3| n” —n és 7| n” —n. Az elsd kettd egyszerti oszthatésagi
feltételek kovetkezménye, az utolsé pedig a kis-Fermat tétel.

. Az Euler-Fermat tételt hasznélva...
(a) 39 = (7-5+ )M =41 = 4342 =42 =16 = 1 (mod 5)
(b) 333%4% £ 444333 = (7474 4)** + (7634 3)333 = 4444 1. 3333 — 4674 | 333043 = 1 1. 33 — 98 = () (mod 7)
(c) 490 =424 = 16 = (17 - 1)* = (-1)** = —1 (mod 17)
$(49) = 7% -7 =42.
Igy az Euler-Fermat tétel miatt:
(((4Ys2)82)88 = (((43)12+1)82)5 = (((43)1)4)% = (43)%)% = - = 43 (mod 49).

. Felhasznalva, hogy ¢(15) = ¢(3)$(5) = 2-4 = 8 és ¢(100) = (22 — 2)(5% — 5) = 40:

(a) 49 = (45 +4)19 = 449 = 458+ =4 (mod 15),

(b) 3% = (3192 =1 (mod 100) miatt
x =23 (mod 100)

. Felhasznalva, hogy
$(1000) = (23 — 22)(5® — 52) = 400,
#(100) = (22 — 2)(5% — 5) = 40 és
p(10) = (2-1)(5—1) = 4:

a) 40302 = 40340042 = 4032 = 409 (mod 1000)

(
(b) 2939" = 2910-1" = 99-1" — 99-1 = 69 (mod 100)

32
(¢) 7% =74 =1 (mod 10).
. A csoport kommutativ, mert ab = ab(ab)? = ab(ba)(ba) = (a(bb)a)ba = aaba = ba.
. Mivel a ciklikus csoport kommutativ, ezért 12a%a*...a>"*~1) = gD = (g")*~1 = 1»~1 = 1.

. Az additiv csoport nulleleme (egységeleme) a 0. A tobbi elemnek egyértelmfien létezik inverze: Va-ra Ja=! :
a+a~' = 0. Ha sszeadjuk az dsszes elemet, és a kommutativitds miatt mindenkit az inverz parjaval tesziink
parba, akkor a parok Osszege 0, igy az egész Osszeg is csak 0 lehet.

. A Hs csoport valéban részcsoport, hiszen az dsszeadas miiveletre nézve zart, és igy a csoporttulajdonsagok is
oroklédnek az alamhalmazbdl. A H viszont nem zart, mert példéul: a« = (0,0,1,1,1,0), ésb=(0,1,1,1,0,0)-
ra, a,b € Hy, de a+b=(0,1,0,0,1,0) ¢ Hs.
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