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1.) Hamilton-korok és -utak. Sziikséges feltétel Hamilton-kor/utlétezésére. Elégséges feltételek:
Dirac és Ore tétele. Euler-korsétak és -sétak, ezek l1étezésének sziikséges és elégséges feltétele.

Hamilton-korok és -utak

Def.: A G graf Hamilton-kore (Hamilton-utja) a G graf olyan kore (titja), ami a graf minden csticsat pontosan egyszer tartalmazza.
(egyszer: egy kérben/tban szereplé minden cstcs kiilonbézé.) Ha G-ben van Hamilton-kor, akkor van benne Hamilton-t is.

Pl.: a K3 3-ban egy H-kor:

Sziikséges feltétel Hamilton-kor/ut létezésére

1.) Ha 3 H-kér = G-bdl akarhogy k db csucsot tordlve G legfeljebb k komponensre esik szét.
2.) Ha 3 H-ut = G-b6l1 akarhogy k db cstcsot tordlve G legfeljebb k + 1 komponensre esik szét.

A H-kor pontjai legyenek Vi, Vs, Vs, ..., V, és legyen V; ,
elhagyunk.

Vegyiik észre, hogy az elhagyott pontok ko6zotti ,,ivek” biztosan Osszefliggd
komponenseket alkotnak!

Pl.: (Vi1+1 Vij+; Viz—l) iv is Osszefliggd lesz, hiszen két szomszédos pontja k6zott az
eredeti H-kér egy éle fut.

Mivel éppen k ilyen ivet kapunk, nem lehet tobb komponens k-ndl. (Kevesebb lehet,
hiszen kiilonb6z6 ivek kozott lehetnek élek. Pl.: piros €l.)

Viy) Vigs -, Vi, @z @ k pont, amit

Bizonyitds: H-ut

A bizonyitas nagyon hasonl6 azt el6z6hdz. Pl. hagyjuk el a grafbol a VaV1 glet, hogy
csak H-utunk legyen! Amig az el6z6 példaban a pontok elhagyasa utan a Ziat1, ..., W,
W v Osszefliggd volt, itt mar nem, mert VaV1g E(G). tehat legfeljebb k + 1

komponens keletkezhetett. v

Példa arra, hogy a sziikséges feltétel nem elégséges:

Petersen-grdf: A Petersen-grafnak nincs H.-kore, pedig teljesiti a sziikséges feltételt (akarhogyan torlok k db

pontot, max. k komponensre esik szét). Ha volna H.-kore, akkor 3 szinnel szinezhetnénk az éleit ugy, hogy az

azonos szinii élek paronként diszjunktak legyenek. (A H.-kor 10 élére kell 2 szin, a kimaradé élek pedig
diszjunktak, mivel a Petersen-graf 3-regularis (V cstcs fokszama 3).) Marpedig a kiils6 6tsz6g és a hozza

csatlakozo €lek 3-szinezése (a szimmetria miatt) Iényegében egyértelmii, és ez nem terjeszthetd ki globalis 3-

szinezéssé.

Ha a Petersen-graf kiils6 korébdl a, a belsé korébdl pedig b csucsot hagyunk el, akkor a kiils6 ill. a belsé koron
keletkez6 komponensek szama legfeljebb a ill b, vagyis a grafnak nem keletkezhet 6sszességében a + b-nél tobb
komponense. (Haa = 0 v. b = 0, akkor az adott koron egy komponens keletkezik, de ennek a komponensnek a ,,masik”
korbdl is lesz pontja.)

Elégséges feltételek: Dirac és Ore tétele

Bizonyitas:
Indirekt. Tfh. a két feltétel teljesiilése ellenére A H-kér a G grafban.
A grathoz vegyiink hozza éleket gy, hogy tovabbra se legyen benne H-kér. Ezt ismételjiik addig, amig lehet. Az igy kapott
grafot jeloljiik G’-vel, amire szintén teljesiil a feltétel.
G’-ben biztosan van két nem szomszédos pont. Legyen ez x,y. G’ + {x, y} grafban 3 H-kér = G’-ben 3 H-ur.
Legyenez P = ({1, wirZg, oy, Zy). Ha x szomszédos Z,-val = y nem szomszédos Z,_;-gyel, mert

=x =y

(Z1, ooor Zioers Zpy Zerr Zien Z1) H-K&T lenne, tehat d(y) <n— 1 — d(x) = d(x) + d(y) <n = Z ELLENTMONDAS.
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Bizonyitas: Teljesiil az Ore-feltétel: V x, y pontparra d(x) + d(y) =n

Euler-korsétak és -sétak, ezek létezésének sziikséges és elégséges feltétele

Koénigsbergi hidak problémdja:

« Feladat: V hidon pontosan egyszer atkelni.
A feladat grafelméleti megfeleldje: a folyok altal hatarolt tertileteknek pontok, a
hidaknak élek felelnek meg.

3

3
Def.: G-ben Euler-kér (Euler-korséta) egy olyan zart élsorozat, ami a graf vV élét pontosan egyszer tartalmazza. Ha az élsorozat
nem feltétleniil zart, akkor Euler-utat (Euler-sétat) kapunk.

Megjegyzés:
V Euler-kér egyben Euler-ut is.
Az Euler-kor/ut altalaban nem ,,rendes” kor/at a grafban, mert egy ponton tobbszor is athalad.

Tétel: (sziikségesség)
1.) Ha G 6sszefliggd (véges) grafban 3 E-kor = V pont foka paros.
2.) Ha G 6sszefiiggd (véges) grafban 3 E-Gt = G-nek 0 vagy 2 paratlan foku csticsa van.

Bizonyitas:
1.) Induljunk el a graf egy tetsz6leges pontjarol és jarjunk korbe az E-kér mentén. Minden pontban pontosan annyiszor
mentiink be, ahanyszor kimentiink. A kimenések és bemenések szamanak 6sszege a pont fokszama, ami igy biztosan paros.
2.) Az el6z6h6z hasonléan belathatd, hogyha G-ben 3 E-ut, akkor az E-tt két végpontjanak kivételével V pont foka paros.

Tétel (elégségesség):

1.) Ha G &sszefiiggd (véges) grafhan 3 E-kor < V pont foka paros.
2.) Ha G osszefliggd (véges) grafban 3 E-ut < G-nek 0 vagy 2 paratlan foku cstcsa van.

Bizonyitas:
A sziikségességet elobb bebizonyitottuk.
Elégségesseg

1.) Legyen v € V(G) a graf tetszleges pontja, P pedig egy v-bdl indul6 élismétlés nélkiili séta, amig elakadunk. Mivel V pont
foka paros =
m P v-ben akad el
m v-nek V élét hasznalja
m V cstcsbdl paros sok élet hasznalt
Legyen P’ az ilyen sétak koziil a leghosszabb. P
Allitas: P’ E-kor
Bizonyitas:
(indirekt) H: G-bdl1 elhagyjuk a P’-beli éleket. Tudjuk, hogy H-ban V fokszam péros (paros - paros = péaros)
w legyen olyan csucs, amire illeszkedik a H-beli és P’-beli él is (megtehetjiik, mert a graf 6sszefliggd.)
Q legyen egy w-bol indulé H-ban élismétlésmentes w-ben elakado séta.
Ez Q P’ hosszabb P’-nél: ELLENTMONDAS. ¥
.\_/\/\.\./\/\.\/\/\Q

\' w W \'
2.) HaV fokszam paros = OK (Euler-kor)

Ha van két paratlan fokd pont: u, v, akkor huzzunk élet uv kozé. Igy V pont foka paros lesz. Tehét lesz E-kor. Ha ebbél a
grafbol elhagyjuk uv-t, akkor lesz E-ut.
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2.) Grafok szinezése. y(G) fogalma és viszonya w(G)-hez, illetve A(G)-hez. Brooks tétele (biz.
nélkiil). Mycielski konstrukcioéja.

Grafok szinezése, y(G) fogalma

Def.: egy graf k szinnel szinezhetd, ha a cstcsok k szinnel szinezhet6k gy, hogy szomszédos cstcsok kiilonb6z6 szint kapnak.
G kromatikus szdma k, ha G k szinnel szinezhetd, de k — 1-gyel nem. Jele y(G) = k

Pl.:

() iires grafnal: y = 1 paros grafnal: y(G) < 2 (akkor < 2, ha iires a graf)

[ ] [ J ‘*

Ki00 2 x(Kigo) = 100

x(G) viszonya w(G)-hez, illetve A(G)-hez

Jele: w(G) =k
Allitas: w(G) < x(G), V G grafban
Bizonyitds: Ha w(G) = k, akkor a k cstcshoz kell k db szin

Példa:

C5:
x(Cs) =3

Moho szinezés: csucsokat jeloljik vy, vy, ..., v,-nel
a szineknek adjunk szamokat: ® @ ® ...
vi > O
Ha mér vy, ..., v; szinezett — v; + 1 szine legyen a legkisebb sorszamu olyan szin, amilyen szomszéd még nincs.

Pl.:

Vi V2 V3 V4

Tétel: ¥(G) < A(G) + 1 (ahol A(G) a G graf maximélis fokszama)

Bizonyitds:
Ha moho szinezéssel elkezdjiik tetszéleges sorrendben szinezni a graf pontjait, akkor nem kell A 4+ 1-nél tobb szint
felhasznalnunk, mert amikor egy tjabb pontot akarunk kiszinezni, akkor ennek legfeljebb A szomszédja van mar kiszinezve.
gy a A + 1-ediket felhasznalhatjuk.
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BSz2 tételek: 2. tétel
Brooks tétele

Azt mutatja meg, hogy sokszor a w(Gy) < x(G;) alsé becslés nem sokat ér.

Bizonyitdas:
Go-nek megfelel: @—@.
Tegyiik fel, hogy mar G-t megalkottuk, készitiink ebbdl G, 4-et! G pontjai: a,, a,, ..., a,. Vegyiink fel n + 1 4j pontot:

bi, by, ..., by, ¢ —t akovetkez6képp: V b; -t kisslink 6ssze a; G-beli szomszédjaval (de a;-vel ne), c-t pedig V b; -vel.
Allitas: w(G +1) = 2

Bizonyitds: (indirekt)
Tegyiik fel, hogy 3 G..1-ben haromszog (A). Ennek nem lehet mind a 3 csticsa G-ban. Ha ¢ a A egyik cstcsa, a masik
kettd csak b; és b; lehet, de ezek nem szomszédosak. Ha b; a A egyik csticsa, akkor a masik két cstics a, és a,, lehet. Mivel

b; szomszédjai megegyeznek a; szomszédjaival, ekkor nemcsak b;a.a,, hanem a;a,a,, is A lenne.
- ELLENTMONDAS.

Allitas: ¥(Gryq) <k +1

Bizonyitds: Szinezziik ki V a;-t ugyanolyan szinnel, mint G, egy k szinnel valo szinezésében, majd V b;-t szinezziik a;
szinire, ¢ kapja a k + 1-edik szint.

Allitis: ¥(Grr1) # k

Bizonyitds: (indirekt)
Tth. x(Gy.+1) = k! (Ennél kisebb pont nem lehet, mert Gy, 1 részgrafként tartalmazza G-t és y(G,) = k).
Jeloljiik x pont szinét f(x)-szel. Legyen f(i) =k = f(b;) € {1, 2, o, k— 1}

Megadunk egy f~ szinezést az a; pontok &ltal feszitett részgrafban (ami G -val iztomorf).
/ — _ f(bl): ha f(ai) =k
fila) =76y = {f(ai): egyébként

Belathatjuk, hogy f egy k — 1 szinnel val6 jo szinezése Gk-nak, ami ellentmondds, mert x(G,) = k.
Az olyan élekkel nem lehet probléma, amelyeknek egyik végpontja sem volt k szini.
Tth. f(a;) = k és a; szomszédos egy olyan a;-vel, hogy f’(a;) = f’(a;) !
fla) =k = f(a) = f(b;)

Mivel az eredeti szinezés j6 volt: f(a;) # k = f'(a;) = f(a;)
=== f(b) = f (@) = f (&) = f(a))

= f(b) = f(a))

De a;a; szomszédok Gy-ban = b;a; szomszédok Gy1-ben

>Ellentmondas <

Y ((DEY

== f"egy k — 1 szinezése Gj-nak

>S>ELLENTMONDAS &
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BSz2 tételek: 3. tétel

3.) Sikbarajzolhat6 grafok kromatikus szama, étszintétel. Elkromatikus szam: y,(G) viszonya
A(G)-hez, Vizing-tétel (biz. nélkiil), paros grafok élkromatikus szama.

Sikbarajzolhato grafok kromatikus szama, otszintétel

Altalaban nem konnyii becslést adni egy graf kromatikus szamara. Ha viszont a graf sikba rajzolhat6, akkor lényegesen kénnyebb
a helyzet.

akkor y(G) <5.

Bizonyitas:
A parhuzamos ¢élek nem befolyasoljék a szinezést, ezért feltehetjiik, hogy a graf egyszerii.
2 pontu grafra nyilvan igaz az allitas. Nagyobb grafokra pontszam szerinti indukcioval bizonyitjuk.
Tegyiik fel, hogy a legfeljebb n — 1 pontu grafokra a tétel igaz. Legyen G egy 3 < n pontl egyszer(i sikba rajzolhato graf. Ha
V pont foka legalabb 6 lenne, akkor ez teljesiilne ra (tétel: e < 3n — 6):
3n—62e=2">%=3, % ELLENTMONDAS = 3 G-nek legfeljebb 5-dfoki csiicsa. Jeloljiik x-szel.
Ha G — x is egyszert sikba rajzolhat6 graf, az indukcios feltevés miatt 5-szinezheto.
Ha x szomszédjai max. 4 szint kapnak, akkor x megkaphatja az 5. szint.
Ez akkor nem miikddik, ha d(x) = 5 és mind az 5 szomszéd kiilonboz6 szinii.
Ha x-nek barmely két szomszédja kozott lenne €1, akkor G-ben lenne K, ami ellentmond sikba rajzolhatosaganak.
Tehat x két szomszédja, y és z nincs 0sszekotve.
Huzzuk 6ssze egy pontta x, y, z pontokat. Az igy kapott G’ graf — az indukcids feltétel miatt — 5 szinezhetd.
Az ennek megfeleld szinezés G-ben nem jo, mert X, y, z egysziniiek. G-ben x-nek 3 szomszédja van y-on és z-n kiviil, ezek
max. 3 szint foglalunk le, és tovabbi két szomszéd, y ¢s z egyszini. (Ez megtehetd, mert szomszédosak.)
Tehat x-nek marad az 6todik szam. m

0sszekotve, ha G megfeleld élei szomszédosak.

X.(G) fogalma és viszonya A(G)-hez

élszinezhetd (ha G élei k szinnel szinezhet6k, de k — 1-gyel nem).
Megj.: G k-élszinezhetd < L(G) k-szinezhetd, tovabba x.(6) = x(L(G)).
Példa: )
Ky
. \ Xe(Ky) =3
Allitds: tetsz. G grafra w(L(G)) = A(G), tovabba, ha A(G) > 3, akkor w(L(G)) = A(G).

Biz.: az egy csucsbdl induld éleknek megfelel$ pontok klikket alkotnak L(G)-ben. Masfel6l L(G) minden klikkje vagy G egy csticsbol induld néhany élének, vagy
G egy haromszogének felel meg.

Allitas: x.(G) > A(G) tetszbleges G grafra.

Biz.: az egy csticsbol induld élek egymastodl kiilonbozo szint kapnak, és ez specialisan a max. fokszdmu cstcsbdl induld élekre is
igaz. Formalisan: x,.(G) = )((L(G)) > w(L(G)) > A(G).

Vi Tekintsiik a graf egy max. foku csucsat! (v;)
Ennek A db szomszédja van. Az ezekhez huzott élek kiilonboz6 szint kell, hogy kapjanak.
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BSz2 tételek: 3. tétel

Ellenpélda (ha G nem egyszerii):

/ Y Xe (G) =6
| ® A(G) = 4
(nem egyszeri, 1d. parh.
élek)

vagy Cs: x.(G) = 3, A(G) = 2.

Paros grafok élkromatikus szama (Kénig tétele)

Biz.: az €l6z6 allitas miatt elegendd azt igazolni, hogy x.(G) < A(G), azaz csupan egy A(G)-€élszinezést kell mutatni.
3 olyan H ps. graf, melynek G részgrafja, és H minden cstcsanak fokszama A(G). (llyen H-t pl. agy kaphatunk, hogy G mellé
felvesszilk még G-nek egy G’ = (A’, B’; E") méasolatat, H szinosztalyai A U B' és B U A’ lesznek, és V v cslics és annak v’
masolata kozé behtizunk tovabbi A(G) — d(v) parhuzamos élt.) Ha sikeriil a A(G)-regularis H graf éleit A(G) szinnel
kiszinezni, akkor egyuttal a G részgraf éleinek is megkapjuk egy ugyanennyi szinnel vald szinezését.
A H graf élszinezéséhez pedig elegendd azt megmutatni, hogy tetszéleges reguldris grafban van teljes psitas. Ugyanis akkor H
egy teljes psitasat kiszinezve az els6 szinnel, a szinezetlen élek egy (A(G) — 1)-regularis paros grafot alkotnak, abban is
talalunk egy teljes psitast, ez a masodik szint kapja, stb.
Miért 3 tehat egy r-regularis ps grafnak teljes psitasa? A Hall-feltétel teljesiilését kell csupan ellendrizni. Ha az egyik
szinosztalybol kivalasztunk egy k pont X halmazt, akkor az X-beli csticsokbol 6sszesen kr €l indul ki. Mindezen élekbél a
masik szinosztaly barmely csucsa legfeljebb r-t fogadhat be, tehat a kr darab é1 megérkezéséhez legalabb k pontra van
sziikség: |IN(X)| = |X|. A Hall-feltétel az r-regularis graf barmelyik szinosztalyara teljesiil, tehat csakugyan 3 teljes psités, és
pontosan ezt kellett bizonyitanunk.
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BSz2 tételek: 4. tétel

4.) Perfekt grafok: er6s perfekt graf tétel (csak a sziikségesség bizonyitasaval), Lovasz tétele
(biz. az erds perfekt graf tételbdl). Intervallumgrafok perfektsége.

Egy graf kromatikus szama és klikkszama kozott altalaban nem tételeztiink fel egyenldséget. Mégis igen sok példa van arra,
amikor ez a két paraméter egyenld (pl. paros grafok). Felmertil a kérdés: érdemes-e kdzelebbrol is megvizsgalni ezeket a
grafokat.

A valasz igen, ha még kikotjiik, hogy ne csak magara a grafra, hanem V feszitett részgrafjara is igaz legyen. Enélkiil ugyanis
tetszdleges grafot kiegészithetnénk egy elegend6en nagy klikk hozza vételével.

Perfekt grafok

Megjegyzés: Ez a halmaz tartalmazza magat G-t is!

Példik:
Cs: paros grafok:
x(Cs) =3 w(Cs) =3 )(((Cs)) =3 - ha van éle:
w(Cs) =2 x(Cs) =3 @(ls) =3 X=w=2
nem perfekt % + 2;%& - ha nincs éle:
V fesz. részgrafjara  foggitett részgrafként X=w= 1 .
¥ =o' az clézé C--5t R ps. grafok részgrafja is
perfekt v/ ® ps. = ezek perfektek v/

Tétel: Ha G komplementere (G) paros gréf, akkor G perfekt.

Biz.: Ha G paros graf komplementere, akkor G V feszitett részgrafja is paros graf komplementere, ezért elegend6 azt bizonyitani,
hogy 7(G) = w(G), ha G komplementere paros. Kénig és Gallai tételei alapjan (ps. grafban nincs hurokél)
o(G) =a(G)=n-1(6) =n-v(G)
A x(G) = o(G) egyenldség igazolasahoz a trividlis y(G) = w(G) egyenlStlenség miatt elegendd a y(G) < w(G) bizonyitasa,
azaz Gegy w(G) = n — V(E) szinnel torténd szinezésének megadasa. Ilyet pedig ugy kapunk, hogy rogzitjik G-nek egy V(E)
¢élbol allo, M maximalis psitasat, és V csucsot kiil. szinnel szineziink, kivéve, hogy M V élének végpontjai azonos szint
kapnak. Ezaltal a felhasznalt szinekben az n-hez képest V(E) megtakaritast ériink el.

(NEM KELL) Tétel: Paros graf élgrafja perfekt.

Biz.: Ha G paros graf, akkor L(G) élgrafjanak tetszéleges feszitett részgrafja azonos G egy alkalmas részgrafjanak élgrafjaval,
azaz szintén egy paros graf élgrafja. Elegendd tehat azt bizonyitani, hogy tetsz6leges G paros grafra y(L(G)) = o(L(G)).
Mivel G hiromszog-mentes, ezért L(G) V klikkje G egy csticsbol indulé éleinek felel meg, igy o(L(G)) = A(G). Kénig paros
grafok élszinezésérdl szol6 tételének felhasznalasaval w(L(G)) = A(G) = x'(6) = x(L(G)) kovetkezik. m

(NEM KELL) Tétel: Paros graf élgrafjanak komplementere perfekt.
Biz.: Ha G paros graf, akkor L(G) feszitett részgrafja nem mas, mint L(G"), ahol G’ a G alkalmas részgrafja. Mivel G’ paros, ezért
elegend6 azt igazolni, hogy y (L(G)) <w (L(G)) tetszéleges G grafra (a masik iranyu egyenldtlenség trivialis).

A Kénig-tétel alapjan o L(G) ) = a(L(G)) = v(G) = 1(G), ezért elegendd 1(G) szinnel kiszinezni L(G)-t. Legyen U c
g PJ g

V(G) egy 7(G) pontbdl 4116 lefogd ponthalmaz, és valasszunk G V éléhez e-nek egy U-beli végpontjat. Ha V élt a kivalasztott
végpontnak megfeleléen szineziink, akkor T(G) szint hasznalunk, és az azonos szinii élek paronként szomszédosak, azaz a

nekik megfeleld pontok L(G)-ben fliggetlenek. Tehat ez csakugyan egy 7(G) szinnel torténd szinezése L(G)-nek.

Eros perfekt graf tétel
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BSz2 tételek: 4. tétel

Bizonyitas: (sziikségesség)
A tétel allitasa atfogalmazhato: G perfekt <> G nem tartalmaz feszitett részgratként C 2k+1 Vagy C 2k+1 12 < k)

Allitas: (2 < k) Cpp41 nem perfekt.
Bizonyitds:

CS:
x(Cs)=3
w(Cs) =2
nem perfekt %
2x(Cs) # w(Cs)

Allitas: (2 < k) Cypp41 nem perfekt.

Bizonyitas:

Ebben 3 k csucsbol all6 klikk, ha V masodik pontot kivalasztjuk. De k + 1 csticst nincs, mert
akkor az el6szor és utoljara kivalasztott pont nem lenne szomszédos. = w (C 2 k+1) =k
Mivel V szint legfeljebb kétszer hasznalhatjuk = k szinnel csak 2k csucs lefestheté =
%(Cak+1) = k + 1. Ebbél és az elbbibél kivetkezik, hogy nem perfekt,

(Valojaban k + 1 szin elég is, tehat y (CZk+1) =k+1 )

Megjegyzés:
Elég csak az egyik oldalt bebizonyitani, mert ,,az 4llitas szimmetrikus”. Ha mar bebizonyitottuk a G perfekt = G perfekt
iranyt, akkor H := G jelléssel a G perfekt = G perfekt atirhato H perfekt = H alakra. (H = G, illetve H = G = G)

Bizonyitds: (e. f. g. t. segitségével) Ha G perfekt = G nem tartalmaz feszitett részgrafként Cyp4q Vagy Copyq —t
== G nem tartalmaz feszitett részgrafként C,; ., vagy C,r4q —t =G perfekt

Intervallumgrafok perfektsége

1 &—o

I3 &

L 4
*
~

L 4
L 4
>

Def.: Legyenek I; = [aq, by], I, = [ay, by], ..., I, = [ay, by] korlatos és zart intervallumok a szdmegyenesen.
V(G) = {11, 12, ey Ik}
I; szomszédos I;-vel <> ha ezek metszOk (i # j), tehdt I; N [; # 0. Az igy el64llo grafokat intervallumgrafoknak nevezziik.

Tétel: V intervallumgraf perfekt.

Bizonyitds:
Mivel az intervallumgrafok feszitett részgrafjai is intervallumgrafok, elég azt belatni, hogy y = w.
Legyen w(G) = k, mivel w(G) < y(G), ezért elég azt belatni, hogy y(G) < k.
Kezdjiik el szinezni az intervallumokat balrél jobbra! A még szinezetlen intervallumok koziil mindig azt szinezziik ki,
amelyiknek baloldali végpontja a legbalrabb van. Ha egy intervallumot k + 1-edik szinnel kellene szinezni, akkor ez azt
jelenti, hogy ennek az intervallumnak a bal vége benne van mar k intervallumban, amik mar elhasznaltak az 1,2, ..., k szint.
fgy van k + 1 intervallum, amelyek koziil barmely kettd metszi egymast. = 3 G-ben k + 1 méretii klikk.
ELLENTMONDAS ¥
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BSz2 tételek: 5. tétel

5.) Paros graf fogalma, kapcsolat a paratlan kérokkel. Parositasok paros grafban, a javitoutak
modszere, K6nig, Hall és Frobenius tételei.

Paros graf fogalma

¢élének egyik végpontja A-ban, masik B-ben van)

Jele: G(A, B; E)

Példa:

Kapcsolat a paratlan korokkel

Tétel: G paros <> nincs benne paratlan hossza kor.

Bizonyitas:
= Ha G paros graf és C egy kor G-ben, akkor C pontjai felvaltva vannak A-ban és B-ben.
<: Ha G V kore péaros hosszi, akkor megadhatjuk az A, és B halmazt. Valasszunk egy tetsz8leges v € V(G) pontot.

Legyen ez A els6 pontja, majd v V szomszédjat tegylik B-be, majd V eddig B-ben 1év6 pont V szomszédjat tegyiik A-ba stb.
Ezt addig végezziik. amig V pontot el nem helyeztiink.
Ez biztosan jo elosztas, hiszen, ha lenne pl. A-ban két szomszédos pont, akkor lenne paratlan kor is.
> ¥ ELLENTMONDAS.
Ha a graf nem 6sszefliggd, akkor az eljarast komponensenkent hajtjuk végre.

Parositasok paros grafban, Konig tétele
Def.:

Bevezeté/emlékeztetd:
v(G): figgetlen élek maximalis szama (legnagyobb fiiggetlen élhalmaz elemszama): semelyik két élnek nincs kdzos pontja.
X € V(G) lefogd ponthalmaz, ha G ¥ élének legalabb egyik végpontjat tartalmazza.
T(G): lefogd pontok minimalis szama (legkisebb lefogd ponthalmaz elemszama).
X € V(G) figgetlen ponthalmaz, ha nincs benne két szomszédos pont.
a(G): fiiggetlen pontok maximalis szama (legnagyobb fliggetlen ponthalmaz (semelyik 2 pont nincs kdzos élen) elemszama).
Y € E(G) lefogé élhalmaz, ha G V pontjat lefogja.
p(G): lefogo élek minimalis szama (legkisebb lefogd élhalmaz elemszama).

v(G) < 1(6).
a(G) < p(6).

Bizonyitds:
Allitas: G véges graf = v(G) < 1(G)

Bizonyitds:

! http://www.cs.bme.hu/~Kiskat/sza/tanacs.pdf
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BSz2 tételek: 5. tétel

Legyen M G-nek egy max. parositasa (a javitd utak modszerével mar nem bévitheté). Ha V' egy min.
méretli lefogd ponthalmaz, akkor lefogja M V élét is, de V V pontja max. egy parositasélt fog le. = |M| =
v(6) < 1(6) = |V|

Készitsiik el G’-t az alabbiak szerint. Iranyitsunk G V élét A-bol B-be, vegyiink fel egy-egy élt B V
pontjabol t-be.

Adjunk V élnek kapacitasokat: az s-bdl indulo, illetve t-be érkezéké legyen 1, az A-bdl B-be futdké pedig
oo (paratlan |4| + 1).

Tekintsiik a (G, s, t, ¢) haldzatot, ahol ¢ el6bb definialt kapacitast jelenti. Ha G-ben 3 k méretii parositas
= 3 k nagysagu egészfolyam. Tehat a max. egészfolyam értéke v(G) és az egészértékiiségi lemma miatt
a max. folyamérték is ugyanannyi. A Ford-Fulkerson tétel szerint 3 v(G) kapacitas vagas. Definidlja
ezt az s-t tartalmazé X! G’-nek nem futhat éle X N A-bol (B\X)-be, mert akkor a vagés kapacitasa
végtelen volna (pontosabban min. |A| + 1). Tehat (A\X) U (B N X) egy lefogd ponthalmaz:

7(G) < |A\X| + |Bn X| = v(G)

Tehit: v(6) < 7(6) A7(6) < W(6) = v(6) =1(6) V

Osszefoglalva:
v(G) < 1(6)
a(6) < p(6)
v(G) = 7(G), ha G paros (Kénig-tétel) (azaz a legnagyobb fiiggetlen élhalmaznak ugyanannyi eleme van, mint a legkisebb
lefogd ponthalmaznak)
a(G) = p(G), ha G paros, és G-ben nincs izolalt pont (Kénig-tétel)

fiiggetlen ~ max. | lefogd ~ min. (Gallai)
élek v(G) p(G) ~+ ~=n, ha nincs izolalt pont
pontok a(G) 7(G) ~ + ~=n, ha nincs hurokél

Hall tétele
Def.: Egy G grafban N(X) jeléliaz X € V ponthalmaz szomszédainak halmazat

(tehat azon y pontok halmaza, amelyekhez van olyan €1, melynek egyik
végpontja y, a masik pedig egy X-beli pont).

Bizonyitds:

e ~ =: A sziikségesség nyilvanvald: ha 3 A-t fedd parositas, akkor V A-beli pontnak kiilonbdzo parja van.
; (Tehét tetszéleges X S A esetén az X-beli elemek B-beli parjai az N(x) egy |X| méretli részhalmazat
alkotjak.)
=: Tudjuk, hogy V¥ X < A-ra |X| < |N(x)|. Azt kell igazolni, hogy v(G) > |A|. Legyen U minimalis
lefogd ponthalmaz, tehat 7(G) méretli ésU, :==U N A, Ug :=UNB.
Mivel U lefogja az X := A\U4-bol induld éleket = N(x) € Upg, azaz |[N(x)| < |Ug|. Felhasznalva a
Kénig-tételt adodik:

v(G) =1(G) = |U| = [Uy| + |Ug|l = |Uyl + INCO)| > [U,| + |X| = |A]
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Tétel: (Frobenius) G = (4, B; E) véges péaros graf, I teljes parositas <> |A| = |B| és V X € A-ponthalmazra [X| < [N(x)|.

Bizonyitas:

= Trividlis.

<: teljesiil a Hall-feltétel = 3 A-t fedd parosités, de |4| = |B| = ez TP
A javitoutak modszere

Def.: G(4, B E ) pairos gréf M pérosités

Magyar médszer: (Hatékony algoritmus max. élszam parositas megtalalasara.)
L. fiiggetlen élek felvétele, amig lehet.
1. javitout keresése €s e mentén a parositas novelése, amig lehet.

A modszer altalanos megfogalmazasara tegyiik fel, hogy mar van egy M

Tt AN S B 5;‘ 4 parositasunk, ami lefedi az X © A halmazt, de még van olyan A — X-beli pont,
BAR L N A TAY A amit nem.

\\WA - e A AL\ X’ jelolje X elemeinek M-beli parjat! Ha u-nak van szomszédja B — X’-ben,
BN 40! | & 1 S) b akkor egy élet hozzavehetiink M-hez, errdl szolt az 1. 1épés.

Ha u-nak V szomszédja X’-ben van és van egy P-vel jelolt javito Gt, ami tehat
A — X-belibél indul, B — X’-beli pontban végzédik és V masodik éle M-beli, akkor novelhetjiikk a parositast: M’ := MAP (M
szimmetrikus kiilonbsége P-vel) vagyis M-bdl elhagyjuk a P-ben szerepld éleket és hozzavessziik a tobbi P-beli élet
1. ha nincs javité it = STOP

Tétel: G(F,L; E), M parositas. Ha nincs javité Gt = M max. parositas.

Bizonyitas:
Ttfh. az algoritmus k élt parositast adott. Cél: k pontt lefogd ponthalmazt talalni! Ha talalunk, akkor teljesiil ez: k < v(G) <
{(G) <k =k =vG)
F: parositatlan F-beliek, L;: parositatlan L-beliek,
L,: azon L-beliek, amikhez F-bdl alternald uton el lehet jutni (ekkor Ly N L, = & mert A javito 1t),
F,: Ly-beliek parjai M szerint; L3 F3: maradék L\ F-beliek

Allitas: F; U F,-b3] nem vezet ¢l L, U Ly-ba

Bizonyitas: (indirekt)
Tegyiik fel, hogy...
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1) 3 Fily €l 3.) 3 Rl él:

L:

2)3Filsél Z
Ls

L3 — rossz
helyen van! L-
ben kéne lennie

F2: L2 lanyok

1 élt javitout

lenne %

L2 Ly parjai
La: vmelyik
parositatlan F1-bdl

elérhetd alt. Gton

>

1 éli altern. at
% L1 elérhet6 lenne
F1 Fi Fo Fy

4.) 3 F2L3 él:
L3

L3 — rossz
helyen van! Lo-
ben kéne lennie

1 €éli altern. Gt

4

F2

> L, F; lefogd ponthalmaz, és ez k méretii! v
Még egy kérdés.

Hogyan keressiink javitéutat?
Induljunk ki egy A-beli, M altal le nem fedett u pontbdl és mintha szélességi keresést végeznénk, menjiink el ennek 6sszes
szomszédjaba, amiket by, ..., by jeloljon.
Ezek nyilvan mind B-beli pontok és mindet lefedi M. Miutan M lefedi a by, ..., by pontokat, jeldlje a4, ..., ay ezek M altal
meghatarozott pontjat.
Most ¥ a4, ..., az pontbdl kiinduld, nem M-beli élen elérhetd pontjaba menjiink el.
Lathat6, hogy ezek éppen azok a pontok, amelyekbe vezet u-bol 3 éIbé1 allo alternald at. Lényegében BFS-t alkalmazunk.

Masként?:
A javitoutak modszere arra szolgal, hogy egy parositasrol eldontsiik, hogy maximalis-e, illetve ha nem, hogyan noveljiik
meg.
Legyen egy adott pares graf, melyben mar meg van adva egy M parositas. Rajzoljuk le a grafot ugy, hogy M éleit folytonos,
a graf tobbi élét pedig szaggatott vonallal kotjitk 6ssze. Ha egy A-beli, az M parositas altal nem lefedett pontbol elindulva,
felvaltva szaggatott illetve folytonos éleken at vezet6 ton el tudunk jutni egy B-beli, M altal le nem fedett pontba, akkor

2 https://wiki.sch.bme.hu/images/0/04/Bsz2_tetelkidolgozas_2012tavasz.pdf
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BSz2 tételek: 6. tétel

6.) Parositasok tetszdleges grafban, Tutte tétele (csak a sziikségesség bizonyitasaval). Gallai
tételei.

1d. még el6z6 tételt!!

Def.:
Y € V(G) fiiggetlen élhalmaz: olyan élhalmaz, hogy semelyik két élének nincs kozos pontja. (Diszjunkt.)
v(G): fiiggetlen élek max. szima G-ben (legnagyobb fliggetlen élhalmaz elemszama): semelyik két élnek nincs kézos pontja.
X € V(G) lefogé ponthalmaz, ha G V élének legalabb egyik végpontjat tartalmazza (G V éle tartalmaz X-beli cstcsot)
7(G): lefogd pontok min. szima (legkisebb lefogod ponthalmaz elemszama)
X <€ V(G) fiiggetlen ponthalmaz, ha nincs benne 2 szomszédos pont (az X-beli csucsok nem szomszédok)
a(G): fiiggetlen pontok max. szima (legnagyobb fliggetlen ponthalmaz (semelyik 2 pont nincs kozos élen) elemszama).
Y < E(G) lefogé élhalmaz, ha G V pontjat lefogja (G V pontjara illeszkedik Y-beli é1)
p(G): lefogo élek min. szima (legkisebb lefogd élhalmaz elemszama).

Lo . ftlen ~ lef. ~
Tétel: v(G) < 7(G) V G grafra. Max. min.
biz.: legyen M egy max. méretii ftlen élhalmaz. Mivel pusztan M éleinek lefogsdhoz élek v(G) p(G)

mar v(G) = |M| pontra van sziikség, ezért 7(G) = M. m pontok al(G) (G)

pl.: V(Kg) =1< T(KS) = 2.
Tétel: a(G) < p(G) V G grafra. (biz. mint el6z6)

Bizonyitds:
Allitas: G véges graf = v(G) < 1(6)

Bizonyitds:

Legyen M G-nek egy max. parositasa (a javitd utak modszerével mar nem bévitheté). Ha V' egy min.
méretii lefogod ponthalmaz, akkor lefogja M V élét is, de V V pontja max. egy parositasélt fog le. = |[M| =
v(6) < 1(6) = |V|

Készitsiik el G'-t az alabbiak szerint. Iranyitsunk G V élét A-bol B-be, vegyiink fel egy-egy élt B V
pontjabol t-be.

Adjunk V élnek kapacitasokat: az s-bdl indulo, illetve t-be érkezéké legyen 1, az A-bdl B-be futdké pedig
oo (paratlan |4| + 1).

Tekintsiik a (G, s, t, ¢) halozatot, ahol ¢ elébb definidlt kapacitast jelenti. Ha G-ben 3 k méretii parositas
= 3 k nagysagu egészfolyam. Tehat a max. egészfolyam értéke v(G) és az egészértékiiségi lemma miatt
a max. folyamérték is ugyanannyi. A Ford-Fulkerson tétel szerint 3 v(G) kapacitas vagas. Definidlja
ezt az s-t tartalmazo X! G’-nek nem futhat éle X N A-bol (B\X)-be, mert akkor a vagas kapacitasa
végtelen volna (pontosabban min. |A| + 1). Tehat (A\X) U (B N X) egy lefogd ponthalmaz:

7(G) < |A\X| + |Bn X| = v(G)

Tehat: v(6) < 7(6) A1(6) < v(6) = v(6) =1(6) v
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Parositasok tetszéleges grafban, Tutte tétele
Def.: C,(H)-val jeloljiik a H graf paratlan sok pontot tartalmazé komponenseinek szamat (roviden: paratlan komponensek).

Tétel: (Tutte) G-ben 3 teljes parositias < ha VX € V(G)-re C,(G — X) < |X| (G — X: G-bol X-beli csucsok elhagyésa)

- Akarhogy hagyunk el a grafb6l néhany pontot, a maradékban a paratlan komponensek szima ennél nem lehet tobb.
Masként: ha a G véges grafnak létezik k olyan pontja, amelyek elhagyasa utan tobb, mint k paratlan komponens keletkezik
(azaz €, (G — X) > |X| valamely X © V(G)-re), akkor G-nek NINCS teljes parositasa.

Bizonyitds: (sziitkségesség)
Ha elhagyjuk a grafbol X-et, akkor az eredeti grafban
X 1 a paratlan komponensek mindegyikébdl legalabb egy
parositasbeli €1 indul ki, és ezek az élek csak egy-egy

\..—’ kiilonb6z8 X-beli pontban mehetnek. Tehat a
e ._." C,G-X)<|X|. vV
.\. \.
\\_T-A

paros komponensek

ptlan komponensek
Gallai tételei

1) a(G) + ©(G) = n, ha G hurokélmentes
2.) v(G) + p(G) = n, ha G-ben 7 izolalt pont.

Bizonyités:

1.) Kénnyen belathatd, hogy U < v(G) pontosan akkor lefogd ponthalmaz, ha v(G) \ U fiiggetlen ponthalmaz. Az 4llitas innen
kozvetleniil adodik.

2.) G-nek 3 v(G) diszjunkt éle, ezek két v(G) pontot fognak le. A

maradék n — 2 db v(G) pont mindegyike lefoghato egy-egy 0j éllel g J
(mert nincs izolalt pont) = v(G) + n — 2 - v(G) = n — v(G) éllel V¥ *n —p

pont lefoghatdo = p(G) < n—v(G) = v(G) + p(G) < n. AN ;

Ha F egy min. mértékii lefogd élhalmaz, akkor F kdrmentes és nem G . .ﬂ-‘““f} i ,,

tartalmaz harom hossza utat sem. Tehat F diszjunkt csillagok unidja. (A
csillagok Osszefliggd graf, amelyek legfeljebb egy hijan V pont foka 1.) Ha a min. lefedd élhalmazban k csillag van, akkor a
halmaz n — k élet tartalmaz, hiszen k komponensii erd6bél van sz6: p(G) = n — k.

Masrészt a halmaz tartalmaz k diszjunkt élt: k < v(G).

Ehhez hozzaadjuk az el6z6 egyenldséget n — k + k < v(G) + p(G). Tehatn < v(G) + p(G) < n

Osszefoglalva:
v(G) < 1(6)
a(6) < p(6)
v(G) = 7(G), ha G paros (Kénig-tétel) (azaz a legnagyobb fiiggetlen élhalmaznak ugyanannyi eleme van, mint a legkisebb
lefogd ponthalmaznak)
a(G) = p(G), ha G paros, és G-ben nincs izolalt pont (Kdénig-tétel)

fiiggetlen ~ max. | lefogd ~ min. (Gallai)
élek v(G) p(G) ~+ ~=n, ha nincs izolalt pont
pontok a(6) 7(G) ~ + ~=n, ha nincs hurok¢l
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7.) Haldzat, halozati folyam és vagas fogalma, folyam értéke, vagas kapacitasa. Algoritmus a
maximalis folyam és a minimalis vagas megkeresésére, Ford-Fulkerson tétel, Edmonds-Karp
tétel (biz. nélkiil), egészértékiiségi lemma. A folyamprobléma altalanositasai.

Halozat

ROV1den. ha G lranyltott graf, s,t € V(@), c: E(é) - R*

Példa:

@)

©

valamlnt

2.) X{f (uv):uv € E(G)} Z{f(vu) vu € E(G)} U w):uv € E(G)} Z{f(vu) vu € E(G)} = 0) all

is hasznalatos) mmden s-t6l és t t01 kulonbozo v csucsra csucsra a befolyo folyam O6sszmennyisége azonos a kifoly6
osszfolyammal, tehat egyetlen csicsban sem keletkezik vagy tiinik el folyadék.

Példa: fvérték(kapacitas) alakban:

Halézati folyam. A zaréjelekben
az f folyam altal felvett értékek allnak.
t A folyamérték my=1+3+1=5.
A szaggatott vonal 5 értékii st-vagast jelol.
(A Ford-Fulkerson algoritmus masikat talal.)

mg = Z{f(sv) sv € E(G)} — Z{f(vs) stE(G)}—Zf(e) Zf(e) Zf(e) Zf(e)

(le kell vonni azt, ami s-be érkezik, mert nem kizarhato, hogy fog ide befolym (bar altalaban nem ez a helyzet, hiszen
onnan minél tobbet akarunk kijuttatni), de nem zarhatjuk ki ezt a lehetéséget sem., ezért az s-t elhagyé
Osszfolyammennyiség kiszamitasahoz le kell vonni azt, ami s-be érkezik)

my = Yo f(e) = X-ef(e) vagy
my = Z{f(SV)} Z{f(vS)} vE V(G)

Vagas
Def.: Legyen G csﬁcsainak s-t tartalmazo, de t-tol diszjunkt részhalmaza (X c V(@) SEX 3 t)
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Vagas kapacitasa

c(C) = Z c(e)

o
Xxe

Yclxv): x€eX v eV(G)}.
Az X altal meghatéarozott st-vagas kapacitasa felsé korlit a lehetséges folyamnagysagra. Sot, tetszoleges f folyam m,

folyamnagysaga meghatarozhat6 ugy, hogy az X-bol V(5 ) \ X —be futé éleken halad6 6sszfolyam-mennyiségbdl levonjuk a

V(5 ) \ X-bdl X-be tovabbitott folyammennyiséget.
mp=2{f(xv) : x€X2v eV(G)}—X{f(vx) : x €X P v € V(G)}, tovabba

my < Y{c(xv): x EXPv eV(G)}
Algoritmus a maximalis folyam és a minimalis vagas megkeresésére

Allitas: Ha egy halozatban f folyam, C vagas = f értéke (= mf) < C véagas értéke (= c(C)),
tehat mf < c(C)

A feladat tehat a maximalis értékii folyam meghatarozasa.

Algoritmus:
I.  Kiindulunk egy tetszéleges folyambol (Pl.: f = 0)

Il. Javitas (amig lehet) = m; n6

I1l. Ha nincs tobb javitas = STOP

Def.: a (5, s, t, c) hal6zat f folyamahoz tartozo ﬁf) segédgraf:

V(E) = V(é), tehat ﬁf) segédgraf csiicsai megegyeznek G csucsaival.

1) € E(G) } =Xy € ﬁ;, azaz ha G-ben az xy €l értéke kevesebb, mint az él kapacitasa, akkor ﬁ;—ben is fusson ¢l x-
fOy) < cxy)

bé1 y-ba.

2y €E(G)
fG) > 0

Javitéut: Hy-ben iranyitott ut s-bél t-be.

Ha 3 P javitout, akkor névelhetjiik a folyam értékét:

d :=min({c(e) — f(e):e € P, e(1)-es} U {f(e): e € P, e(2)-es}), megnézziik, az eredeti G grafban mennyi a minimalis

érték, amennyivel lehet ndvelni a javitout élein atmend folyam értékét.

f(e)+d, hae€eP, e(1)-es
f(e) =<f(e) —d, hae € P, e(2)-es, tehét ,,el6reél” esetén ndvelni, ,,visszaél” esetén csokkenteni kell az adott él értékét.
f(e), haeg P

Igy meg is noveljiik a folyam értékét, majd ujabb javitoutat keresiink.

} = yxX € E;, azaz ha G-ben az ¥y ¢l értéke nagyobb, mint 0, akkor ﬁ;-ben fusson ,,visszaél” y-bol x-be.

Fontos kiegészités az ,,algoritmus” III. pontjahoz:
Ha van egy olyan iranyitott at s-b61 t-be, amelynek V éle telitetlen (vagyis f(e) < c(e) V e € P), akkor ezen Gt mentén a
folyam értékét V élen megndvelhetjiik annyival, hogy az egyik ¢l telitett legyen. Ha nincs erre lehetdség, akkor ezutan
alkalmazzuk a segédgrafos modszert.
Amennyiben nincs tovabbi javitout, megtalaltuk az s-bdl t-be futé maximalis folyamot (1d. még késdbb). A minimalis
vagas pedig azon pontok halmaza, melyek az utolsé felrajzolt segédgrafon még elérhetéek s-bol.

Allitas: a segédgrafos javitas utan £ folyam marad.

Bizonyitds:
Az biztos, hogy az egyik élet sem , terhelhettiik tG1”, mert d direkt igy lett megvalasztva a minimumfiiggvényes el6allitasa altal; és
a csomoponti térvény is igaz marad:
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2 2
g ONY O v @ v @y @,
. +d +d +d -d -d +d -d -d
G. ® ® ) @
\' \' \' \'

Tétel: Ha nincs javitout He-ben < f maximalis folyam

Bizonyitds:
Tfh. az algoritmus t értékii folyamot adott: my = t.
Cél: mutassunk t értékii vagast.
X = azon pontok halmaza, ahova Hg-ben s-bdl vezet iranyitott it =>s € X p t

f(e)=c(e), mert kiilonben é€ Hy % ELLENTMONDAS ]

H¢
f(€)=0, mert kiilonben € € Hy #ELLENTMONDAS ]
A fentiekb6l kovetkezik:
mp= Y f@)= Y f@) =Y cle)= Y 0=c(0) =t
x X X X

Ford-Fulkerson-tétel

max my = min,c (,C ), vagyis a maximalis folyamnagysag egyenld a minimalis vagas kapacitdsaval.
f folyam c¢vagas
(MF = MC, max-flow=min-cut)
Masként: ha (G, s, t, c) véges halozat, 3 egy f folyam és egy s € X € V\{t} részhalmaz ugy, hogy az m, folyamnagysag
egyenl6 az X altal definialt st-vagas kapacitasaval.
Bizonyitds:
A maximalis folyam nyilvan nem lehet nagyobb a minimalis vagasnal (max m, < min c(C)), hiszen ha V eléremutato ¢l
telitett, a visszafelé mutatokon pedig 0 a folyam értéke, akkor ezen a vagason nem folyhat at tobb. Az el6z6 tételben pedig

lattuk, hogyha létezik egy f maximalis folyam, akkor van ilyen értékii vagas. v/

Edmonds-Karp tétel

Ha H¢-ben mindig a legrovidebb javitoutat valasztjuk, akkor az algoritmus véges sok 1épésben leall és polinomialis
lépésszamu.

Egészértékiiségi lemma

f(e) egész.
Bizonyitas: Az algoritmus nem 1ép ki N-b61 (csupa 0-bol inditva).
A folyamprobléma altalanositasai

1.) tobb termelé/fogyaszto is van
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ezek kapacitasa legyen oo

Felvesziink egy ,,szupertermeldt”(S)/,,szuperfogyasztot”(T), amelyeket dsszekdtiink a termelkkel/fogyasztokkal végtelen
kapacitasu éleken. Az igy kapott grafban keresiink maximalis folyamot (S-bél T-be), majd ha megtalaltuk, letdrdljiik a két pontot.

2.) iranyitatlan élek is vannak

u
eSO\ () @

v

megoldas
 —

Az iranyitatlan €l helyett felvesziink két irAnyitott élet azonos kapacitassal, az egyik él az egyik, a masik a masik iranyba mutat.
Abban az esetben, ha a folyam meghatarozasakor mindkét helyettesitd élen 0-nal nagyobb a folyamérték, a két €l folyamértékét ki
kell vonni egymasbol, és az lesz az iranyitatlan él értéke, mig az irdnya a két helyettesité éIb61 a nagyobb folyamértékiinek az
iranyaval egyezik meg.

3.) kapacitassal rendelkezé csticsok

S
megoldas
—_— b c
V1 V2
(b/ (ko)

A probléma azt jelenti, hogy az adott pontba belép6 élek kapacitasanak dsszege nem lehet nagyobb a pont kapacitasanal. Ez is
visszavezethet hagyomanyos halozatra, ha a k kapacitassal rendelkez6 v pontot két masik ponttal helyettesitjiik, amiket egy k
kapacitasu €1 kot ssze. A két j pontbdl az egyikbe futnak a v-be bejovo élek, a masikbol futnak ki a v-bél kimend élek.

(ky)
C

(b1)
\( )

(b3)

(b

(kz)
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8.) Menger pontparok kozotti diszjunkt utakra vonatkozo tételei. Tobbszoros 6sszefiigg6ség és
élosszefiigg6ség fogalma, Menger ezekre vonatkozo tételei.

v-be (irdnyitott) ut.
Menger pontparok kozotti diszjunkt utakra vonatkozo tételei

Az él-osszefiiggiségi valtozat iranyitott grafokban

G iranyitott graf, s és t a graf kiilonb6z6 csucsai. Az s-bél t-be mend, (paronként) éldiszjunkt iranyitott st-utak maximalis
szama = az st-utakat lefogo élek minimalis szamaval.

Bizonyitas:
Ha 3 G-ben k db ilyen iranyitott st t, akkor az st utakat lefogé élek szama nyilvanvaldan legalabb k, tehat max{ } <
min{ }.
Tfh. k az st utakat lefogé élek minimalis szama. Legyen V ¢él kapacitasa 1. Az igy kapott halozatban a minimalis vagas értéke
legalabb k. Ekkor a Ford-Fulkerson tétel értelmében a maximalis folyam is k értékii.
Van olyan maximalis folyam, melyben V élen a folyamérték 0 vagy 1 (egészértékiiségi lemma miatt). Lassuk be, hogy G-ben
3 k ¢éldiszjunkt iranyitott st Gt! Egy ilyen ut mindenképpen van, kiilonben nem lehetne k a folyam értéke. Az ebben az utban
szerepld élek kapacitasat valtoztassuk O-ra, igy a folyamérték k — 1 lesz. Ekkor viszont innen kell lennie st utnak, és ennek
nyilvan nincs kozos éle az el6bbi attal. Ezt k-szor végrehajtva k éldiszjunkt iranyitott utat kapunk.

Az él-osszefiiggoségi valtozat iranyitatlan grafokban

G irdnyitatlan graf, s,t € V(G).
Az s-bl t-be mend (paronként)_éldiszjunkt irdnyitatlan st-utak maximdlis szama = az st-utakat lefogé élek minimdlis
szamdval.

hogy alkalmazhas- eléfordulhat Az dsszes ilyen
suk Menger 1-et . , u \Y L .
ilyen probléma... megsziintetése utan az
—_— /7. utak ésképei adnak G-
megoldés ® ben k db st paronként
> s t éld irtl ntat o/

Bizonyitds:
Készitsiik el a G'-t G-bé1 tgy, hogy G V élét iranyitjuk oda és vissza.
Ha G'-ben van k db él, melyek lefognak k db st iranyitott éldiszjunkt utat = ezek Gsei lefogjak az st utakat G-ben.

A csucs-0sszefiiggéségi valtozat iranyitott/iranyitatlan grafokban

G iranyitott/iranyitatlan graf, s,t € V(G). Az st (paronként) pontdiszjunkt iranyitott/iranyitatlan utak maximalis szdma = az
st utakat lefogd(, irdnyitott esetben s-t61 és t-t61 kiilonb6z6) pontok minimalis szamaval.

hogy alkalmazhassuk

s \vﬂ M. I.-et S\lvl Vzﬂ

N AN

Ha G'-ben van k éldiszjunkt st ut = G-ben van k db pontdiszjunkt Gt.
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Probléma: ha G'-ben van k db él, melyek lefogjak az st utakat, akkor ezek G-ben pontok vagy élek?

Megoldds: valasszunk k db piros lefogé élt! = ezek képei G-ben k db lefogé pont. v

u M. I.alkalm.[ y
N e
Y
v

Tobbszoros osszefiiggoség és €élosszefiiggoség fogalma, Menger ezekre vonatkozo tételei

Def:
G k-szorosan é16sszefliggd (k-¢élosszefliggd), ha barhogyan legfeljebb k — 1 é1ét elhagyva Gsszefiiggd marad.
G k-szorosan pontdsszefliggd (k-0sszefiiggd) ha barhogyan legfeljebb k — 1 pontjat elhagyva 6sszefiiggé marad és legalabb
k + 1 pontja van.

k-é16sszefiiggd = k — 1-él6sszefiiggd és
k-(pont)dsszefiiggd = k — 1-(pont)dsszefiiggd.

(Ha kiilon nem emeljiik ki, hogy pont- vagy él10sszefiiggdségrdl beszéliink, akkor az alapértelmezett a pontdsszefiiggdség.)

Allitas: k-6sszefliggd = k-él6sszefiliggd.

Ellenpélda:
nem 2-6f., de 100-¢16f.:

élek minimalis szdima < k — 1 = le lehet fogni < k — 1 éllel az st utakat = k — 1 élt t6rolve nincs st ut!
> ELLENTMONDAS <

szerint 1étezik k — 2 pontja, aminek elhagyasakor szétesik. A szétesett grafban ismét sszekotve az s és t pontokat egy
legalabb 3-ponta grafot kapunk (mert G-nek minimum k + 1 pontja volt), mely az st é1 torlésétdl szétesik. De ekkor az st é1
helyett s vagy t valamelyike is tor6lhets, hogy a graf szétessen. Ismét azt kaptuk, hogy G legfeljebb k — 1 alkalmas pont
torlésével szétesik, ami a k —szoros Osszefliggdségnek ELLENTMOND.
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9.) Grafok szomszédossagi matrixa, a szomszédossagi matrix hatvanyainak jelentése. Iranyitott
graf illeszkedési matrixa.

Grafok szomszédossagi matrixa

kozti élek szama all (i = j esetén a hurokélek szamanak kétszerese). A G graf véges, ha V(G) és E(G) is véges halmazok.

Ha nincs hurokél a grafban, akkor a f64atlé csupa 0. Ha a graf egyszer(i graf (nincsenek t6bbszoros élek), akkor a mx.-ban csak
0 és 1 szerepelhet.

Ha G iranyitatlan, akkor A szimmetrikus a f64tlora: A = AT (uaz, mint a transzponaltja, vagyis fo4tlora torténd tiikkrozése,
vagyis a; ; = a;;).

Ha G iranyitott (A(G) = (a);; € R"*", a;; jelentése: az i csticshol j csiicsba hany ¢l mutat), v; pontjanak ki-/befoka a matrix
i. soraban/oszlopaban 1évo elemek Osszege. Ha a grafban vannak tobbszords élek, akkor is lehet a mx. csupa 0, ill. 1. A
foatlora valé szimmetria itt mar nem feltétleniil igaz (lehet olyan, hogy a; ; # a;;, ha i-bd] nem vezet j-be €1, de j-bol i-be
igen, vagy forditva).

0, ha v; és v; nem szomszédos,
a;;j = { k, hav; és v; kozott k db pontdiszjunkt él fut,
[,hai = j ésl dbhurokél illeszkedik ra.

Példa:
! 4 010 0
(101 1
A4=10 1 0 1
011 0
2 3

A szomszédossagi matrix hatvanyainak jelentése

k = 1-re A definici6jabol nyilvanvald. Tth. A*¥-ra mar bebizonyitottuk az allitast.
Az i-bdl j-be vezetd k + 1 élii sétak szama:
Z (k é14 iw sétak szama) - (wj élek szama) = 4w . (A")&, = (Ak“){

wev indukci6s feltevésbdl ey MX.SZOrzas

Kovetkezmény:
®» G egyszerll, irdnyitatlan graf = A?: a kdzds szomszédok szamat adja. Masképp: megadja, hanyféleképpen juthatunk el az
egyik csucsrol a masikra 2 1épésben. A f6atlo esetén a két cstics azonos, tehat az érték pont a fokszammal egyenld. (Tehat
Vv eV(G)re (42)y =d(v).)
®» A hurokélmentes grafoknal A3 f64tlobeli elemeinek &sszege a grafban talalhatd 3-hosszl korok (haromszogek) szamanak 6-
SZ0orosa.

(NEM KELL) Tétel: Ha G iranyitatlan graf és 1, az A legnagyobb sajatértéke, akkora A; < A4 ; tovabba A, = A regularis
grafokban.

Bizonyitds:
Legyen x = (xy, ..., X,) €Qy A;-hez tartozo sajatvektor, és k-adik eleme a legnagyobb.
Mivel x # 0, ezért (esetleg a - x Sv.-ra attérve) feltehetd, hogy x;, pozitiv.
Ekkor:
Moxe =) X=X ST Qe X = X 2y Qg =X d(W) Sx A = 4, <AV
Ha G A-regularis, akkor az egységvektor a A sajatértékhez tartozo sajatvektor, mert a fenti egyenldtlenségek egyenloséggel
teljesiilnek. v

Iranyitott graf illeszkedési matrixa

1, ha v az e kezd6pontja
(B(G))Z =4-1, ha v az e végpontja

0, egyébként
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ha G iranyitatlan, akkor:

(B)e = {1. ha v az e végpontja
v 0, egyébként
Példa:

! 4
1 0 1 -1

1 3 B=(-1 1 0 o
o -1 -1 1

2 3

2

(NEM KELL) Tétel: A G n pontt iranyitott hurokél mentes ¢ komponensii grafnal 7(B) = n—c.

Bizonyitas:
Ha 1 < c, akkor komponensenként sorolva fel a pontokat és éleket, B blokkdiagonalis szerkezetii lesz.
Elég tehat egy p ponti komponensre belatni, hogy a neki megfelelé blokk rangja p — 1.
Mivel a blokk p sorbol all és sszege a 0-t adja, arang < p — 1.
Legyen F egy p pontt, p — 1 élii feszitdfa ebben a komponensben.
Legyen v, egy els6fokt pont F-ben és el a hozzailleszkedd él.
Legyen v, egy elséfokl pont F — {v; }-ben és e2 a hozzailleszkedd é, stb.
Ha a blokk sorait v, v, ... sorrendben soroljuk fel, oszlopait ey, e,, ... felsorolasaval kezdjiik, akkor egy p X (p — 1) méretli
részmatrixot kapunk, amelybdl az utolsé sor elhagyasaval egy alsoharomszdg matrixot kapunk, melynek foatlobeli elemei +1
értékiiek = talaltunk p — 1 linearisan fiiggetlen oszlopot.

Egoy példa a blokkdiagonalis szerkezetii matrixra:

7 9 0 0

4 2 00
0 0 8 6
0 0 1 1

Tétel: Az n pontu 6f. hurokélmentes ir. G graf illeszkedési matrixaban n — 1 oszlop akkor és csak akkor linearisan fliggetlen, ha
a megfeleld n — 1 él G-nek egy fajat alkotja.

Bizonyitas:
Az ¢el6z6 tétel bizonyitasanal lattuk, hogyha az élek fat alkotnak, akkor a megfelelé oszlopvektorok linearisan fiiggetlenek.
Megmutatjuk a forditottjat: ha néhany él kort alkot = nekik megfelel6 oszlopvektorok linearisan sszefliggdek. Csakugyan
ezek az oszlopok és a kort alkotd pontoknak megfelelé sorok alkalmas sor-, ill. oszloppermutaciok utan a baloldali alaka

matrixot alkotjak.
Képezziik azt a linearis kombinaciot, ahol az elsé oszlop linearis kombinaci6ja a, a masodiké b, sth. = 6sszegiik 0-t adja.

/a O ves _x\
—-a b - 0
A=| 0 -b - 0 [|;ab,..,x€{-1,+1}

\;o )

(NEM KELL) Tétel: Az n pontt 6f. ir. G grafnal det(B, - Bf) = feszit6fak szama.

Bizonyitds:
""""""""" det(MN) =

2 (Z) _ féleképp
ahol M’-t/N’-t gy, ahol M’-t/N’-t gy kapjuk, hogy az eredetibél elhagyunk (b — a)
oszlopot/sort, hogy a X a méretii mx-ot kapjunk.

oIN )

det(M") - det(N"),
a

L]
k1

o

Pl IR R YA E A R P B

d e f
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Ezek utan a tétel allitasa nyilvanvald: Bo-bol mindenképp kivalasztva n — 1 oszlopot, épp a fanak megfelelé részmatrixok
determinansa lesz # 0, és egy ilyen determinans értéke +1, tehat a négyzete 1.

Példa: G = K,, npontu teljes graf
n-1 n—1 - -1 1 1 - 1

1 1 1
A R - It
-1 -1 - n-1 -1 -1 -« n-1 0 0 - n
A tétel felhasznalasahoz nem sziikséges a Bo matrixot felirnunk. A B, - B§ = (d; ;) elemeit az alabbi képlet eléallitja:
4 = { d(pPy), hai=j
Y | —(az i és j élek kozt vezet§ élek szama), hai#j

(utsé végdsszeg): det(B, - BY) =n™2 > tjabb bizonyitast kaptunk Cayley tételére v
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10.) Oszthatdsag, felbonthatatlan és primtulajdonsagu szamok, ezek kapcsolata (bizonyitas
csak az egyik iranyban), a szamelmélet alaptétele. Osztok szama. Primek szama, hézag a szom-
szédos primek kozott, m(n) nagysagrendje (biz. nélkiil). Kongruencia fogalma, alapmiiveletek
kongruenciakkal

Oszthatésag, felbonthatatlan és primtulajdonsaga szamok, ezek kapcsolata

Def.: a osztdja b-nek, ha 3 ¢ € Z, melyre a - ¢ = b. Jele: a|b . (Pongyolan: ,,a megvan b-ben valahanyszor”.)
p felbonthatatlan (|p| # 1), hap =a-b > |a| = 1 vagy |b| = 1, a,b € Z (p felbonthatatlan, ha minden olyan esetben,
amikor eldall két egész szam szorzataként, a szorzatnak legalabb az egyik tényezéjének abszolutértéke 1. Csak trivialis osztoi
vannak.)
p primszam (|p| # 1), hapla - b = p|a vagy p|b (minden olyan esetben amikor p két egész szam szorzatanak osztdja, akkor
p a szorzat legalabb egyik tényez6jének is osztdja. Vagy: p osztdja ab szorzatnak, és egyben p osztoja a-nak vagy b-nek)

Példa: a 6 nem prim, mert 6|8-9,de 6 1 8és 6 ¢ 9.
Felbonthatatlan: 2, —5, 11, nemaz: —1, -9 = 3 - (-3)

Tétel: p prime p felbonthatatlan
Bizonyitds:
=: pprim,p=a-b
pla- b = p prim, ha
L)plaésalp=lal = Ipl = bl =1V

2)plbéshblp=|bl=|pl=>lal=1V
<: nem kell vizsgan

A szamelmélet alaptétele

szam) a sorrendtdl és eldjelektol eltekintve egyértelmiien felbonthatéd felbonthatatlanok sorozatara.

egész szamok korében: ha egy z egész szamra |z| > 1, akkor z eléall felbonthatatlan szamok szorzataként, és a z ilyen
eléallitasai csak a tényezOk sorrendjében és eldjeleiben kiilonbozhetnek.

Pl.-24 =2-3-(-2)-2=(-3)-(-2)-(-2)-2 = (-2)%-3

Bizonyitds:

(felbonthatdsag)
felbonthatatlan v/
n . a, b felbonthatatlan v/
n=a-b # a,-a,-bfelbonthatatlan v/
n=a;-a,'b :
(egyértelmiiség)

Tth. n két kiilonb6z6 modon felbonthatd:

n=p1'P2"'-Pr=4q1° 42" " q

P1 Pim; p1[qy - G2 - G = P1q1 Vagy P19z Vagy .. Vagy p1q,

PL: py|qy, de g, felbonthatatlan, g, = p, ¢ = |p;| = 1, de |p, | prim, nem lehet 1! &

vagy

[c] = 1 = ez azt jelenti, hogy |p;| = |q4|

- visszavezettiik a problémat egy egyszerlibb esetre:

P2'P3" Pk =9q2"q3" -." q,

—erre ismét alkalmazzuk az algoritmust, egészen addig, amig mindegyiknél ki nem deriil, hogy egyenléek. v
Kovetkezmény: primtényezs felbontas / kanonikus alak: n = py* - py? - ps® - ..pp* = [, p;"

kan. alakban p, - p, - ... px kiil. pozitiv felbonthatatlanok, a4, a,, ..., ay € Z¥; alt. p; < py < -+ < Py

Figyeljiik meg, hogy jollehet oo sok primszam van, csak véges sok kitevo lesz pozitiv, tehat csak véges sok 1-t61 kiilonbdz6

szdm szorzatat képezziik.

(Megj.: primszam kanonikus alakja megegyezik 6nmagaval (6nmaga els6 hatvanyaval).)

Osztok szama

pl.n=23-32.74
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= o

0 2
1 3
dln,had = 23-32-74,d(172872) =d(2®-32-7) =3+ DR+ D4+ 1)

vagy d(72) =d(23-32) =GB+ 12+ 1) =12.

altalanosan: n = py* - py? - opp®,  dm) =(ay+ 1) (az + 1) (e + 1) =1 (a; + 1)

Tehat: a szdm kanonikus alakjéban szerepld hatvanykitevok eggyel novelt értékeinek szorzata megaja a szam osztoinak
szamat.

N RO

pl.n =36 =22%-3%
0(36) = (2° 4+ 21 +22)(3° + 31 +32) =91

altalanosan: n = py - py? - ...t Pk,
pa1+1 -1 pak+1 -1
o) =QA+p +pi+-+p ) A +pa+pi ++p") - (L4 pe+pi + -+ p™) = 1p - ’; -
1 Kk~

ke in+1 1

-1 PiT 1

Primek szama

Tétel: oo sok primszam 3 (Euklidész).

Biz.: (indirekt) tth. véges sok van: py, pz, .., Pn. A =Dy "Dy * ...” P + 1 > nagyobb > A-nak van primosztdja, de A p; *p, * ...-

pn —nel osztva 1 maradékot ad. z

Masképp: elegendé megmutatni, hogy V2 < n € N-re 3 n-nél nagyobb prim. Mivel n! az 1,2, ..., n szdmok mindegyikével
oszthato = N :=n!+1az 1,2,...,n szamok mindegyikéhez relativ prim, tehat N nem oszthat6 egyetlen n-nél kisebb primmel
sem. N kan. alakjaban csak n-nél nagyobb primek fordulnak el6.

Vagy: legyen a primszamok darabszdma m, tfh. véges. Szorozzuk 6ssze mind az m db primet, majd adjunk hozza 1-et. A
kapott szam egyik primmel sem oszthatd a halmazunkboél, hiszen barmelyikkel osztva 1-es maradékot kapunk, az 1 pedig egy
primmel sem oszthato. A szorzat tehat vagy maga is prim, vagy oszthatd egy olyan szammal, ami nincs benne a fenti véges
halmazban. (Mert minden 1-nél nagyobb egésznek van primosztoja.) Mindkét esetben legalabb m+1 darab primszam létezik.
Az érvelés viszont nem fligg m értékétdl, igy (m+1)-re is ugyanugy felirhat6. Igy tehat a primszamok darabszama nagyobb
barmely adott véges szamnal.

Hézag a szomszédos primek kozott

Tétel: V N-re 3 p, q szomszédos primek, amelyekre N < |p — q|.
Tetsz. hosszl sorozat képezhetd szomszédos Osszetett szamokbol - barmely n € N -re 3 olyan N, melyreaz N + 1,N +
2, ..., N + n szdmok mindegyike 0sszetett.

iz.: azaz: 3 N db szomszédos Osszetett szam i *—o H_Ié
p o\ ~ - q
N

2|(N+1)!4+2
3|/(N+1)!+3 N db, mindegyik dsszetett v

N+1|(N-I:1)!+N+1
Legyen N:=(n+1D!+1.>tetsz.2<k<n+1leseténk|l(n+1)!+k=N+(*k—-1)>N+1,N+2,.,N+n
szamok mindegyike Osszetett.

,,szomszédos” primszam kozott tetszéleges lehet a tavolsag (hézag).

Masképp: tetszbleges n-re talalhato n darab egymast kovetd Osszetett szam. Adott n-re példaul (n + 1)! + 2 nyilvan oszthat6 2-
vel, (n + 1)! 4 3 oszthat6 3-mal, és igy tovabb (n + 1)! + n + 1-ig, ami oszthato n + 1-gyel. Ezért (n + 1)1 4+ 2,(n + D! +
3,..,(n+ 1)+ n + 1 n darab egymast kovetd szam.

m(n) nagysagrendje
Def.: m(n): 1-t61 n-ig a primek szdma (n pozitiv), pl. ©(10) = 4

m(n)~ ﬁ; (In(n): természetes logaritmus), a ~ jelolés azt jelenti, hogy a két oldal hanyadosa 1-hez tart, ha n végtelenhez
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tart (aszimptotikusan egyenl6ek)
tehat jelentése: lim "51") =1

n-oo

Inn

a és b LNKO-ja a legnagyobb olyan szam, amely osztoja a-nak és b-nek is.
Jel.: (a, b). Pl.: (15,24) = 3, (=20,0) = 20, (—22,18) = 2, de (0,0) = nem értelmezett.

kétszerese kozt van primszam.

Kongruencia fogalma, alapmiiveletek kongruenciakkal

a =m-k + b alaku.
a=b(m)= mla—b>b
Pl: 17 =52 = —4 (mod 7)

Tétel:

a=bm)) @Da+c=b+d(m)
cEd(m)]=>(2) ac = bd (m)

k€N (3) a* = b* (m)
Biz.:
1) mla_b}:ml(a+c)—(b+d) sat+c=b+dm) v
m|c—d
C
-b=> —-b =
2.) mla b mlac C} @= m|ac — bd = ac = bd(m) v Specialis esete: ¢ _ b(m)} = ac = bc(m) v
ml|c — d = m|bc — bd ¢ =c(m
a=b(m)
3) a= f)(m) = k db, 0sszeszervezziik 6ket (mert (2)-t mar bizonyitottuk) v
a=b(m)
Tétel:
ha cla és c|b és ac = be(m) < a=b (%) (tehat c-vel osztasnal m-et leosztjuk m és ¢ LNKO-javal)

Biz.:
m:=m'-(m,c),
c=c"(mc)
= (m',c)=1
mlac — bc © m|c(a—b) © m'|c'(a—b) & m'la—b v
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11.) Linearis kongruenciak: a megoldhatosag sziikséges és elégséges feltétele, a megoldasok
szama. Euklideszi algoritmus, ennek alkalmazasa linearis kongruenciak megoldasara is. Wilson
tétele

Linearis kongruenciak: a megoldhatosag sziikséges és elégséges feltétele, a megoldasok szama

PL: 6x = 7 (15),
3] 15| 6 x — 7 = 7A megoldasal
Nead aad
3|6 347

Biz.: Legyend := (a,m),a = a'd,m =m'd,b =b'd
Ha ax = b (m), megoldhat6 = d|m|ax — b és d|a|ax miatt d|ax — (ax —b) = b v
Elégségesség bizonyitasa: tth. d|b . A kongruenciat d-vel végigosztva a’x = b'(m') és (a’,m’) =1
Az euklideszi algoritmus segitségével kiszamithato olyan k,l € Z, amire ka' + Im' = 1, k-nak és m-nek nem lehet k6z0s p
primosztoja, hiszen ha lenne, akkor plka’ + Im' = 1 4llna = (k,m’) = 1.
Ty — I I (k,m'):l I — I I (1 - lm,)x = kb,(m’) _ ’ r
ax = b (m) 2D ka'x = kb'(m") < lm,xEO(m,)}®=>x=kb (m’)
Hatravan még, hogy a megoldasokat mod m adjuk meg. Mivel m = m'd, ezért V m’ szerinti maradékosztaly pontosan d

darab m szerinti maradékosztaly unidja, a megoldasok tehat:
x=kb' +dm’'(m), d=0,1,..,(d—1)

Euklideszi algoritmus (ennek alkalmazasa linearis kongruenciak megoldasara is)

Input: a,b € Z (a = b), Output: (a, b)

Legyen a, := a, a; = b. Ha mar meghataroztuk az ay > a; = --- = a; szamokat, akkor legyen a;_; = q;a; + a;,1.

Az a;,q tehat az a;_, a;-vel torténd osztasakor keletkezd maradék (C nyelven: a;,, = a;_1%a; ), tehat 0 < a;,4 < a; teljestl
Az eljaras akkor ér véget, ha ai 4, = 0, ekkor (a, b) = ay.

Masként: els6 1épésként elosztjuk a-t maradékosan b-vel: a = k; - b + my. Ezutan mar (b, m,)-et keressik: b = k, - m; +
m,. A tovabbi lépések: m;_, = k; - m;_, + m;. Az algoritmus addig megy, amig m; = 0 lesz, ekkor megkapjuk, hogy
(a,b) =m;_;.

PL: (360,225) =?
360 = 1-225+ 135
225=1-135+90
135 =1-90 + 45
90 = 2- 45 + 0. Tehat (360,225) = 45.

PL. 2: (200,72) =?
200=2-72+56
72=1-56+ 16
56=3-16+8
16 = 2- 8 + 0. Tehdt (200,72) = 8.

Az euklideszi algoritmus azért ér véget, azaz a; ., = 0 lesz, mert (a;) nemnegativ egészek szig. mon. csokkend sorozata, tehat az
eljaras lépésszama |a,| felso becslés.

0
(a,b) = (ap,ay) = (‘10 - Q1a1'a1> = (ay,a;) = <a1 - QZQZ'a2> = (az,a3) == (ak,tm) =q v
a as

adott ax = b (m) linearis kongruencia. El6szor meg kell vizsgalni, hogy megoldhaté-e: az euklideszi algoritmus segitségével
kiszamoljuk (a, m)-et, és ha ez oszthatd b-vel, akkor van megoldas (tehat megoldhaté < (a, m)|b). Ezutin az algoritmus
soran kapott maradékokat forditott sorrendben kifejezziik az egyenletekbdl, és igy megkapjuk az x-et.

Példa:
59x = 1 (101), x =?
Megoldhato, ha (59,101)|1
El6szor meghatarozzuk LNKO-t:
(101,59) =?
101 =1-59+ 42
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59=1-42+17

42=2-17+8
17=2-8+1
8=28- }J +0
111 v
31 mo.!

(Tehat mivel (59,101)]|1 teljesiil ((59,101) = 1, 1 pedig osztdja 1-nek), ezért a lin. kongruencia megoldhaté, egy megoldasa van.)
Ezutan az egyenletekbdl kifejezziik a maradékokat:

42 =101—-1-59 = (—1)-59 (mod 101)

17=59-1-42=59—-(—-1)-59=59+59 =2 -59 (mod 101)
8=42-2-17=(=1)-59—2-2-59 = (—5) - 59 (mod 101)

1=17-2-8=2-59—2-(=5)-59 = 12 - 59 (mod 101) >

1=12-59 (mod 101)

59x =1=12-59 (mod 101) /:59

x =12 (mod 101) (marad mod 101, mivel o1 _ 101 101)m

(101,59) 1

Példa 2.: 62x = 24 (36). Vizsgalat: (62,24)|24?
62=2-24+14
24=1-14+10
14=1-10+4
10=2-4+2
4 =2-2+0. Tehat (62,24) = 2. 2 pedig osztdja 24-nek, tehat 2 megoldasunk lesz.

14 = 62 — 2 - 24 = - (mod 36)
10 =24 —1-14 = --- (mod 36)
4=14—-1-10 = --- (mod 36)
2=10—-2"4=--(mod 36)

62x = 24 (36) > 62 =26 (36)

26x = 24 (36) = (26,36) = 2, osztunk:
13x = 12 (18) > 13 = —5 (18)
—5x=12(18) > - (1)

5x = —12 (18),

5x = 6 (18) > - 7 (7 rel. prim a 18-hoz!)
35x = 42 (18), > (42 = 36 - 2 + 6)
—x=6(18)>-(-1)

x = —6 = 12(18) = 36 modulusra attériink
x = 12(36) VAGY

x=12+18 = 30(36). m

Wilson tétele

Ha p primszam, akkor (p — 1)! = —1(mod p).
Osszetett szamra ez nem teljesiilhet, mivel ha k > 1 € Z dsszetett, akkor k-nak és (k — 1)!-nak van kozds osztdja, s6t, minden
4-nél nagyobb k dsszetett szamra (k — 1)! = 0 (mod k).
Ha k = 4, akkor (k — 1)! = 2 (mod k).
Osszefoglalva tehat 2 < k € Z-re:
—1 (mod k), ha k prim
iig 2 (mod k), hak =4
- 0 (mod k), ha 6 < k §sszetett szam

Ue-1'=f@={")

=
N

k = 4-re nyilvanval6: 3! =2-3=6=2 (4)

Ha 6 < k Osszetett, akkor vagy talalhato két ilyen kiilonbdz6 1 < a < b < k egész, melyekre ab = k, és akkor 1-2 - ...~
(n—1) = abc =0 (k), vagy k = 2, és ilyenkor [ és 21 szerepel a tényezok kozott.

Legyen végiil k = p prim:

V1<a<p-—1egészheztartozikegy 1< b <p — 1 egész, melyre ab = 1 (p), hiszen az ax = 1 (p) kongruenciat
pontosan egy mod p maradékosztaly oldja meg.

Lathat6, hogy ha a-hoz b, akkor b-hez a tartozik, tehat az 1, 2,...,p — 1 szamok tigy rendezhet6k parokba, hogy V par
szorzata 1-et ad maradékul p-vel osztva. A parokba rendezés azért nem egészen pontos, mert bizonyos szamok esetleg
onmagukkal allnak parban. Ezekre az a szdmokra a? = 1 (p) teljesiil, azaz pla®? — 1 & pl(a + 1)(a — 1)

2= pla + 1 vagy pla — 1 = az 6nmagukkal parban allo szamok kizarolag az 1 és (p-1) lesznek. Atrendezve a (p — 1)!-t,
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V prim szorzata 1 lesz, és lesznek még a paratlanul maradt 1 és(p — 1) => (p—1D=1-1-...-1-(p—-1D=p-1=
—-1(p) m.
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12.) Euler-féle ¢-fiiggvény, redukalt maradékrendszer, Euler-Fermat-tétel, kis Fermat-tétel.
Kétismeretlenes, linearis diofantikus egyenlet megoldasa (konkrét példan). Két kongruenciabdl
allé kongruenciarendszer megoldasa (konkrét példan)

Euler-féle ¢-fiiggvény
Def.: o(m): 1 és m kozott az m-hez relativ primek szama.
PL: 9(10) =4, mert 1,2, 3,4,5,6,7,8,9,40
ha p prim: ¢(p) = p — 1, mert 1-t61 (p — 1)-ig V szam relativ prim p primhez
(P9 = p* —p*!
6;5;95 70?5-12
Tétel: ha (a,b) =1 = @(a-b) = p(a) - p(b)
Han =pgt py2 - ..- por =
e =o(p") o@) . 0(pe*) =
-1 -1 -1
(P! —pi' ) (i i) (B 1) =

oo (1 8) (1) (12 -
n
"'(1_,,_11)'(1—£)-...-(1_pik)

PL: ¢(100) =? 100 = 22 - 52
(100) = (22 —21) - (52 —51) = (4 — 2) - (25— 5) = 40

Redukalt maradékrendszer

ez egy {cy, c3, ..., C;c} halmaz, gy, hogy teljesiilnek a kovetkezOk:
(1) szamuk/elemeik k = ¢(m)

@ 1<ij<k,

i+

= ¢; # ¢; (mod m) (inkongruensek egymassal mod m)

(3) (¢;, m) = 1V i-re (relativ primek mod m)

Szavakkal: legyen m modulus rogzitett. A ¢ -vel reprezentalt maradékosztalyt redukalt maradékosztalynak nevezziik, ha ¢ és
m relativ primek. Ha minden redukalt maradékosztalyt egy szdmmal reprezentalunk = RMR-t alkotnak. A redukalt
maradékosztalyok szama ¢ (m) (Euler-fliggvény). Tehat a RMR-ek ¢(m) elemiiek.

PL: RMR mod 10: {1,3,7,9} vagy {37,29,—59,33}, 9(10) = 4 (v), 1 £ 3 (mod 10), 3 £ 9 (mod 10), stb., (1,10) = 1,
(3,10) = 1, stb.

Allitas: ha {c;, c,, ..., cx} RMR mod m és (a,m) = 1 = {ac,, ac,, ..., ac,} is RMR mod m

PL.:{1,3,7,93 RMR mod 10 /-7, mert (7,10) = 1
{7,21,49,63} is RMR mod 10

o.
N

(1) a két halmaz elemszama nyilvan megegyezik v/
(2) haac; = ac; (m) la (a, m=1
¢; = ¢; (m) tudjuk, hogy {c;, ¢, ..., cx,} RMRmod 10 volt = i = j

(3) tudjuk:
o Yeaem =10

Euler-Fermat-tétel, kis Fermat-tétel

Mivel (a,m) = 1 = {acy, ac,, ..., acy} is RMR mod m = tehit az ac,, ac,, ..., ac, szorzatok valamilyen sorrendben
kongruensek a {cy, ¢,, ..., ¢} szamokkal = (acy) - (acy) « .- (acy) = ¢y Cy+ v (M) licy 5 o licy, oy Ticy
a®™ =1 (m)v/
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Biz.: p prim
E-F -a
p(p)=p-1 S a*'=1@)Sa’=a(p) v
mbé';t
(a,p)=1

Kétismeretlenes, linearis diofantikus egyenlet megoldasa (konkrét példan)

altalanosan: adott az ax + by = c egyenlet és a, b, c € Z, kérdés: x,y =?, x,y € Z
by =c—ax
b|c —ax 2 ax = ¢ (b) . Tehat visszavezettiik a problémat egy lin. kongr. megoldasara.
59x + 101y =1
101y =1 -59x
101|1 —59x = 59x =1 (101)
El6z8leg lattuk, hogy ennek megoldasa az x = 12 (101), tehat
] Skt (i 1-59%x 1-59(101k+12) 1-59-12 S0l 5ok alak
x =101l + 12 alaku (k € 7), Y="To1 = 101 = 101 9k = -7 9k alaku

Ellenérzés: 59x + 101y = 59(101k + 12) + 101(—7 —59k) = 59-101k +59-12—-7-101—-101-5% =1 /

Két kongruenciabdl allo kongruenciarendszer megoldasa (konkrét példan)

x=3(7) } _,
x=-1(08))"
Az els6bdl kovetkezik, hogy x = 7k + 3 alaku k € Z, ezt helyettesitsiik be a masodikba!
7k+3=-1(8) /-3

7k = -4 (8) /-8k

—k=-4(8) /- (-1

k=4 (8)=k=8l+4alakileZ=

x=7k+3=7(8l+4)+3 =56+ 31 alaki =

x =31 (56)
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13.) Szamelmélet és algoritmusok: alapmiiveletek, hatvanyozas az egészek korében és modulo
m. Primtesztelés, Carmichael szamok. Nyilvanos kulcsu titkositas.
Szamelmélet és algoritmusok: alapmiiveletek, hatvanyozas az egészek korében és modulo m?®

Egy algoritmust akkor tekintiink jénak, ha 1épésszama feliilr61 becsiilhet6 az input hosszanak polinomjaval.
Vizsgaljuk meg az alapmiiveletek 1épésszamigényét!

1épés kell,aml :’:i.zni.raputnak (vagyis log x-nek) exponencialis fliggvénye. (n™ szdm hossza m - logn, és ez nem polinomialis
fiiggvénye a (logn + logm)-nek)

Az euklideszi algoritmus hatékony, mert polinomialis 1épésszamu.

van sziikség: a%b < a — (%) * b (C szintaxissal)

Tehat amod. m .+, . —, .../ is polinomialis!

Az alabbi példa bemutatja, hogy a mod m hatvanyozas elvégezhetd polinomidében:

Példa: 31%0 =7(7)

31 =3(7)
32=9=2(7)
34 =22 =4(7)

33=42=16=2(7)

316 =22=4(7)

332=42=16=2(7)

3% =4(7)

Most irjuk fel a 100-at bindrisan: 10010y = 1100100,
— 3100 = 32°. 325,322 _ 364,332, 34 (7)
3100=4.2-4=32=4(7)

Primtesztelés

Primtesztelés:

Egy egyszerii modszer, hogy 1-t61 v/n-ig ellenérizziik az n- a = random
nel valo oszthatdsagot. Elonye, hogy ha n szam 6sszetettnek 1<a<n-1
bizonyul, akkor ez megadja egy osztdjat is, viszont

exponencialis 1épésszamu. \

Ssokkal hatékonyabb (gyorsabb), polinomrendii algoritmus is (a,n) =? ar~l£1 (n{ n nem prim!
létezik erre: a Fermat-teszt. Eu’kl alg > STOP
Fermat-teszt: kérdés: n prim-e?

Kis Fermat-tételen alapul (aminek az RS A-eljarasban is (a,n) =1

szerepe van), ami kimondja, hogy ha p prim, a € Z és

(a,p) = 1, akkor a?~! = 1(mod p). a1 =7 (n) avlz1 (n{ 1 nem prim!
b = '

1. Iépés: felvesziink egy tetszOleges a szamot, amire igaz, hogy a’modn STOP
1<a<n.

2. 1épés: kongruenciak ellendrzése: 200-szor

3 Korabbi cim: ,,Szamelmélet és algoritmusok: dsszeadas, szorzas, maradékos osztas, hatvanyozas lépésszama. Modulo m
hatvanyozas polinomialis idoben.”
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prim! STOP,

A Fermat-teszt problémaja, hogy hibazhat, azaz egy 0sszetett szamot is primnek tekinthet. Ennek kikiiszobdlésére sokszor, sok a-
ra kell végrehajtani a tesztet. Ha a teszt kb. 200-szor lefutva (ha kordbban nem 4llt le) is azt adja ki, hogy n prim (a1 =
1 (n)), akkor nagy valdszinliséggel igaza van.

Tétel: ha n-nek 3 tantja =RMR mod n legalabb fele tani! (RMR=redukalt maradékrendszer)

Biz.: legyen ,,a” egy tan, ¢y, ..., ¢ cinkosok
Allitas: a - c: tani
biz.: (a-¢)™ ' = ci‘: T =@ cp)vrtE1() VS
=1 =1
Allitas: a - c; Z a - ¢; (n), f_ull ¢ Eci(n)
Biz.haa-c;=a-c;(n) l:a, mert (a,n) =1
c=¢ )

200
Kovetkezmény: ha van tanu, akkor a Fermat-teszt legfeljebb (%) valoszintiséggel téved

Carmichael szamok

azazVa(a,n) = 1-rea™t =1 (n).
pl.: 561
De van olyan teszt, aminek a miikddése olyan, hogy kisziiri a Carmichael-szamokat.

Primgeneralas: m legyen pl. egy 200-jegy{i random szdm —> primtesztelés. Ha sszetett, megnézziikk (n + 1) —et, (n+ 2) —
t, .. All(n) = ﬁ fliggvény szerint rovid idon beliil primre fogunk talalni.

Nyilvanos kulcsu titkositas

Barmilyen iizenet atalakithato szdmjegyek szorzatava, feltehetjiik tehat, hogy a titkositando tizenet sokszamjegyli szamok
szorzata. A rejtjelezés alapja, hogy legyen egy kddolo és dekodold fiiggvény:

D
xS c(x), y - D(y), amire teljesiil a visszafejthetdség: D(c(x)) = x

RSA-kéd: N = p - q, ahol p, q sokszamjegyii primek
c valasztésa Gigy, hogy @(n) = (p — 1)(q — 1)-hez relativ prim legyen: (c, p(N)) = 1
kédolds: x — x mod N
nyilvanos: N, c; (mindenki szdmara ismert, ennek segitségével kodolhatjak masok nekiink szant tizeneteiket. A nyilt kulccsal
kédolt lizenetet csak a titkos kulcesal tudjuk ,,megfejteni”.)
titkos: p, q,d, p(N)

Megjegyzés: ez az egész azért miikddik, mert szamok primtényezds felbontasara hatékony algoritmus nem ismert!

Dekédolds: y = y*mod N
d j61 van megvalasztva x4 = ()4 = x(N) V x-re

Segédtétel: (X,N) = 1 = x?™) = 1 (N) = x*¢M) = 1(N) = xk W+ = x(N)
cél: c-d = k- @(N) + 1 valamely k-ra, azaz c - d = 1 (p(N)) lin. konguencia > (c,p(N)) =1 /
kongr. az euklideszi algoritmussal megoldhato! d = __ (@(N))
A d-t azért nem tudja barki kiszdmolni, mert nem tudja felirni a lin. kongruenciat, ugyanis a ¢ (N) kiszamolasahoz sziikséges
p és q ismerete: 9(N) = (p — 1)(q — 1).
Digitalis aldiras
Elonye, hogy ha A iizenetet kiild B-nek, akkor B meg tud bizonyosodni arrdl, hogy az {izenetet csakis A-tol kaphatta.

Ca Cp} kédolé fiiggvények nyilvanosak > i’ = DA (CB( )
Da Dg} dekodolo fiiggvények titkosak y = Upllaly
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14.) Miivelet fogalma, csoport, Abel-csoport. Példak: csoportok szamokon, matrixokon, rajzok
szimmetriacsoportja, diédercsoport. Példak véges és végtelen, kommutativ és nem
kommutativ csoportra mind a négy lehetséges variacioban.

lasd még: http://www.cs.elte.hu/~ewkiss/bboard/07t.mat/Alg2_art 12.pdf

Miivelet fogalma
\leH/ \ben,

muvelet

7Ue HY

Ellenpélda: a skalaris szorzas egy ,,0szvér” miivelet, mert vektorokat kap, és skalart ad vissza; u,v = c € R

(derivalas), stb.) egy tetszdleges f: H™ — H leképezést értiink, azaz minden, H elemeib6l képzett, rendezett n-eshez (pl.
(hq, hy, ..., hy)-hez) H -nak egy bizonyos elemét (itt f (hy, hy, ..., hy,)-t) rendeljiik.
A miivelet ne vezessen ki adott struktirabdl!

Def.: A H halmazon értelmezett, 2-valtozos * miivelet:

PL:
e A valds szamokon értelmezett + miivelet asszociativ és kommutativ = Abel-félcsoport.
e Az n X n-es matrixok a szorzassal félcsoportot alkotnak: matrixok szorzasa asszociativ, de nem kommutativ)

e A pozitiv szamokon értelmezett hatvanyozas nem asszociativ és nem kommutativ (hisz 2(2°) = 256 % 64 = (293, 1ll.
23 =8 %9 =3,
e apolinomok kompoziciéja (egymaésba helyettesitése) asszociativ, de nem kommutativ (hisz [(p o g) o r](x) =

p(4(r@)) = [p (g o NI, de (p o () = p(q()) # q(p()) = (q  p)(x) ltaliban).

Osszeadas esetén az egységelemet nullelemnek vagy nulldnak nevezziik, és 0-val jeldljiik.

Allitas: az egységelem egyértelmii (ha van)

biz.: tfh. e, f kiilonb6z6 egységelemek: f = exf = e s

()
mert e egységelem mert f egységelem

Jele: b = a= 1. Tehata xa™! = e.

Csoport, Abel-csoport

- x asszociativ (értelmezve van G-n egy asszoc. milvelet, (a * b) xc = a * (b *xc) V a,b,c € H elemre; tehat félcsoport)
- 3 egységelem
- V elemnek 3 inverze a * miiveletre.

Allitas: egy csoportban a~! egyértelmii (ha van)

biz.: tfh. b, ¢ az a két kiillonb6z0 inverze:
c c

- b. T _ — _
a_ C}mverzek, c—(b*a)*c—b*(a*c)—b?

masképp: ay* = ay* xe=ay'* (a*xa;') = (a5 *a) *aj! = aj?
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Csoportok szamokon:

- egész szamok (Z, +): Abel-csoportot alkotnak az egész szamok az dsszeadasra nézve: komm., asszoc.: (1+2)+3 =1+ (2 +
3),egységelem: 0 +1=14+0=1,inv. -14+1=1+(-1) =0,

- rac. sz. (Q, +): Abel-csoport,

- valos sz. (R, +): Abel-csoport: egységelem a 0, inverz az ellentett (-x), asszoc. komm.,

- komplex sz.* (C, +): Abel-csoport: egységelem a 0, inverz az ellentett (-X), assz. ((z; + z,) + z3 = z; + (2, + z3)), komm.
(z1+ 2, =2, +29)

- De pl. term. szamok (N, +) NEM csoport, mert a pozitiv tagoknak 7 inverze!

- valés szimok a szorzasra nézve (R, ) NEM csoport, mert 0-nak # inverze!

- Viszont kivéve a 0-t mar csoportok lesznek a kovetkezok:

(R\{0}, ®) - nemnulla valosak, a szorzasra nézve Abel-csoportot alkotnak: komm., asszoc., egységelem az 1, inverz a reciprok

()
(@\(0}, 9, (€\(0), %

Csoportok matrixokon:
Adott: H := {n X n-es, det # 0 mx.-ok}, a milvelet legyen a matrixszorzas. Csoportot alkot? Vizsgaljuk meg:

1. zartsag: det(A4 - B) = det A - det B a determinansok szorzastétele miatt +~
£0 20

2. asszociativitas (atzardjelezhet6ség) (A-B) - C = A (B - C) v (Az n X n-es matrixok a szorzassal félcsoportot
alkotnak: matrixok szorzasa asszociativ, de nem kommutativ')

n
1 0 0 O\| \I
3. egységelem:=egységmatrix =| 0 1 0 0571 | v
0 0 O 1J

4. inverz:=inverzmatrix := A —» A~!: ez is H-beli, és biztosan 3 A, mert det A # 0 (invertalas csak a nem nulla
determinanst matrixokra értelmezett)

= IGEN, ({n X n-es, det # 0 mx-ok}, matrixszorzas) csoport v’

Rajzok/alakzatok szimmetriacsoportja:s

a sik azon egybevagdsagi transzformacioi, amelyek ezt az alakzatot 6nmagaba viszik, és a miivelet ezen transzformaciok
egymas utani elvégzése.

Most tekintsiik egy rajznak, pl. egy szabalyos haromszognek a szimmetriait/egybevagodasi transzformacioit!

H ={I, fi20, foa0, ta ts, tc} (3 forgatas, 3 tikrozés (a felezémerdlegesekre); I az identitas, vagyis helybenhagyas, 0 fokkal valo
forgatas)

A haromszdg szimmetriaja a sik egy olyan egybevagosagi transzformacidja, ami a haromszoget dnmagéba képzi.

Legyen H := {R rajznak a szimmetriai}, a miivelet pedig a fiiggvénykompozicio!

A fiiggvénykompoziciorol ((f o g)(x) = f(g(x)), f o g az f és g kompozicidja vagy szorzata, jele néha f(g)) tudjuk, hogy
rendelkezik az asszociativitas (atzarojelezhet6ség) tulajdonsaggal:

f,g, h: H— H fuggvények: (feg)oh=fo(goh)

e A A I A
A A I

4 emlékeztetd: http://www.math.bme.hu/~szilagyi/01_komplex.pdf [komplex szdmok (z = a + bi) dsszeadésa a vektordsszeadas
szabalyai szerint torténik (eltolas; (a + bi) + (¢ + di) = (a + ¢) + (b + d)i); szorzas: (a + bi)(c + di) = ac + bci + adi +
bdi? = (ac — bd) + (bc + ad)i; egyébként komplex szam inverze: z~* = 3 === :2‘—+l’;2 sth.]

> http://www.cs.elte.hu/~ewkiss/bboard/07t. mat/Alg2_art_12.pdf
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C A
tp ta ta tp
o) B c O A C
ﬁ' ; N e . N
c A
fo: » f120° » f2a0:
B C
tp ty ts ; . ~ ; ts
0 C C o A
B — —
c c

f az O koriili 120°-o0s forgatas, f2 = f o f a +240°-os forgatas

t, a BC felezOmerdlegesére tiikrozés

fta =tc, mivel A>A>B; B>C>A; C>B->C

t.ty = f, forgatas a tengelyek szogének 2x-esével, A>A>B; B>C>C; C>B>A
egységelem/identitas: f3 = id (360°-kal forgatas), t2 = id,

inverz (elsé transzformaci6 hatdsat ,,visszacsindlja”): tft = f~1(= f2) (f(x) = y © h(y) = x)

A csoport szorzastablaja (Cayley-tablazat): A g soranak és h oszlopanak metszéspont-jaban gh.

Dy |id f f* ty tg tc

id|id f f* t, tg ftc
f o f f* id to t; tg

fPlf? id f tg tc t4

tg | tg tc ta f? id f

tc | tc ta tg f [f* id

Tehat a csoport elemei: [id, f, f2,t,tf, tf?], ahol t = t,, tf = tg, tf% = t,.
f2P=id, t?=id, tft = f~X(=f?). (inverz. ff~t = ff2 = f3 = id)
Példa: tpte = (tf)(tf?) = (tfOf? = f'f?=f

Allitas: az R szimmetriacsoport (rajzot 5nmagaba vivo egybevagosagi transzformaciok halmaza a kompoziciéra, mint miiveletre
nézve) csoport.

biz.:
- a figgvénykompozicio asszociativ v/
- egységelem := identitas (id(x) = x, 0 fokkal forgatas, helybenhagyéas) v
- inverz:= inverzfiiggvény (h = f 1, azt jelenti, hogy f(x) = y © h(y) = x) v/
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Diédercsoport

Dy
360°

D, = {I = for far foar a0 -"'f(n—l)a: ty,t, tn}a €sa = n
|D,,| = 2n (a szabalyos n-szognek 2n szimmetriaja van — csoport rendje 2n, ugyanis van n darab tengelyes tiikr6zés és a

helybenhagyassal egylitt n darab forgatas)
Az el6zbekben emlitett haromszoges példa a D;-nak felel meg.

fr=1,t>=1,tflt=f"¢

39 BSz2
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15.) Elem rendje (ez véges csoportban véges), ciklikus csoport. Részcsoport. Szimmetrikus
csoport. Csoportok izomorfiaja.

Elem rendje (ez véges csoportban véges)

Def.: G csoport rendje = az elemszamaval, ezért jele: |G|, pl.: |S10] = 10! (els6 10 szdm permutacidja), |D1o| = 20 (2 - 10)

Def.: (G,*) csoport, g € G

g"::g*g*g*,,,*g
ndb

Példa: (Z,+)nal3°=3+3+3+3+3=15
Dy —ndl f50 = fasor fioo =1 t{ =1

Tétel: G véges,g € G = In > 1,hogy g" =e

biz.: Soroljuk fel g hatvanyait: g%, g2, ..., g%, ..., g%, ... Mivel G véges = 31 < k <, hogy g' = g*.
! k

Szorozzuk ezt be g~t-gyeljobbrol: g-g - ... g g ' (=(U-1)-e)=9-g .. ' g-g =gt =gkl Eztagt-es
szorzast hajtsuk végre annyiszor, hogy végiil "% = e egyenl6séget kapjunk, ekkor n :== [ — k. v/

Def.: g € G, a g rendje k, ha k a legkisebb olyan kitevé, hogy g¥ = e (1 < k), jele: 0(g) = k (elemet k-szor dsszeszorozva
6nmagaval egységelemhez jutunk)
gt g% ..., g%, g*, g% .. Hanincs ilyen szidm, végtelen rendii elemrd] beszéliink.

=e

kilénbozok
VAGY: A G csoport g elemének rendje a g altal generalt <g> részcsoport elemszama. Masképp g elem rendje az a legkisebb n

szam, amelyre g™ = e. Ha ugyanis 3 ilyen n, akkor g=! = g™, ésa g, g%, g°, ..., g" elemek kiilonbdzdek (hiszen ha g* =

g’, akkor gt~/ = e), ezért <g> n-elemii. Ha # ilyen n, akkor a g, g2, g%, ..., g" elemek mind kiilonbdz8ek, <g> végtelen.

Ha < G,-> ciklikus csoport, melyet g € G general, akkor G V eleme eldall gi(=g - g - ...- g [i-szer] alakban), ahol i € Z. Ha
G rendje véges, elegendé a pozitiv i kitevokre szoritkozni. Ha G végtelen, akkor a generatorelemnek semelyik hatvanya sem
egységelem, mert egyébként a generatorelem csak véges sok elemet generalna.

Ha két ciklikus csoport rendje kiilonb6z6, akkor nem izomorfak.

Ha azonban |G| = |H| = n G és H ciklikus csoportra = G = H.5

PL.: D;-nél o(fi20) = 3 (360°-0s forgatas), o(t;) = 2 (2x-es tiikrozés)

Ciklikus csoport

e Cn ..................
Masként: az olyan csoportot, melyet valamely eleme general, ciklikus csoportnak nevezziik.
Allitas: G véges, G ciklikus < 3 g € G, amire o(g) = |G|.

biz.:
&: G tartalmazza g-t és annak hatvanyait, g kiil. hatvanyainak szdma o-(g), ami egyenld |G|-kel, tehat g generalni tudja G V
elemét =G ciklikus v/

=:Mivel G ciklikus, 3 egy g generatoreleme, amivel el6 lehet llitani G V elemét = o(g) = |G| v
PL: ({#+1,+i}, ®) ciklikus, (Z, +) ciklikus.
Allitas: G ciklikus > G Abel
biz.a-b=b-a
g-gl=g g=>gt=9g""V
Allitas: minden parosrendii csoport ciklikus.

az egységelemeit
kizartuk

biz.: Legyen |G| = p prim. A Lagrange-tétel miatt Ve = g € G-reo(g)lp = o(g)=1 vagyp =G| v

6 Fleiner, 36. o.
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Részcsoport. Csoportok izomorfiaja

9.9 €Gesetén p(g-g") = p(g) - p(g") all. (a baloldali szorzéas a G, a jobboldali pedig H miivelete)

PL: G: (R*, @, H: (R, +)
f:R* > R
fla-b) = f(a) + f(b) } vegyiik észre, hogy f a logaritmusfliggvény!
f=loga, 0<a=#1

Tetszbleges G csoport részcsoportjainak metszete is G részcsoportja.

Tétel: (G, ®) csoport, 0 #H S G
(i)aabeEH =a-beH

H részcsoport &
P (ilaeH=>a'eHd

biz.:

=: a sziikségesség nyilvanvalo i

&: H-ra ®miivelet: ! t

® asszociativ (mert G-ben is az) v/

e
—_— f

wgeH=g '€eH=g-g 1€ H egységelem v %

® (ii) miatt V g € H-nak inverze is H-ban van v/ 3
PL:D,

Dy =11, foo, fis0 f270 t1, ta, ts, ta} |Dyl = 8

Hy =A{1, foo, 180, fa70} |Hil =4 H <G t

H2 = {I,tl} |H2| =2 H2 < G

Hy={I} |H3|=1H; <G 270 f270

Allitas: ciklikus csoport részcsoportja ciklikus.

biz.: G ciklikus csoport generatoreleme legyen g, és legyen H < G valddi részcsoport. Tekintsiik a minimalis 0 < k-t, melyre
gk € H. A cél belatni, hogy g* generalja H-t.
Tfh. a g* g' € H-t nem generalja, vagyis k 1 L.

Legyenl = ak +r = r maradék (1 <r < k).Mivel gk, gt € H: g* - ((g"F) ™2 =g" € H /

Allitas: azonos rendii ciklikus csoportok izomorfak

biz.: |G| = |H| = n. Legyen g, h a G, H generatoreleme, ekkor g™, h™ == h! izomorfizmus. v/

G izomorf H—val
———

Tétel: (Cayley) G véges csoport = 3 n, hogy S,, valamelyik H részcsoportjara G=H
Szimmetrikus csoport

A halmaz permutacidjan annak dnmagara vett bijektiv leképezését értjiik. A a legtdbb vizsgalatban véges, igy permutacion A
elemeinek egy meghatarozott atrendezéseit vagy sorbarendezését értjiik. (Ha pl. A egy csomag kartya, akkor a kartyak
megkeverésével A egy permutaciojat allitjuk el6. VAGY: ha A elemei egy futdversseny résztvevodi, akkor a verseny minden
lehetséges végeredménye A egy permutaciojat képviseli.)
n-elemil A-halmaz elemei: elsé n pozitiv egész szdm A-nak egy permutacidja: zarojelben, egymas ala irva, sorbarendezve
felsoroljuk az értelmezési tartomanyat és értékkészletét.
PL1:f(1)=5,f2)=2,f3) =1, f(4) =3, f(5) = 4. Permutacié rovidebben:
(1 2 3 4 5) — természetes sorrend

5 2 1 3 4/—képelemek
még rovidebben: (5,2,1,3,4) (Descartes-féle alak)
Permutaciok szama: P, = n!
Mivel az 1 képe n kiilonbozé érték lehet, ezek mindegyikére (n — 1) kiilonb6zd értéket valaszthatunk a 2 képéiil a fennmarado
szamokbol, ezek mellé a parok mellé (n — 2)-féleképpen vélaszthatjuk a 3 képét, stb. Az n db szam képeként tehat
n(n—1)(n — 2),...,1 = nl-féleképpen valaszthatjuk meg a rendezett értékeket.
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W« =T

2.
i 1 2 3 4 5)
5 3 5 2 1 4

N e W
_ e
B ol

szokasos jelolés: (

elemei: {1,2, ..., n} permutacioi, miivelet: kompozicio; |S,| = n!

Permutaciok szorzasa: megfeleld leképezések egymas utani végrehajtasa.

Az n elem feletti permutaciok csoportja az n elemi szimmetrikus csoport, S,,. Mivel egy tetszdleges csoport dsszes elemének
csoportot képes ,,szimulalni”, azaz barmely n elemi csoport izomorf egy legfeljebb n! elemii szimmetrikus csoport valamelyik
részcsoportjaval, lasd Cayley-tétel (Cayley-tétel: V véges csoport izomorf egy alkalmas permutécidcsoporttal (S,
részcsoportjai).).

(Minden permutéci6 felbonthaté diszjunkt ciklikus permutaciok szorzatara. Ez a felbontas a ciklushosszakat nézve egyértelmii:
az azonos hosszl ciklusokbol allé permutaciok egymas konjugaltjai. Minden permutacio felbonthaté tovabba kettd hosszu
ciklikus permutaciok (cserék) szorzatara.)

|Sn| =n!,

s={()s={C 9.0 )

s={( 5 DG 1 D6 D65 D65 DG )

Fontos (lasd Fleiner-jegyzet): egy m o o permutacio kiszamitasakor elészor alkalmazzuk a ¢ permutaciot, és aztan a m-t.
PI. 1.

=(; 4519
A 23 43
"_(3 2 15 4)
ﬂoaz(sl, i ; ‘5‘ i)adédik.

Igy: om szorzat (x(om) = (xo)m):
1(or) = lo)r =3r =3
2(on) = Ro)n=2r =4
3(on) = @Bo)n=1r =2
4(om) = (4o)r =57 =5
5(on) = (Go)r=4n =1

PI. 2.7

( 1 2)°G 5 P=eop=

elészor alkalmazzuk a f permutaciot, és aztan az a-t.
Tudjuk, hogy V x elemre x(aB) = (xa)p (ez a leképezés szorzas-definicidja). Tehat
1(aB) = (la)p =28 =3,
2(ap) = Qa)p=1p =2
3(ap) = 530(%[3 ? 3=1
poa=(3 5 7)
Masik oldalrol megvizsgalva:
Tudjuk, hogy V x elemre Ba szorzat x(Ba) = (xB)a (ez a leképezés szorzas-definicidja). Tehat:
1(fa) = (1fa=2a=1
2(Ba) = 2B)a=3a =3
3(Ba) = BRa=1a =2
1 2 3)

aop= (1 3 2
aff # Pa, tehat a permutaciok szorzata NEM kommutativ.

pr=2Mivel = (3 2 9) = (12,23, G0} ezen 7 = (21,32, (13} = {13, @D,GY = (5 ¢ )

B és [~ szorzata az identikus leképezés:

== 2 )

PI. 3.:

7 forras: http://www.math.u-szeged.hu/~katai/disz3ea/permutaciok.pdf
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1 2 3 4 5 6 1 2 3 45 6\y_(1 2 3 4 5 6). , - .
S)6 3 4 1 2 5) (2 14 3 6 5) = (3 6 1 4 & 2), jobbrol balra szorozva (f (g(x)), elészor g, majd
1 2 3 4 5 6 o1 o .
(5 4 3 2 1 6)’ balré] jobbra szorozva (f (g(x)), elészor f, majd g)
PI. 3.:
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5\_¢1 2 3 4 5 4 .,
Gsz2106Ga1230G71375 35 Grlivildsaszos)

lasd még perm., szimm. csop., fv.komp.:
http://www.math.u-szeged.hu/~mmaroti/okt/20100/permutaciok.pdf
http://www.math.unideb.hu/~turjanyi/Komb_j/K_Win_Doc/g0602.doc

Allitas: (S,,,°) csoport.

biz.:
- a fuggvénykompozicio asszociativ v/
1 2 3 45

1 2 3 4 5
akar jobbrol, akar balr6l komponalunk, egységként viselkedk)

- inverz = inverzfiiggvény (f 1), mon ! = lomr = id,

: 123 4 5\, 4_(1 23 4 57" _ a1
plim=(3 ¢ 5 1 =G & 5 1 ) =)ENEDED,GH =

(31),(52),(23), (14,45} = (14, 23), 3D, @5, 2=} 2 3 * %)

- egységelem := identitas ( ) v (az identikus (mindent helybenhagyé leképezés) egy permutacio, és ezzel

43 15 2
ST TN
nten =, 315 2)°(3 5 2 1 D=0 3 3 4 5)'/
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16.) Mellékosztaly fogalma, példak. Lagrange tétele, elemrend és csoport rendjének kapcsolata.

Mellékosztaly fogalma, példak

Def.: (G,*) csoport, g € G,H <G

H = {e' hll hZ’ }

g*H={g~hlhe H} ={g,ghy, gh,, ...} S G H
Masként: ha adott egy csoport, ennek egy eleme, valamint egy részcsoportja, akkor a

részcsoport adott elem szerinti mellékosztalya azoknak az elemeknek a halmaza, amelyek a
részcsoport elemeinek az adott elemmel valé szorzatabol (csoportra értelmezett miiveletébol, ez lehet 6sszeadas is) adodnak.

Pl.: G := {sikvektorok,+}, H = {x-tengely vektorai}
g=02,3)->(23)+H
g=3,-1)->3,-1)+H
g=(-53)->(-53)+H
g=(05,0) - (G50)+H

AN y
(53) (2,3)
(5.0 X
0 P 7
(3!_1)

Pl.2.H = (nZ,+) < (Z,+) = G, ahol nZ = {nz: z € 7} az n tobbszoroseit jeloli. Egy adott k € Z esetén a G csoport k szerinti
baloldali mellékosztalya a k + nZ halmaz lesz, vagyis mindazon egészek, amelyek k-val kongruensek modulo n.

PL: G = D3, H ={, fi20, fa4a0}
g=1t ty
gH = {t11,t:fi20, t1f2a0} = {t1, t2, t3}

(emlékezziink vissza, hogy a diédercsoportot tigy definialtuk, hogy a miivelet a
fv.kompozicid, amit jobbrol balra kell végrehajtani!)
toH = {t, t5, 1}

Tulajdonsigok: t ts

1l)gegH
biz.mivelee H = g=g-e€H v

2)g1Hng,H#0 = g,H = g,H
biz.
a€gHng,H b€ gH;cél: beg,H
a = gihy = g;h,, hy,h, €H  /hi'jobbrol
g1 hihi' = g,hohit = gy = gohyhit
e
b€ g.H=b=g.h;, h3€H b = g, h,hi'hs Ve

=hyu€H

3.) Hvéges = |H| = |gH|
biz.: H = {hy, hy, ..., by}
gH = {ghy, ghy, ..., ghi}
ha gh; = gh; I- g~* balrol
hi=h v
Mivel a H és g*H kozott 1étesithetd kolesonosen egyértelmii hozzarendelés (H = g * H, x — g * x egyértelmii hozzarendelés
(fliggvény)), a két halmaz szamossaga egyenld: |g * H| = |H |
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Lagrange tétele, elemrend és csoport rendjének kapcsolata

Tétel: (Lagrange) Ha G véges csoport, akkor VH < G-re |H| | |G|, azaz H rendje osztdja G rendjének
minden H részcsoportra. G

gyakorlatilag a g altal generalt részcsoport elemszama) osztja G rendjét, azaz ¢(g) | |G| Vg € G-re.

H szerinti mellékosztalyok, szamuk: i

|Gl =|H|-i = |H|||G] Ve (a tartalmazo csoport rendje megegyezik a részcsoport rendjének és indexének szorzataval.)
Szdvegesen:

Az el6z6 megfigyelés szerint a G csoport néhany H szerinti (jobb oldali) mellékosztaly unioja, és minden mellékosztaly |H|
elemet tartalmaz. v

A tétel masodik felének bizonyitasa:

Ha G csoportnak g egy eleme, akkor alljon H a g hatvanyaibol: H = {gl,gz, ., gL e]
. K db kilonboz6 elem
Allitas: H részcsoport.

biz.:

Vg9’ €l (g'-g'=g"")

hai+j <k, akkor g'*/ € H

hak < i+ j,akkor gt/ = giti=k. gk = giti=k e 4 v

(]
e

(i g g-'=e = gi=(gH" V
gk
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17.) Gyiri, ferdetest és test fogalma. Nullosztomentes gyiirii, test nullosztomentessége.
Példak:Z, Q, R, C, Q, n X n-es matrixok, polinomok, Z, (ez milyen n-re test), kvaterniok, Q(\/f)

Gyliri, ferdetest és test fogalma

Eddig egymiiveletes stuktirakkal foglalkoztunk. Ha azonban a Z, Q, R, C szamhalmazokrol szeretnénk tébbet tudni, érdemes

mindkét alapmiiveletet: az Gsszeadast és a szorzast is figyelembe venni.

Def.: legyen R tetszdleges halmaz (#0), R-en két miivelet értelmezett: +, ® (struktura: (R, {+, ¢})8).

()a+b=>b+a(VabeR) (kommutativ) (D a-b =b-a (kommutativ)

(2) (a+b) + c = a+ (b + ¢) (asszociativ > félcsoport) (I (a-b)-c=a-(b-c)(asszociativ)

(330 €R,amirea + 0 =a (Va € R) (nullelem (IM31eRamirea-1=1-a=a (Va€R)
(6sszeadas egységeleme vagy additiv semleges elem)) (egységelem vagy multiplikativ semleges elem)

4 Va€eR-re 3(—a) ER;a+ (—a) =0 (additivinverz | IV)Va#0€R Ja'€R;a-at=ala=1
vagy ellentett) (multiplikativ inverz vagy reciprok (0-hoz nincs))
(B)a-(b+c)=(a-b)+(a-c); (b+c)-a=(b-a)+ (c-a) (a®mivelet disztributiv a + miiveletre nézve)

(R, +) Abel-csoport (6sszeadas komm., asszoc., van nullelem, additiv inverz) és
(R, o) félcsoport (szorzas asszoc.) és
disztributivitas

A T gylirli ferdetest, ha (T\{0}, ®) csoport (szorzds nem komm.; de asszoc., egys.e., mult.inverz; tehat
ferdetest=gyiirii+egységelem+mult.inverz).

A T gyiirti test, ha a szorzas kommutativ is (tehat test=ferdetest+szorzds kommutativitdsa).

Példak:Z, Q, R, C, Q, n X n-es matrixok, polinomok

- végtelen test: (R, {+, }), (C, {+, 9}), (Q, {+, ¢}) (komm. gy(ir{i, és minden nemnulla szdmnak van reciproka, igy a szorzas is

csoport a nemnulla szamokon)

- (Z,{+, *}) NEM test, mert & inverze V elemnek, hanem csak kommutativ gy(rfi.

(N, {+, ®}) NEM gyiir(i, mert nem csoport az dsszeaddsra, nincs inverze.
- gylirlik még: tetszéleges n € N szam tobbszordsei (nZ);

- véges test: modulo p maradékosztalyok {+, @}, ahol p prim Z,; (Z, kommutativ gyiir{i; F,-vel szokas jeloIni; a szorzas

invertalhatosagat kivéve minden testaxioma kovetkezik az egész szamok és a kongruencia megfeleld tulajdonsagabol (a

reciprok kiszamitasa az Euler-Fermat-tételbél ((a,m) = 1 = a®™ = 1(mod m)) adodik), azt pedig elemi szamelmélettel
meg lehet mutatni). Ha m nem prim (dsszetett), akkor Z,,-ben (modulo n maradékosztalyok {+, ®}) van nulloszto, tehat Z,,
nem test, csak véges gyiiri (6sszeadhatok, kivonhatok és szorozhatok, de az osztas nem végezhetd el reprezentans elemekkel.

Multiplikativ inverze ugyanis pontosan a redukalt maradékosztalyoknak van. Ezek minden eleme relativ prim n-hez.)
- végtelen gyiirii: (n X n-es matrixok R felett, {+, ®}) (mxszorzas nem komm., 0 det. mx. Z inverze, tdbbi stimmel)
vizsgalata:

(1) métrixok dsszeadasa {H matrixszorzas NEM kommutativ %

kommutativ v

2) matrixok 0sszeadasa . . -
@ ok dsszeadas (I matrixszorzas asszociativ v

asszociativ v

8 o a szorzast (+) jeloli (hogy nyomtatasnal jobban latsszon)
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(3) nullelem legyen a nullmatrix: (1) egységelem legyen az egységmatrix:
00 - 0 1 0 - 0
) P L %
0 0 - 0 o0 - 1

(4) additiv inverz: A - —A v M) a 0 determinansu matrixoknak 7 inverze! %

(5) disztributivitas teljesiil v

) és (MY miatt ez csak gyiirli, egészen pontosan egységelemes gyiiri; egységelemes,
mert a szorzasra nézve 3 egységelem

- az egész vagy a valos egyiitthatos polinomok (Z[x],R[x]) kommutativ gyiiriit alkotnak a szokasos p.0sszeadasra, szorzasra
nézve. Testet azért nem alkothatnak, mert pl. az x polinomnak az i felelne meg multiplikativ inverznek, de az % sem polinom!

- a valos polinomok hanyadosteste test:
R(x) := {f:p,q € Rlx],q # 0}, a milveletek:
14

L+ :
q S qs q S qs

r __ps+qr ., P T _ pr
Lo pshar gy BL_pr

Nullosztomentes gytrii, test nullosztomentessége

haVa,b € R-reaz a - b = 0 csak akkor teljesiil, ha a = 0 vagy b = 0.
PL: (Z{+, *})

Tétel: V test nullosztomentes.

biz.a-b=0
whaa=0 v
whaa=0: a-b=0 / a1 balrol
a'l-a-b=a"-0 =b=0 v

~——
1 0

matrixgylriiben A nullosztd, ha 3 olyan B matrix, amelyre AB = 0 (ha Ax = 0 egyenletnek van nemtrivialis megoldasa).)

Pl.: az egész szamok, a paros szamok gytiriije integritasi tartomany.
Z¢ NEM integritasi tartomany, mert pl. 2 -3 = 0 és 2 #= 0 # 3, tehat a 2 ill. a 3 nullosztok.

Z, (ez milyen n-re test)

Z, =1{0,1,2,...,(n — 1)} halmazt a modulo sszeadasra, ill. szorzasra nézve:
a®b:=a+b (modn)
a®b:=a-b (modn)

P_I-: Z10'né12
7®8=(7+8)mod 10 =15mod 10 =5
708=(7-8)mod 10 =56mod 10 =6
20O5=0,dea2ésaz5sem0 = Z;, nem nullosztomentes = nem test.

Tétel: Z,, test © n prim

o

iz.:
= tfh. n Osszetett: ekkor szorzatta alakithato az el6z6 példahoz hasonldan, vagyis Z, nem nullosztomentes = Z,, nem test!

4

&:n =p prim:
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(1), (2), (3), ¥ v (komm.,assz.,nullelem,additiv inverz)
() v (komm.)

an v (assz)

(D) v (egységelem)

(IV): egyediil ez nem trivialis (mult. inverz):

a#*0, al=x, aQx=1 & ax =1 (p)

megoldhaté < (ap) 1
=1,mert p prim

v) v (disztr)
Kvaterniok

kiterjesztései. A Q kvaterniocsoport elemei 1, —1, i, —i, j, —j, k, —k.

Def.. K:={a+bi+cj+dk: ab,cdeR}
iZ :jZ — k2 =—-1
ij=k jk=1i, ki=}j,
de ji = —k, kj = —i, ik = —j > tehat az mar biztos, hogy NEM kommutativ.

egységelem, multiplikativ inverz; szorzas disztr. az 6sszea. miiv.-re; szorzas NEM kommutativ), mert:
(1), ..., (4) (6sszea.: komm., assz., van nullelem (0 4+ 0i + 0j + 0k), additiv inverz (a + bi + cj + dk ellentettje —a — bi —

cj—dk) v
@) (szorzés nem komm.) (ij = k, jk = i, ki = j, DE ji = —k, kj = —i, ik = —j) %
(1) (szorzas asszociativ) v
(IN) (van egységelem): 1 = 1+ 0i + 0j + 0k v/
(IV) (multiplikativ inverz): ha x # 0 akkor
1

L1 1 B 1 (a—bi—cj—dk) a—bi—cj—dk
TR T A bt gt dk e @ T DTG T dR) (@—bi—¢j—dk) @+ bP+c?+d?
xX=a—bi—cj—dk a nevez§ most mar valos v/

(5) (szorzas disztr. az 6sszea. miiv.-re) v
Q(v2),azaz {a+ bv2 : a,b € Q} is test (a racionslis szamok kibévitve v2-vel)

Qs Q(\2) <R
{a+bvZ: a,beq}

Ez is testet alkot (test=ferdetest+szorzas kommutativitasa), mert:
konnyen lathato, hogy ez is teljesiti az Gsszes kritériumot, az egyediili nemtrivialis itt is az (1) pont, vagyis a multiplikativ
inverz:

1 _ 1 (@-m2) a b
(@ +bV2) L soniss (@ + bV2) (a—bv2) (a2 —2b2)  (a® —2b?)

gyoktelenités
eQ v eQ v

(a+ b\/f)_l : NG
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