BSz 1 gyakorlat

1. alkalom

2010. szept. 6.

1.

10.

11.

12.

Az a mely értékei mellett merdleges az (1,2,2) és a (2,2, a) vektor egymdsra?
Es mikor parhuzamos ? Es az (5,—3,2) és (7,4, z) vektorok?

. Irjuk fel a (1,1,1) és (2,3, 1) pontokat osszekotd egyenes egyenletét.

. frjuk fel a (3,4,5) ponton dtmend, a 3z + y — 3z = 8 egyenletii sikkal parhuzamos sik

egyenletét.

. A cvalés paraméter milyen értékeire lesz meréleges a 3x+cy+4z = 7ésa 12x—cy+16z =5

egyenletii sik? Milyen c esetén fogjak egymdst metszeni?

. Irjuk fel annak a siknak az egyenletét, amelyik dtmegy az origén és merSleges a (2,3,4)

vektorra! frjuk fel az ezzel parhuzamos, (1,1, 1) pontot tartalmazé sikét is.

. Egy sik a koordinédtatengelyeket a (2,0,0), (0, —1,0), (0,0,5) pontokban metszi. frjuk fel

az egyenletét.

. Adjuk meg a p paraméter Osszes értékét, melyre az x+y+z = 1 és 2x+y = 3 egyenletekkel

megadott egyenes egy pontban metszi az 5r + 3y + pz = 11 sikot.

. Adjuk meg p és g értékét ugy, hogy az aldbbi sikok (a) egy egyenesre illeszkedjenek (b)

ne legyen ko6zos pontjuk

2e+3y—2 = 6
r—3y+2z = 5
dr—3y+pz = ¢q

. Mi az alabbi sikok metszete?

r+y+z2==6
+y+z2=6 2x+3y—22=4
(a) rryTe (b) rreyTes () 22+3y—z=1
20 +3y —z=4 —3x — 4,5y + 3z = -2
—r—y+2z2=1

Létezik-e olyan egyenes, amely az adott 3 sik mindegyikével parhuzamos? Ha igen, akkor

adjuk meg koziiliikk az origéon d4tmenot.

20 +4y+3z = 1
r+Ty+4z = 3
3xr—by—z = 2

Hatdrozzuk meg az (1,1,1) és (2,2,4) pontokon dtmend egyenes és a 2z + 3y — z = 2

egyenletii sik metszetét.

Legyen a = (2,—1,2) és b = (1,3,2). Bontsuk fel b-t egy a-val pdrhuzamos és egy a-ra

meréleges Osszetevore.
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. Hatédrozzuk meg a 3z + 4y + 12z + 25 = 0 sik és a (2, 3,4) pont tdvolsigat.
Hatarozzuk meg az Az + By + Cz + D = 0 sik és az (xo, Yo, z0) pont tdvolsigat.

Hatérozzuk meg az x + y + 2z = 5 egyenletid stk és a 20 — y — 22 = 3 egyenletd sik
metszésvonaldnak azt a pontjat, amelyik az x és az y tengely altal meghatarozott sikba

esik.

Hol défi a 3z 4+ y + 5z = 4 sikot az az egyenes, amelyet az x +4y =1ésazx—3y+2 =06

egyenletek hataroznak meg?

Legyen R3%-ben u = (1,2,0), v = (0,1,2), w = (2,0,1) és a = (1,0,0). Kifejezhets-e az u,

v és w vektorokbdl az a vektor?

Kifejezhets-e a (0,0,0) vektor az (1,0,0), (0,1,0) és (1,0,1) vektorok segitségével, mint

egy nemnulla linedris kombinéacié? Milyen alakd vektorok fejezhetdek ki?

Dontstik el, hogy V a @ és ® miiveletekkel vektorteret alkot-e, ahol
(a) V a racionalis szdmok halmaza, @ az Gsszeadds és A©® v = [\ -v], ahol [] az egészrész.

(b) V a pozitiv valés szdimok halmaza, u ®v =1u-v és A v = v™.

Vektorteret alkotnak-e az aldbbi halmazok (a valds szdmok felett)?
(a) egész szdmok; raciondlis szdmok; valds szdmok,

(b) a sik &sszes, x vagy y tengellyel parhuzamos vektora,

(c) az Osszes n-edfokid egyvéltozds polinom,

(d) az Gsszes legfeljebb n-edfoki egyvaltozds polinom,

(e) az Osszes egyvaltozés polinom,

(£) {f : R —R| £(5) > 0},

(&) {f R—R| f(5) = /)],

(h) A sik részhalmazai a + =unié és A- =nytjtds miiveletekkel.

A valdés szdmhéarmasok terében vektorteret alkotnak-e azok az (x1,w2,xs) vektorok,
melyekre

(a) 1 = 2z2 — 3x3,

(b) 1 = 2z2 — 3z3 + 2.

Igazold, hogy barmely V vektortérben barmely v € V vektorra fennall:
(a) A -v = o, akkor és csak akkor, ha A =0 vagy v = o,
(b) (-1) v =—v.
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1.

Az a mely értékei mellett merdleges az (1,2,2) és a (2,2,a) vektor egymadsra?

Es mikor parhuzamos ? Es az (5,—3,2) és (7,4, z) vektorok?

Megoldas: Két vektor pontosan akkor merdleges egymasra, ha skalaris szorzatuk nulla.
Ez mikor teljestl? (1,2,2)-(2,2,a) =1-2+2-2+2-a =6+ 2a = 0 pontosan akkor,
ha a = —3. Két vektor akkor parhuzamos, ha az egyik a mésik szdmszorosa, azaz létezik
olyan 0 # A € R, amire A - (1,2,2) = (2,2,a). Az els6 koordinatabdl lathatjuk, hogy
ha van ilyen, akkor az csak a A = 2 lehet. Erre (2,4,4) = (2,2,a), ami nem lehetséges

semmilyen a-ra.

A misik két vektor akkor meréleges, ha 5-7+ (—3) -4+ 2-z = 0 azaz pontosan akkor, ha

z= 7723 Ugyan tgy, mint az elébb, semmilyen z értékre nem lesznek parhuzamosak.

. Irjuk fel a (1,1,1) és (2,3, 1) pontokat 6sszekotd egyenes egyenletét.

Megoldds: A két pontot ”0sszekotd” vektor a v =(2—1,3—1,1—1) = (1,2,0). Ekkor
a U irdnyd, origén dtmend egyenes pontjai a A - v alakid pontok (A € R). Ahhoz, hogy
ez dtmenjen a két ponton, hozzd kell adni az egyik pontba mutaté vektort. Tehat az
egyenes pontjai: {\-0+ (1,1,1) : A € R}, kifrva: {(A+1,2A+1,1) : A € R}. Az egyenes

z—1
1

. —y=ly —
egyenletendszere: =4=éz=1

. irjuk fel a (3,4,5) ponton dtmend, a 3z + y — 3z = 8 egyenletii sikkal parhuzamos stk

egyenletét.

Megoldas: Ha a sik egyenlete Ax + By + Cz + D = 0 alakid, akkor ebbél a sik
normélvektorat (amire a sikbeli vektorok mind merdlegesek) meg tudjuk mondani:
n = (A, B,C). (A sikot egy vektorra valé merdlegességgel, azaz a skaldris szorzattal
definidlunk). Jelen esetben a sikunk normalisa az n = (3,1, —3). Az ezzel pdrhuzamos
sikok normélisa mind ugyan ez (vagy legaldbbis parhuzamos ezzel). Mdr csak az kell,
hogy d4tmenjen a kivant ponton: 3z 4+y—3z=n-p=3-3+1-4—3-5=-2. Altaldban
is érdemes megjegyezni, hogy az n vektorra meréleges, p ponton atmend sik egyenlete

n-IT=na-pl

. A cvalés paraméter milyen értékeire lesz meréleges a 3r+cy+4z = 7Tésa 12x—cy+16z =5

egyenletii sik? Milyen c esetén fogjak egymaédst metszeni?

Megoldas: Két sik merdleges, ha a normalvektoraik merélegesek. Itt a két normalvektor:
1 = (3,¢,4) és 2 = (12, —c, 16). Merblegesek, ha skaldris szorzatuk 0, azaz ha (3,c¢,4) -
(12,—¢,16) = 3-12 — > +4-16 = —c* + 100 = 0, ami akkor van, ha ¢ = +10. Ha
két sik nem parhuzamos, akkor metszik egyméast. De mikor parhuzamos két sik? Akkor
ha a normélvektoraik parhuzamosak. Jelen esetben, ha van A # 0, amire X\ - (3,¢,4) =
(12, —¢,16). Ha van ilyen, akkor az csak a A = 4 lehet (mondjuk az els6 koordindta
miatt). Ezzel beszorozva az kell, hogy (12, 4¢, 16) = (12, —¢,16), ami a 4¢c = —¢, ¢ = 0

esetén fennall.

. frjuk fel annak a siknak az egyenletét, amelyik dtmegy az origén és meréleges a (2,3,4)

vektorral frjuk fel az ezzel parhuzamos, (1,1,1) pontot tartalmazé sikét is.

Megoldds: Tehat a sik normadlvektora a (2,3,4), ezért az origbn dtmend sik egyenlete:
2x+3y+4z = 0. Ha pedig ezzel parhuzamos (tehdt a normélvektor ugyan az!), és dtmegy
az (1,1,1) ponton, akkor annak az egyenlete: 2z + 3y +42=2-1+3-1+4-1=09.

. Egy sik a koordinédtatengelyeket a (2,0, 0), (0, —1,0), (0,0,5) pontokban metszi. frjuk fel

az egyenletét.

Megoldas: Egy sik dltaldnos egyenlete Axz+ By+Cz = D alaku. Itt persze az A, B, C és
D paraméterek koziil az egyik lehet ”tetszéleges”, mert a normalvektornak csak az iranya
szamit, a hossza nem. Ha a megadott harom pont rajta van a sikon, akkor azokat beirva

az egyenletbe, tényleg egyenl6séget kapunk. Azaz van a kovetkezd harom egyenletiink:

A-24B-0+C-0 = D,
A-0+B-14C-0 = D,
A-0+B-0+C-5 = D.

Legyen mondjuk D = 10. Ekkor A =5, B = 10 és C = 2, amibdl tehat a sik egyenlete:
5z + 10y + 2z = 10.

. Adjuk meg a p paraméter Osszes értékét, melyre az z+y+z = 1 és 2z+y = 3 egyenletekkel

megadott egyenes egy pontban metszi az bz + 3y + pz = 11 sikot.
Megoldas: Vagyis p értékét igy kell megvalasztani, hogy a feladatban szereplé harom
egyenletbdl all6 egyenletrendszernek pontosan egy megoldédsa legyen. Ez p = 1 esetén

nem teljestil.

. Adjuk meg p és g értékét ugy, hogy az aldbbi sikok (a) egy egyenesre illeszkedjenek (b)

ne legyen kozos pontjuk

2e+3y—2 = 6
r—3y+2z = 5
dr—3y+pz = ¢q

Megoldas: Ahhoz, hogy egy egyenesre illeszkedjenek, az kell, hogy a fenti egyenletrend-
szernek végtelen sok megoldésa legyen (igy kell a p és ¢ paramétereket beéllitani). Ahhoz,
hogy ne legyen kozos pontjuk, pedig az kell, hogy ne legyen megoldédsa az egyenletrend-
szernek.

. Mi az alabbi sikok metszete?

+y+z=6 2+ 3y — 22 =4 rHytz=0
x z = €T — 2z =
(a) Y (b) Y (c) 2x+3y—z2z=1
20 4+3y—z2=4 -3z —4,5y+3z2= -2
—r—y+2z2=1

Megoldas: (a) A két stk normélvektora nem parhuzamos, ezért egy egyenesben metszik
egymast. Az egyenes irdnyvektorat megkaphatjuk a két normalvektor vektoridlis

szorzataként.
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(b) A két normalvektor: n1 = (2,3, -2) és N2 = (—3, 52,

vagyis a két normélvektor parhuzamos, és igy a két sik is az. Mivel 4 - %3 # —2, ezért a

3). Latszik, hogy %3 -1 = Ne,

két stk nem esik egybe. Vagyis nem metszik egymast.
(c) Az egyenletrendszert megoldva pontosan egy pontot kapunk, ami mindhdrom sikban

benne van, vagyis a metszetiik egyetlen pont.

Létezik-e olyan egyenes, amely az adott 3 stk mindegyikével parhuzamos? Ha igen, akkor

adjuk meg koziiliik az origdn dtmenét.

20 +4y+3z = 1
r+Ty+4z = 3
3r—5y—2z2 = 2

Megoldas: Azt, hogy a v irdnyvektori egyenes parhuzamos az i normalvektord sikkal,
gy lehet mésképp mondani, hogy v L 7 merdlegesek. Vagyis, kell keresni egy olyan
nem nulla vektort (ha van), ami mind a hdrom sik normélvektordra meréleges. Ez azt
jelenti, hogy ha az irdnyvektor koordindtdi v = (z,y,z), akkor meg kell oldanunk az

alabbi egyenletrendszert:

2¢c +4y+3z = 0
r+Ty+4z = 0
3r—5y—z2 = 0

Ennek megolddsai a (A, —\,2- A) alaki pontok, ahol A szabad paraméter. Ebb&l mér fel

tudjuk irni az egyenes egyenletét.

Hatdrozzuk meg az (1,1,1) és (2,2,4) pontokon dtmend egyenes és a 2z + 3y — z = 2
egyenletii sik metszetét.

Megoldds: A két ponton dtmend egyenes pontja ilyen alakdak: (A + 1, A+ 1,3\ + 1),
valamilyen A € R szdmra. Ez tgy jott ki, hogy a két pont kozti vektor a v = (2 — 1,2 —
1,4 — 1), az egyenes pontja pedig a A - ¥ + (1,1,1) alakd pontok. Tehdat kell keresniink
egy olyan pontot, ami rajta van az egyenesen, és a sikon is, vagyis koordinatai kielégitik

a megfelel§ egyenleteket. Azaz ezt az egyenletet kell megoldanunk:
2-A+D+3-A+1)—-Br+1)=2.

Ha ennek A = ¢ megolddsa (amit most nem akarok kiszdmolni), akkor a kérdezett pont a
(c+1,c+1,3¢c+1).

Legyen a = (2,—1,2) és b = (1,3,2). Bontsuk fel b-t egy a-val pdrhuzamos és egy a-ra
merdleges Osszetevire.

Megoldds: Legyen @ és 0 két vektor. Ekkor @ v = |u||v|cos(u, v), amibél az kdvetkezik,

13.

14.

15.

hogy a v vektor @-ra vett meroleges vetiilete az %ﬂ vektor, ami tehat parhuzamos

u-val. A eredeti vektorbdl kivonva az @-val parhuzamos komponenst, megkaphatjuk a

merdleges komponest. (Lehetne a fenti képlethez hasonlét is csindlni: a skaldris szorzdst

kellene vektoridlisra cserélni). Konkrétan a feladatban:

(2,-1,2)-(1,3,2)

(2,-1,2)-(2,-1,2)
b, =b— bH .

(27 _172) = (27 _172)7

3
7

Hatdrozzuk meg a 3x + 4y + 12z 4+ 25 = 0 sik és a (2, 3,4) pont tavolsagat.
Megoldas: Ezt megoldjuk altaldnosan is a kévetkez6 feladatban, igyhogy lasd ott.

Hatdrozzuk meg az Az + By + Cz + D = 0 sik és az (xo, Yo, 20) pont tavolsigat.

Megoldas: A sik és a pont tavolsagét gy lehet meghatédrozni, hogy a pontbdl merélegest
allitunk a sikra, és lemérjiik ennek hosszat. Egy vektort biztosan tudunk, ami merdleges
a sikra: ez a normadlvektora, ami itt n = (A4, B,C). Tegylk fel, hogy ismeriink egy
(z1,y1,21) pontot, ami benne van a sikban, azaz amire Az1 + By1 + Cz1 + D = 0.
Erre a pontra csak a levezetés soran lesz sziikségiink, a végs6 képletben mar nem fog
szerepelni. A két pontunk kozott mend vektor a ¥ = (xo — x1,y0 — Y1,20 — 21). Ha ez
a vektor meréleges lenne a sikra, akkor ennek e hosszat kellene megmondani. De sajnos
nem tudjuk, hogy meréleges-e vagy sem. Ezért vetitsiik rd a normélvektorra, amirél mar

tudjuk, hogy merdleges. Altaldnosan, a b vektor a-ra vett vetiiletének hossza a8 Ephbsl

lal -
a v vektor n-re vett vetliletének hossza, azaz a sik és a pont tavolsiga:

A (zo—21)+ B-(yo—y1) + C - (20 — 21)|
1/142_|_BQ_‘_C'2

Kifejtve a zardjeleket, és felhaszndlva, hogy (x1,y1, 21) a stkban van, a kévetkez6t kapjuk:

|Azo+Byo+Czy+D|
VA2+B2+C?

Hatdrozzuk meg az x + y + 2z = 5 egyenletii sik és a 2x — y — 2z = 3 egyenletii sik
metszésvonaldnak azt a pontjat, amelyik az = és az y tengely dltal meghatarozott sikba
esik.

Megoldas: Itt gyakorlatilag hdrom sik metszetét kell meghatdrozni (a harmadik stk az
x és y tengely éltal meghatdrozott, aminek egyenlete: z = 0). Tehdt kell egy olyan pont,

aminek (z,y, z) koordindtéi kielégitik ezt az egyenletrendszert:

r+y+z = 5,
2c —y—22z = 3,
z = 0.

Ezt megoldva kapjuk, hogy a pont koordindtéi: (

wloo

Wl
=]

=
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Hol défi a 3z 4y + 52z = 4 sikot az az egyenes, amelyet az x +4y =1ésazx—3y+2=06
egyenletek hatdroznak meg?

Megoldas: Olyan pontot keresiink, ami rajta van mind a stkon, mind az egyenesen,
vagyis aminek koordinatai kielégitik mind a hdrom egyenletet: Meg kell oldani a feladat
szovegében szerepl6 harom egyenletbdl all6 egyenletrendszert. Ennek egyetlen megoldéasa
az (5,—1,—2).

Legyen R*-ben u = (1,2,0), v = (0,1,2), w = (2,0,1) és a = (1,0,0). Kifejezhets-e az u,
v és w vektorokbdl az a vektor?

Megoldas: Az, hogy kifejezhetd, azt jelenti, hogy léteznek «, S, v valés szamok, amikre
fennall, hogy

a-u+p-v+y-w=a.

Ez azt jelenti, hogy a kovetkez6 egyenletrendszernek keressiik a megolddsét:

l-z24+0-y+2.-2 = 1
2:.z+1-y4+0-2 = 0
O-z4+2-y+1-2 = 0.

(Az egyes oszlopok az adott vektorok koordindtéi).

(%7 —%7 %) vektor, vagyis az a = é7 8= —%7 v = % vélasztas megfeleld lesz.

Ennek egyértelmi megoldasa az

Kifejezheté-e a (0,0,0) vektor az (1,0,0), (0,1,0) és (1,0,1) vektorok segitségével, mint
egy nemnulla linedris kombindcié? Milyen alaku vektorok fejezhetéek ki?

Megoldds: Nézziik meg, hogy mi a helyzet, ha «(1,0,0)+3(0,1,0)+~(1,0,1) = (0,0,0).
Egyszertibben felirva: (a + 7, 8,7v) = (0,0,0). Ebbél biztosan tudjuk, hogy akkor v = 0,
B = 0, és akkor muszdj, hogy o = 0 legyen. De akkor ez nem egy nemnulla linearis
kombindcid. (Ezt szoktdk gy fogalmazni, hogy a hdrom vektor linedrisan fiiggetlen). Azt
lattuk, hogy az (a + 7, 8,7) alakd vektorok kifejezhetSek. A helyzet az, hogy barmelyik
vektort el tudunk ilyen alakban &llitani. Legyen pl. az el6éllitandé vektor az (z,y, z).

Ekkor a 8=y, vy =12 és a=x —y j6 lesz. Tehdt az egész tér el6all.
Dontsiik el, hogy V a & és ® miiveletekkel vektorteret alkot-e, ahol

(a) V a raciondlis szdmok halmaza, @ az Gsszeadéds és A©® v = [\ -v], ahol [| az egészrész.

(b) V a pozitiv valés szdmok halmaza, u ®v =u-v és A O v = v™.

Megoldés: (a) Nem lesz vektortér, mert mondjuk a skaldrral valé szorzdsra kirdtt
A p)Ov=r0(LOV)

azonossag nem teljesiil. Ez ugyanis azt jelentené, hogy

Ppv] = A [u-o]]

20.

21.

22.

teljesiil minden A, p € R és v € Q szdmra, ami nincs igy. Példaul A = 2, u = % ésv=1
vélasztdsra nem teljesiil.

(b) Ez vektortér lesz. Az 6sszeadds nulleleme az 1, az x elem ®-ra vett inverze %

Vektorteret alkotnak-e az aldbbi halmazok (a valds szdmok felett)?

(a) egész szdmok; raciondlis szdmok; valds szdmok,

(b) a sik osszes, = vagy y tengellyel padrhuzamos vektora,

(c) az Osszes n-edfokd egyvéltozds polinom,

(d) az osszes legfeljebb n-edfoku egyvéltozés polinom,

(e) az osszes egyvaltozds polinom,

(6) {/ R >R f(5) > 0},

(&) {f R R| f(5) = f(§)},

(h) A sik részhalmazai a + =unié és A\- =nyijtas miiveletekkel.

Megoldas: (a) Az egész szdmok halmaza nem zirt a valds szdmokkal vett szorzdsra
(pl. m-2 ¢ Z noha 2 € Z), ezért nem alkotnak vektorteret (a valdsok felett). Ugyan ez
elmondhaté a raciondlis szamokra is: egy irraciondlis valéssal valé szorzasra nem zéartak.
Viszont a valds szamok vektorteret alkotnak onmaguk felett.

(b) Nem zart az Osszeaddsra: egy z-el parhuzamos és egy y-al parhuzamos vektor osszege
7 4t16s” lesz.

(c) Nem zart az osszeaddsra: =" — z™ = 0 ami nem n-ed foki, pedig " az volt.

(d) Vektortér lesz.

(e) Vektortér lesz.

(f) Nem lesz zért a szorzdsra: ha f(5) > 0 akkor (—1) - f(5) < 0.

(g) Vektortér lesz.

(h) Nem vektortér, példdul mert az Ssszeaddsra nincs inverz.

A valdés szdmhdrmasok terében vektorteret alkotnak-e azok az (z1,x2,xz3) vektorok,
melyekre

(a) 1 = 2x2 — 3x3,

(b) 1 = 2x2 — 3z3 + 2.

Megoldss: (a) Igen.

(b) Nem. Példaul: (2,0,0)+ (2,0,0) = (4,0,0) # (2,0,0).

Igazold, hogy barmely V' vektortérben barmely v € V' vektorra fennall:
(a) A v =0, akkor és csak akkor, ha A = 0 vagy v = o,
(b) (-1) -v=—v.

Megoldds: (a) Eldszor megmutatjuk, hogy 0 - v = o. Legyen u a 0 - v ellentettje
(Gsszeaddsra vett inverze, azaz u = —(0 - v)). Ekkor

o=u+0-v=u4+0+4+0)-v=u+0-v+0-v)=(u+0-v)+0-v=0+0-v=0o.

Masodszor azt mutatjuk meg, hogy A-0 = 0 minden A skaldrra. Legyen w a A-o ellentettje.
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Ekkor
o=wH+A-o=w+A-(0+0)=w+A-0o+A-0)=(w+Ar-0)+A-0=0+A-0=A-o0.

Visszafele, tegyiik fel, hogy A -v = o. Azt kell igazolni, hogy ekkor A = 0 vagy v = o.
Ha A\ = 0, akkor készen vagyunk, ezért feltehetjik, hogy A # 0. Ekkor A-nak a testben
van inverze, azaz van olyan p skaldr, amire uA = 1 (ez a valdsak kozott % lesz). Viszont
akkor

v=1-v=(p\) - v=p-(A-v)=p-0o=o.

(b) Az el6z8 pontot felhasznélva:

(—1)~v+v:(—1)~v+1~v:((—1)—|—1)~v:0~v:v.
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1.

10.

Bizonyitsd be, hogy
(a) Minden vektorrendszer dsszefiiggs, ami a 0-t tartalmazza.
(b) Minden vektorrendszer Osszefliggd, ami egy vektort kétszer tartalmaz.

(c) A 0 fiigg minden vektorrendszert6l.

1 1
. Kifejezheté-e a | 1 | vektor az | 1 | és az | 2 | linedris kombindciéjaként?
1 3

. Keressiink altereket a valés fliggvények vektorterében.

. Tekintsiik a kovetkezo vektorokat a harom dimenzids valés térbol:

1 1 0 2
a=11],b=10|,e=|1],d=] 3
0 1 1 -1

Igaz-e, hogy:

(a) d € {(a,b,c);

(b) a,b, ¢ generatorrendszer;
(c) a, b, ¢ bézis;

(d) b, ¢, d linedrisan fiiggetlen;

(e) a,b,d generatorrendszer.

. Tegyiik fel, hogy a + b+ ¢ = 0. Igazold, hogy ekkor (a,b) = (a, c).

. A négydimenzids térben tekintsiik a kovetkezé vektorokat: (1,0,1,0), (0,1,0,1),

(1,0,0,1). Generdljédk-e a teret? Ha nem, egészitsd ki generatorrendszerré.

. Ha a,b és c linedrisan fluggetlenek, akkor a + b, a + ¢, b + ¢ is azok?
. Tegyiik fel, hogy (a,b) = (¢, d, e). Linedrisan figgetlenek-e az {a, ¢, e} vektorok?

. Keressiik meg a harom dimenziés valds tér

x
H::{ Y :3x+2y+z:0}
z

alterének egy bazisat!

., ag és by, ..., b killon-kiilon linedrisan fliggetlenek. Bizonyitsd be,
7ak> N <b1, ..

Legyenek aq, . .

hogy ha (aq, ... ., bi) = {0}, akkor egyiitt is linedrisan fiiggetlenek.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Bizonyitsuk be, hogy egy 99 dimenziés vektortér két 50 dimenzids alterének mindig

van a nullvektortol kiilonbozo kozos eleme.

Legyenek aq,as,...,a egy vektortér linedrisan fiiggetlen vektorai és legyen x =
Zle Aia;. Bizonyitsuk be, hogy a1 € (z,as,...,a;) pontosan akkor teljesiil, ha

A1 # 0.

A V vektortérbeli v, ..
vektor altal generdlt altérben, de a vy, vs3,..

., Uy, vektorokrol tudjuk, hogy v; benne van a tobbi n — 1
., U, vektorok koziil semelyik sincs
benne a tobbi n — 1 vektor altal generdlt altérben. Bizonyitsd be, hogy ekkor

U1:O.

A Vi, -
hozzévéve egy vektort, méar Osszefiiggéek lennének. Igaz-e, hogy ekkor az adott
n db vektor bazis?

.,y vektorokrdl tudjuk, hogy linearisan fliggetlenek, de akarhogy

Legyenek vy, vs,...,v, egy V vektortér elemei. Vezessilkk be az u; = vy, us =

v1 + Vg, Ug = v1 + V2 + V3, ..., U, = V1 + V3 + ...+ v, vektorokat. Bizonyitsuk be,

hogy az w1, us, ..., u, vektorok linedrisan fiiggetlenek, akkor a vq, ..., v, vektorok

is linedrisan fiiggetlenek.
Igaz-e, hogy egy véges dimenzids vektortérnek csak véges sok altere van?

A valés szamok feletti V' vektortérnek a bazisat alkotjék a by,...,b, vektorok.
Legyen vi = aby +ba + b3+ ... 4+ by, v9 = by + by +bs + ...+ by, ..
b1 +bs+bs+...4+by_1+ab,. Az a paraméter milyen értékeire lesz vy, v, . ..

. Unp =
» Un

szintén bazisa a V' vektortérnek?

Dontsiik el, hogy az aldbbi vektorok
(a) linedrisan fiiggetlenek
(b) generdtorrendszert alkotnak-e R3-ben?

1 3 2 -2
a=|-2|,b=|4l,e=|-6|,d=1] 10
-2 9 -7 13

Tudjuk, hogy egy vektorrérben a wvy,vs,...,v190 vektorok bazist alkotnak. Hany

dimenzids a (v1 + va,v2 + vs, ..., Vo9 + V100, V100 + V1) altér?

Hany dimenziés alteret generalnak a legfeljebb 6todfoki valds polinomok vek-
torterében a p(z) = z* + 22° + 322 + 1, q(x) = 22° + 62% + 4 és az r(z) =

x® — 3z* — 323 — 922 — 1 polinomok?
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1. Bizonyitsd be, hogy

(a) Minden vektorrendszer dsszefiiggs, ami a 0-t tartalmazza.

(b) Minden vektorrendszer Osszefliggd, ami egy vektort kétszer tartalmaz.

(c) A 0 fiigg minden vektorrendszert6l.

Megoldas: (a) 0-v; +...+0-v, +1-0=0, de nem minden egyiitthaté nulla.
(b) v — v =0, és itt sem minden egyiitthat6 nulla.

(c) v figg {v1,...,v,}-t6], ha vannak a; szdmok, amire v = Y o,v;.

O:0U1++0’Un

2 1 1
. Kifejezheté-e a | 1 | vektor az | 1| és az | 2 | linearis kombinacidjaként?
0 1 3

Megoldas: Ezek a feladatok mindig egy linedris egyenletrendszerhez vezetnek!
Keressiink «, 8 szdmokat, amikre (2,1,0) =« - (1,1,1) + 8- (1,2,3). A kovetkezd
egyenletekhez jutunk:

2=a-14+p6-1,
l=a-14p5-2,
O0=a-1+48-3.

Ezt megoldva az o = 3, § = —1 j6k lesznek. Az eredményt gy is fogalmazhatjuk,
hogy a (2,1,0) vektor benne van az ((1,1,1),(1,2,3)) generdlt altérben.

. Keressiink altereket a valés fliggvények vektorterében.
Megoldas: Egy par példa: legfeljebb n-ed foku polinomok; 6sszes polinom; azon
fiiggvények, amik egy adott halmazon nullat vesznek fel Ez maéris végtelen sok

kolonboz6 altér (egész pontosan Jo darab).

. Tekintsiik a kovetkezd vektorokat a harom dimenzids valds térbol:

1 1 0 2
a=|1],b=|(0|,c=|1|,d=] 3
0 1 1 -1

Igaz-e, hogy:

(a) d € (a,b,c);

(b) a,b, ¢ generdtorrendszer;
() a,b,c bézis;

(d) b, ¢, d linedrisan fiiggetlen;
(e) a,b,d generdtorrendszer.
Megoldas: (a) d € (a,b, c) pontosan akkor, ha vannak «, 8,7 szdmok, hogy

d=a-a+p-b+7y-c

Ez egy egyenletrendszerhez vezet az «, 3, v ismeretlenekben:

a- 1481470 = 2
a- 148041 = 3
a- 0481471 = —1

Ennek van megolddsa: a« =3, 8 = —1, v =0.

(b) {a,b,c} generdtorrendszer, ha barmely vektor kifejezhetd valamilyen linedris
kombinaciéjukkal.

MEGOLDAS I: Veszek egy tetszdleges (w,vy,z) vektort, és megprébdlom kifejezni
az a, b és c segitségével. Ez megint egy egyenletrendszer harom ismeretlennel és
harom paraméterrel (a paraméterek az z, y és z; az ismeretlenek, mint fent, az «,
B és 7). Megoldom az egyenletrendszert, és ha azt kapom, hogy a paraméterek
tetszoleges valasztasa mellett van megoldas, akkor az azt jelenti, hogy barmely
vektor el6all linearis kombinacioként, azaz generatorrendszer.

MEGOLDAS II: Veszem a kedvenc generdtorrendszeremet, ami az e; = (1,0,0),
es = (0,1,0) és e3 = (0,0, 1) vektorokbdl 4ll. Ha ezt a hdrom vektort ki tudom fe-
jezni a, b és c segitségével, akkor minden mas vektort is, hiszen linearis kombinécidk

linearis kombinacidja maga is egy linearis kombinacié. Kicsit precizebben: ha

e1 = aia+ fib+vic
ea = «ga+ Bob+ yac
e3 = aza+ B30+ y3c

és v = aey + Pey + yes, akkor
v =alaa+ Bib+vic) + B(aza + B2b + y2c) + y(aza + B3b + v3c)
ami tovabb egyenl6
v = (aa; + Bag +yaz)a+ (afr + BB2 +v83)b+ (ay + Bya +y3)e,

ami tehat az a, b és c egy linearis kombinécidja. Az, hogy az e, es és e3 kifejezhets-

e, pont gy megy, mint az (a) részben.
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MEGOLDAS III: A legegyszeri megoldds viszont az, hogy ha leellenérizziik, hogy
linedrisan fliggetlen-e {a,b,c}. Hiszen a tér dimenzidja 3, és akkor hdrom darab
linedrisan fiiggetlen vektor biztosan béazis lesz. Azt kell tehdt megmutatni, hogy
ha

a-a+B-b+v-c=0,

akkor sziikségképpen a = f = v = 0. Ez megint egy egyenletrendszerhez vezet:

a-14+8-14v-0 = 0
a-14+8-0+v-1 = 0
a-0+8-1+y-1 = 0.

Ha ennek egyértelmii a megoldasa, akkor az csak az a = [ = v = 0 lehet

(hisz az megoldds). Tehdt a linedris fliggetlenség ellendrzéséhez az egyértelmii
megoldhatésagot kell leellendrizni.
(c) Bézis lesz, ha generdtorrendszer, és linedrisan fliggetlenek. A (b) részben mér
mindegyik kérdést megvalaszoltuk.

(d), (e) A (b) rész harmadik tipusi megolddsdnak mddszerével.

. Tegyiik fel, hogy a + b+ ¢ = 0. Igazold, hogy ekkor {(a,b) = {(a,c).

Megoldas: Elég az, hogy ¢ € (a,b) és b € (a,c). Az elsé esetben ez azt jelentené,
hogy vannak «, 8 szamok, amire aa + 8b = c¢. Mivel tudjuk, hogy a + b+ c =0,
ezt atrendezve kapjuk, hogy az a = 8 = —1 megfelel. A mésik eset hasonldan.

. A négydimenziés térben tekintsiik a kovetkezd vektorokat: (1,0,1,0), (0,1,0,1),
(1,0,0,1). Generaljik-e a teret? Ha nem, egészitsd ki generdtorrendszerré.

Megoldas: Nem generdlhatjak, mert csak harman vannak, de a tér négy di-
menzids. A kovetkezd vektorok dllnak els: «(1,0,1,0)+5(0,1,0,1)+~(1,0,0,1) =
(o +7,B,a,8 + 7).
bedllithatjuk, utana ~-val korrigdlhatjuk mondjuk az els6 koordinatat. Ezért kell

Itt a masodik és harmadik koordindtat ”kozvetleniil”

meg egy "valtozd” a negyedik koordindtdhoz. Tehdt mondjuk a (0,0,0, 1) vektort
hozzavéve mar generdtorrendszert kapunk. (Hasonléan az (1,0, 0, 0) vektorral is).

. Ha a,b és c linedrisan fliggetlenek, akkor a + b, a + ¢, b + ¢ is azok?
Megoldas: Ha a(a + b) + B(a + ¢) + v(b + ¢) = 0, akkor dtrendezve (« + B)a +
(a+9)b+ (B4 7)c =0, de a,b,c linedrisan fiiggetlenek, tehéat ez csak gy lehet,
hogy

a+ =0,

a+v=0,

10.

11.

B+v=0,

amit megoldva kapjuk, hogy o = = v = 0, azaz tényleg linedrisan fiiggetlenek.

. Tegyiik fel, hogy (a,b) = (c,d, e). Linedrisan fliggetlenek-e az {a, ¢, e} vektorok?

Megoldas: Nem feltétleniil:

fliggetlen.

(v, 20y = (v,2v,3v), de {v,3v} nem linedrisan

. Keressiik meg a harom dimenziés valds tér

x
H::{ y :3x+2y+z:0}
z

alterének egy bazisat!

Megoldas: Jdl latszik a H-t definialé egyenletbol, hogy H egy origén atmend
dim(H) = 2. Ebben bdzis lesz két
tetszoOleges, linearisan fiiggetlen vektor. Egy sikban két vektor akkor fliggetlen,

stk. Fzért ez egy két dimenzids altér:

ha nem parhuzamosak. Vagyis a feladat megtalalni két olyan elemét H-nak, amik

nem egymads tobbszorosei. J6 lesz mondjuk az (1,—1,—1) és (1,1, —5) par.

Legyenek ay,...,ax és by, ..., b, kiillon-kiilon linearisan fiiggetlenek. Bizonyitsd be,
hogy ha (a,...,axr) N {by,..
Megoldas: Tegyiik fel, hogy aya1+. ..+ agax+ 5101 +. .. Biby = 0. Ezt dtrendezve
> aza; = — Y Bib;, de mivel a két altér metszete csak a 0 vektor, ezért > a,a; =

minden 7 indexre.

., b)) = {0}, akkor egyiitt is linedrisan fiiggetlenek.

De ez a fiiggetlenség miatt csak ugy lehet, hogy o; = 0, 5; = 0

Bizonyitsuk be, hogy egy 99 dimenziés vektortér két 50 dimenzids alterének mindig
van a nullvektortol kiilénbozo kozos eleme.

Megoldas: Legyen V' a széban forgé vektortér és Hy, Ho a két 50 dimenzids altér.
Mivel a dimenziéjuk 50, ez azt jelenti, hogy van benniik 50 elemii bazis, legyenek
ezek:

H =
Hy =

<’L}1, . ,’U50>

<’LU1, N 7U)50>

Specidlisan {v1,...,v50} és {w1,..., w50} kiilon-kiilén linedrisan fiiggetlenek is.
Ha Hy N Hy = {0} lenne, akkor az eléz6 feladat szerint {vq, .. ., Ws0}

is linedrisan fiiggetlen lenne. Ez viszont azt jelentené, hogy dim(V) > 100, ami

-, U50, W1, - -

ellentmondés.
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12.

13.

14.

Legyenek aq,as,...,a; egy vektortér linedrisan fiiggetlen vektorai és legyen x =

Zle Aia;. Bizonyftsuk be, hogy a1 € (z,as,...,a;) pontosan akkor teljesiil, ha
A1 # 0.

Megoldas: Ha a; € (x,a9,...,ax), akkor valamilyen £ és \; szdmokra

a1 =& x4+ Aaas + ...+ A\pay.

Ezt atrendezve
-1 A2 An
Tr = jgal—i—jgag—l—...—l—jgan.
Az kell, hogy %E # 0, vagyis, hogy & # 0. De ha nulla lenne, akkor eredetileg
az ap-et kifejeztitk volna csupan az {asg,...,a,} egy linedris kombindcidjaval. Ez

viszont nem lehetséges, mert a feltétel szerint {aq,...,a,} linedrisan fiiggetlen.
A masik irdnyhoz tegyiik fel, hogy x = Aja1 + ... + Apa, és A1 # 0. Ekkor

-1 A2 An
= 77)\1‘@“{‘77)\1@14‘...-’-77)\10,”,

.,ak>.

a1
ami mutatja, hogy a; € (z,as,..

A V vektortérbeli vy, ..
vektor altal generdlt altérben, de a vy, vs,..

., Uy, vektorokrol tudjuk, hogy v; benne van a tobbi n — 1
., U, vektorok koziil semelyik sincs
benne a toébbi n — 1 vektor altal generdlt altérben. Bizonyitsd be, hogy ekkor
v = 0.

Megoldas: Tegytik fel, hogy v; # 0. Ekkor a feltételek szerint el6all mint egy
nem csupa-nulla linedris kombinécié: v1 = asvs + ... 4+ anv,. Valamelyik szorzo
1

1, as,.. _
az U1 ay U3

nem nulla: mondjuk ay # 0. Ekkor atrendezve kapjuk, hogy vy =

an
az

vn, ami ellenmond annak, hogy vs nincs benne a tobbi n — 1 vektor altal

generdlt altérben. (Az ag # 0 azért kellett, hogy tudjunk vele osztani).
A V1, .-

hozzévéve egy vektort, méar Osszefiiggéek lennének. Igaz-e, hogy ekkor az adott
n db vektor bazis?

Megoldas:

.,Un vektorokrdl tudjuk, hogy linedrisan fliggetlenek, de akéarhogy

Béazis = linedrisan filiggetlen generatorrendszer. Itt a linedris
fliggetlenség mar meg van, elég megnézni, hogy generaljék-e az egész teret. Legyen
x tetszbleges elGallitand6 vektor. Ekkor vy, ..., v,,z Osszefliggd a feltevés miatt,
igy valamilyen nem csupa-nulla szamokkal ayvy + ... + apv, + & = 0. & nem
lehet 0, mert v;-k linedrisan fiiggetlenek (és akkor a;-k is nulldk lennének és egy
csupa nulla linedris kombindciét kapnank). Atrendezve, és leosztva €-vel kapjuk az
f%vl -

igaz: egy bézisra igazak a feltételek.

_ Y%n

eloallitast: © = & Un. Vegyiik észre, hogy a feladat forditva biztosan

15.

16.

Legyenek vy, vs,...,v, egy V vektortér elemei. Vezessilkk be az u; = vy, us =

v1 + vo, uz3 = v1 + U3 + U3, ..., Uy = V1 + V2 + ...+ v, vektorokat. Bizonyitsuk

be, hogy ha az wuy,us,...,u, vektorok linearisan fiiggetlenek, akkor a wvi,...,v,
vektorok is linedrisan fliggetlenek.

Megoldas: A feltétel szerint akarhogy is fejezziik ki a 0 vektort az w;-k egy
linearis kombindcidjaval, az csak gy lehet, hogy minden egyiitthaté nulla. Azt

kell igazolni, hogy ugyan ez a v;-kre is igaz, vagyis, ha
a1v1 + ...+ apv, =0,

akkor ebbdl kdvetkezik, hogy a3 = as = ... = «a,, = 0. Az 6Gtlet az, hogy a

v;-k egy linearis kombinaciéjabol elkészitjiikk az u;-k egy kombinacidjat. Az wu,;-k
fliggetlenségét kihasznalva megmutatjuk, hogy az atalakitdssal nyert egytitthaték
nullak, és aztan ebbdl bizonyitjuk, hogy az atalakitas elott is nulldknak kellett
lenniiik. Nézziik: Tegyiik fel, hogy

avr + ...+ apv, = 0.

Figyelembe véve az u; vektorok definiciéjat, ez ugyan az, mintha azt irtam volna,

hogy
(uy) + (aous — asuy) + (azug — azus) + ... + (@pty — @pup—1) = 0.
Ezt tovabb alakitva kapjuk
(a1 — ag)ug + (g — ag)us + (ag — aq)us ... + apu, =0.

Most kihasznalva, hogy {ui,...,u,} fiiggetlen, azt kapjuk, hogy a fenti eléallitas

csak ugy lehetséges, ha az egyutthaték nulldk, azaz, ha

a1 — Qg = 0
Qg — Qg = 0
a, = 0

Ebbdl viszont konnyen adddik, hogy minden i-re a; = 0, és ez az, amit bizonyitani
akartunk.

Igaz-e, hogy egy véges dimenzids vektortérnek csak véges sok altere van?
Megoldas: Nem igaz. Példaul a két dimenzids siknak alterei az origén atmend

egyenesek, és nyilvan végtelen sok kiilonb6zo6 origdn dtmené egyenes van.
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17. A valds szadmok feletti V' vektortérnek a bazisit alkotjak a by, ..

., by, vektorok.
by + aby + b3 + ... 4+ by, ...

Az « paraméter milyen értékeire lesz

Legyen v1 = aby + ba + b3 + ... + by, v2 =
Up = by + by + b+ ...+ by_q1 + aby,.
V1,03, ..., VU, Szintén bazisa a V vektortérnek?
Megoldas:

fliggetlen és generatorrendszer legyen. V' dimenzidja n, mert van benne n elemi

a értékét ugy kell megvilasztani, hogy {vi,...,v,} linedrisan

bézis, ezért elég azt leellendrizni, hogy vy, ..., v, linearisan fliggetlen, és Osszesen

n darab vektor, vagyis v; # v;, ha i # j.
Ha n =1, akkor a # 0 esetén bazist kapunk.

Ha n > 1, akkor az o = 1 eset nem lesz j6, hiszen ekkor v; = v; azonosak. Tegyiik
fel, hogy n > 1és a# 1 és

Avr 4 .. Apv, = 0.
Ekkor v; definicidja szerint
Ar(aby + ..o+ by) +F A2(by +abe+ ...+ b))+ ...+ Ap(b1 + ...+ aby) =0,
amit atrendezve kapjuk, hogy
(Ara4da+. A X)bi+ M+ Asa+ A3+ o+ A)ba 4. .+ (A ...+ adn)b, = 0.

Most kihasznélva a b; vektorok fliggetlenségét és bevezetve a A = Ay +Xo+...+ A,

jelolést, a kovetkezb egyenletekhez jutunk:

A-‘,—(Oz—l))\l = 0
A+(OZ—1))\2 = 0
A+ (=1, = 0

Ha az i-ik és j-ik sort kivonjuk egymasbodl, akkor az
(a =1 —A) =0

osszefliggést nyerjiik. Mivel o # 1, ezért A\; = A; barmely i # j-re, vagyis eddig azt
kaptuk, hogy ha a v;-k egy linearis kombindcidjaval kifejezziik a nullvektort, akkor
az csak ugy lehet, hogy minden egytitthaté azonos. Tehat az eredeti el6allitas igy
néz ki (A = \; jelolés mellett):

Avp 4+ ... v, =0,

18.

19.

vagyis

)\(U1+...+Un):0.

Ez csak kétféleképpen lehetséges: A = 0 vagy (v + ...+ v,) = 0. Az els6 esetben
készen lennénk, hisz ez azt jelentené, hogy v, ..., v, linedrisan fiiggetlenek. Ezért

a masodik esetet kell kizarnunk. Ha
v1+...+v, =0,

akkor
(a+n—1b1+...4+ (a+n—1)b, =0,

amibdl, kihasznalva a b;-k fliggetlenségét, az a +n — 1 = 0 Gsszefiiggést kapjuk.
Vagyis o = 1 — n esetén el6fordulhat, hogy A # 0, de mégis a linearis kombin&cié
a nullvektort adja. Ezt az esetet kell tehat kizdrnunk. Es persze az o = 1 esetet

is.

Dontsiik el, hogy az aldbbi vektorok
(a) linedrisan fiiggetlenek

(b) generatorrendszert alkotnak-e R3-ben?

1 3 2 -2
a=|-2|,b=|4|,e=|-6|.d=1| 10
-2 9 -7 13

Tudjuk, hogy egy vektorrérben a wvy,vs,...,v190 vektorok bazist alkotnak. Hany
., Vg9 + V100, V100 + v1) altér?

Megoldas: Megmutatjuk, hogy {vi+va, v2+vs,..

dimenzids a (v + v, v2 + v3, ..
., V99 +v100, V100+v1 } linedrisan
fliggetlenek. Ebbol kovetkezik, hogy az altér szaz dimenzids, hiszen szdz darab
fliggetlen vektor generalja. Mellesleg ekkor azt is tudjuk, hogy a kérdéses altér
megegyezik az eredeti vektortérrel. Tegyiik fel tehat, hogy

A1 (v +v2) + Aa(v2 +v3) + ... + A1go(v100 + v1) = 0.
Ezt atrendezve azt kapjuk, hogy
(A1 + A100)v1 + (A1 + A2)v2 ... + (Agg + A1go)v100 = 0.
tehat az

Mivel wv1,...v190 bézist alkotnak, ezért linedrisan fiiggetlenek is,
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egyiitthatok nullak: Ennek tényleg csak az x = y = z = 0 a megolddsa. (Vigydzat: ha csak az elsé
négyet néznénk, akkor azoknak még végtelen sok megolddsa lenne).
M+ = 0
4+A3 = 0
Ao +A1 = 0

Ennek az egyenletrendszernek a A\; = 0 az egyértelmii megolddsa. Azt kaptuk
tehat, hogy

{v1 4+ v2,v2 + v3, ..., V99 + V100, V100 + V1 }

tényleg linedrisan fliggetlenek.

20. Hany dimenzidés alteret generdlnak a legfeljebb 6todfoki valés polinomok vek-
torterében a p(z) = 2% + 22% + 322 + 1, q(x) = 22° + 62% + 4 és az r(z) =
2® — 3z* — 323 — 922 — 1 polinomok?

Megoldas: Hogy jobban at lehessen latni a vektorokat, az altaldnos asx® +asxt +
...+ a1z 4+ ap polinomot azonositjuk az (as,ay,...,ap) hat hosszi vektorral. A

kérdés tehat ezen az 1j nyelven az, hogy mi a dimenzidja az

0\ /2 1
1| o] |-3
21 6| |-3
317 (o]’ | -9
ol |o 0
1) \4 1

vektorok &ltal feszitett térnek. Mivel hdrom vektorrél van szd, a széban forgd
dimenzié legfeljebb harom lehet, és ha kideriilne, hogy a vektoraink linearisan
fiiggetlenek, akkor a dimenzi6 harom is lenne. Az, hogy fiiggetlenek-e, mint mindig,
egy egyenletrendszer egyértelmii megoldhatésdganak kérdésére vezet. Jelen eset-

ben erre az egyenletrendszerre:

0O-z+2-y+1-2 = 0
1l-2+0-y+-3-2 = 0
2-24+6-y+-3-2 = 0
3-2+0-y+-9-2 = 0

l-z+4-y+1-2 = 0.
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1. Legyen V a legfeljebb 5-6dfoki (egyvéltozds, valds egylitthatds) polinomok vektortere. 8. Tekintsiink egy egész egyiitthatds linedris egyenletrendszert (az egyenletekben a véltozdk
(a) Linedrisan fiiggetlen-e a kovetkezd vektorrendszer: {1,27, z*} ? egylitthatdi és a jobb oldalon 4ll6 szdmok is egészek). Melyek igazak az aldbbi allitdsok
(b) Mutass V-ben generdtorrendszert. koziil?

(c) Add meg egy bézisit. Hény dimenzids? (a) Ha van megoldds a raciondlis szdmok korében, akkor van az egész szdmok korében is.
(d) Fiiggetlenek-e a kivetkez6 vektorok: x* + 2% + 1, 2® + 322, 42® 4+ 3z + 17 (b) Ha van megoldds a valés szdmok korében, akkor van a raciondlis szdmok korében is.
2. Gauss-eliminéaciéval oldjuk meg ezeket: 9. Adjunk példéat olyan 3 ismeretlenes és 5 egyenletbél all6 egyenletrendszerre, melynek
—x+3y+32=2 20+ 3y +2z=11 2r+3y+z2=11 (a) nincs megoldésa;
(a) Jx+y+z=4 ) z-y—-22=-7 (c) z—y—22=-T (b) egyértelmli megolddsa van;
2x — 2y + 3z =10 3x+2y—2z2=2 3x+2y—2z=4 (c) végtelen sok megoldésa van.

e . Oldjuk meg a feladatot 5 ismeretlenes 3 egyenletbdl 4116 egyenletrendszerre is.
3. Gauss-eliminaciéval oldd meg ezeket is:

2z 1 ;Ly 1 gz = f 3z 4+ Ty + 11z = 19 3¢ +dy+T72=5 10. Linesrisan fiiggetlenek-e az aldbbi R*-beli vektorrendszerek?
T z =
(a) Y (b) 2r+4y+8-=14 (c) 15z 423y + 37z = 31 1 3 2 NN AN
44y +7z=2 _ _ 3 5 10 3 4 4 4
r+2y+3z2=4 —3x+ 5y + 4z =13 (a) , , (b) , , ,
4r —5y+2z2=5 3 2 13 2 3 5 5
4. Oldd meg az aldbbi egyenletrendszert a ¢ paraméter fiiggvényében. 6 13 17 1 2 4 5
1 1 1 1 7 33 —51 2 1
Br—y+tz = 3 © 3 4 4 4 (d) 9 V2 m 0 0
) ) ) ) ) 3 ) ’
T+3y—2 = 2 2 3 5 5 2 5 V19 0 0
1 2 4 4 3 VT 44 4 5
20 — 2y 4+ 6z = 12
11. Adjuk meg p és q értékét gy, hogy az aldbbi sikok
5. Hatdrozd meg az a és b paraméterek fliggvényében az aldbbi egyenletrendszer (a) egy egyenesre illeszkedjenek;
megolddsainak szamat. (b) ne legyen kozos pontjuk.
r1+2x2+3x3 = 4 20 4+3y—z = 6
2¢1 + 622+ T3 = 9 r—3y+2z = 5
3x1 +6x2+axs = b dr—3y+pz = ¢q

c) Milyen eset van még?
6. A t val6s paraméter fliggvényében az aldbbi hdrom siknak hiny metszéspontja van? (c) Mily v &

12. Generatorrendszert alkotnak-e az (1,0,1,0), (0,1,0,1), (2,3,4,1), (3,0,1,2), (1,1,1,1)

2 = 4
Tyt és (1,2,3,4) vektorok? Ha igen, valasszunk ki egy bézist beldle.
20 +y+82 = 5
5e4y+tz = 11 13. Oldjuk meg Gauss-elimindciéval a koévetkezd linedris — egyenletrendszereket:
r+2y—z—u+v=-1 r+y+2z—u+3v=0
2y — =1 2 3u—2v=0
7. Oldd meg az aldbbi egyenletrendszert a valés szamok korében. Ty -zt THA S+t Su—

(a) —z—-y+z+3u—2v=2 (b) 32z+3y—z+2u+v=0

21+ 220 + 323 +4xy = 14 20 + 2y — 2z —Su+4v = -2 —x+y+2z+3u—2v=0

3x+T7y—3z+u+2v=2 20 —y+3z—2u+v=0

28
x1 + 5x2 + 923 + 224 + 325 = 16

2x1 + 6x2 + 1023 + 624 + 225
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1. Legyen V a legfeljebb 5-6dfoku (egyvaltozds, valds egytitthatés) polinomok vektortere.
(a) Linedrisan fiiggetlen-e a kovetkezd vektorrendszer: {1,27, z*} ?
(b) Mutass V-ben generdtorrendszert.
(c) Add meg egy bézisit. Hény dimenzids?
(d) Fiiggetlenek-e a kivetkez6 vektorok: x* + 2% + 1, 2® + 322, 42® 4+ 3z + 17
Megoldas: (a) Két polinom akkor egyezik meg (a polinomok terében), ha minden
egytutthatéjuk megegyezik. Tehdt a vektortér nulleleme egy olyan polinom, aminek min-
den egyiitthatéja 0. Ha most o~ 1+ 8- 2? = 0, akkor ez csak tgy lehet, hogy a = 8 =0,

ami pont a linedris fliggetlenség feltétele.

(b) A legegyszerlibb megoldds az, hogy az Osszes vektor generdlja a teret. Ennél picit
elegdnsabb, a kovetkezd: {1,z,2%,...,2°}. Minden legfeljebb 6tédfokid polinom el64ll
ezek linedris kombindcidjaként: a megfelel6 egyiitthaték a kombindciéban éppen a poli-

nom egytutthatoéi lesznek.

(c¢) Az (a) ponthoz hasonléan l4tszik, hogy a (b)-ben megadott generedtorrendszer

linedrisan fiiggetlen, és akkor (mivel generdl) bézis is. Tehdt a dimenzié: 5+ 1 = 6.

(d) Szédmolgatds nélkiil is meg lehet oldani a feladatot: harmadfoki tag csak az els§
polinomban van, ezért az nem fejezheté ki a masik kettd segitségével. Hasonldan, a
méasodik polinom sem fejezhetd ki a t&bbivel, mert 6todfokd tag csak benne szerepel.

Els6foku tag pedig csak az utolséban van.

2. Gauss-eliminaciéval oldjuk meg ezeket:
—x+3y+3z2=2 2z +3y+2z=11

3x+y+z=4 r—y—2z=-T
2z — 2y + 3z =10 3r+2y—z=2
Megoldas: (a)

20 +3y+ 2z =11
r—y—2z=-7
3x+2y—2z=4

(a) (b) (c)

103 3] 2 3 3| -2 3 -3 -2
3.1 14 | ~ 0 10 10[10 | ~ 1)1 ~
2 2 3|10 0 4 9|14 5110

[1] 3 3 |-=2 1
] 11 |~

2
Ebbdl a megoldas: x =1,y = -1, 2 = 2.

(b)
2 3 1|1 0 5 525 1|5
12| T |~ 127 |~ 0 -1]-2
3 2 -1|2 0 5 5|23 0 0 -2

Ennek nincsen megoldésa, amint azt az utolsé sor mutatja.

(c)

2 3 1|1 0 5 525 1|5

1 -1 2|7 |~ 1 2|7 |~ 0 -1]-2

3 2 -1/ 4 0 5 5|25 0 0|0
Mivel a z véltozénak megfelel$ oszlopban nincsen vezéregyes, ezért az szabad valtozo lesz.
A megoldés tehdt: © = -2+ 2z és y = 5 — z, 2 tetszbleges. (Geometriai szemlélettel: két

stk metszete egy egyenes, igy végtelen sok megoldés van).

3. Gauss-elimindciéval oldd meg ezeket is:

2r + 4y 4+ 62 =38
r+2y+5z=1
T+4y+72=2
4dr —dy+22=5
Megoldas: (a)

3+ T7y+ 112 =19
2c +4y 4+ 8z =14
r+2y+3z2=4

(a) (b)

2 4 6|8 2 3| 4
1 2 5|1 0o 0 2 |-3
14 7l2 |7 0o 2 4|22
4 5 2|5 0 -13 -10 | -11
0o -1| 86 0 -1|6
2 | -3 2 | -3
2 [ a1 |7 2 | -1
16 | -24 2 | -3

3r+4y+72=5
(¢) 152+ 23y +372=31
—3x+ 5y + 4z =13

~ 2 _3 ~
2 | -1
13 -10 | -11

Ugyan négy egyenlet jutott harom ismeretlenre, de volt kettd, ami ugyan azt a feltételt

2| -3

szabta.

(b)
3 7 1119 3 07 1119
2 4 8|14 ~ 1 2 4|7
1 2 3|4 [1] 2 3

==
w
2

3
2 -5 -7

S =
— N
w
2

HOO
)
w
~

(c) Elimindcié utdn azt kapjuk, hogy az egyenletrendszernek az © = —1, y =2és 2 =0

az egyértelmii megoldésa.

4. 0Oldd meg az aldbbi egyenletrendszert a ¢t paraméter
—3r—y+itz =
T+3y—2z =

2z — 2y 4 62

figgvényében.
3

2
12
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Megoldas:
3 -1t |3 3 -1t |3 0 8 t3]9
1 3 1|2 ~ 1 3 1|2 ~ 3 -1 2 ~
2 -2 6|12 1 -1 3 0 -4 4 |4
8 t3] 9 t+5] | 17

s le |-
1 -1 -1 1|
Ha t 4+ 5 = 0, akkor nincsen megoldds, kiilonben a tdbldzatbdl kiolvashaté (lehet ¢ 4 5-el

osztani. . .).

. Hatdrozd meg az a és b paraméterek filiggvényében az aldbbi egyenletrendszer

megoldasainak szamat.

r1+2x2+3x3 = 4
201+ 6x2+7xs = 9
3x1 +6x2+axs = b
Megoldas:
1 2 3|4 2 3| 4
2 6 719 ~ 2 1 1
3 6 al|b a-9 | b-12
Innentél tobb lehetdség van. Ha a — 9 # 0, akkor x3 = %, és a tobbi valtozé értéke

is meghatarozhat6 egyértelmiien, tehat ilyenkor egyértelmii a megoldas. Ha a — 9 = 0,
akkor két lehetéség van. Az egyik, hogy b — 12 = 0, ami azt jelenti, hogy =3 szabad
valtozo lesz, és végtelen sok megolddst kapunk. A maésik lehetéség, hogy b — 12 # 0,

amikor is nincsen megoldés.

6. A t valés paraméter fliggvényében az aldbbi hdrom siknak héany metszéspontja van?

r+2y+z = 4
2r+y+82 = 5
Sr+y+tz = 11
Megoldas:
1 2 1|4 2 1|4 2 1 |4
2 1 8|5 ~ 3 6 |3 | ~ 2 |1 | ~
5 1 t|11 -9 5| -9 1 221
2 1|4
2|1

0 * |0

Ahol x = % — 2. Ha ez nulla, akkor végtelen sok metszéspont van.

7. Oldd meg az aldbbi egyenletrendszert a valds szdmok korében.

x1 + 2x2 + 3x3 + 424 14
2x1 + 6x2 + 1023 + 624 + 225 28
x1 + dx2 + 93 + 224 + 325 16
Megoldas:
1 2 3 4 0|14 1 2 4 014
2 6 10 6 28 |~ 1 5 3 14 |~
1 5 9 2 3|16 1 5 9 2 3|16
2 3 4 0|14 2 3 4 0|14
0 1 2 -1 1[0 |~ 2 -1 1[0 |~
0 3 6 -2 3|2 0 1 0] 2
2 3 0 0|6 0 -1 0 2|2
2 0 1]2 |~ 2 0 1|2
0 0|2 0 02

Ahol nincs vezéregyes azok szabad valtozok lesznek. A megoldas innen méar kiolvashato:

Ta =2, T2 =2— x5 — 223, x1 = 2+ x3 + 25, T3, x5 =tetszbleges.

. Tekintsiink egy egész egylitthatds linedris egyenletrendszert (az egyenletekben a véltozdk

egyliitthatdi és a jobb oldalon 4116 szdmok is egészek). Melyek igazak az aldbbi allitdsok
kozil?

(a) Ha van megoldds a racionlis szdmok korében, akkor van az egész szdmok korében is.
(b) Ha van megold4s a valds szdmok korében, akkor van a raciondlis szdmok korében is.
Megoldas: (a) Ez nem igaz. Konny( olyan egyenletrendszert felirni, aminek egyetlen
megolddsa van, ami nem egész. Ilyet példaul a kovetkezSképpen lehet taldlni: ha két
valtozénk van, akkor egy egyenlet lényegében egy egyenesnek felel meg. Vailasszunk
ki egy olyan pontot a sikon, aminek mindkét koordinataja raciondlis, és vegylink két

egyenest, amik ebben a pontban metszik egymdast. A megfelel egyenletrendszer jé lesz.

(b) Ez igaz. A Gauss-elimindcid lépései sordn csak a négy alapmiivelet fordulhat eld, ezért
ha raciondlis szdmokbdl (spec. egészekbdl) indultunk, akkor a végeredmény is raciondlis

lesz (ill. lehet, hogy ha t6bb megoldés is van).

. Adjunk példat olyan 3 ismeretlenes és 5 egyenletbdl 4116 egyenletrendszerre, melynek

(a) nincs megoldésa;

(b) egyértelmii megolddsa van;

(c) végtelen sok megolddsa van.

Oldjuk meg a feladatot 5 ismeretlenes 3 egyenletbdl allé egyenletrendszerre is.

Megoldas: Egy hdromismeretlenes linearis egyenlet egy sikot hatdroz meg a térben.
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10.

A feladat tehdt az, hogy adjunk meg tugy sikokat a térben, hogy (a) ne legyen
kozos metszéspontjuk, (b) pontosan egy pontban messék egymdst, (c) végtelen sok
Példaul ezek jok lesznek:

pontban messék egymadst. Ilyeneket nyilvan lehet taldlni.

z+y+z=1 z=0 r+y+z=1
r+y+z=2 y=0 r+y+z=1
(a) r+y+z=3 (b) z2=0 (c) z+y+z=1
z+y+z=4 z=0 r+y+z=1
z4+y+z=5 z=0 r+y+z=1
Hasonléan, az 5 ismeretlenes 3  egyenletb6l  4ll6  egyenletrendszerre:

r+y+z+utv=1
r+y+z+utv=2
z+y+z+ut+v=3

z+y+z+utv=1
r+y+z+ut+ov=1
r+y+z+utov=1

(a) (b) *  (c)
*: a (b)-ben kért egyenletrendszer nem létezik: mivel 6t oszlop van és hdrom sor, ezért
két oszlopban biztos nem lesz vezéregyes. fgy marad két szabad valtozd, ezért végtelen

sok megoldas van.

Linedrisan fiiggetlenek-e az alabbi R*-beli vektorrendszerek?

1 3 2 1 1 1 1
3 5 10 3 4 4 4
O P N I N ® ol s 5] s
6 13 17 1 2 4 5
1 1 1 1 7 33 —51 2 1
© 3 4 4 4 (d) 9 V2 T 0 0
207 (31" 5] |5 207 5 " [<19| o] |o
1 2 4 4 3 V7 44 4 5

Megoldas: Az altaldnos mddszer a kovetkezd: akkor linedrisan fiiggetlenek a vektorok,
ha egy linedris kombindcié csak dgy tud nulla lenni, hogy minden egyiitthaté nulla.
Ez mindig egy egyenletrendszerre vezet, ahol a bal oldalon a vektorok koordinatainak
megfeleld linedris kombindcié van, a jobb oldalon pedig nulla. Egy ilyen egyenletnek a
csupa nulla egyilitthatok mindig megoldédsa, ezért azt kell ellendrizni, hogy egyértelmii-e
a megoldds. Ha igen, akkor linedrisan fliggetlenek, ha nem, akkor nem azok. Ezt
Gauss-elimindcioval csindljuk.

(a) Itt az egyenlet igy fog alakulni:
z+3y+2z = 0
3xr+5y+10z = 0
3r+2y+13z = 0
6r+ 13y + 172 = 0

Ennek végtelen sok megolddsa van (egy szabad paraméter lesz): = = —b5z, y = z, 2

tetszéleges. A vektorok tehdt nem fliggetlenek.

11.

12.

(b)
le+1ly+1lz+1w = 0
3r4+4y+4z4+4w = 0
2z +3y+52+5w = 0
le4+2y+4z4+5w = 0
Ennek egyértelmii a megoldasa, ezért a vektorok linedrisan fiiggetlenek.
(c) Az utolsé két vektor megegyezik, ezért nem lehetnek fuggetlenek.
(d) Négy dimenzids térben 6t vektor nem lehet fliggetlen.
Adjuk meg p és q értékét gy, hogy az aldbbi sikok

(a) egy egyenesre illeszkedjenek;
(b) ne legyen kozos pontjuk.

2e+3y—2z = 6
r—3y+2z = 5
dr—3y+pz = q

(c) Milyen eset van még?

Megoldas: Mivel a normalvektorok nem parhuzamosak, ezért, ha végtelen sok megoldésa
van az egyenletrendszernek, akkor az csak tigy lehet, hogy egy kozos egyenesben metszik
egymast. Ha nulla megolddsa van az egyenletrendszernek, akkor pedig nincsen kozos
pontjuk. Harmadik, elvi lehetség, hogy egy pontban metszik egymast. Gauss eliminécié

utan ezt kapjuk:

1 -3 2|5 302 5 3 2| 5
2 3 -1[6 |~ 9 -5 4 |~ [9] 5| 4
4 -3 p|gq 9 p—81|qg—20 p-3 | ¢-16

(a) Ha az utolsé sor csupa nulla, azaz p = 3 és ¢ = 16, akkor végtelen sok megoldds van.
(b) Ha az utolsé sor tiltott sor, p = 3 és ¢ # 16, akkor nincs megoldas.

(c) Ha p # 3 akkor egyértelmii a megoldds, vagyis egy kézos pont van.
Generdtorrendszert alkotnak-e az (1,0,1,0), (0,1,0,1), (2,3,4,1), (3,0,1,2), (1,1,1,1)
és (1,2,3,4) vektorok? Ha igen, valasszunk ki egy bézist beldle.

Megoldas: A kovetkezd négy vektor linedrisan fliggetlen, és ezért, bézis is, hiszen a

dimenzié négy:

S = O =
W N =

—
—
W~

Ez persze mutatja azt is, hogy a megadott vektorok egyiitt generatorrendszer.
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13. Oldjuk meg Gauss-eliminaciéval a kovetkezd linedris egyenletrendszereket:

r+2y—z—ut+v=-1 r+y+2z—u+3v=0
r+2y—z4+v=1 r+2y+z2+3u—2v=0

(a) —-z-y+z+3u—2v=2 (b) 3z+3y—z+2u+v=0
20+ 2y — 2z —du+4v = -2 —z+y+224+3u—2v=0
3x+T7y —3z+u+2v=2 20 —y+3z—2u+v=0

Megoldas: (a) Itt két szabad paraméter van, z és v. A megoldds:

r = z—3v+7
= v—-3
u = 2

(b) Ennek egyértelmli megolddsa van: c =y =z=u=v =0.
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1.

10.

11.

Hatédrozd meg az inverzidk szdmat az 1,...,n elemek kovetkezé permutédciéiban.
(a) 5,2,4,1,6,3;
(b) 1,3,5,7,9,8,6,4,2;

(c)n,m—1,...,1.

. A determindns definiciéjaban mi lesz a mellékatléban &ll6 elemek szorzatinak eldjele

(n-t8l fliggben)?

. Az 1,2,...,n szdmok tetszéleges m permutédciéjdhoz rendeljitk hozzd a J(w) szdmot,

ami a 7y, me,..., Ty, sorozatban azon elempédrok szdma, melyek nem &llnak inverziéban
egymaéssal. Legyen tovdbbd I(7) a m permutécid inverziészdma. Mely n-ekre 1étezik olyan

m permutécié, hogy I(mw) = J(m)?

. Szamold ki a kovetkezd determindnsokat:

0 1 1 11 1 1
2 -2 4 0 1 1 1 2 1 1
1 1 0 7
a by |1 0 1| (o |1 1 3 1
@ |y oy o | ® G
4 1 6 20 :
11 1 0 11 1 n

Hogyan viéltozik egy matrix determindnsa ha tiikrozziik a négyzet négy kiilonb6z6 szim-

metriatengelyére?

Hogyan valtozik egy n x n-es matrix determindnsa, ha minden elemét az ellentettjére

cseréljiik?

. Tegyiik fel, hogy az A métrix sorai, mint vektorok, linedrisan Gsszefiiggéek. Hatarozzuk

meg A determindnsat.

. Legyen A egy n sorbdl és n oszlopbdl allé métrix, a k-adik sordnak j-edik elemét jelolje

arj. Legyen B az az n x n-es matrix, amelyben a k-adik sor j-edik eleme by; = %akj

(1 <k,j <n). Mennyi B determindnsa, ha tudjuk, hogy A determindnsa 1?7

. Egy n X n-es métrix minden eleme oszthatd kett&vel. Igaz-e, hogy ekkor a determindnsa

is paros?

Legyen A egy négyzetes matrix, melynek minden eleme egész. Melyek igazak az aldbbiak
kozil?

(a) Ha a f64t16 minden eleme 4-gyel oszthatd, akkot det(A) is oszthaté 4-gyel.

(b) Ha az elsd sordnak minden eleme oszthaté c-vel, akkor det(A) is oszthaté c-vel.

(c) Ha els8 és utols6 sordnak minden eleme péros, akkor det(A) oszthaté 4-gyel.

Az A n x n-es matrix minden eleme #1. Igazold, hogy ekkor 2"!| det(A).

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Egy n X n-es matrix minden eleme péaros, és tudjuk, hogy a determinansa oszthaté 64-el,

de nem oszthaté 128-al. Mennyi lehet n ?

Bizonyitsd be, hogy az alabbi ”zenetorténeti” matrix determinansa nem nulla.

1685 1732 1756
1770 1797 1810
1844 1862 1881

Van egy n X n-es matrixunk, melynek az elemei egy kivételével rogzitettek. Igaz-e, hogy
az utolsé elem mindig megviélaszthaté ugy, hogy az igy kitoltott matrix determinansa 0
legyen?

Szamitsuk ki az aldbbi métrixok determindnsdt. A métrixok n x n-esek, a nem jelzett
elemek értéke pedig 0.
(a)
(b)
(c)
(d)

(e)

()
(2)
(h)

Qi = Gii+1 = an,1 = 1, ahol n paros (i)

ai; =1 a;;=1+7]
aij = (i+j—1)°
a;,j = min{i, j}

ai; = ("7

aii=c

Aint+l1—i = 1

i hai=j
1 hai#j

aij =

Mennyi az aldbbi determinéns értéke?

1 2 ..oon
n+1 n+2 2n
n—n+1 n?-n+2 ... n?

Legyenek fi(x),..., fn(x) legfeljebb (n — 2)-edfokd polinomok, ai,...,a, pedig valds

szamok. Bizonyitsuk be, hogy az aldbbi determinans értéke mindenképpen nulla.

filar)  fi(a2) fi(an)
fa(ar)  fa(a2) fa(an)
fn(al) fn(a2) fn(an)

Melyek igazak az alabbi allitasok kozil?

(a) Ha egy n x n-es matrixnak legaldbb n? — n + 1 eleme 0, akkor a determindnsa 0.
(b) Ha egy métrix determindnsa 0, akkor a matrixban el6fordul a 0 elem.

(c) Ha egy n X n-es métrixban van egy k X l-es csupa 0 téglalap, és k + [ > n, akkor a

determindnsa 0.



BSz 1 gyakorlat — megoldasvazlatok 4. alkalom 2010. szept. 27.

1. Hatdrozd meg az inverzidk szamat az 1,...,n elemek kovetkezé permutaciéiban. Megoldas:
(a) 5,2,4,1,6,3;
2 -2 4 6 1 -1 2 3 1 -1 2 3
(b) 1,3,5,7,9,8,6,4,2; 1 1 0 7 1 1 0 7 0 2 4
(c)n,m—1,...,1. (a) 5 0 4 8 =2-2 L o0 2 4 =4 0 1 0 1 =
Megoldas: (a) Az inverziéban 1év6 elemek: (5,2), (5,4), (5,1), (5,3), (2,1), (4,1), (4,3),
. 4 6 20 4 1 6 20 0 -2 8
(6,3), ami Osszesen 8 darab.
(b) Az inverziéban 1évd elemek: (3,2), (5,4),(5,2),(7,6),(7,4),(7,2), (9,8), (9,6), (9,4), 1 -1 2 3 1 -1 2 3 1 -1 2 3
(9,2), (8,6), (8,4), (8,2), (6,4), (6,2), (4,2), ami Osszesen 16. 0o 1 -1 2 1 9 1 —1
(c) Itt minden pér inverziéban &ll egymdssal. A pérok szdma: (g) = w =8 0 1 0 1 =8 0 1" 8 1"
0 5 -2 8 0 3 -2 0 1
2. A determindns definiciéjaban mi lesz a mellékdtléban 4116 elemek szorzatdnak el8jele (n- —8.1.1-1-1—38
t6l fuggben)?
Megoldas: A mellékdtlébeli elemek indexei: a1.n, G2,n—1, ..., an,1. Azaz, ha 7 az a (b) Az utolsé sort kivonom az Gsszes felette levébdl majd az utolsé sorhoz hozzdadom a
permutdcié, amire 7(i) = n—i+1, akkor a mellékdtlébeli elemek eléjele éppen (—1) o felette levoket:
(az 1(c) feladatban kiszdmoltuk az inverziészdmot). Azt kell megnézni, hogy @ 0 1 1 1 1 0 0o .1 1 0 0o .. 1
mikor paros. Ha n = 4k vagy n = 4k + 1 alakd, akkor az el6jel pozitiv, kiillénben 10 1 ... 1 0 -1 o ... 1 0 -1 o0 .. 1
negativ. 11 0 1|_] 0 o -1 1|0 o -1 1
3. Az 1,2,...,n szdmok tetszbleges m permutdcidjdhoz rendeljik hozzd a J(w) szdmot,
ami a m, T2, ..., T, sorozatban azon elempdrok szdma, melyek nem &llnak inverziéban r 11 ... 0 1 1 r ... 0 0 0 0 ... n—-1

egymadssal. Legyen tovédbba I(7) a m permutécid inverziészdma. Mely n-ekre létezik olyan , Y . L. } L, 1
L Ez mér fels6-hdromszog matrix, ezért a determindns: (—1)"""(n — 1).
7 permutécié, hogy I(m) = J(m)?

Megoldas: Egy 7 permutéciéban két elem vagy inverziéban 4ll egymadssal, vagy nem, (c) Az els6 oszlopot levonom az Gsszes t6bbibsl:

ezért I(m) + J(m) = () = 2L Ebbél kovetkezik, hogy ha I(w) = J(r), akkor 1111 L 00 ... o0
I(m) = J(m) = "(%_1). De ez egy egész szam kell, hogy legyen, ezért 4|n(n — 1), amib8l 1 2 1 1 11 0 0
kovetkezik, hogy n = 4k vagy n = 4k — 1 alaku (k € Z). Mar csak meg kell nézni, hogy 113 ... 11_|10 2 .. 0 — (n—1)!
az ilyen alakd n-ekre tényleg van-e megfelel6 permutécié. )
El6szoris vegyiik észre, hogy két szomszédos elem cseréjénél csak e ketté elem vis- 1 1 1 n 1 0 O n—1
zonya valtozik, ezért az inverziészam pontosan 1-gyel né vagy csokken. Induljunk ki
az 1,2,...,n sorrendbdl (amiben az inverzidk szdma nulla), és kezdjiink el cserélgetni
szomszédos elemeket addig, amig az inverziészam pont (%) nem lesz. Ezt mindig el | 5. Hogyan véltozik egy matrix determindnsa ha tiikrozziik a négyzet négy kiilonb6z0 szim-
lehet érni a megfelelé n-ekre. metriatengelyére?
Megoldas: A fiiggbleges szimmetriatengelyre valé tiikrozés k = [%] darab oszlopcserét
4. Szamold ki a kovetkezd determinansokat: jelent, tehat a determindns a (—l)k-szorosé,ra valtozik. Ugyan ez lesz a vizszintes szim-
metriatengelyre vald tiikrozéskor. A f6atléra vald tikrozés nem véltoztatja meg a deter-
9 _9 4 6 0 1 1 L. 1 mindnst, hiszen a kifejtésben tagonként valtozatlan marad az elGjel. Egy 7 permutaciéban
1 1 0 7 0 1 1 L2 1 ugyanis ugyanannyi par all inverziéban egyméssal, mint 7~ '-ben. A mellékétléra vald
(a) 9 0 4 8 (b) 1 0 1 (c) 1 1 tiikrozés el6all, mint a f6dtléra, valamint a fliggbleges és a vizszintes szimmetriatengelyre
4 1 6 20 : valé tiikrozésnek egymasuténja. Az el6bbiek alapjdn addédik, hogy a determindns nem

1 11 ... 0 1 11 ... n valtozik.
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6. Hogyan valtozik egy n X n-es matrix determindnsa, ha minden elemét az ellentettjére

cseréljiik?
Megoldas: Egy sor ellentettjére valtoztatdsa (—1)-szeresére valtoztatja a determindnst,

gy n sor ellentettjére valtoztatdsandl a determindns (—1)"-szeresére véltozik.

. Tegyiik fel, hogy az A métrix sorai, mint vektorok, linedrisan Osszefliggéek. Hatarozzuk
meg A determindnsat.
Megoldas: Legyenek a métrix sorai rendre a v1, ..., v, vektorok. Mivel Gsszefiiggdek,

ezért van egy nem-trivialis linedris kombinécié amivel a nullvektort el6 lehet allitani:
AU+ ..o+ Ao, = 0.

Valamelyik egyiitthaté nem nulla: az egyszeriiség kedvéert, legyen ez A1 # 0. Ez az
jelenti, hogy v1 kifejezheté a tobbi vektor segitségével:

V1 = U2 + ...+ lUnUn,

Y
PYRR
majd a harmadik sor us-szorosét, és igy tovabb, akkor az els6 sorbdl egy csupa nulla sor

ahol pu; = Ha most a matrix els6 sordabdl levonjuk a maésodik sor pug-szorosét,

keletkezik. Ekkor viszont a determinédns nulla.

. Legyen A egy mn sorbdl és n oszlopbdl all6 métrix, a k-adik sordnak j-edik elemét jelolje

arj. Legyen B az az n X n-es méatrix, amelyben a k-adik sor j-edik eleme by; = %ak]-
(1 <k,j <n). Mennyi B determindnsa, ha tudjuk, hogy A determindnsa 1?7

Megoldas: A B matrix igy fog kinézni:

1 1

101,1 501,2 »a1,n

2 2 2

102,1 5022 2 a2,n

%an,l %an,Z %an,n

Most a k-ik sorbdl emeljiink ki k-t (minden k-ra):
1 1 1
101,1 501,2 »a1,n
1 1 1
12,1 5022 ... nazn
1-2---n

1 1 1
Tan,l §an,2 ;an’n

10.

11.

Hasonléan a j-ik oszlopbdl emeljiink ki %—t:

1 1 1
101,1 101,2 101,n
1 1 1
1 1 1 102,1 102,2 102,n
1-2...p-2.2...2.
1 2 n
1 1 1
Tan,l Tan,Q Tanyn

Az elején 1év6 szorzok pont 1-et adnak, és a determindns pont A determinédnsa. Tehét
det(B) = det(A4) = 1.

. Egy n X n-es métrix minden eleme oszthaté kettével. Igaz-e, hogy ekkor a determindnsa

is paros?
De a

definicié alapjan is konnyen latszik: amikor 6sszeadjuk a megfelel6 szorzatokat, mindegyik

Megoldas: Igaz. Egyrészt ki lehet emelni valamelyik sorbdl egy 2-es szorzét.

paros.

Legyen A egy négyzetes matrix, melynek minden eleme egész. Melyek igazak az alabbiak
koziil?

(a) Ha a f64t16 minden eleme 4-gyel oszthatd, akkot det(A) is oszthaté 4-gyel.

(b) Ha az els6 sordnak minden eleme oszthaté c-vel, akkor det(A) is oszthaté c-vel.

(c) Ha els8 és utols6 sordnak minden eleme péros, akkor det(A) oszthaté 4-gyel.

Megoldas: (a) Nem igaz. Tekintsiik példdul a kovetkez8 métrixot:

0 1
1 0

(b) Ez igaz. A determindns definicidjdban minden 6sszeadandéban van egy c-s szorzd.

Miésképp: ki lehet emelni c-t az elsé sorbdl.

(c) Ez is igaz: megint ki lehet emelni az els§ és az utolsé sorbdl is egy kettest.

Az A n x n-es matrix minden eleme #1. Igazold, hogy ekkor 2™~ !| det(A).
Megoldas: Ha minden elem +1, akkor elimindcids 1épéssel elérhetd, hogy a matrix igy

nézzen Kki:
+1 41 +1
0 +2/0
0 +2/0
0 ... £2/0

Itt viszont az elsd sor kivételével minden sorbdl ki tudunk emelni egy 2-es szorzét. Tehéat
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12.

13.

14.

ezt kapjuk:
+1  +1 +1
o 0 +1/0
o 410 ... L
0 = = AU,

A maradék determindns viszont egy egész szdm, mert minden eleme egész.

Egy n X n-es matrix minden eleme péros, és tudjuk, hogy a determindnsa oszthaté 64-el,
de nem oszthaté 128-al. Mennyi lehet n ?

DD ar ) asnea) - Gnr -

Ha a matrix minden eleme péaros, akkor az 0sszeg minden tagja oszthatd 2™-el, és igy a
determinéns is. A feltétel szerint 128-al nem szabad oszthaténak lennie, azaz olyan n-et
keresiink, hogy 2" < 128 legyen. Tehat n nem lehet nagyobb 6-ndl. Minden kisebb n-re

konny( megfelel6 matrixot gyédrtani.

Bizonyitsd be, hogy az alabbi ”zenetorténeti” matrix determinansa nem nulla.

1685 1732 1756
1770 1797 1810
1844 1862 1881

Megoldas: Vegylik észre, hogy a féatléban 1év6 elemek paratlanok, mig minden més elem
péros. A determinans definiciéjdban ezért pontosan egy péaratlan tag lesz az dsszegben,

minden més tag paros. De akkor az 0sszeg nem lehet nulla, hisz a paratlan tag nem nulla.

1685 Bach
1732 Haydn
1756  Mozart
1770  Beethoven
Egyébként: 1797  Schubert
1810  Chopin, Schumann
1844  Widor, Rimsky-Korsakov
1862  Debussy
1881 Bartdk

Van egy n X n-es matrixunk, melynek az elemei egy kivételével rogzitettek. Igaz-e, hogy

az utolsé elem mindig megvélaszthaté ugy, hogy az igy kitoltott matrix determindnsa 0

legyen?
Megoldas: Nem igaz: tekintsiik a kovetkezd matrixot, ahol x a nem kitoltott elem:
0 1
=0-x—1-1=-1
1 %

15.

Ennek determinénsa fliggetlen * értékétél.

Szamitsuk ki az aldbbi matrixok determindnsit. A matrixok n x n-esek, a nem jelzett
elemek értéke pedig 0.
(a)
(b)
(c)
(d)

(e)

ai; =1 (f)
(8)
(h)

Qi = Qii+1 = An,1 = 1, ahol n péros (1)
i hai=j

Qi,j = . .

1 hat#y

Megoldas: (a), (b) Az (a) rész a (b) specidlis esete ¢ = 1-el. Ha n = 1, akkor a

determinans ¢, egyébként meg nulla, mert minden sor azonos.

ai;=1t+7J
aij = (i+j—1)
Q4,5 = min{i,j}

ai; = (77)

aii=c

Aint1—i = 1

5]

(c) Tiikrozziik a vizszintes tengelyre, és hasznaljuk az 5-6s feladat eredményét: (—1)[3],

(d) A kovetkezbképpen elimindlok: Az utolsé sorbédl levonom az elsét, majd hozzdadom
a masodikat, majd levonom a harmadikat, hozzdadom a negyediket, stb. Ekkor a végen

az utolsé sor csupa nulla lesz, és igy a determindns is. Ez miikédik n = 2-re is.
(e) Ez pont a 4(c) feladat, a megoldds (n — 1)!.

(f) Ha n = 1, akkor a determindns 2, ha n = 2, akkor —1. Ha pedig n > 3, akkor vonjuk
ki az utolsé sorbdl az utolsé el6ttit, majd a masodikbdl az elsét. fgy kapunk két csupa

1-es sort, ezért a determinans értéke 0.

(g) Vonjuk ki kétszer minden sorbdl az elbtte 16vot.

12 22 . n?
22 32 (n+1)2
n?> (n+1)32 (2n —1)?
12 22 . n?
22 — 12 3% — 22 (n+41)% — n?

n*—(n-172% (mn+1)?2-n?
1? 22 n? 1?2 22 . n?
3 5 2n+1 3 4 2n+1
= =0.
2n—1 2n+1 4n — 3 2 2 ... 2

Ez csak n > 4-re miikodik. Az eredmény n = 1-re 1, n = 2-re —7, n = 3 pedig —8.
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16.

17.

(h) Az n — 1-ik sort levonva az n-edik sorbdl, majd az n — 2-iket az n — l-edikbél, és
igy tovabb, egy fels§ haromszog matrixhoz jutunk, melynek atléjaban csupa egyes all. A

determinéns értéke ezért 1.

(i) A determindns tehét {gy néz ki:

N e

Mennyi az aldbbi determinédns értéke?

1 2 ...on
n-+1 n-+ 2 ... 2n
2n+1 2n + 2 ... 3n

m—n+1 (n—1n+2 ... n?

Megoldas: Eliminécié utdn ehhez a determindnshoz jutunk:

n n n 1 han=1
= —2 han=2
0 han >3

n o n n

Legyenek fi(x),..., fa(x) legfeljebb (n — 2)-edfoku polinomok, ai,...,a, pedig valds

szamok. Bizonyitsuk be, hogy az aldbbi determindns értéke mindenképpen nulla.

fi(ar)  fi(a2) Ji(an)
fa(ar)  fa(a2) fa(an)
fn(a1)  fn(a2) fnlan)

Megoldas: A legfeljebb (n — 2)-edfokd polinomok egy n — 1 dimenzids vektorteret alkot-
nak. Egy n—1 dimenzids vektortérben n darab vektor mindig 6sszefiiggd, igy jelen esetben
isaz fi,..., fn polinomok linedrisan Osszefliggéek. Ez azt jelenti, hogy az egyiket ki lehet
fejezni a tobbi segitségével. Ez a kifejezés persze a behelyettesités utan is j6 lesz annak
bizonyitasara, hogy a keletkezett matrix egyik sora a tobbi sor linedris kombinacidja. De

akkor a determindns mindenképpen nulla.

18. Melyek igazak az alabbi dllitasok koziil?

(a) Ha egy n x n-es méatrixnak legaldbb n*> — n 4+ 1 eleme 0, akkor a determinénsa 0.
(b) Ha egy métrix determindnsa 0, akkor a matrixban el6fordul a 0 elem.

(c) Ha egy n X n-es métrixban van egy k X l-es csupa 0 téglalap, és k + 1 > n, akkor a
determinansa 0.

Megoldas: (a) Igaz. Ebben az esetben van a métrixban csupa nulla sor.

(b) Hamis. Pl. a 2 X 2-es csupa 1-es matrix.

(¢) Igaz. Ekkor ugyanis az adott k sorban csak n — [ < k oszlopban vannak nem nulla

elemek, ezért az adott k sorbdl kivalasztott elemek koziil valamelyik nulla lesz.
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1. Szamoljuk ki az alabbi a, b és ¢ vektorra az a xb, bx ¢ és ¢ X a vektorialis szorzatokat, | 9. Két kitéré egyenesen mozog egy-egy adott hosszisdgu szakasz. Bizonyitsuk be,
valamint az abc vegyesszorzatot. hogy az altaluk meghatarozott tetraéder térfogata nem valtozik ekozben.
1 2 -1 10. Igazoljuk, hogy ha egy tetraéder két szemkoztes élparja merdleges egymasra, akkor
a=|2|, b=|-1], c=1] 2 |. a harmadik élpéar is meroleges.
3 -3 11. Tetszbleges valds t és pozitiv egész k szamra szamoljuk ki az alabbi matrixot:
0 3 1t
2. Mennyia | 1| és | 4| vektorok &ltal kifeszitett paralelogramma tertilete? 0 2
2 5
12. Mutassuk meg, hogy tetszOleges szigoru felsé hiromszogmaétrixnak valamelyik
3. Irjuk fel annak a siknak az egyenletét, amely athalad az aldbbi P, ) és R pontokon. pozitiv egész kitevés hatvanya nullmétrix.
0 1 2 13. Adjuk meg az Osszes olyan B matrixot, amire az
P=141, =1|5], R=|4].
Q 1 0
6 7 6 A=
-1 0
4. Egy sikban vannak-e a kovetkezd vektorok: vf =i+ij+7, (i,7=1...3). matrix esetén AB = BA teljesiil.
5. Szamoljuk ki az aldbbi csicsok altal kifeszitett tetraéder térfogatat. 14. A 100 x 100-as méatrix féatldjaban és a szazadik soraban mindenhol 1-es all, az
) ) 5 sszes tobbi eleme 0. Hatarozzuk meg A'00-t.
P=|1], @Q=11|, R=1[4]|, Ss=|1]. 15. Legyen A egy n X m-es matrix, és x,y € R™ kiilonb6z6 vektorok. Bizonyitsd be,
1 4 1 3 hogy ha Ax = Ay, akkor det A = 0.

6. Igaz-e, hogy ha egy paralelopipedon minden koordinatdja egész szam, akkor a 16. Melyek igazak az alabbiak kozill egy négyzetes A métrixra

teriilete is egész? (a) Ha van olyan k > 1 egész szam, amire A¥ = 0, akkor det A = 0.
(b) Ha det A = 0, akkor van olyan k > 1 egész szam, amelyre A¥ = 0.

7. Szorozzuk Gssze a kovetkez6 matrixokat minden lehetséges parositdsban. ) ) o
17. Melyek igazak az aldbbiak koziil?

1 2 _ . o .
10 01 11 1o 0 0 ) 1 2 3 (a)1 Ha-a"z A:cf ) b (le{gyenletrendszer megoldhato, akkor az A|b kib6vitett métrix
o 1\t ol )l o) o 1) o 3 4] oszlopai Ossze ug'goe . . N o

(b) Ha az A|b kibévitett métrix oszlopai Osszefiiggéek, akkor az Ax = b egyenle-

trendszer megoldhaté.
8. Mennyi a determindnsa az alibbi matrixoknak? (c) Ha az A métrix oszlopai linedrisan fiiggetlenek, akkor az Az = b egyenletrend-
szer megoldhatd.

(d) Ha az A métrix sorai linedrisan fliggetlenek, akkor az Az = b egyenletrendszer
megoldhato.

(e) Ha az Az = b egyenletrendszernek pontosan egy megolddsa van, akkor A

~N e O
= o O
ﬁ»-noo
\]

0
0
0
1
1

< O O O O

oszlopai fliggetlenek.

Sas- -
gaooH

V11 §/13
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1. Szamoljuk ki az aldbbi a, b és ¢ vektorra az a X b, b X ¢ és ¢ X a vektorialis szorzatokat,

valamint az abc vegyesszorzatot.

2 -1
a=|21, b=]|-1], c= 2
3 3 -3
Megoldas:
i g 9 -3 12
axb=|1 2 3= 3], bxc=|3 ], ecxa=1]0
2 -1 3 -5 3 —4
2 3
abc=]2 -1 3|=a-(bxc)=b-(cxa)=c-(axb)=12.
-1 2 -3
0 3
2. Mennyia | 1| és | 4 | vektorok altal kifeszitett paralelogramma teriilete?

2 5
Megoldas: Kifeszitett paralelogramma teriilete |a x b|. Jelen esetben

g
axb=10 1
3 4

és ennek hossza

3. frjuk fel annak a siknak az egyenletét, amely athalad az aldbbi P, Q és R pontokon.

[

P =

ot

) Q: ) R:

S = O
-3
[S2 IS V)

Megoldas: Ha a sik athalad a P, @ és R pontokon, akkor a PQ és PR vek-
torok parhuzamosak a sikra, és ezért a PQ x PR vektor merdleges rd, vagyis jo lesz

normalvektornak. Szdamoljuk ki:

1 2 i J k
PQ=1|1|, PR=|0o|, PQxPR=01 1 1|=] 2
1 0 2 0 0 -2

A sik egyenlete ezért igy néz ki:

Oz+2-y—2-2=0-0+2-4-2-6=—4.

4. Egy sfkban vannak-e a kovetkezé vektorok: vf =i+ij+4, (4,j=1...3).

Megoldas: A hirom vektor, v!, v? és v®, igy néz ki:

3 5 7
=5, =88], F=[11
7 11 15

Ezek egy sikban vannak, ha a kifeszitett paralelopipedon térfogata nulla, vagyis ha

o' (0P xv*) =0.

Kiszamolva:
3 5 7
5 8 11| =0,
7 11 15

igy egy sikban vannak.

5. Szamoljuk ki az aldbbi csicsok altal kifeszitett tetraéder térfogatat.

1 2 1 3
Pp=11|, Q=|1|, R=|4]|, s=|1
1 4 1 3

Megoldas: A kifeszitett tetraéder térfogata hatod akkora, mint a PQ, PR és PS vek-
torok altal kifeszitett paralelopipedon térfogata. Legyen a = PQ, b = PR és ¢ = PS,
azaz

A paralelopipedon térfogata:

1
a-(bxec)=10
2

Ez egy eléjeles térfogat persze, a valédi térfogat ennek az abszolitértéke. A tetraéder
térfogata tehat
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6. Igaz-e, hogy ha egy paralelopipedon minden koordinatdja egész szam, akkor a teriilete is

egész?

Megoldéas: Ha minden koordinata egész, akkor az egy csiicsbél indulé harom oldal-vektor
koordindtéi is egész szamok. A térfogat megegyezik az ezekbdl készitett vegyesszorzat
értékével, ami nem més mint egy 3 x 3-as determindns. Jelen esetben a matrix minden

eleme egész szam, ezért a determindns értéke is az.

. Szorozzuk Gssze a kovetkezé méatrixokat minden lehetséges parositasban.

1 2
1 0 0 1 11 1 0 0 0 5 3 1 2 3
0 1/ \1t o/ \1 1/ \o o)  \o 1)’ "\2 3 4/
3 4
Megoldéas: Nem.
. Mennyi a determindnsa az aldbbi métrixoknak?
1 0 0 1 0
0 0 1 1 0 0 0 0
4 6 4], I3 1 0 0 0
7 1 9 5 T 1 z 0
\7/§ 9 11 11 13 1\3/5 y

Megoldéas: Most a kifejtési tételt gyakoroljuk mind a kettd feladatnal.

(a) Elsé sor szerint kifejtve:

0 01 6 4 4 4 4 6
4 6 4/=0- -0- +1- =1-(4-1—-6-7)=—38
1 9 79 71
719
(b) Elsé sor szerint kifejtve:

0 0 0 0 1 0 0 0
1 0 0 o0 V3001 0

1- —0+0-1 +0=
Y701 oz 0 5 ¥T 1 0 Y
V11 W13 W2 y v9 W13 W13 y

. Két kitérd egyenesen mozog egy-egy adott hosszisagu szakasz. Bizonyitsuk be, hogy az
altaluk meghatdrozott tetraéder térfogata nem valtozik ekdzben.

Megoldés: Legyen a A, B és C, D a két szakasz végpontjai a kitéré egyenesen. Legyen
tovdbba u az A-bdl B-be mend, v az A-bél C-be mend és w a C-bdl D-be mend vektor.
Toljuk el a két szakaszt: a kapott 1j pontok A’, B’ és C’, D’. Nyilvén v’ = u és v’ = w.
Mivel AB és A'B’ egy egyenesen vannak, ezért van olyan s valés szdm, hogy az AA’

vektor nem més, mint s - u. Hasonléan, a CC’ vektor t - w valamilyen ¢t valésra.

Ekkor v’, az A’-b8l C’-be mutaté vektor felirhatd, mint v' = v — su+tw. Az elsé (vessz6

nélkili) tetraéder térfogata
1
V= glus (vxw),

mig a vesszOs tatraéder térfogata
!/ 1 !
Vi= 6|u (v x w)|.

Ez utébbit kiszamolva:

Vo= gl xw)]
= é|u-((v—su+tw)><w)|
= %|u-(v><w—su><w), mert w X w =0
= é|u-(v><w)|, mert u és su X w merBlegesek: u - (su X w) = 0.

kapjuk, hogy V' = V.

MASKEPP: Rogzitsiik le AB-t, és mozgassuk C D-t. Ekkor az A cstics és a mdsik egyenes
(az dbran az m egyenes) tdvolsdga nem véltozik. Mivel sem az ADC hdromszog mag-
assiga sem C'D nem véltozik, ezért a teriilete sem. Ahogy az ADC haromszég mozog az
A és m egyenes sikjdban, a B-t6l vett tavolsdga nem valtozik. Node az ABC D tetraéder
térfogata nem maés, mint ez utébbi tavolsag és az ADC hiromszog teriiletének szorzatanak
egyharmada. C'D mozgatdsaval tehat ezen mennyiségek egyike sem valtozik meg, igy a
térfogat sem.

Hasonléan kapjuk, hogy C'D rogzitésével és AB mozgatasdval sem valtozik a térfogat.
Az egyszerre mozgatédst pedig eléallithatjuk dgy, hogy el6szor csak az egyiket, majd csak
a masikat mozgatjuk.
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10.

11.

12.

Igazoljuk, hogy ha egy tetraéder két szemkoztes élparja merdleges egymdsra, akkor a
harmadik is élpar is mer6leges.

Megoldas: Legyen a tetraéder egyik csiicsabdl a tobbibe mutaté harom vektor vi, va
és vs. Ekkor a tobbi élhez tartozd vektorok ezekbdl kifejezhetéek: vi — va, va — v3 és
vs —v1. A feltétel szerint két szemkozti parhoz tartozé vektorok merélegesek, vagyis a

skaldaris szorzatuk nulla:
vi-(v2—wv3) = 0
v2-(v3—v1) = 0.

A mésodikbdl az els6t levonva kapjuk a vs - (v1 — v2) = 0 azonossdgot, amit bizonyitani
kellett.

Tetsz6leges valos t és pozitiv egész k szamra szamoljuk ki az aldbbi matrixot:
k
1t
0o 2 /)

Megoldas: Elészor nézziik meg az elsé par hatvanyt, és prébaljunk megsejteni valamit

(amit utdna megprébdlunk bizonyitani).

FRERTRE

Ebbdl a szabdlyossig, amit sejtiink:

1t ki 1 (28 -1t
o 2/ \o 2k

Ezt indukciéval le is vezetjik. Az indukcié elsé 1épését épp az el6bb csindltuk meg.

Tegyiik fel, hogy k-ig tudjuk, és nézziik k + 1-re:
1t Lo@ =1\ (1 @ -1t+2%) (1
0 2 0 2k —\o 2.2k ~\o

Mutassuk meg, hogy tetszéleges szigoru felsé haromszogmatrixnak valamelyik pozitiv

(2k 1 — 1)t>

2k+1

egész kitevGs hatvanya nullméatrix.

Megoldas: Egy szigoru fels6haromszog matrix ilyen:

0 * ... *
0 0 * ok
T —
o 0 ... 0

Amikor ezt hatvanyozzuk, akkor a f6atl6 feletti, f6atléval ” pdrhuzamos” &tlék koziil egyre

tobb nullazédik ki. frjunk fel par hatvényt!

13.

14.

Adjuk meg az 6sszes olyan B matrixot, amire az
1 0

A=
10

Megoldas: Mivel 6ssze tudjuk szorozni mindkét irdnybdl a két matrixot, kapjuk, hogy B

matrix esetén AB = BA teljestl.

is 2 X 2-es. Vegyiink egy altalanos B matrixot: B = (a Z) , és 1rjuk fel a két szorzatot:
c
AB — 1 0 a b _ (@ b 1 0 _BA
-1 0 c d c d -1 0

1 0 a b a b , a b 1 0 a—b 0

-1 0 c d —a —b c d -1 0 c—d 0
a b\ [(a—-b 0
—a —b) \e—d 0

Ebbdl kapjuk, hogy b = 0 és ¢ — d = —a, tehat az ilyen alaki matrixok lesznek jok:
d—c 0
c d]’

A 100 x 100-as matrix féatléjaban és a szazadik sordban mindenhol 1-es &ll, az Osszes
tobbi eleme 0. Hatdrozzuk meg A'0-t.

Megoldés: Az egyik megoldés, hogy észrevessziik, hogy a hatvanyozds sordn a f6atléban

Tehat

mindig 1-esek maradnak, mig az utolé sor mindig né 1-el. Ebbdl kapjuk, hogy a 100-
ik hatvény f64tléjaban 1-esek vannak, mig utolsé sordban végig 100 (kivéve a legutolsé

elemet, ami 1-es, mert f64tléban van).

Kicsit szisztematikusabban a kovetkez6 megfigyeléseket tehetjiik: Legyen [ az
egységmatrix, X az a matrix, aminek utolsé sora csupa 1-es, az utolsé elem kivételével
(a tobbi nulla), és Y az a métrix, aminek minden eleme nulla, kivéve a legutolsét, ami 1.
Széval az X + Y métrixnak az utolsé sora csupa 1. Vildgos, hogy A =1+ X + Y. Dis-
ztributivitds miatt A2 = AT+ X +Y) = AT+ AX +AY. Viszont az I, X illetve Y-al valé
szorzast konnyi megérteni: Ha Z tetszbleges, akkor ZI = Z. ZX az a matrix, aminek
minden eleme nulla, kivéve a legutolsé sorban, ahol a Z matrix megfelel6 oszlopaiban
all6 elemek Osszege lesz. Az utolsd sor utolsé oszlopdban is nulla van. ZY pedig a csupa
nulla, kivéve a legutolsé elemet (utolsé sor, utolsé oszlop), ami a Z-beli utolsé oszlop
elemeinek Gsszege. Ebbél, ha mér meg van A, akkor A* - A = A*(I + X + Y)-t konnyfi

kiszamolni.
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15.

16.

17.

Legyen A egy n X n-es métrix, és z,y € R" kiillénbozé vektorok. Bizonyitsd be, hogy ha
Az = Ay, akkor det A = 0.

Megoldds: Az Ax = Ay ekvivalens azzal, hogy A(x — y) = 0. De mivel = és y
kiilonbozbek, ezért © — y # 0. Van tehdt egy olyan nemnulla vektor, amit A a 0-ba visz.
Egyszertibb jelolés kedvéért legyen z = x — y. Tehat Az = 0. A szorzéds definiciéjabdl ez
azt jelenti, hogy az A barmely sordnak és z-nek a skaldris szorzata 0, azaz z meréleges
az A Osszes sorara. Madasképp fogalmazva: az A sorai nem az egész teret feszitik ki,
hanem csak egy legfeljebb n — 1 alteret (egy hipersikot, aminek normadlisa z). De akkor
linearisan Gsszefiiggdek is, ezért a determinédns nulla. Azt is mondhattuk volna, hogy ha
z =x —y # 0, akkor az Az = 0 egyenletrendszernek nem lenne egyértelmii megoldésa.

Ez megint ekvivalens azzal, hogy det A = 0.

MASKEPP: Ha nem lenne nulla a determinéns, akkor létezne inverzmatrix. Ezzel

beszorozva mindkét oldalt, kapnank, hogy

Ar = Ay
A Az = A'Ay
Iz = Iy

ahol I a megfeleld6 méretii egységmatrix. Nade, ez utébbi egyenlGség csak tgy lehet, ha

x =y, ami ellentmondés. A determindns tehat nulla.

Melyek igazak az aldbbiak koziil egy négyzetes A métrixra?

(a) Ha van olyan k > 1 egész szdm, amire A* = 0, akkor det A = 0.

(b) Ha det A = 0, akkor van olyan k > 1 egész szam, amelyre A* = 0.

Megoldas: (a) Ha AF = 0, akkor det(A4*) = 0. A determindnsok szorzéstételébil:
det(A*) = (det(A))k = 0. De valds szdmok egy szorzata csak akkor nulla, ha valamelyik
tag is nulla, azaz det(A) = 0.

Amig a szorzéstételt nem tanuljuk: Ha A* = 0, akkor az A¥z = 0 egyenletrendszernek
nincs egyértelmii megolddsa. Bevezetve az y = A* 'z jelolést, azt kapjuk, hogy az

Ay = 0 egyenletrendszernek nincs egyértelmli megolddsa. Tanultuk, hogy ez ekvivalens

()

métrixra teljesiil, hogy det(A) = 0, de barmelyik hatvanysra: A* = A # 0.

azzal, hogy A determindnsa nulla.

(b) Ez nem igaz. Példaul az

Melyek igazak az alabbiak koziil?
(a) Ha az Az = b egyenletrendszer megoldhaté, akkor az Alb kibSvitett métrix oszlopai
Osszefiiggbek.

(b) Ha az A|b kib&vitett métrix oszlopai Osszefiiggbek, akkor az Ax = b egyenletrendszer

megoldhaté.
(c) Ha az A madtrix oszlopai linedrisan fliggetlenek, akkor az Az = b egyenletrendszer
megoldhaté.
(d) Ha az A métrix sorai linedrisan fiiggetlenek, akkor az Az = b egyenletrendszer
megoldhato.

(e) Ha az Az = b egyenletrendszernek pontosan egy megolddsa van, akkor A oszlopai
fliggetlenek.
Megoldéds: Mindegyik kellett, hogy legyen az eléadédson!
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1. Hatdrozd meg az aldbbi egyenletbdl az X ismeretlen métrixot. 16. Legyenek A € R™*™ és B € R™*". Bizonyitsuk be, hogy ha m < n, akkor az AB métrix
szinguldris.
2 1 X 12\ (5 12
3 2 2 5/ \8 19/’ 17. Igazoljuk, hogy minden matrix kib&vithetd egy sorral és egy oszloppal gy, hogy a
kibovitett matrix rangja nagyobb legyen, mint az eredetié. Mutassunk példat arra, hogy
2. Melyek igazak az alabbi &llitdsok koziil? ehhez nem mindig elegend6 az egy sorral boités.
(a) Ha A-nak és B-nek létezik inverze, akkor AB-nek is.
(b) Ha AB-nek létezik inverze, akkor A-nak és B-nek is. 18. Bizonyitsuk be, hogy ha a 13 x 3-as, invertdlhaté matrix minden eleme 3-mal osztva 1
(c) Ha A + B-nek és A — B-nek létezik inverze, akkor A2 — B2 nek is. maradékot ad, akkor az A™" matrix elemei kézott van olyan, ami nem egész.
(d) Ha A-nak és B-nek létezik inverze, akkor A + B-nek is. 19. Bizonyitsuk be, hogy ha az A n X n-es invertdlhaté méatrix minden eleme péaros, akkor az
1 s . , .
3. Legyen A, B € R"*" A invertalhat6 és AB = 0. Igazoljuk, hogy ekkor B = 0. A”" métrixnak legalabb n eleme nem egész.
4. Bizonyitsuk be, hogy ha A, B € R™*" felcserélheté és invertalhaté matrixok, akkor 20. Bizonyitsuk be, hogy egy maétrix egy elemét megvéltoztatva a rang legfeljebb 1-gyel
valtozik.
AT =B'AT'B. . L .
21. Szamitsuk ki az aldbbi mdtrixok inverzeit (ha van nekik)!
5. Egy A € R™™ ™ métrix nullosztd, ha van olyan B # 0 n X n-es matrix, melyre AB = 0. 3 2 1 0 0 1
Igaz-e, hogy ha A nulloszt6, akkor det(A) = 07 Es ha det(A) = 0, akkor nulloszt6? 2 1 1 , 0 1 0
1 0 0 1 1 1
6. Legyen A € R™ ™ minden sordban az elemek Gsszege 0. Bizonyitsuk be, hogy A (bal
oldali) nullosztd, és adjunk meg olyan B # 0 métrixot, melyre AB = 0. 22. Hatédrozzuk meg minden z értékre az aldbbi métrix rangjat.
7. Az A és B azonos méretii invertdlhaté négyzetes matrixokra, valamint a veliikk azonos 1 2 -1
méreti E egységmatrixra A2 = F és ABA™ = B3. Bizonyitsuk be, hogy B® = E. 01 3
2 3 =z
8. Tegyiik fel, hogy A € R"*™re A2 + A+ E = 0 teljesiil. Igazoljuk, hogy A invertalhaté
PR 42010
és széamoljuk ki A7 -et. 23. Hatarozzuk meg az aldbbi matrixok sor- oszlop- és determindnsrangjit, és ha van az
9. Bizonyitsuk be, hogy ha az A métrix minden eleme 0, 1 vagy —1, és minden sorban inverzitket.
ugyanannyi 1-es van, mint ahdny —1-es, akkor A nem invertalhatd. 1 4 9 16
3 1 15 2 7 1 2 5 4 9 16 25
10. Hatdrozzuk meg az A € R™"*™-es matrixot, ha tudjuk, hogy A% = F és det(A — E) # 0. 6 2 10, 8 5 6|, 3 3 4], 9 16 25 36
-9 -3 15 10 1 -9 7 9 6
11. Igaz-e, hogy ha A, B,C € R™*" és A+ 0, AB = AC, akkor B = C? 1625 36 49
12. Hany k X k-as aldetermindns taldlhaté egy n x m-es matrixban? 24. A c valés paraméter milyen értékére lesz az aldbbi métrix rangja minimélis? Es a deter-
minansa?
13. Tegyiik fel, hogy A € R™*"-re A> = 0. Lehet-e r(A) = n? 3 6 -3 1
. . . P LA s o 6 18 -3 —4
14. Bizonyitsuk be, hogy tetszlleges, egymaéssal dsszeszorozhaté A és B matrixra 5 6 3 5
c c
r(AB) <r(A),r(B). 0 2 & 2
15. Bizonyitsuk be, hogy A, B € R"*™ matrixokra r(A + B) < r(A) + r(B).
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1. Hatdrozd meg az alabbi egyenletbdl az X ismeretlen matrixot.

G0

Megoldas: Kiszamoljuk a bal oldalt 4116 két szélsé matrix inverzét, majd beszorzunk az

elsovel balrdl, a masodikkal jobbrdl.

) -G = () -G

Ezért az egyenlet igy alakul:

\V]

2. Melyek igazak az alabbi allitasok koziil?
(a) Ha A-nak és B-nek létezik inverze, akkor AB-nek is.
(b) Ha AB-nek létezik inverze, akkor A-nak és B-nek is.
(c) Ha A + B-nek és A — B-nek létezik inverze, akkor A? — B2-nek is.
(d) Ha A-nak és B-nek létezik inverze, akkor A + B-nek is.
Megoldas: (a) Ez igaz:

(ABYB'A™' = A(BB ™ )A ' = AEA ' = AA™' = E,

azaz (AB)71 =B tA"L.

(b) Az inverz létezésének determindnsos jellemzésébdl tudjuk, hogy egy métrix pontosan
akkor invertdlhatd, ha a determindnsa nem nulla. A determindnsok szorzéastételébol pedig
azt, hogy det(AB) = det(A) det(B). Mivel AB-nek van inverze, ezért det(AB) # 0, de
akkor det(A) # 0 és det(B) # 0, azaz mind A, mind B invertalhat6. Vigydzat! Azért itt
volt egy kis csalds: az eléfordulhat, hogy az AB métrix négyzetes, habar sem A, sem B
nem az. Tehdt a fenti gondolatmenet csak akkor igaz, ha a determindnsok szorzédstételét
tudjuk haszndlni, azaz, ha teljesiilnek annak feltételei. Vagyis az kell, hogy mind det(A),

mind det(B) létezzen, azaz ezek azonos méretil négyzetes matrixok legyenek

(c) Sajnos a métrixok korében nem igaz, hogy (A + B)(A — B) = A2 — B?  mert nem
feltétleniil teljestil, hogy AB = BA. Tulajdonképpen ez az oka, hogy az allitds nem igaz.

Ellenpéldaként:
1 1
A= , B = 01 .
1 1 0 0

(d) Ez sem igaz, példdul A = E, B = —F esetén. Amigy ez mir az 1 X 1-es métrixokra

sem teljesiil.

3. Legyen A, B € R™*", A invertdlhat6 és AB = 0. Igazoljuk, hogy ekkor B = 0.
Megoldés: Mivel A invertalhatd, szorozzuk be az egyenléséget balrél A~ -el:
AB = 0

AT'AB = 0

EB = 0

B =0

4. Bizonyitsuk be, hogy ha A, B € R™*" felcserélhetd és invertdlhaté matrixok, akkor

A t=B"tA"B.

Megoldas:
A" = B7'A'B /-B7!
A7'B™Y = B'A™'BB7! / B'A™! = (AB)™!
(BA)™ = (AB)™ / (AB)
(BA)Y(AB) = (AB)"Y(AB)=E / AB = BA
(BA)™Y(AB) = (BA)™Y(BA) =E
E = E

5. Egy A € R™*™ matrix nullosztd, ha van olyan B # 0 n X n-es méatrix, melyre AB = 0.
Igaz-e, hogy ha A nulloszt6, akkor det(A4) = 0? Es ha det(A) = 0, akkor nulloszt6?
Megoldas: Tegyik fel, hogy A nullosztd, és det(A) # 0. Ez utébbi miatt A-nak van
inverze, a nullosztésdg miatt pedig van egy B nem csupa-nulla métrix, amire AB = 0.

Vessiink egy pillantast erre: A™'AB, és szamoljuk ki kétféleképpen. Egyrészt
AT"AB=A""(AB)=A"'0=0,

masrészt

A'AB=(A"'"A)B=EB =B,

azaz B = 0, ami ellentmondds. Tehdt det(A) valéban nulla.
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Ha det(A) = 0, akkor az oszlopaibdl 4llé vektorok linedrisan sszefiiggbek. Jeldljiik az
A oszlopaibdl 4ll6 vektorokat rendre a1, ..., an-el. Vannak tehat olyan nem mind nulla
ait, ..., SzZamok, hogy

oara1 + ... +apan =0.

Legyen B az az n X n-es matrix, melynek els6 oszlopdban az «; szamok vannak, mindenhol

maéshol pedig 0. Ekkor a B méatrix nem csupa-nulla, de AB = 0, azaz A nulloszté.

. Legyen A € R™*™ minden sordban az elemek osszege 0. Bizonyitsuk be, hogy A (bal
oldali) nullosztd, és adjunk meg olyan B # 0 matrixot, melyre AB = 0.

Megoldés: Legyen a az A egyik sora, mint vektor. Ha ezt skaldrisan szorzom a csupa-egy
vektorral, akkor megkapom az A adott sordnak sordsszegét, ami a feladat szerint mindig
nulla. A skaldris szorzas nem maés, mint a megfelel6 oszlopvektorral valé méatrixszorzas.
Ez adja az oteletet, hogy milyen B-t keressiink, ami mutatja, hogy AB = 0: legyen B a
csupa 1-esbél 4ll6 matrix.

. Az A és B azonos méretli invertalhaté négyzetes matrixokra, valamint a veliik azonos
méreti E egységmatrixra A2 = E és ABA™* = B3. Bizonyitsuk be, hogy B® = E.
Megoldas: Mivel B a feltétel szerint invertdlhaté, ezért B® = E pontosan akkor teljesiil,
ha B = B. Tehat elég B°-t meghatdrozni. Ehhez emeljiik kobre az ABA™! = B®
azonossagot:
B = (ABA™')?
(ABA"Y)(ABA ') (ABA™') = AB(A'A)B(A'A)BA™!

= AB°A™!

= A(ABA hHA™!

= A°BA”?

= FEBFE

= B
Itt kihasznsltuk, hogy A2 = E, ami az A? = E-bé&l kévetkezik. Azt kaptuk valéban,
hogy B = B, azaz B® = E.

. Tegyiik fel, hogy A € R"*"-re A> + A+ F = 0 teljesiil. Igazoljuk, hogy A invertdlhaté

és szamoljuk ki A2°10et.

10.

11.

Megoldas: Ha A4+ A+ E = 0, akkor A(—A — E) = E, vagyis A inverze nem més, mint

(—A — E). Most &trendezve az eredeti azonossigot, ezt kapjuk:
A’=-A-E=4A""
Szémoljuk ki A2010-et, Mivel A2 = A™!, ezért AA? = E és igy hdrmaséval csoportositunk:
AP0 = (AA®)(AA?%) .- (AA?).

2010 harommal osztva nulla maradékot ad: 3 - 670 = 2010. Azt kaptuk teh&at, hogy
A2010 — E670 = E.

. Bizonyitsuk be, hogy ha az A métrix minden eleme 0, 1 vagy —1, és minden sorban

ugyanannyi 1-es van, mint ahdny —1-es, akkor A nem invertalhatd.
Megoldas: A feltételek miatt az A métrix minden sordnak Gsszege 0. Legyen B az a
matrix, aminek els6 oszlopa csupa 1-es, és ezt leszamitva az egységmatrix. Ekkor az AB

szorzat elsé oszlopa csupa nulla, hisz oda a sorok Osszegei keriilnek.

Ha A invertalhatd, akkor det(A) # 0. Vildgos, hogy det(B) = 1, hiszen hdromszogmatrix,
és det(AB) = 0, mert van csupa nulla oszlopa. A determindnsok szorzéstétele miatt
det(AB) = det(A)det(B) lenne, ami lehetetlen.

vertalhato.

Ezért det(A) = 0, vagyis nem in-

Hatdrozzuk meg az A € R™*™-es métrixot, ha tudjuk, hogy A? = E és det(A — E) # 0.
Megoldas: Az elsé feltétel miatt A(A—E) = —(A— E). A mésodik feltétel miatt A— F

invertalhaté. Beszorozva az inverzével, kapjuk, hogy A = —F.

Igaz-e, hogy ha A, B,C € R"*" és A # 0, AB = AC, akkor B = C?
Megoldds: Ha A invertalhatd, akkor persze igaz. Viszont az A # 0 feltétel még nem
elég ahhoz, hogy invertalhaté legyen. Itt egy ellenpélda: ha

A:<1 0>’ —
10

akkor

Ebbdl kapjuk, hogy példaul az

A 1 1 . B= 1 1
65 81 17 124

j6 lesz.
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12.

13.

14.

Héany k x k-as aldeterminéns taldlhaté egy n X m-es métrixban?

Megoldéas: Minden k X k-as aldeterminans gy keletkezik, hogy kivalasztok valahogy k
sort és k oszlopot, és nézem a keresztez6désiikbol kapott négyzetes matrix determindnsat.
Vagyis azt kell eldonteni, hogy hanyféleképpen tudok kivalasztani n sorbdl és m oszlopbdl

k sort illetve oszlopot. Ez pont (Z) (’:)

Tegyiik fel, hogy A € R™*"-re A> = 0. Lehet-¢ r(A) = n?
Megoldds: A determindnsok szorzdstételébél 0 = det(A?) = det(A)? és fgy det(A) = 0.
De akkor nem lehet a rangja n.

Bizonyitsuk be, hogy tetsz6leges, egymadssal dsszeszorozhaté A és B matrixra

r(AB) < r(A),r(B).

Megoldas: Legyen A € R™** és B € R**! (és akkor persze AB € R™*!). Elészér megmu-
tatjuk, hogy r(AB) < r(A). Egy métrix rangja megegyezik az oszlopaibdl kivalaszthaté
maximalis linedrisan fliggetlen oszlopok szaméval. Persze m darab linedrisan fliggetlen
vektor egy m dimenzids teret feszit ki, ezért a rang nem més, mint az oszlopok &ltal
generdlt vektortér dimenzidja. Legyenek az A métrix oszlopai aq, ...
,bi. Ekkor tehat

,ak, a B oszlopai
pedig b1, ...

r(A) = dim ((al, .. .,ak>).

Nézziik most az AB szorzat oszlopait. Ezek nem maésok, mint az a1, ..., ar vektorok egy-
egy linedris kombindciéi, a B megfelel¢ oszlopaival: az AB matrix i-ik oszlopa egyenl6
a

biiar + bojas + ...+ briak

vektorral. Node r(AB) megegyezik az AB oszlopai altal generdlt tér dimenzidjaval. Most
De

persze egy-egy linedris kombindcié benne marad a generalt térben, ezért az AB oszlopai

l4ttuk, hogy ezen generdtorvektorok mind az A oszlopainak linedris kombindcidi.

altal generdlt tér altere az A oszlopai altal generalt térnek. Akkor viszont a dimenzidja

kisebb-egyenld.

Ha az r(AB) < r(B) egyenlStlenséget akarjuk bizonyitani, hasonléan jarhatunk el: az

AB sorai megegyeznek a B sorainak valamely (A sorai szerinti) linedris kombindcidval,

ezért a kifeszitett tér dimenzidja megint kisebb-egyenlo.

15.

16.

17.

Bizonyitsuk be, hogy A, B € R"*™ matrixokra (A + B) < r(A) + r(B).
,bm. Ekkor A+ B
,am + bm. Nyilvan az A + B oszlopai altal generalt tér altere az A és

Megoldés: Legyenek az A oszlopai ai,...,am és B oszlopai b1, ...
oszlopai a1 + b1, ...

B oszlopai altal generdlt térnek:

V1:<a1+b1,...,am+bm> S<a1,...,am,b1,...

De akkor a dimenzié is legfeljebb akkora. Az vildgos, hogy dim(Vi) = r(A + B), de

mi koze van dim(Va)-nek r(A) + r(B)-hez? Az a;-k kozott van r(A) darab linedrisan
fiiggetlen vektor, a b;-k kozott pedig r(B) darab. Akkor ezek kozott egytitt legfeljebb
r(A) + r(B) darab linedrisan fiiggetlen lehet. Vagyis azt kaptuk, hogy

r(A+ B) = dim(V1) < dim(V2) < r(A) + r(B).
Szigoru egyenlStlenség eléfordulhat, példdul: E = A = —B esetén.

Legyenek A € R"*™ és B € R™*". Bizonyitsuk be, hogy ha m < n, akkor az AB matrix

szinguldris.
Megoldas: Mivel A € R"™ ™, ezért rangja legfeljebb min{n,m} = m lehet.
Hasonléan, B rangja is legfeljebb m lehet. Viszont AB egy n X n-es matrix:
B
A AB

Ezért, ha a determindnsa nem lenne 0, akkor a rangja n kellene, hogy legyen. Viszont
r(AB) < min{r(A),r(B)} = m, ezért legfeljebb m lehet a rangja, de m < n.

Igazoljuk, hogy minden maétrix kibOvitheté egy sorral és egy oszloppal dgy, hogy a
kibovitett matrix rangja nagyobb legyen, mint az eredetié. Mutassunk példat arra, hogy
ehhez nem mindig elegendd az egy sorral boités.

Megoldéds: Legyen A az eredeti matrix, és vegylink hozza elsé sorként és utolsé os-
zlopként csupa nulldkat, kivéve a jobb fels6 elemet, ami legyen 1. Vildgos, hogy az igy
kapott matrixban az utolsé oszlop nem 4all el6 a t6bbi oszlop linearis kombinécidjaként,
ezért a kapott méatrixbdl eggyel tobb fiiggetlen oszlop valaszthaté ki, mint az eredetibdl.

A rang tehat nétt eggyel.
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Példa arra, hogy egyetlen sor hozzaivétele nem mindig elegendd: tekintsiik az n X n-es
egységmatrixot. Ehhez akarhogy is vesziink hozzd még egy sort, a rang nem néhet, hisz

teljes rangui volt mar eleve is.

18. Bizonyitsuk be, hogy ha a 3 x 3-as, invertdlhaté méatrix minden eleme 3-mal osztva 1
maradékot ad, akkor az A~!
Megoldaés:

hiszen a determindns definiciéjdban minden szorzat és ezért minden Gsszeg (kiilonbség)

matrix elemei koz6tt van olyan, ami nem egész.
Ha egy matrix minden eleme egész szam, akkor a determindnsa is egész,
egész szam:

2 (-

™

D' @i

Ezért det(A) egy egész szdm. Tudjuk, hogy

= egész t egész £ ... £ egész = egész.

1
det(A)’

igy elég lenne bebizonyl’tani hogy det(A4) # 1.

s e

det(A™1) =

Megint nézziink ra a determindns

tag 1-et ad maradekul harommal osztva. Akkor viszont a szorzatuk is 1-et ad maradekul.
Ezért felvaltva adok Ossze olyan szamokat, amik 1-et adnak maradékul. Mivel a matrix

3 x 3-as, ezért 3! = 6 bastyaelhelyezés van. A determindns modulo 3 ezért igy néz ki:
1-1+1-1+1-1=0,

azaz oszthatd lesz 3-al. De 1 nem oszthaté hdrommal, ezért det(A) nem lehet 1. Azt

kaptuk tehét, hogy det(A™!) tényleg tort, és ezért nem lehet A~ minden eleme egész.

19. Bizonyitsuk be, hogy ha az A n X n-es invertdlhaté méatrix minden eleme péaros, akkor az
A~! métrixnak legaldbb n eleme nem egész.
Megoldas: Legyenek az A métrix elemei a;; és A™" elemei b;;.

dolatban A-t A~

keletkeztek. Ezeket gy kaptuk, hogy az A i-ik sordt skaldrisan szoroztuk az A~*

Szorozzuk Ossze gon-
Lel, és nézziik a kapott egységmétrix f64tlébeli elemeit, hogy hogyan
i-ik
oszlopaval, vagyis minden i-re

i aijbji =1.
j=1

Itt az a;; szamok a feltétel miatt mind pérosak. Ha a bj; szdmok mind egész szadmok
lennének, akkor az egész Osszeg is paros lenne, ami lehetetlen, mivel 1 pdratlan. Vagyis

azt kaptuk, hogy az i-ik sorban legalabb az egyik b;; nem egész. Ez igaz minden i-re,

vagyis az A~ minden oszlopdban van legaldbb egy tort szam. Osszesen pedig n oszlop
van.
Megjegyzés: ha az A~'A szorzatot néztilk volna, akkor azt kaptuk volna, hogy A~!

minden sordban van tort. Ezért az igazsig az, hogy A~! minden sorgban és minden

oszlopaban van legalabb egy tort.

20. Bizonyitsuk be, hogy egy maétrix egy elemét megvéltoztatva a rang legfeljebb 1-gyel
valtozik.
Megoldéds: A rangot meg tudjuk hatdrozni Gauss-elimindciéval: az elimindcié utan a
vezéregyesek szdma megegyezik a ranggal. Ha a matrixban egy elemet megvaltoztatunk,
akkor az elimindcié sordan az annyit tud valtoztatni, hogy az adott oszlopban vagy
keletkezik egy ujabb vezéregyes, vagy eltiinik egy mar meglévé (persze az is lehet, hogy
nem véltoztat semmin). Az els6 esetben 1-el csokken a rang, a mésodikban 1-el nd, a

harmadikban pedig nem véltozik.
21. Szdmitsuk ki az aldbbi matrixok inverzeit (ha van nekik)!
-1

3 0 0 1
2 1 ) 0 1 0
1 1 1 1

S = N

Megoldas:
akkor a (A|E) métrixot addig elimindljuk, amig (E|B) alaki nem lesz.
akkor B = A7 1,

valamivel ”kevesebb”.

Gauss-elimindciéval: Ha az A métrix inverzét szeretnénk meghatdrozni,
Ha ez sikeriil,
ha nem, akkor a vonal bal oldalan nem az egységmatrix lesz, hanem
Ilyenkor a maétrix nem invertdlhaté. De a métrix rangja ki-

olvashaté: a vezéregyesek szaméval egyenlé.

(a)

3 2 -1]1 0o o 1
1 10 2 o1 0 |-
1 0 00 3 2 -1[1 0 0
0 0o 0 0 0 1
0 1 110 — 1jo 1 2 |-
0 2 -1]1 0 3|1 2 1
0o oo o o oo o 1
1o 1 2 |- o 4+ & F
0 3 5 3 3 5 3
(b)
0 0 1 0 0 1 1 10 0 1
0 1 0 0o |—=] o0 1 o1 0 |-
11 0 0 00 1|1 0 0
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22. Hatérozzuk meg minden z értékre az aldbbi matrix rangjat. 3 6 -3 1 3 6 -3 1
2 1 —2 2 1 -2
12 -1 3 =3(c+1) =.
01 3 3(c+1) (c+1)(c—1) 3 (c—1)
9 3 (c+1)(c—1) 2(c+1) (e—1) 2
3 6 =3 1
Megoldéas: A bal fels6 2 x 2-es részmétrix determindnsa = értékétdl fiiggetleniil sosem 9 1 9
nulla, ezért a rang mindig legaldbb 2. Harom akkor tud lenni a rang, ha a matrix 3(c+ 1)2 3 ( 1)
c—
determindnsa nem nulla. Elimindciéval ezt kapjuk: 9 1 )2
_1l(e_
3
1 2 -1 1 2 —1 1 2 —1
01 3|~lo0 1 3 ~lo 1 3 Ez utébbi alakbdl latszik, hogy a rang mindig legalabb hdrom, és akkor nem négy, ha a
9 3 4 0 -1 242 0 0 =45 determinans nulla. A determinans kétféleképpen lehet nulla: c+1 = 0 vagy 2— %(0—1)2 =

0. A lehetséges értékek tehat
Ha x # —5, akkor a rang 3, egyébként 2.

[ P . . e c=—1 vagy c=+V6+1.
23. Hatarozzuk meg az aldbbi matrixok sor- oszlop- és determinansrangjat, és ha van az

inverziiket.
1 4 9 16
3 1 15 2 3 7 1 2 5
4 9 16 25
6 2 101, 8 5 6 |, 8 3 4],
9 16 25 36
-9 -3 15 10 1 -9 7 9 6

16 25 36 49

Megoldas: (a) determindns = 0; rang = 2; nincs inverz.
(b) determindns = 0; rang = 2; nincs inverz.
(c) determindns = 197; rang = 3; inverz:

—-18 33 -7

—-20 —-29 36
51 5 -13

L
197

(d) determindns = 0; rang = 3; nincs inverz.

24. A c valés paraméter milyen értékére lesz az aldbbi métrix rangja minimélis? Es a deter-

minansa?
3 6 -3 1
6 18 -3 —4
3 6 3¢ ¢
0 2 & 2

Megoldés: A bal fels6 2 x 2-es részmatrix determindnsa nem nulla, ezért a matrix rangja
legaldbb kett6. Kezdjiik el eliminalni:

3 6 -3 1 3 6 -3 1 3 6 -3 1

6 18 -3 —4| 6 3 -6 | 5 2 1 -2 |
3 6 3¢ & 0 3¢+3 -1 3c+3 -1

0 2 & 2 2 & 2c -1 2c+2
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1. Linedris-e az az A : R? — R? leképezés, amelyre tetszbleges (u, v) vektor képe a kovetkezé:

(a) A((ua U)) = (_uv 21})
(c) A((u, v)) = (4, 3u)

. Egy A : R? — R? linesris transzformécié az (1,2) vektorhoz a (6,7) vektort, a (—1,2)
vektorhoz pedig a (8,9) vektort rendeli. Mit rendel A az (5, 6) vektorhoz?

(b) A((u, v)) = (uv,v)
(d) .A((u7 v)) = (u+wv,0)

. Linedris leképezések-e az aldbbi fiiggvények?

(a) f,g :R—=R, f(z) =5z, g(z)=5+u=z.

(b) f,g:R*> =R, f((a,b)) =a+b, g((a,b))=a-b.

(¢) Konvergens sorozatokhoz hozzérendeljiik a hatdrértékiiket.
(d) f:R?* = R, f(v) = u- v ahol u tetsz8leges rogzitett vektor.
(e) f:R® = R3 f(v) =u x v ahol u tetszSleges rogzitett vektor.
(f) det : R™*™ — R.

. Linedrisak-e a haromdimenzids tér aldbbi leképezései? Ha igen, irjuk fel a matrixukat
a szokdsos béazisban, illetve hatdrozzuk meg a képteriiket és magteriiket, valamint ezek
dimenzidjat is.

(a) az identitds-transzformacio, (b) a zérus-transzformacio,
(c) a z tengely koriili 90 fokos elforgatds, (d) az y tengely koriili a sz6gli elforgatds,

(e) az = tengelyre vald vetités, (f) az y = z sikra vald vetités.

. A sikon a B ={(2,0),(0,2)} és a C' = {(1,1),(0,1)} vektorrendszerek bdzis alkotnak.
(a) Ird fel a szokésos bézisban megadott (2,4) vektort mindkét bézisban.

(b) Legyen A az a transzformdcié, ami az egyik bézist a mdsikba viszi (a megfeleld
sorrendben). ird fel [A] 5 o-t.

(c) Mi lesz a (2,4) vektor képe A szerint? Es A~! szerint?

. Milyen leképezésekhez tartoznak az aldbbi métrixok (a szokdsos bézisban felirva)?

I T Y T GO I G I G I G i

. Szamolés nélkiil ldsd be, hogy

k
cosp —sing\  (cos(kyp)
sing  cosy ~ \ sin(ky)

. Legyen A : V — W linedris leképezés. Melyek igazak az alabbi allitasok koziil?

— sin(kcp))

cos(ky)

(a) Ha (v1,...,vn) =V akkor (A(v1),..., A(vn)) = W.

(b) Ha (v1,...,vn) =V akkor (A(v1),..., A(vs)) = Im(A).

(c) Ha (A(v1),..., A(vn)) = Im(A) akkor (v1,...,vn) =V.

(d) Ha {v1,...,v,} fiiggetlen V-ben, akkor {A(v1),..., A(v,)} is fiiggetlen W-ben.

(e) Ha {A(v1),..., A(vn)} fiiggetlen W-ben, akkor {v1,...,vn} is fiiggetlen V-ben.

9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

A legfeljebb harmadfoki polinomok vektorterében mi lesz a derivalds, mint linearis

leképezés matrixa? Mennyi a rangja?

Adjuk meg Im(A) és Ker(A) egy-egy bdzisit, ha az A linedris leképezés A métrixa (a

szokdsos bdzisban felirva) a kovetkezd:

1 1 1
1 2 1
3 4 3

[ R

Legyen V = R? a sikvektorok szokésos vektortere és legyen A : V — V egy linedris

(1)
(L)

3
Hatdrozzunk meg x és y értékét, ha tudjuk, hogy <1> € Ker(A).

transzformécié. Az A madtrixa a by =

( 11> vektorokbdl 4llé bazisban

felirva az alabbi:

Igazoljuk, hogy barmely A linedris leképezésre pontosan akkor lesz A(u) =
u—v € Ker(A).

A(v), ha

Az A linedris transzforméciéra Im(.A) C Ker(A). Bizonyitsd be, hogy A? = 0.

A V vektortérnek legyen W egy altere. Adjunk példat olyan linearis transzformaéciéra,

melynek W a képtere, és olyanra is, melynek W a magtere.

Mely valés vektortereknek létezik olyan linedris transzforméciéja, melynek kép- és

magtere egybeesik?

Legyen A : U — V linedris leképezés és A egy tetszOleges bdzisban felirt matrixa. Igazold,
hogy r(A) = dim Im(A).

Tegyiik fel, hogy A?°!® = id valamely linedris transzformaciéra. Mennyi A métrixdnak

rangja?

Linedrisak-e a kovetkezd A : C(R) — C(R) leképezések, ahol C'(R) a folytonos valds

fliggvények vektortere.

(@) A(f(2)) = f(2)? (b) A(f(2)) = f(2?),
(c) A(f(2)) = f(22) (d) A(f(2)) = f(z) + f(-2).
Legyen A linedris transzformécié egy 2010 dimenziés V' vektortéren és legyen A az A

valamely bdzisban felirt métrixa. Bizonyitsuk be, hogy ha dimIm(.A4) = 2000, akkor
det(A4) = 0.
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1. Linedris-e az az A : R? — R? leképezés, amelyre tetszbleges (u, v) vektor képe a kovetkezé:

(a) .A((u, v)) = (—u,2v) (b) A((u7 v)) = (uv,v)
(c) A((u, U)) = (4, 3u) (d) .A((u7 U)) = (u+v,0)
Megoldas:

(a) Linedris: A(A(u,v)) = (—Au, 22v) = A(—u, 2v) = AA((u, v)), valamint

A((uo +u1,v0 +v1)) = (= (uo + u1),2(vo + v1))
(—UQ, 21}0) =+ (—ul, 21}1) = A((UO,Uo)) + A((ul,vl)).

(b) Nem linedris: A((Au, Av)) = (Audv, Av) # A(uv,v) = AA((u,v)).
(c) Nem linedris: A((Au, Av)) = (4,3Au) # A(4, 3u) = AA((u,v)).
(d) Linedris: A((Au, M) = (Au+ Av,0) = A(u + v,0) = AA((u,v)), és

A((uwo +ur,vo +v1)) = ((wo +u1) + (vo +v1),0)
= (uo +v0,0) + (w1 + v1,0) = A((uo,v0)) + A((u1,v1)).

2. Egy A : R?* — R? linedris transzformicié az (1,2) vektorhoz a (6,7) vektort, a (—1,2)
vektorhoz pedig a (8,9) vektort rendeli. Mit rendel A az (5, 6) vektorhoz?

Megoldas: Legyen
1 —
a= , b= 1 , c= o .
2 2 6

Az A(a) és A(b) értékeket ismerjiik. Kifejezziik c-t az a és b egy linedris kombindcidjaként:
c= aa+ pb,
és ebbél az A linearitdsat felhaszndlva

A(c) = A(aa + b) = aA(a) + BA(D).

Mivel a két vektor Osszege és kiilonbsége jol kezelhetd, most a linedris egyenletrendszer

megoldésa helyett (amivel kiszdmolndnk a-t és S-t) tritkkoziink.
0 A [6 8 14
+b = — + =
2\ a4 (6 8 -2
— — =
0 7 9 -2

S
I
SH
I

Akkor viszont

Innen pedig

)=o) ()= (3) = 0]

16
<19> = A(c).

. Linedris leképezések-e az alabbi fiiggvények?

(a) f,g:R—=R, f(x) =5z, g(z)=5+=.

(b) f,g:R* >R, f((a,b)) =a+b, g((a,b))=a-b.

(c) Konvergens sorozatokhoz hozzarendeljiik a hatarértékiiket.
(d) f:R® = R, f(v) = u-v ahol u tetszdleges rogzitett vektor.
(e) f:R® = R3, f(v) = u x v ahol u tetsz6leges rogzitett vektor.
(f) det : R™" 5 R.

Megoldas:

(a) figen, g nem; (b) figen, g nem; (c)igen; (d) igen; (e) igen; (f) nem.

. Linedrisak-e a haromdimenzids tér aldbbi leképezései? Ha igen, irjuk fel a matrixukat

a szokdsos bazisban, illetve hatdrozzuk meg a képteriiket és magteriiket, valamint ezek
dimenzidjat is.

(a) az identitds-transzformacio, (b) a zérus-transzformécio,
(c) a z tengely kortili 90 fokos elforgatds, (d) az y tengely koriili v szogii elforgatés,
(e) az z tengelyre vald vetités,

Megoldaés:

(f) az y = z sikra vald vetités.

(a) Az id(v) = v transzformdciérdl van sz6, ami kénnyen ldthatéan linedris. Ahhoz,
hogy a matrixot meghatarozzuk, elég megnézni egy béazison a hatdsat. A szokasos bézist
hasznalva:

1 0
lid]- | o] = Cofd =1, o] =
0 1

o O =
—= o O

Ezt tomorebb formdban {gy is frhatndnk: [id]E = E, amibél kovetkezik, hogy [id] = E.
A magtér azon elemek, amiket a nullvektorba visz: ez csak a nulla, mig a képtér az egész

tér lesz.
(b) Linedris, métrixa a csupa nulla matrix, magtere az egész tér, képtere a nulla.

(¢) Linedris, magtere a nulla, képtere az egész tér. Matrixa:
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(d) Mint (c), csak a matrix lesz més.

(e) Linedris, képtere azon vektorokbdl &ll, amiknek = koordindtdja nulla, magtere pedig

azokbdl, amiknek csak az x koordinataja nem nulla. Matrixa:

o O O
o = O
—= o O

(f) Ez is linedris, képtere az y = z sik, magtere az erre a sfkra mer8leges origén dtmend

egyenes.

. A sikon a B ={(2,0),(0,2)} és a C = {(1,1),(0,1)} vektorrendszerek bazis alkotnak.
(a) Ird fel a szokésos bézisban megadott (2,4) vektort mindkét bézisban.

(b) Legyen A az a transzformdcié, ami az egyik bézist a mdsikba viszi (a megfeleld
sorrendben). frd fel [A]p,c-t.

(c) Mi lesz a (2,4) vektor képe A szerint? Es A~! szerint?

Megoldas:

1 0 2
(a) Legyen a szokdsos bézis S = { ( ) , <1> } A (4) definicié szerint ezt jelenti:
0 s
1
2. +4- 0 .
0 1

Ha a B bézisban akarjuk felirni, akkor olyan «, 8 szdmokat keresiink, melyre

(=) )

1
Koénnyen lathaté, hogy a = 1, 8 = 2 megfelel, ezért a vektor koordinatéi: <2> . Ha-
B

2
sonléan eljarva C esetében ezt kapjuk: <2> . Ezek a feladatok mindig egy egyenletrend-

e
szer megoldasdhoz illetve matrix invertaldasahoz vezetnek.

(b) Ezt most kétféleképpen is megoldjuk. Persze a két megolddsi mddszer lényegében
ugyan az. Olyan A matrixot keresiink, amire igaz, hogy

1(0)=0) ()= )

Ezt picit tomorebben felirva:

Mivel bazisbdl csindltuk, vagy akér ki is szamolhatnank, a

2 0
0 2
matrix invertdlhaté. Az inverzzel beszorozva megkapjuk A-t. Most nézziik méasképp is.

1
Az <1> vektor el6dll a B bazis egy linedris kombinaciéjaként, méghozza igy:
1y _1(2), 10
1) 2\o) 2\2)°
0 2 1/(0
=0 + = .
[AlB,c = ( > :

Hasonléan

Ebbdl a matrix:

NI

Ni= O

. Milyen leképezésekhez tartoznak az aldbbi métrixok (a szokdsos bézisban felirva)?

I A I Y T GO I G I O I i

Megoldas: (a) Identitds.

(b) z tengelyre vetités, hiszen

6o ()-C)

(c) zérus transzformdcié ami mindent a 0-ba visz.

(d) Ez pont az egységmétrix A-szorosa, ezért ez egy A-szoros nyujtds.

T T
(e) Itt < ) képe < > lesz, igy ez az x tengelyre vald tiikrozés.
Yy -y

x

(f) Itt < ) képe ( Y ), ezért ez a 90-fokos forgatds, éra mutatd jardsaval megegyezd
y —x

irdnyban.

(g) Ez a ¢ szoggel valé elforgatds.

7. Szamolas nélkiil lasd be, hogy

k
cosep —sing\  [cos(kp) —sin(ky)
sing  cosg ~ \sin(kp)  cos(ky)
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Azt is

tudjuk, hogy két transzformécié kompozicidjahoz (egymads utdn elvégzése) tartozé matrix

Megoldas: A matrixhoz tartozé transzformdcié pont a ¢-vel valé elforgatds.

pont a megfelelé6 métrixok szorzata. Tehat a k-ik hatvany megfelel a ”k-szor ¢” szoggel

val6 forgatasnak.

. Legyen A :V — W linedris leképezés. Melyek igazak az aldbbi allitasok koziil?

(a) Ha (v1,...,vn) =V akkor (A(v1),..., A(vn)) = W.

(b) Ha (v1,...,vn) =V akkor (A(v1),..., A(vs)) = Im(A).

(c) Ha (A(v1), ..., A(vn)) = Im(A) akkor (v1,...,vn) = V.

(d) Ha {v1,...,v,} fiiggetlen V-ben, akkor {A(v1),...,A(vn)} is fiiggetlen W-ben.
(e) Ha {A(v1), ..., A(vn)} fiiggetlen W-ben, akkor {vy,..
Megoldaés:

., Un} is fiiggetlen V-ben.

(a) Hamis. Legyen példdul A az a leképezés, ami mindent a 0-ba visz.

(b) Igaz. Legyen ugyanis w € Im(A). Ekkor w = A(v) valamely v € V-re. Mivel

v1,..., Uy generatorrendszer, vannak olyan \; szamok, hogy
V= AMV1+ Avs + ...+ A\ Un.
De akkor A-t rdereszteve mindkét oldalra, és a linearitast kihaszndlva kapjuk, hogy
w = A A(v1) + A2 A(v2) + ... + A A(Vn),
vagyis w € (A(v1),..., A(vn)). Ezzel beldttuk, hogy
(A(v1), ..., A(vy)) C Im(A).

A forditott tartalmazds nyilvanvald.

(c¢) Hamis.

dimenzidja nagyobb mint n.

Példaul legyen A az a leképezés, ami mindent a 0-ba visz, és legyen V'

(d) Hamis. Megint j6 példdnak a mindent 0-ba vivd leképezés.

(e) Igaz. Tegyiik fel, hogy
Av1 + .. Awvn = 0.

Azt szeretnénk beldtni, hogy ezesetben a A;-k mind nulldk. FEressziik rd A-t mindkét

oldalra. A linearitdst hasznalva ezt kapjuk:
AA(v1) + A A(v2) + ...+ A A(vs) = 0.

De ez csak gy lehet, ha A\; = 0 minden i-re, hiszen a feltétel szerint az A(v;) vektorok
fliggetlenek.

. A legfeljebb harmadfoki polinomok vektorterében mi lesz a derivédlds, mint linedris

leképezés méatrixa? Mennyi a rangja?

10.

Megoldas: A harmadfoki polinomok vektorterében a szokdsos bézis az {1,x,z?, 2%}
vektorrendszer. Ahhoz, hogy a leképezést megadjuk, megint elég a bazison megnézni a
hatasat:

91 = 0-140-240-2°+0-2°

or = 1=1-140-z+0-2>+0-2°
0z = 20=0-1+2-2+0-2°+0-2°
9z = 32°=0-140-24+3-2°+0-2°

Ebbdl a matrix:

o O O O
o O O
S O N O
o W o O

Adjuk meg Im(A) és Ker(A) egy-egy bdzisit, ha az A linedris leképezés A matrixa (a

szokdsos bazisban felirva) a kovetkezd:

1 1
1 2
3 4

W = =
N R

Megoldas: Hatdrozzuk meg eldszor Ker(A)-t. Ker(A) = {z : A(z) = 0}, azaz egy

(homogén) linedris egyenletrendszer megolddsait keressiik. Gauss elimindcié:

)

1 1 1 1|0

10 1 0
1 2 1 2]0 | —
01 0 1
3 4 3 410

Amibdl 1 = —x3 és x2 = —x4, azaz a

Z1
x2
—x

— X9

alaki vektorok lesznek az A magjadban. Ez egy kétdimenzids tér, amiben bdzis lesz

mondjuk
1 0
1
-1]1 o
0 -1
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11.

12.

Ha a magtér két dimenzids, akkor a képtér is az, mert a ketté dimenzid Gsszege kiadja az

egész tér dimenzidjat, ami most négy. A képtérben pontosan a

T

Y
Yy + 2z

alaki vektorok vannak. Im(A) bézisa lesz mondjuk

1 0
01,11
2 1

Legyen V = R? a sfkvektorok szokdsos vektortere és legyen A : V — V egy linedris

és by = vektorokbdl 4ll6 bazisban

(L)

3
Hatdrozzunk meg x és y értékét, ha tudjuk, hogy <1> € Ker(A).

transzformécié. Az A maétrixa a by =

felirva az aldbbi:

3
Megoldéas: Hatarozzuk meg el6bb a <1> vektor koordinatdit is a megadott bazisban.

3 1 1
= —+ s
amibdl a = 2, f = 1, azaz az 1j béazisban a vektor koordinatai:

. Most, hogy mar

ugyan abban a bazisban van ez is, mint a matrix, az, hogy a magban legyen azt jelenti,

(0)-()

Ez pedig, elvégezve a szorzast: 2+ x =0 és 2y + 1 = 0, amibdl kapjuk, hogy

_ -t
y=—

Igazoljuk, hogy bdrmely A linedris leképezésre pontosan akkor lesz A(u) =
u—v € Ker(A).
Megoldas:

A(v), ha

A(u) = A(v) <= A(u) — A(v) =0 <= A(u —v) =0 <= u—v € Ker(A).

13.

14.

15.

Az A linedris transzforméciéra Im(A) C Ker(A). Bizonyitsd be, hogy A? = 0.
Megoldas: A? is egy linedris leképezés, ami pontosan akkor 0, ha minden elemet a 0-ba
visz, vagyis, ha minden v € V-re A%(v) = 0. Im(A)-ban az A(v) alaki elemek vannak, de
a feltétel szerint ezek mind benne vannak Ker(A)-ban is, {gy A az A(v) alakd elemeket a
0-ba viszi. Masszéval: A(A(v)) = 0. Tehst A*(v) = 0 barmilyen v € V-re.

A V vektortérnek legyen W egy altere. Adjunk példéat olyan linedris transzformécidra,
melynek W a képtere, és olyanra is, melynek W a magtere.

Megoldéas: Vegyiik azt a leképezést, ami minden V-beli vektort rdvetit a W altérre.
Ez linedris, és persze a képtere W. Ennek a matrixat is felirhatjuk a kovetkez6képpen.
Legyen b4, ..

., by egy olyan bdzisa V-nek, hogy b1,...,b; bdzisa W-nek (mdsképp: W

egy bézisat egészitsiik ki V' egy bézisdvd). Ebben a bézisban a transzformécié matrixa:
E 0 e Rnxn
010 ’

Ugyan ebben a bazisban, a W elemei pontosan azok, amiknek az utolsé n—k koordinatéja

ahol E a k x k-as egységmatrix.

nulla. Ezért a

leképezésnek a magtere pont W.

Mely valés vektortereknek létezik olyan linedris transzforméciéja, melynek kép- és
magtere egybeesik?
Megoldas: A dimenzdtétel alapjan tudjuk, hogy

dim(Im(A)) + dim(Ker(A)) = dim(V).

Ha Im(A) = Ker(A), akkor az el6z6 azonossdg miatt dim(V') paros. Masodik 1épésben
megmutatjuk, hogy minden paros dimenzids vektortérben van megfelel$ transzformacio.
Tegyiik fel, hogy dim(V) = 2n és legyen A az a leképezés, amit az aldbbi hozzdrendelés
definial:

T1 Tn+1
Tn A T2n
—>
Tn+1 0
T2on 0

Ez nyilvanvaldan linedris, és teljesiil a Ker(A) = Im(A) kovetelmény.
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16. Legyen A : U — V linedris leképezés és A egy tetszOleges bazisban felirt matrixa. Igazold,
hogy r(A) = dimIm(A).
Megoldas: Tekintsiik az A métrix oszlopait, mint vektorokat. Legyenek ezek aq,...a.
Ekkor Im(A) = (ai,...,an). 7(A) pedig pont az volt, hogy hany linedrisan fiiggetlen

vektort tudunk kivalasztani az ai, ..., a, vektorok koziil.

17. Tegyiik fel, hogy A%°'® = id valamely lineéris transzformaciéra. Mennyi A matrixdnak
rangja?
Megoldds: Legyen A a leképezés (valamilyen bazisban felirt) matrixa. Ekkor A2 =
E. Ezért A invertalhatd, jelesil A~ = A%°%%. De akkor det(A) # 0 és fgy a rang

determindnsos definicijdbdl r(A) = dim(V') maximélis.

18. Linedrisak-e a kovetkezd A : C(R) — C(R) leképezések, ahol C(R) a folytonos valés

fliggvények vektortere.

(@) A(f(2)) = f(2)? (b) A(f(2)) = f(z?),
(c) A(f(2)) = f(22) (d) A(f(2)) = f(z) + f(-a).
Megoldas:

(a) Nem linedris, mert A(Af) = (Af)? # Af? = MA(f).
(b), (¢), (d) Lineéris.

19. Legyen A linedris transzformacié egy 2010 dimenziés V' vektortéren és legyen A az A
valamely bdzisban felirt métrixa. Bizonyitsuk be, hogy ha dimIm(.A4) = 2000, akkor
det(A4) = 0.

Megoldas: Mivel r(A) = dimIm(A), és 2000 < 2010 ezért A nem teljes rangi. De akkor

a determinansa sem lehet nem-nulla.
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1.

10.

Tudjuk, hogy egy A linedris leképezés magtere csak a nullvektorbdl 4ll. Igazoljuk
az alabbi allitasokat:

(a) Tetszbleges nemnulla vektor képe nem nullvektor.

(b) Kiilonboz6 vektorok képe kiilonbozé.

(c) A képtér dimenzidja megegyezik a kiinduldsi vektortér dimenzidjaval.

. Adjuk meg a kovetkezd métrixok sajatértékeit, -vektorait és -altereit.

-2

5 0 0 0 0
5 7
) 01 21, 3 -2 =3
-3 -5
01 3

6 -6 1

. Hatarozzuk meg az aldbbi matrixok karakterisztikus polinomjat, sajatértékeit és

sajatvektorait, majd allapitsuk meg, hogy van-e sajatvektorokbol allé bazis.

0 1 0 0

2 3 11 0 1
; . ;|00 1], |0

0 1 0 1 -1 0
1 00 1

0 1
10
0 0

. Mi a magtere és képtere a valds fiiggvények vektorterébol a valds szamok terébe

képzd, ®(f) = f(1) leképezésnek? Legyen ¥ : R — (R — R) az a leképezés, melyre
U(c)(z) = c¢. Mik lesznek a ®(¥) leképezés sajatértékei és sajétvektorai? Hat a
sajatalterei?

. Igaz-e, hogy minden altér valamilyen linearis leképezés sajataltere?
. P projekcié, ha P2 = P. Mit mondhatunk egy projekcié sajatértékeirsl?

. (Az el6z6 feladat segitségével) hatdrozd meg, hogy milyen c-re invertdlhaté P+cE,

ahol P egy projekcié.

. AV = V tikrozés, ha A(A(v)) = v minden v vektorra. Mi lehet a tiikrozés

maéatrixanak determindnsa? Hatdrozzuk meg a tiikrozés transzformadcié lehetséges

sajatértékeit.

. Keressiink olyan 2 x 2-es, illetve 3 x 3-as valés matrixot, melynek nincsen valds

sajatértéke.

A négyzetes A matrixra A = A3. Bizonyitsuk be, hogy A-nak van sajatvektora, és

sajatértékei csak a —1, 0, 1 lehetnek.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Hatarozd meg az aldbbi leképezések sajatdolgait, a legfeljebb masodfoku poli-
nomok vektorterében.

(a) f(z)— f'(z),

(b) f(z) = xf'(x).

Legyenek vy, va,...,v, a V (tetszéleges) vektortér linedrisan fiiggetlen vektorai
és legyen A : V +— V linedris transzformdcié. Bizonyitsuk be, hogy ha a vy +
A(vy),va + A(va), ..., vn + A(vy) linedrisan Osszefiiggéek, akkor A-nak a (—1)

sajatértéke.

Bizonyitsuk be, hogy ha az A invertdlhaté matrixnak sajatértéke a A valds szdm,

L sz4m.

akkor A # 0 és az A matrix inverzének sajatértéke lesz az <

Legyen A valés (nem feltétleniil négyzetes) métrix. Igazoljuk, hogy ha a A # 0
valés szam sajatértéke az AT A métrixnak, akkor sajatértéke az AAT matrixnak

is.

Legyen V nem nulla (de véges) dimenzids vektortér és A : V' — V linedris tran-
szformécié. Bizonyitsuk be, hogy ha Im(A) C Ker(A) teljesiil, akkor A-nak a 0
sajatértéke.

Legyen A négyzetes matrix, A\ az egyik sajatértéke és v egy ehhez tartozé

sajatvektor. Bizonyitsuk be, hogy v az A3 métrixnak is sajatvektora, és allapitsuk
meg, hogy A3 milyen sajatértékéhez tartozik.

Legyenek A és B n x n-es méatrixok és tegyiik fel, hogy B-nek van inverze. Bi-
zonyitsuk be, hogy ha \ sajatértéke A-nak, akkor sajatértéke B! AB-nak is.

Legyenek A és B n x n-es métrixok. Igaz-e, hogy ha A valds szam sajatértéke
A-nak is és B-nek is, akkor sajatértéke AB-nek is? Es ha v sajatvektora A-nak és
B-nek is, akkor AB-nek is sajatvektora?

Mutassuk meg, hogy ha wvy,...,vx az A : V — V linedris transzformaci6
sajatvektorai, melyekhez paronként kiilonboz6 sajatértékek tartoznak, akkor a

megadott vektorok linearisan fiiggetlenek.

Tudjuk, hogy az A métrixnak sajatértéke A. Igazoljuk, hogy a B = A? + 2F
métrixnak sajatértéke A% 4 2.

ap A" +
An_1 A" "1 + ... 4+ a1\ + ap a karakterisztikus polinom. Bizonyitsuk be, hogy
ka(A)v =0, azaz a, A™0 + a, 1 A" v+ ...+ Av + agv = 0.

Legyen v € R™ az A € R™ "™ médtrix sajdtvektora és legyen ka()\) =
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1. Tudjuk, hogy egy A linedris leképezés magtere csak a nullvektorbdl all. Igazoljuk
az alabbi allitasokat:
(a) Tetszbleges nemnulla vektor képe nem nullvektor.
(b) Kiilonboz6 vektorok képe kiilonbozé.
(c) A képtér dimenzidja megegyezik a kiinduldsi vektortér dimenzidjaval.
Megoldas:
(a) A(v) = 0 pontosan akkor, ha v € Ker(.A), de Ker(A) = {0}, igy ekkor v = 0.

(b) A(v) = A(u) <= A(v —u) =0 <= v —u € Ker(A) <= v —u =0, azaz ha
V= u.

(c) Dimenzidtétel szerint dim Im(A)+dim Ker(A) = dim(V'). Mivel Ker(.A) = {0},
ezért dim Ker(A) = 0. Atrendezve az egyenletet, kapjuk a megoldast.

2. Adjuk meg a kovetkez6 matrixok sajatértékeit, -vektorait és -altereit.

5 0 0 0 0 =2

5 7
) 01 21, 3 -2 =3

-3 -5
01 3 6 —6 1

Megoldas: Egy A métrix sajatértékei a det(A — AE) = 0 egyenlet A megoldésai,
sajatvektorai pedig az adott A\ sajatértékekre az Av = Av nmem nulla megoldésai.
Praktikusan ezeket Gauss-eliminaciéval hatarozzuk meg, az (A — AE)v = 0 egyen-
letbél.

(a)

5—A 7

det(A-2m) =" " "

=(B-A(=5-XN)—-T7-(-3) =X -4

Ebbdl latszik, hogy a sajatértékek a A; o = +£2. A A\ = 2 sajatértékhez tartozéd

sajatvektorok:
013\ 3 710 1
o) \ -3 —7/0 0

55—\ 7
-3 55—\

Azaz a \; = 2-hoz tartozd v sajatvektor alakja:

_§y
v=| 77|, aholy € R~ {0}.
Y

O Nlw

A megfelel$ sajataltér pedig

A )y = —2-hoz tartozo sajatvektorok a
v={"Y),  w#o0
Y

(b) Sajétértékek: Ay =5és A3 =2+ V3. A megfelel$ sajatalterek:

alaku vektorok lesznek.

t 0 0
0|:teRy és (V3—1t|:teR, és (—vV3-1t]|:teR
0 t t

(c) Sajétértékek: A\; = —2, Ay = 3. A megfelel$ sajdtalterek:

2¢
e
:teR és —t | :teR
t

USEESS
D

. Hatarozzuk meg az aldbbi matrixok karakterisztikus polinomjat, sajatértékeit és

sajatvektorait, majd allapitsuk meg, hogy van-e sajatvektorokbdl &llé bézis.

0 1 0 0 01

2 3 11 0 1
; ; , |10 0 1|, 10 1 O

0 1 0 1 -1 0
100 100

Megoldas: Nyaf-nyaf.

. Mi a magtere és képtere a valds fiiggvények vektorterébol a valds szamok terébe

képzé, ®(f) = f(1) leképezésnek? Legyen ¥ : R — (R — R) az a leképezés, melyre
U(c)(z) = c¢. Mik lesznek a ®(¥) leképezés sajatértékei és sajatvektorai? Hat a
sajatalterei?

Megoldas: Ker(®) = {f : ®(f) = 0} = {f : f(1) = 0}. Im(®) = {®(f) :
f fiiggvény} = R, mert barmely x valés szdmhoz van olyan f fliggvény, amire
f() ==

A U leképezés egy c valds szamhoz hozzarendeli azt a fiiggvényt, ami minden helyen
c-t vesz fel. Ezért, ha f egy tetszbleges fiiggvény, akkor U(®(f)) az a fiiggvény, ami
minden helyen f(1)-et vesz fel. Ennek egyetlen sajatértéke az 1 és sajatvektorai a

nem nulla konstans fiiggvények.
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Igaz-e, hogy minden altér valamilyen linedris leképezés sajataltere?

Megfelel6 leképezés lesz az adott altérre vetités. Ezt a
leképezést a kovetkezéképpen tudjuk megadni. Legyen W < V a két széban
., bp, bazis W-ben. Egészitsiik ezt ki bazissa V-

., ci vektorokkal. Ekkor a W-re vetités matrixa a by, ..

Megoldas: Ez igaz.

forgd vektortér, és legyen by, ..

ben a cq, .. Sy bn,C1y e CR
bézisban az a maétrix, melynek bal fels6 n x n-es részmatrixa az egységmaétrix, és

minden més eleme nulla.

A leképezésnek W tényleg sajataltere a A = 1 sajatértékkel: ha v € W, akkor
Alv) = v.

sajatvektor.

Ha pedig v ¢ W, akkor v irdnya megvéltozik, ezért nem lehet

. P projekcié, ha P2 = P. Mit mondhatunk egy projekcié sajatértékeirsl?

Av.
P(\v), egyszerlisitve:

Megoldas: Ha A\ sajatérték, akkor egy megfelel6 sajatvektorra Pv =
Beszorozva P-vel mindkét oldalt, kapjuk, hogy P(Pv) =

Pv = APv, leosztva: A =1 vagy A = 0.

. (Az el6z6 feladat segitségével) hatdrozd meg, hogy milyen c-re invertdlhaté P+cE,

ahol P egy projekcié.

Megoldds: Egy A mdtrix pontosan akkor invertdlhats, ha det(A4) # 0. Eazt
alkalmazva, P 4 cE pontosan akkor invertdlhatd, ha det(P 4 cE) # 0. De ez csak
a P sajdtértékeinek (—1)-szeresésre nulla, ami az eléz6 feladat szerint csak a —1
és a 0 lehet. Tehat minden ¢ ¢ {—1,0}-ra P + cE invertélhato.

. AV = V tiikkrozés, ha A(A(v)) = v minden v vektorra. Mi lehet a titkrozés

maéatrixanak determindnsa? Hatdrozzuk meg a tiikrozés transzformacié lehetséges
sajatértékeit.

Megoldés: Ha az A tiikrozés métrixa A, akkor A? = E, ezért det(A?) =
det(A)? = det(F) = 1. Vagyis det(A) = +1. Ami a lehetséges sajatértékeket
illeti: ha Av = Mv, akkor ezt A-val beszorozva A%v = AMv. Ezt egyszeriisitve
Ev = Mv = \2v, vagyis v = A\?v. Ez csak A = £1-re teljesiilhet.

. Keressiink olyan 2 x 2-es, illetve 3 x 3-as valés méatrixot, melynek nincsen valds

sajatértéke.

Megoldas: Akkor nem lesz valés sajatértéke a matrixnak, ha a karakterisztikus
polinomjanak nincsen valds gyoke. Nézziik el0szor a 2 x 2-es esetet. Egy ilyen
matrixnak a karakterisztikus polinomja masodfoki. A 2241 = 0-nak nincsen valés

gyoke. Most probaljunk egy olyan matrixot csindlni, aminek a karakterisztikus

10.

11.

polinomja éppen A2 + 1 lesz. Ez jé lesz:

L)

Ezt egyébként szemléletesen is lehetne latni: a sik 90 fokos elforgatdsa minden

vektor irdnyat megvéltoztatja, a nullvektor kivételével.

A 3 x 3-as esetben a karakterisztikus polinom harmadfoki, és minden harmadfoki

polinomnak van valés gyoke, ezért ilyen matrix nincsen.

Miért van minden harmadfoki polinomnak legalabb egy valds gyoke? Egyrészt a
harmadfoku polinomoknak van olyan helyettesitési értéke, ahol pozitiv, és olyan is,
ahol negativ értéket vesznek fel, és akkor — mivel folytonosak — Bolzano tétele miatt
lesz egy olyan helyettesitési érték is, ahol nulla. Masrészt az algebra alaptétele
szerint egy harmadfoku polinomnak pontosan harom komplex gycke van. De ha z
gyok, akkor z is gyok, ezért a harmadik gyoknek biztosan valésnak kell lennie (ha
nem lenne az, akkor annak a konjugéltja is gyok lenne, de az mar négy gyok lenne,
ami til sok). Ebbdl specidlisan az is 1atszik, hogy ha egy harmadfoki polinomnak

van két valos gyoke, akkor pontosan hiarom van.

A négyzetes A matrixra A = A3. Bizonyitsuk be, hogy A-nak van sajitvektora, és
sajatértékei csak a —1, 0, 1 lehetnek.

Megoldés: Rendezziik at az egyenletet: A = A3 & A(A+ E)(A—-E) = 0.
Ezért determindnsok szorzastételébdl kapjuk, hogy det(A) det(A+F) det(A—FE) =
det(0) = 0. A szorzat pontosan akkor nulla, ha valamelyik tagja nulla, azaz a

kovetkez6 esetek lehetségesek:

e det(A—0-F) =0, ami azt jelenti, hogy a 0 sajétérték,
e det(A—1-F) =0, miszerint az 1 sajatérték,
o det(A— (—1)- FE) =0, vagyis a —1 sajatérték.

Mis eset pedig nem lehetséges, mert ha v sajatvektor, akkor
Av = A3v = A% v = XA%0 = NA(Av) = N2 Av = V.
Azaz A = A3, ami csak tigy lehet, ha A € {0, £1}.

Hatarozd meg az aldbbi leképezések sajatdolgait, a legfeljebb masodfoku poli-
nomok vektorterében.

(@) f(z) = f'(2),
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(b) f(x) = af'(z).
Megoldas:

(a) A leképezés matrixa a szokdsos {1, x,z2} bézisban:

01 0
=10 0 2
0 0 0

Ezért a sajatértékek a det(0 — AE) = 0

hdromszoros sajitérték). Sajatvektor pedig nicsen. Egyébként ha f sajdtvektor

megolddsai csak a A = 0 lehet (ez

lenne, akkor f' = ¢ - f teljeslilne valamilyen konstanssal. Egyrészt ez egy differ-
encidlegyenlet, aminek megoldédsa e”, ami nem polinom, masrészt derivalaskor egy

polinom foka csdkken, ezért polinom megolddsa nem is lehet.

(b) Jeloljik A-val a leképezést, és nézziik, hogy mit csindl a leképezésiink a

szokésos {1, z,#?} bdzissal. A(1) =z-0 =0, A(z) = x-1 =z, A(2?) = x-22 = 22%.
Ezt vektorosan:

10

A0 1

0 0 0
0]=10 1
0 0 1 0 0

N OO

Ebbdl mér latszik, hogy a (0,1,0) és a (0,0,1) vektorok sajétvektorok. Az

utébbihoz tartozé sajatérték 2, mig az elébbihez 1.

A sajatértékek: 0, 1,2, sajatpolinomok: x,z2.

Legyenek vy,v9,...,v, a V (tetszéleges) vektortér linedrisan fiiggetlen vektorai
és legyen A : V +— V linedris transzformacié. Bizonyitsuk be, hogy ha a vy +
A(vy),va + A(va),..., v, + A(v,) linedrisan Osszefiiggéek, akkor A-nak a (—1)
sajatértéke.

Megoldas: Az, hogy a v + A(vy),v2 + A(va), ..., v, + A(vy,) vektorok linedrisan
Osszefiiggdek, azt jelenti, hogy vannak olyan nem mind nulla «; szamok, hogy

al(Ul + A(Ul)) + aa(v2 + -A<U2)) + -t an (v + A(”ﬂ)) =0.
Ezt, a linearitast felhasznalva, atalakitva:
a1v1 + agUa + -+ - + Uy, + A(aqvr + agua + - - + auy) = 0.

Az egyszeriiség kedvéért legyen w = vy + agvg + -+ - + @, vy,. Ez biztosan nem
nulla, mert a feltétel szerint a vy,...,v, vektorok linedrisan fiiggetlenek, és az oy

szamok nem mindegyike nulla. Tehdt egy 0 # w vektorra: w + A(w) = 0, amit

13.

14.

15.

16.

rendezve: A(w) = —w. Tehat w sajatvektor, és a hozzd tartozé sajatérték éppen
—1.

Bizonyitsuk be, hogy ha az A invertdlhaté matrixnak sajatértéke a A\ valds szdm,
akkor A # 0 és az A métrix inverzének sajitértéke lesz az % szam.

Megoldas: Ha A invertdlhatd, akkor det(A) # 0, azaz det(A — OF) # 0, {gy
valéban a 0 nem lehet sajatérték. Legyen A\ sajatérték, és v egy hozza tartozo
sajatvektor. Ekkor Av = Av, amit beszorozva A '-el, kapjuk, hogy A~'Av =
A=\, Ezt 4talakitva: U= A1y, ami tényleg azt jelenti, hogy A~!-nek az %
sajatértéke, és a hozzd tartozé sajatvektor a v.

Legyen A valés (nem feltétlentil négyzetes) métrix. Igazoljuk, hogy ha a A # 0
valés szém sajatértéke az AT A métrixnak, akkor sajatértéke az AAT matrixnak
is.

Megoldés: Ha AT Av = \v, akkor beszorozva A-val, kapjuk, hogy A(AT Av) =
AXv, ami nem méis mint, AAT(Av) = A(Av), vagyis AAT-nak A\-hoz tartozé
sajatvektora lesz Av. Kérdés: Av miért lesz nem-nulla? Vélasz: ha nulla lenne,
akkor AT Av is nulla lenne, de ez egyenld egy nem-nulla X\ és egy nem-nulla v

szorzataval, ami nem lehetséges.

Legyen V nem nulla (de véges) dimenziés vektortér és A : V — V linedris tran-
szformdcié. Bizonyitsuk be, hogy ha Im(A) C Ker(A) teljesiil, akkor A-nak a 0
sajatértéke.

Megoldas: Az, hogy 0 sajatérték, azt jelenti, hogy van egy olyan nem nulla v
vektor, amire A(v) = Ov = 0, vagyis v € Ker(A). Tehét azt kell bizonyitani, hogy
Ker(A) tartalmaz nem nulla vektort: Ker(A) # {0}. Ezt indirekt ldtjuk be. Ha
Ker(A) = {0} lenne, akkor az Im(A) C Ker(.A) feltevés miatt Im(A) = {0} lenne,
és akkor a dimenzié tétel szerint dim(V') = dim Ker(A) + dimIm(A) =0+0 =0
lenne. De ez ellentmondds, mert feltettiik, hogy dim (V') # 0.

Legyen A négyzetes matrix, A\ az egyik sajatértéke és v egy ehhez tartozé
sajatvektor. Bizonyitsuk be, hogy v az A3 métrixnak is sajatvektora, és allapitsuk
meg, hogy A milyen sajatértékéhez tartozik.

Megoldas: Szorozzuk be Av = Av-t A%-tel balrdl.

Ay = A%(\w) = A% = MA(A((v)) = A2 Av = M.

Tehdt v sajatvektora A3-nek, és a A3 sajatértékhez fog tartozni.
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17.

18.

19.

Legyenek A és B n X n-es matrixok és tegyiik fel, hogy B-nek van inverze. Bi-
zonyitsuk be, hogy ha ) sajatértéke A-nak, akkor sajétértéke B~!AB-nak is.
Megoldas:

szforméciénak a madtrixa, csak egy mdsik bédzisban felirva (ez a B szerinti

Szémoldsmentes megoldds: B~ !AB ugyan annak az A tran-
bézistranszformacid). A sajatértékek pedig csak a transzforméciétdl fiiggenek, a

matrix reprezentacidjatol nem.

Legyenek A és B n x n-es métrixok. Igaz-e, hogy ha A valds szam sajatértéke
A-nak is és B-nek is, akkor sajatértéke AB-nek is? Es ha v sajatvektora A-nak és
B-nek is, akkor AB-nek is sajdtvektora?

Megoldas: Az elsé kérdésre nem a vélasz. Legyen ugyanis V = R?, és legyen A
és B a két koordinatara val6 vetités:

(Y ()

Mindkettének sajatértéke az 1, viszont AB a csupa nulla matrix, aminek csak a 0
a sajatértéke.

A misodik igaz. Legyen A és p a két v-hez tartozé sajatérték: Av = \v és Bv = pw.
ekkor ABv = A(uw) = pA(v) = pdv, vagyis AB-nek a v sajitvektora, és a puA

sajatértékhez tartozik.

Mutassuk meg, hogy ha vy,...,vx az A V' — V linedris transzformécio
sajatvektorai, melyekhez paronként kiilonboz6 sajatértékek tartoznak, akkor a
megadott vektorok linearisan fiiggetlenek.

Megoldas: Legyenek Aq,...,Ar a megfeleld, paronként kiillénboz6 sajatértékek.
Tegyiik fel, hogy X = {v1,..., vy} Osszefliggbek. Ekkor van egy olyan i < k szdm,
hogy barmely i — 1 elemii részhalmaza X-nek fiiggetlen, de van i elemii 6sszefligg6d
részhalmaza. Ezt a kovetkezéképpen lehet latni. Mivel mindegyik v; sajatvektor,
ezért nem nulldk, igy egy Osszefiiggd rész legalabb két vektort tartalmaz. Ha van
két Osszefiiggd vektor, akkor i« = 2. Ha nincs, akkor kérdezziik meg, hogy van-e
harom 0Gsszefiiggé vektor. Ha van, akkor ¢ = 3, ha nincs, akkor menjiink tovabb

négyre, stb.
Atszdmozassal feltehetd, hogy {vi,...,v;} Osszefiiggs, de barmely i — l-et
kivalasztva koziiliik, a kapott vektorrendszer fliggetlen.

Mivel {vy,..

mondjuk v;, kifejezheté a tObbibél, azaz vannak aq,..

., v; } Osszefiiggd, az egyik tag, esetleges atszdmozdssal feltehetd, hogy

.,a;_1 nem mind nulla

20.

21.

szamok, hogy

Vi = QU] + ..o+ QG101

Eressziik ra A-t:

Vi = U1+ ...+ Q101
A vi) = .A(oqvl +...—|—ai_1vi_1)
A(vi) = A(alvl) —i—...—l—A(ai_lvi_l)
A(’Ui) = al.A(vl) +...+ ai,lA(vi,l)
Avi = oAU+ o1 A1V

Ha most az eredeti egyenletet megszorozzuk \;-el:
Aiv; = Q1A + .o+ a1 A0,
és ez utobbi két egyenletet kivonjuk egymasbdl, akkor ezt kapjuk:

O0=a1(N —A)vr 4+ ..o+ a1 (A — Nim1)vi—g.

Mivel a A, szamok mind kiilonb6z6ek voltak, a fenti egyenl6ség jobb oldalan nem
minden egyiitthaté nulla. De akkor ez azt jelentené, hogy {v1, ..., v;_1 } Osszefiiggd,

ami ellentmond 7 véalasztasanak.

Tudjuk, hogy az A métrixnak sajatértéke \. Igazoljuk, hogy a B = A? + 2F
métrixnak sajatértéke A2 4 2.

Megoldas: Legyen v az A A-hoz tartozé egyik sajatvektora. Szamoljuk ki Bv-t:
Bv = (A? +2F)v = A%v +2v = A(\W) + 20 = Mv 4+ 20 = (A2 +2)v.
Azt kaptuk, hogy Bv = (A2 + 2)v, ahogy a feladat kérte.

Legyen v € R™ az A € R™ "™ métrix sajdtvektora és legyen ka(A) = a,\" +
An 1AL+ ...+ a1\ + ag a karakterisztikus polinom. Bizonyitsuk be, hogy
ka(A)v =0, azaz a, A™v + a, 1 A" v+ ...+ Av + agv = 0.
Megoldas: ka(A) = det(A — AE). Ha p sajatértéke A-nak a v sajétvektorral,
azaz Av = uv, akkor det(A — puFE) = 0, mésként: ka(u) = 0.

ka(Av = apnA"™w+a, 1A o4 4 Av 4 agu
= ap "+ an_ 11" o+ .+ v+ agu
= ka(pv
= 0Ov=0.
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Egyébként a Cayley-Hamilton tétel szerint k4(A) a nullmatrix. Itt a behe-
lyettesités igy van értve:

ka(A) =a, A" + n 1 A"+ A+ aE,

ami egy matrix. Erre van egy konny(i, 4m hibds bizonyitds: mivel k4 () = det(A—
AE), ezért ka(A) = det(A — AFE) = det(0) = 0. Ez hibds, hiszen egyrészt a bal
oldalon egy matrix all, a jobb oldalon egy szdm; mésrészt ha az A — AE matrixba
a A helyére A-t helyettesitiink, akkor valami egész furdt kapunk :)
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1.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

. Hatdrozd meg (algebrai alakban) a z

. Mi a mértani helye a komplex szamsikon az

Legyen © = 14 2i és y = 3 + 4i. Szamoljuk ki az alabbi értékeket: = + y, x — vy,
z-y, ﬁv 927 \/E

. Alakitsuk trigonometrikus alakba az aldbbi, kanonikus alakjaikkal megadott kom-

plex szamokat: 141, 5—12i, /3 —4, sina — icosa.

. Hatérozd meg sin 3a-t és cos 3a-t sin «v és cos av segitségével.

Utmutatés: szamoljuk ki (cos a + isin a)?-t.

. frjuk fel algebrai alakban és rajzoljuk is le a harmadik, negyedik és hatodik

egységgyokoket.

. Hény 12. egységgyok van a komplex 8. egységgyokok kozott?
. Oldjuk meg az alabbi egyenletet a komplex szdmok halmazén: z? + 2z + 6 = 0.

. Osszeszoroztuk az Gsszes n-edik egységgyokot. Mi lett az eredmény?

2010 — 3 + 7i egyenlet 6sszes megolddsanak

szorzatat.

1+t3
1—ti

alakd szdmoknak, ha t € R? Es
a i alakidaknak?

t+i

Mi |z|, |21 — 22| és iz geometriai jelentése?

Mi a sziikséges és elégséges feltétele annak, hogy z1, 29, 23 egy egyenesbe essenek?
Mely z komplex szdmokra lesz Z tisztan képzetes?
Mely z komplex szamokra lesz z + Z2 valés?

Milyen pozitiv egész n-re lesz valés a (v/3 — i)™ szdm?

Mia z = (1 —)2910 — (1 + i)2°!2 komplex szdm kanonikus alakja?

Mutassuk meg, hogy egységgyokok szorzata is egységgyok. mi a feltétele annak,
hogy egységgyokok Osszege is egységgyok legyen?
Legyen z + 2z~ ! = 2cosa. Mennyi 22010 4 »—20107

Jellemezziik azon komplex (a,b) szdmpdarokat, melyekre a + b, ab € R.

Oldjuk meg a kovetkezo egyenletet a komplex szamok halmazan:

224+ (1442 +4i =0.

20.

21.

22,

23.

24.

25.

26.

27.

28.

Add meg algebrai alakban az aldbbi egyenlet Osszes olyan komplex megoldésat,
amelynek mind a valds, mind a képzetes része negativ.
2 —30¢

1—14

P28 =(T+14)?+

Tegyiik fel, hogy a z komplex szamra teljesiil, hogy z képzetes része nem 0, de a

z + 1 komplex szdm képzetes része 0. Hatdrozzuk meg |z|-t.

A z komplex szdmrdl tudjuk, hogy |z| = 1 és, hogy a z — iz komplex szdm képzetes
része 0. Hatdrozzuk meg 2% értékét.

Hol helyezkednek el a komplex szamsikon azon z komplex szdmok, melyekre
(a) Im(4i — z) = 6;

(b) Re(iz+5) < T;

(c) |z —1+2i| <13;

(d)z=1

Oldjuk meg az aldbbi egyenleteket:
(a) 22+3=0 (3)
() |z|=22+1 (cs)
(dz) 22 — 1224+ 13 —4i =0 (dzs) /z = 22910
(&) z+z=2|7| (f) z=2%010 (g) 22+2+1=0
(gy) 22 +2z2+1=0 (h) L =iz (i) 1+iz—22=0
@) 2(1+4+4)—z(1—14)=2i(j)

22+32=5+2i (k) (2+1)z> =—-9+3i
Egy kor alaki mackdsajtos dobozban a hat darab egyforma korcikk alakd sajtbol

2% = i|z| (b) 2% =iz
225 412i=0(d) 24 — 322~ 1=0
(e) =+ vi=2]2

mar csak harom maradt. Mindharom saj csticsa a doboz kozéppontjaban van, de
egyébként tetszOlegesen helyezkednek el. Tekintsiik a szomszédos sajtok koézotti
ires iveket, és mindharomra vegyiik az iv végpontjait 0sszekotd egyenes szakasz
felez6épontjat. Igazoljuk, hogy ez a harom pont egy szabalyos haromszoget alkot.

Osszeadtuk az Gsszes n-edik egységgyokot. Mi lett az eredmény?
Van-e a 9-ik egységgyokok kozott hat, melynek 6sszege 07

Hol a hiba a kovetkez6 ”levezetésben”?

1=Vi=/(-)(-1)=V-1V-1=i-i=-L
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1. Legyen x = 1 + 2i és y = 3 4 4i. Szamoljuk ki az alabbi értékeket: = 4+ y, x — v, Ezekbdl kapjuk, hogy
Ty vV sina — i cosa = cos(m/2 — ) — isin(n/2a) = cos(a — 7/2) + isin(a — 7/2).
Megoldas:
r4+y = (14+2)+(3+4i)=4+6i
r—y = —-2-2i 3. Hatarozd meg sin 3a-t és cos 3a-t sin « és cos a segitségével.
2 ‘. , . . .. 3
Ty = (1420)(3+4i) = 3+4i+6i + 8% = 3+ 10i — 8 = =5 + 10i Utmutatds: szfmoljuk M (cosa +ésina)™t. = =
" 142 (14+2)3—4) 3+2i-82 11 . 9 Megoldas: Ketfelekeppegn szz%gmohul; ki (005204 —|—32 sin a)®-t. Elészor a binomidlis
— = = = = — —1 A 4 cAoA . —
Yy 3+4i (3+49)(3—4) 25 o5 " 95 tétel segitségével: (a + b)® = a® + 3a*b + 3ab* + b°.
Y = (BH4)?=3"+2-3-4i+ (4)° =9+24i — 16 = —7 + 24i. (cosa+isina)® = cos®a+ 3icos® asina + 3i% cos asin® a + 3% sin® o
vz kiszdmitdsa altaldban a trigonometrikus alakbdl a legkonnyebb: ha z = = (COS?’ o — 3cos asin? a) + i(3 cos? asin o — sin® a)

j si kk k n-ik gyokei: (o . . [ .. .
|#|(cos @+ isin ), akkor ennek n-ik gySkei Maésrészt a trigonometrikus alakban megadott komplex szamot koénnyti

. o a+2kr . a4+ 2kw hatvanyozni:
\/g_{ Z|<COS n Ty ) .k€{07...7n—1}}. (cos a + isina)® = cos(3a) + i sin(3a).

Most |z| = |1+ 2i| = VIZ+ 22 = v/5, tana = %7 ebbél mar meg lehet hatérozni a De mivel ugyan azt szamoltuk ki két kiilonbozoképpen, a két eredmény egyenlo

trigonometrikus alakot, és a két gyokot. kell, hogy legyen:

. o — 3 <y ain2 ; 2 o 3
2. Alakitsuk trigonometrikus alakba az alabbi, kanonikus alakjaikkal megadott kom- cos(3) + isin(3a) = (cos” & — 3cosarsin® @) +i(3 cos” asinar —sin” a).
plex szamokat: 1+, 5—12i, /3 —1, sinaw —icos . Két komplex szam viszont pontosan akkor egyenld, ha valds résziik és képzetes
Megoldas: részik is egyenld, ezért:
(a) |1+ = V2 és a bezdrt szog T, ezért 3 5
cos(3a) = cos® a— 3cosasin® «,
‘ T .. 7
I+i= \/5( cos 7 +isin Z) sin(3a) = 3cos’asina —sin®a.

(b) |5 — 12i| = /169 = 13, tanarg(z) = =2.

(c) |V/3 —i| = 2. Hatdrozzuk meg a szoget: cos(a) = @, amibdl o = 30° = . A | 4. Irjuk fel algebrai alakban és rajzoljuk is le a harmadik, negyedik és hatodik

trigonometrikus alak egységgyokoket.
Megoldas: Rajz: Az egységkort felosztom n egyenld része az (1, 0) ponttdl kezdve.

V3 —i=2-(cos30° +isin30°).
( ) Az igy kapott szabdlyos n szog csicsai az n-ik egységgyokok.

(d) Hasznéljuk fel az aldbbi azonossigokat: Formaélisan, ha €1, ..., &, az n-ik egységgyokok, akkor
. m 2k 2k
sinaa = cos(§ —a), ek :cos—ﬂ- +isin—77.
z n n
cosa = s1n(5 —a), A kovetkezOket érdemes fejben tartani:
sina = —sin(—a),
V2

1
cosa = COS(—O&). sin 30° = 5, sin 60° = 73, sin45° = 7,
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V3

1 2
cos 30° = - cos 60° = 2 cos45° = g
Harmadik egységgyokok: 1, 2 + %2, L — i¥2. Egyébként, a harmadik

egységgyokok a 23 — 1 = 0 polinom gydkei. Mivel az 1 gyok, ezért leosztva z — 1-el
kapjuk, hogy 2% —1 = (2 — 1)(22 + 2 + 1). A mésik két harmadik egységgyok ezek
szerint a 22 + z + 1 megolddsai.
Negyedik egységgyokok: 1, ¢, —1, —i.

. , sy eyl 1 - /3
Hatodik egységgyokok: 45 445>, &1.
. Hény 12. egységgyok van a komplex 8. egységgyokok kozott?

Megoldas: Legyenek €1, ..., s a nyolcadik egységgyokdk, azaz

2kmr . . 2kmw
€k :cos?Jrzsm—.

er, akkor tizenkettedik egységgyok, ha ;% = 1, formdlisan, ha

o 12-2kr . 12-2%nx
€ = COS 7 S1n

= cos(3km) + isin(3km) = 1.

Azt kell megnézni, hogy ez mely 1 és 8 kozé es6 k szamokra igaz. 5}1€2 pontosan

akkor egyenld 1-gyel, ha cos(3km) = 1. Ez pedig a
3kmr =0 mod 27

1 < k < 8 megoldéasai. A megfelel6 k értékek a k = 2,4,6,8. Azt kaptuk tehat,
hogy négy darab tizenkettedik egységgyok van a nyolcadik egységgyokok kozott.

. Oldjuk meg az aldbbi egyenletet a komplex szdmok halmazén: 22 4 2z + 6 = 0.
Megoldas: Legyen z = a + bi. Ekkor az egyenletiink igy alakul:

(a® —b* 4+ 2a +6) + (2b(a — 1))i = 0.
Ez csak tgy lehet, hogy ha a valds és képzetes rész is nulla, azaz

A= +2a+6 = 0
%a—1) = O0.
Az utébbibdl b = 0 vagy a = 1. A b = 0 esetben a? + 2a + 6 = 0, ami lehetetlen,

mert a € R. Ezért a = 1 és ebbdl 9 — b? = 0, vagyis b = 3. Tehat a két megoldas:
21,2 = 1+ 3:.

7. Osszeszoroztuk az osszes n-edik egységegyokot. Mi lett az eredmény?

Megoldas: Legyenek ¢1, ..., e, az Osszes n-ik egységgyokok. Ezek mind gyokei a

z" — 1 = 0 egyenletnek, és ennek mas gyoke nincs, ezért
2t—1=(z—e1)(z—¢2) (2 —en).

A jobboldalon a zéardjeleket felbontva egy olyan polinomot kell, hogy kapjunk,
aminek a konstans tagja —1. Viszont a konstans tagot akkor kapjuk, ha minden

zardjelen belill a konstans tagot valasztjuk. Tehat
(-1)"61 cEQrrtEp = —1.

De ki is szamolhatnank: ha e; = cos %T" + isin 227 akkor

n

n—1 n—1
2k 2k
€1~52'~-€n=COS<E nﬁ>+isin<g nﬂ),

k=0 k=0
hiszen szorzaskor a szogek Osszeaddédnak. Itt a sin és cos hasdban egy szamtani

sorozat van. Kiszamolva az Osszeget, és egyszerlisitve, ahol lehet, ezt kapjuk:
cos(m(n — 1)) + isin(mw(n — 1)).

Ez —1, ha n péaros, és 1, ha n paratlan.

. Hatdrozd meg (algebrai alakban) a 22019 = 3 + 7i egyenlet Gsszes megolddsanak
szorzatat.
Megoldas: Legyenek a 22°10 —3 —7i = 0 egyenlet megolddsai rendre 21, . . ., 22010-

Ekkor tudjuk, hogy
(z—21)(2 — 22) -+ (2 — 22010) = 22010 _3 74,

A zéréjeleket felbontva a polinom konstans tagjat akkor kapjuk meg, ha minden
tagbdl a konstans tagot valasztjuk a szorzashoz, azaz z1 - zo - - - 29010 = —3 — 71, és
ez az, amit meg kellett hatdrozni.

Maisodik megoldas. Ki is szdmolhatjuk: legyen 3+ 7i = r(cos ¢ +isin ). Ekkor
az egyenlet megoldasai:

2 2
2010/3 7 = 201%(008( P i P T

2010 " o010’ T 1™ (5010 T o010

Szorzéskor a hosszok szorzédnak és a szogek Osszeadddnak, igy a fenti szamok

),k =0,1,...,200.

szorzata:

27 .. 27
r(cos(yp + m(0+1+...+2009))+zsm(go+ m(0+1+...+2009))).
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10.

. Mi a mértani helye a komplex szamsikon az

A szamtani sorozatot Gsszeadva, egyszertsitve: r(cos(¢+20097)+isin(p+20097)).
Nyilvan cos(¢+20097) = — cos ¢ és sin(p+20097) = —sin ¢, igy a keresett szorzat
-3 —Ti.

L+t alakd szamoknak, ha t € R? Es

a % alakiaknak?
3

Megoldas: (a) Vegyiik észre, hogy

|t 4td]
=t

1+t
1—ti

ezért az egységsugari koron helyezkednek el (valahogy). Irjuk &t trigonometrikus
alakba:

l1+ti=r(a)(cosa+isina) é 1+ti=r(a)(cosa—isina).

Itt r(a) a szogtdl fiiggd hossz, ami egyébként 7(a) = V1 + tan? o, de erre semmi
sziikség nem lesz.
(cosa+isina)  (cosa + isina)?

= - = = cos 2a + 1 sin 2a.
(cosa — isin ) 1

r(a)(cosa + isina)

r(a)(cosa —isina)

Széval a kérdedes pontok a cos 2« + i sin 2« alakd komplex szamok, ahol a befutja

a valos szamokat. Ez az egységsugaru kor.

(b) Megint,

1+t
t+1

Atirva trigonometrikus alakba, azt kapjuk, hogy a keresett pontok

coso + i sin o
sina + 7 cos «

alakuak, ahol o € R.

cosa + isin« cosa+isina sina —icosa

sino — 7 cos «

2sin a cos o — i(cos® a — sin” a) . )
= 1 = sin 2« — ¢ cos 2.

sin o + 7 cos « sin o + 7 cos «

Ez szintén az egységsugaru kor.
Mi |z|, |21 — 22| és iz geometriai jelentése?

Megoldas: Ha z = a + bi, akkor |z| az (Z) € R? sikvektor hossza. Ha 21-e és

11.

12.

13.

14.

zo-t mint a sik egy—egy pontjat nézziik, akkor |21 — 22| ezen két pont tdvolsiga. Az
iz pedig a z pont kilencven fokkal valé elforgatédsa. Altaldban, ha w egység hosszu

komplex szdm, akkor wz a z vektor arg(w) szoggel valé elforgatottja.

Mi a sziikséges és elégséges feltétele annak, hogy z1, 22, 23 egy egyenesbe essenek?
Megoldas: Akkor esnek egy egyenesre, ha a két kiillonbségvektornak z; — zo-nek és
zo — zg-nek az irdnyegyenese (szoge) megegyezik, vagyis egymads valds szamszorosai.
Azaz, ha van olyan A € R, amire z; — 2o = A(z2 — 23). Még egy picit alakitva:
akkor, ha ﬁ € R. Persze feltettiik, hogy a nevezé nem nulla.

Mely 2z komplex szdmokra lesz £ tisztan képzetes?

Megoldas: Z hossza 1, ezért, ha ez tisztan képzetes, az csak gy lehet, ha

= 1.

ISR

Ezt most megoldjuk. Legyen z = a + bi. Ekkor a z = iZ egyenlet atirva a + bi =
i(a — bi), tovabb alakitva

a+ bi = b+ ai.
Ez csak ugy lehet, ha a = b. Vagyis a keresett szamok a z = a + ai alakiak, ahol
aecR-—{0}.

Mely z komplex szamokra lesz z 4+ Z2 valés?
Megoldas:

(a4 bi)+ (a—bi)®> = a+bi+a®—2abi—b?
= (a*+a—b*) +i(b— 2ab).

Ez pontosan akkor valés, ha képzetes része nulla: b — 2ab = 0. Ebbdl pedig b = 0

vagy a = %

Milyen pozitiv egész n-re lesz valés a (v/3 — i) szdm?
Megoldas: Az, hogy valds-e egy komplex szam, nyilvdn nem fiigg a hosszatdl, csak
a szogétol. Ezért nyugodtan lenormalhatjuk, mert gy konnyebb vele szamolni.
|v/3 —i| = 2, ezért (v/3 —i)" pontosan akkor valés, ha

valds. Raismerhetiink, hogy a zardjel hasaban egy tizenkettedik egységgyok van,
méghozza, ha

T s 2k
= COS —— S —_—
ek 12 g
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15.

16.

akkor pont €11. A kérdés tehdt az, hogy 7y milyen n-ekre lesz valds. Ez csak akkor
valés, ha €7y = 1. Ez egy primitiv tizenkettedik egységgyok (a 12-ik hatvédnya lesz
eldszor egy), ezért azokra az n-ekre lesz 1, amik oszthatok 12-vel.

Mia z = (1 —)2910 — (1 + i)2°'2 komplex szdm kanonikus alakja?

Megoldas: Elészor irjuk at trigonometrikus alakba a hatvanyozandé szamokat:

1—¢ = \@(cos%fisin%>
1+: = ﬂ(cos%—ﬁ—isin%)

Ekkor a megfelel6 hatvanyok:

2010
(1 —4)2010 Vo <cos 1 T _isin

\/52012 (cos N 20127T)

201077)

20127

(1 +i)2012 —

Mivel 2010 = 251 - 8 + 2 és 2012 = 251 - 8 + 4, ezért mint szogértékek 2050 = 3x

és % = ‘%T. Algebrai alakba visszairva
s V3 1
1 — 4)2010 9l005 [ _ V9 .2
(1 4 7)2012 21006 (_\ég _ 1;)

Akkor viszont

21005 7@ n z} _ 491006 @ B zl
2 2 2 2

2 2 2
2

ha nem szamoltam el.

Mutassuk meg, hogy egységgyokok szorzata is egységgyok. mi a feltétele annak,
hogy egységgyokok Osszege is egységgyok legyen?
Megoldas: Vegyiink valahdny egységgyokot: e; legyen k(i)-ik egységgyodk, ahol

17.

i=1,...,¢. Azt kell megmutatni, hogy

¢
2=
i=1

is egységgyck. Konnyen ldthatéan, ha z-t a K = IT1¢_, k(i)-edik hatvényra emeljiik,
akkor 1-et kapunk:

i=1
D 0]
(615(1)) @ (EZM)) @
K K
= 1@ ...1%D
=1

Ezért a szorzat K-adik egységgyok lesz. Igazabdl elég lett volna a k(i) szdmok

legkisebb ko6z0s tObbszorosére emelniink a szorzatot.

Legyen z + z~! = 2cosa. Mennyi 22010 4 »—20107

Megoldas: Ha z = a+bi, akkor z~! = r(a—bi), ahol r = ﬁ.

24271 =2cosq, azaz 2+ 27! egy valds szam. Ez azt jelenti, hogy a+bi+7(a— bi)

A feltevés szerint

képzetes része nulla: bi — rbi = 0. Ez kétféleképpen lehet, vagy b = 0, vagy r = 1.

Nézziik el6szor a b = 0 esetet. Ekkor z = a és 21 = % valds szamok. Valds szamok

kozott ismerjik az

rT+—2>2
T
Osszefliggést  (ami  konnyen kijon a szédmtani-mértani koézepekre tanult
egyenlétlenségbdl).  Viszont 2cosa < 2. Ezért ebben az esetben a = 1 és
cosa = 1. Akkor viszont 22010 4 272010 megegyezik z 4+ 27 !-el.
A masik esetben r = 1. Ez azt jelenti, hogy z egység hossz. Irjuk &t

trigonometrikus alakba

2010 1
52010

z = 0820109 + isin 20109 4 (cos ¥ — i sin )20
cos 20109 + ¢ sin 20109 4 cos 20100 — 4 sin 201099

= 2co0s20109.

De az eredeti egyenléség miatt 2 cos = 2 cos a, ezért

22010 4 ,—2010 _ 9,5 9010a.
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18.

19.

Jellemezziik azon komplex (a,b) szampdarokat, melyekre a + b, ab € R.
Megoldas: Legyen a = x1 + iy és b= xo + iys. A feltevés szerint

a+b =

ab =

(331 =+ 332) + i(yl + yg) cRés
T129 — Y1y2 + i(21Y2 + T291) € R.

Ezek valésak, akkor és csak akkor, ha a képzetes résziik nulla, vagyis

y1+y2 = 0,
Ilyg + l‘gyl = 0
Az els6 egyenldség miatt @ = 1 + iy, b = xo — iy alakd (y = y1 = —y2). A
mésodikbdl pedig az
y(zg —x1) =0

egyenldséget kapjuk, amibél vagy y = 0, vagy zo = x1. Ezért a kovetkezd alaku
szamokparokat kapjuk:

ahol z,y € R.

Oldjuk meg a koévetkez6 egyenletet a komplex szamok halmazan:

224+ (1442 +4i =0.

Megoldas: Legyen z = a + bi. Ekkor

2+ (1+)z+4i = 0
a® 4 2abi —b* + (1 +4)(a—bi)+4i = 0
a® 4 2abi —b* +a—bi+ai+b+4i = 0.

Akkor nulla, ha mind a valés mind a képzetes része is nulla

ad—-+a+b = 0

2ab—b+a+4 = 0.
Az els§ egyenlet nem més, mint (a + b)(1 + a — b) = 0, amibdl kévetkezik, hogy
b= —a vagy b = a + 1. Ezeket behelyettesitve a masodikba:
Ha b = —a, akkor

2ab—b+a+4 = 0
—2¢®+a+a+4 = 0
a?—a—2 = 0.

20.

A megolddéképletbél megkapunk a-ra két megoldést.
Ha pedig b = a + 1 ,akkor

2ab—b+a+4 = 0
2a(a+1)—(a+1)+a+4 = 0
20> +2a+3 = 0.

Ennek nincsen megoldasa.

Add meg algebrai alakban az aldbbi egyenlet Osszes olyan komplex megolddsat,

amelynek mind a valds, mind a képzetes része negativ.

2 —30¢
.6 N2
.28 — (7 e
i-2°=(T+49)"+ T
Megoldas: Szamoljuk ki a jobb oldalt
2 —30¢ 2-3001+4
2 _ 2
(T+49)*+ T, = (7T+4)° + 17 143
2+ 17— 307 + 30
_ (7+i)2+ + In . 1+
2 —28i
- 34142
= 64.
Most dtosztunk i-vel (1 = —i):
2% = —64i.

frjuk at trigonometrikus alakba:
37 37
6 6 -
= 2" cos s .
z ( 5 +2sin 2)
Most hatodik gyokot vonunk. Még el6tte, itt az altalanos képlet. Ha w komplex

szam szoge o, akkor

2k 2k
nw:{\"/|w (cosw+isina+ﬁ) :ke{O,...,n—l}}.
n n
Esetiinkben o = 37”, igy
3 3
42k 42k
zZ€E2- 005277T+isin277r: k=0...5;.
6 6
3T

Ezek egyébként a hatodik egységgyokok elforgatva =r-el, és kétszeresre nyujtva.

Mar csak ki kell vdlogatni a feladatban kért tulajdonsaguakat. Ehhez segitség az

el6z6 el6tti mondat.
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21.

22,

23.

Tegylik fel, hogy a z komplex szamra teljesiil, hogy z képzetes része nem 0, de a
z + 1 komplex szdm képzetes része 0. Hatdrozzuk meg |z|-t.
Megoldas: Legyen z = a + bi és szamoljuk ki z + 2~ ! képzetes részét.
bt 1 bit a— bi PRI b )
a+bi+ ——=a+bi+ 5—5=a+ 55— - ).
a+bi a? + b2 a® + b2 a® + b2

A feltevés szerint tehdt b — azij)»b? = 0, amit atalakitva a

b(1 —a®>+1b*) =0

Osszefiiggéshez jutunk. Ekkor vagy b = 0 vagy a? + b?> = 1. Az elsé lehetdség
azonban nem lehetséges, mert a feladat szerint b # 0. Azt kaptuk, hogy a?+b% = 1,

amibdl |z| = 1 kovetkezik.

A z komplex szdmrdl tudjuk, hogy |z| = 1 és, hogy a z — iz komplex szdm képzetes
része 0. Hatdrozzuk meg 28 értékét.

Megoldas: Ha z = a + bi akkor a + bi — i(a + bi) = (a — b) + (b — a)i, ezért az
Im(z — iz) = 0 feltevés miatt b = a. A szdmunk tehdt a + ai alakd. De azt is
tudjuk, hogy |z| = 1, ezért 2a® = 1 és igy a = :I:g. Tehat két ilyen z szdm van:

VILVEL B B

- — = i

2 T @ 2 2
Mind a kett6 nyolcadik egységgydk, ezért 28 = 1.

Hol helyezkednek el a komplex szamsikon azon z komplex szamok, melyekre

(a) Im(4i — z) = 6;

(b) Re(iz+5) <T;

(c) |z — 1+ 2i| < 13;

(d)z=1.

Megoldas:

(a) Im(4i —a—bi) =4 —b =6, amib8l b = —2. A keresett szdmok az X tengellyel
parhuzamos, (0, —2) ponton dtmend egyenes pontjai.

(b) Re(i(a+bi)+5) =5—b <7, amibél b > —2. A keresett pontok az X tengellyel
parhuzamos, (0, —2) ponton dtmend egyenesen, vagy felette vannak.

(c) Ezt geometriailag konnyebb 14tni, mint kiszdmolni. A |w| < R az origd
kozéppontd, R sugart kor belseje. A |w — p| < R pedig a p-vel eltolt ilyen
kor, vagyis a p ponttdl kisebb mint R tévolsigra levé pontok. A feladatban
|z — (1 —2i)| < 13 az 1 — 2¢ kozéppontd, 13 sugari kor belseje.

(d) Atszorozava 27z = 1, vagyis |z| = 1. Ez az egységsugari kor ive.

24. Oldjuk meg az aldbbi egyenleteket:

(a) 2243=0 &)
() |z|=22+1 (cs)
(dz) 22 — 122+ 13 —4i =0 (dzs) /z = 22010
&) z+7=2 (F) == 72010 (€ 2+2+1=0
(gy) 22+2z2+1=0 (h)y L =iz

s (i) 1+iz—22=0
() 2(1+49)—z(1—i)=2i (§) 2:+3z2=5+2i(k) (2+1i)z>=-9+3i
Megoldas:

2% = i|z| (b) 22 =iz
22— 5+4+12i=0(d) 21 —3:2-1=0
(e) z+ vz =24

(a) 22 +3 = 0. Atrendezve: 22
négyzete is —1, ezért z = +i\/3.

—3, és akkor "z = /3v/—17. Mivel i és —i

(4) 22 = i|z|. Az egyenlet jobb oldala pusztan képzetes (mert |z| valds), ezért az
Y tengelyen fekszik. Olyan z-t keresiink tehét, amelyik négyzete (azaz a szogének
megdupldzasaval kapott, megnyujtott vektor) az Y tengelyre esik. Mekkora lehet
a hossza? Egyrészt a jobb oldal hossza: |i|z|| = |i||z| = 1|z| = |z|, mig a bal
oldal hossza: |22| = |z|?, azaz a hosszakra kapjuk, hogy |z|? = |z|, amibdl |z| = 1
vagy |z| = 0. A |z| = 0-bdl kapjuk a z = 0 megoldast. Ha pedig |z| = 1, akkor
egy egységvektorral van dolgunk. Raadasul egy olyan egységvektorral, melynek ha
szogét megdupldzzuk, akkor éppen F-et kapunk. Ezért arg(z) = 7 illetve 7 + 7.
A megoldasok trigonometrikus alakban:

21 = cos(g) 4—2’sin(%)7
7r N
zo = cos(z+7r)+zs1n(z+7r).

(b) 22 = iz. Atrendezve: 22 —iz = z(z—1i) = 0, amibél z = 0 vagy z = i. (Szorzat

akkor nulla, ha valamelyik tényezd nulla).

(c) |z| =2z +i. Itt a bal oldal egy valds szdm, ezért a jobb oldalnak is valésnak
kell lennie. Ha z = a + bi, akkor ez azt jelenti, hogy 2(a + bi) + ¢ € R, azaz a

képzetes része nulla: 2bi + i = 0, amibél b = —1

5- Most befrva z = a — %i—t az

egyenletbe kapjuk, hogy /a? + i = 2a, ami mar egy sima valds egyenlet. Ezt

megoldva megkapjuk a lehetséges értékeit.

(cs) 22 — 5+ 12i = 0. Atrendezve 22 = 5 — 12i, ezért a feladat nem mds
mint /5 —12¢ (két) értékének meghatdrozdsa.
trigonometrikus alakba irjuk, és aztan kifejezziik a gyokoket:

Ez a szokdsos mddon megy:

/7 = { Vel (cos( 2 s dsin( ST

) :ke€{0,...,n—1}}.
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(d) 2* — 322 — 1 = 0. Helyettesitsiik z2-et w-vel. Ekkor a w? —3w —1 = 0
masodfokud egyenletet kapjuk w-re, amit megoldva (mondjuk a megoldéképlettel)
kapjuk, hogy
3++v13
w2 = —F7 -
2
Ezért az eredeti egyenlet igy irhaté:
(2 - 3EVIy 2 32V,

2 2
A szorzat akkor nulla, ha valamelyik tag nulla, igy kaptunk két egyenletet. Ezek
méasodfoku egyenletek z-re, azaz két-két megolddst varunk. Mindkét esetben egy

konkrét szam gyokeit kell kiszamitani, ami ugyan gy megy, mint eddig.
(dz) 2? — 122 + 13 — 4i. A mésodfoki egyenlet megolddképletével:

12+ /(—12)2 —4(13 — 4i) 12+ /92+ 161
2 - 2 ‘

21,2 =

Igy megint csak a /92 + 16 két értékének a meghatdrozasa a feladat, ami ugyan
ugy megy, mint eddig (trigonometrikus alak).

(dzs) /z = 22910, Mekkora lehet z hossza? A hosszra kapjuk, hogy |v/z| = |22°1°],

‘2010

azaz \/|z| = |z , ami egy valés egyenlet, aminek két megolddsa van: |z| = 0

vagy |z| = 1. Ha |z| = 0, akkor z = 0 ami valéban megoldds. Ha pedig |z| = 1,

2-2010 4019 _ 1
)

akkor megint az egységgyokok kozott keresgéliink: z = z , amibdl z

igy pont a 4019-ik egységgyokoket kapjuk.

(e) z+ +/z = 2|z|. Helyettesitsiik \/z-t w-vel. A végén majd figyelni kell, mert
V/z-nek két értéke van. Ekkor kapjuk, hogy w? + w = 2|w?| = 2|w|?. A jobb oldal
megint valds szam, igy muszaj, hogy a bal oldal is az legyen. Ezért ha w = a + bi,
akkor kapjuk, hogy a? + 2abi — b> + a + bi € R, amibél 2abi + bi = 0, azaz b = 0
vagy a = —%. Mindkét esetben visszairva a + bi-t az eredeti egyenletbe, kapunk
egy egyenletet a-ra ill. b-re.

(é) z+7 =2|2|]. 2a =2Va2 + b2, a® = a® +b?, b = 0. Akkor viszont ez egy valés
egyenlet: 2a = 2a2.

(f) z = 22910, Trigonometrikus alakba atirva
r(cosa — isin @) = 12919 (cos 2010cr + 7 sin 2010cv).

Mivel r = r2010 ezért a hossza vagy nulla, vagy egy. A z = 0 j6 megoldas lesz.
Ha pedig egységvektor, akkor olyat keresiink, mit ha 2010-szer a sajat szogével

elforgatunk, akkor pont az X-tengelyre vett tiikorképét kapjuk. Mésszdéval, olyan
a-t keresiink, amire cos o = cos 2010« és sin o« = — sin 2010cx.

(g) 22 + 2z + 1 = 0. Méasodfoki megoldéképlettel

-1+V/1—-4 -1+3i
2 2

21,2 =

gy 224+ 22+ 1 = 0. Ha egy 2z komplex szdm kielégiti ezt az egyenletet, akkor a
konjugaltja is, mert az egyiitthatok valésak. Ezt konny( latni ha példaul mindkét
oldal konjugaltjat vessziik. Szdval, ha z megoldas, akkor erre a z-re teljesiil a

72 4+ 224 1 = 0 egyenlet. Vonjuk ki a kett6t egymasbél:
(22 =72 +2(z—2)=0.
Beirva z = a + bi-t kapjuk, hogy
4abi + 2(—2bi) = 0.

Tehat 4abi = 4bi, amibol b = 0 vagy a = 1. Mindkét esetben az eredeti egyenletbdl
kapunk egy valds szamokra vonatkozé egyenletet. A b = 0-bdl:

a’*+2a+1=0.
Az a = 1-bél:
(1+bi)2+2(1 —bi) +1=0.
Mindkett6t a szokdsos moédon mar meg lehet oldani.
(h) L =7z Atszorozva (i2)(iz) = 1, mésképp |iz| = 1. Mivel |i| = 1 ezért |z| = 1.
Tehat az egységkoriv pontjai elégitik ki az egyenletet.
(i) 1 +iz — 22 = 0. Megolddképlettel

CiE/(—i)?+4 ik V3
= 5 = :

2

21,2

(1) 2(1+4) —2z(1 —4) = 2i. Legyen w = z(1 + i). Ekkor az egyenlet igy alakul:
w +w = 2i. Ha w = a + bi, akkor 2bi = 27 amibdl kapjuk, hogy b = 1. Visszairva

w definicidjdba: a + i = z(1 4 i), amib6l

a+1
1+

megoldasok adédnak.
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25.

() 22+3z2=5+2i. 2a+2bi+3a—3bi=5+2i, ba—bi=5+2i, a=1,b=-2.
z=1-—2i.

(k) (24 1)2% = —9 + 3i. Atrendezve

5 =943
T Ty
—9+3i2—j
2+i 2—i
—15+15i

)
-3+ 3

Atirjuk trigonometrikus alakba:
3+ 3i = 3v/2 (cos 135° + isin 135°)
és ebbdl mar tudunk harmadik gyokot vonni.

Egy kor alaku mackodsajtos dobozban a hat darab egyforma korcikk alakid sajtbol
mar csak harom maradt. Mindharom saj cstcsa a doboz kozéppontjaban van, de
egyébként tetszdlegesen helyezkednek el. Tekintsiik a szomszédos sajtok koézotti
ires iveket, és mindharomra vegyiik az iv végpontjait 0sszekotd egyenes szakasz
felez6épontjat. Igazoljuk, hogy ez a harom pont egy szabalyos haromszoget alkot.

Megoldas: Helyezziik el a mackdsajtos dobozt a komplex szamsikon tgy, hogy a

E D

kozepe az origo legyen. Legyen z; az abrdn ldthaté A csucsnak megfelelé komplex

szam, és hasonléan zo és z3 tartozzék a C és E csucsokhoz. Legyen tovabba e az

26.

27.

28.

els6 hatodik egységgydk, € = cos § + isin§. Az e-nal szorzés megfelel a 60°-os
elforgatassal. Azt kell bizonyitani, hogy €z + 2o, €29 + 23 és €23 + 21 egy szabdlyos
héromszog csicsai. Ez egyenértékii azzal, hogy a megfelel6 oldalak megkaphatdk

egymasbol egy 120°-os elforgatds utdn, vagyis le kell ellendrizni, hogy

(e23 + 21) — (€22 + 23) = € ((e22 + 22) — (e21 + 22))

vagy

(82’1 + Zg) (823 + 21 ((622 + 223) (623 + 2’1))

Mindkett6 konnyti szdamoldssal adédik az €2 = —1 és ¢ — €2 = 1 felhasznaldsaval.

Megjegyzés:  sehol nem hasznaltuk fel, hogy a sajtszeleteknek megfelel6

hiromszogek nincsenek atfedésben egymassal.

Osszeadtuk az Gsszes n-edik egységgyokot. Mi lett az eredmény?

Megoldas: Ha ¢4, ...,¢, az n-ik egységgyokck, akkor

"—1l=(z—e1) - (2—en).

A jobb oldalon a zérdjeleket kibontva 2"~1 egyiitthatéjét (eléjeltél eltekintve)

e1+€o+. . .+¢, féleképpen lehet megkapni. Viszont a bal oldalon 2"~ egyiitthatéja
nulla, ezért az n-ik egységgyokok Osszege is nulla. Ez egyébként paros n esetén

geometriailag is 1latszik: minden egységgyoknek szerepel a negativija is.

Van-e a 9-ik egységgyokok k('jz('jtt hat, melynek Gsszege 07

Megoldas: Legyen ¢, = cos 28T 1 jsin %—”

a k-ik kilencedik egységgyok. Ekkor
€1 40°-0s szoget zar be. Léthato, hogy €3, €¢ és €9 mind harmadik egységgyokok
is. Ezért e3 + g6 + €9 = 0. A maradék hat egységgyok jo lesz. Ezek Osszege azért

nulla, mert az Osszes Osszege is nulla kell, hogy legyen.

Hol a hiba a kovetkez6 "levezetésben”?
1=V1=/(-1)(-1)=vV-1y—1=i-i=—1.

Megoldas:
minden nem nulla szadmnak két gycke van a komplexek koérében. Ezért a harmadik

A hiba ott van, hogy v/—1 egy halmaz, nem pedig egy szam, ti.

és negyedik egyenloség értelmetlen.
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1.

10.

11.

12.

13.

. Egy emeletes hdz szintjeit szeretnénk kifesteni.

Héanyféleképpen sorakozhat fel egy allatidomar mogott egy oroszlan, egy tigris és egy
jegesmedve? Es ha még egy pingvin is van?

Hényféleképpen tehetjiik ezt meg, ha
piros, kék és sarga festékiink van és
(a) két emelet van;

(b) harom emelet van; (c) 20 emelet van;

(d) 20 emelet van és szomszédos szintek nem lehetnek egysziniiek?

. Héanyféleképpen tehetiink fel egy sakktablara

(a) egy fekete és egy fehér bastydt; (b) két fehér bastyét;

(c) egy fekete, egy fehér és egy zold bastyat; (d) hérom fehér béstyat?

. A cukrédszddban huszféle fagyi koziil lehet védlasztani. Hényféleképpen ehetiink harom

gombdcot, ha esetleg tobbet is esziink ugyanabbdl a fajtabdl és
(a) tolesérbe kérjiik (a sorrend szamit),
(b) kehelybe kérjik (a sorrend nem szamit)?

Es ha csak kiilonbozét vesziink?

. (a) Hény 8-jegyii szdm van?

(b) Hény olyan 8-jegyfi szdm van, melynek szomszédos jegyei kiilonboz8k?
(c) Hény olyan 8-jegy(i szdm van, melynek szdmjegyei kozott nem szerepel a 7-es?

(d) Hény olyan 8-jegyli szam van, melynek szdmjegyei kozott szerepel a 7-es?

. Héany olyan 5-tel oszthaté hatjegyli szdm van, amelyben a szdmjegyek nem ismétlédnek?
. Hényféleképp allhat egy sorba 4 lany és 4 fid, ha felvaltva kell allniuk?

. Hanyféleképpen iilhet le egy kor alaku asztalhoz 7 ember? Es ha Kilidn, Krizosztom és

Liboriusz egymds mellé akarnak tilni? (Két tilésmédot nem tekintiink kiilonbozének, ha

mindenkinek ugyanaz a két szomszédja).

. Hanyféleképpen oszthatunk szét az évodaban 25 gyerek kozt 10 csokit, 6 rédgdt és 9

jégkrémet igazsigosan? Es nem feltétleniil igazsdgosan?

Hényféleképpen valaszthatunk ki hdrom kiilonb6zo 1 és 30 kozotti egész szamot gy, hogy

ezek Osszege paros legyen?

Héanyféleképpen lehet kiosztani az 52 lapos franciakartya-csomagot 4 jatékosnak gy, hogy
mindenki 13 lapot kapjon és egy kivalasztott jatékos pontosan 2 aszt és 5 pikket kapjon?

Mik azok a természetes szamok, amik végtelen sokszor fordulnak el6 a Pascal-

héromszogben?

Az 1,...,9 szdmokat felirtuk egy-egy céduldra és egy kalapba tettiik. Hényféleképpen

lehet egyszerre 6t6t kihtzni dgy, hogy a szdmok szorzata oszthaté legyen 5-tel.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

Hényféleképpen lehet eljutni az origébdl a (2, 3, 5) pontba tgy, hogy csak egységnyi hosszi
jobbra, fel és el6re 1épések lehetségesek?

Hény n hosszi 01 sorozat van? Hany részhalmaza van egy n elemii halmaznak? Mennyi
©) + () +-+ ()7

Bizonyitsd be, hogy egy n elemil halmaznak ugyan annyi paros elemszamu részhalmaza
+ (=)™ (1)?

n

van, mint ahdny paratlan. Mennyi (3) — (711) + ...

Egy n elemii halmaznak legfeljebb hany részhalmaza adhaté meg tgy, hogy semmelyik

kett6 metszete se legyen tires?

Igazold, hogy 373, (1) (,2) = ("47)-

Hény éle van egy n csicsu teljes grafnak?

Van-e olyan legaldbb két pontu graf, melyben minden pont foka kiilonb6z6?

Igazold, hogy véges grafban a paratlan foki pontok szama péros. Es végtelen grafban?
Igaz-e, hogy egy graf, vagy a komplementere 6sszefiiggd? (Itt a 'vagy’ nem kizaré-vagy!)

Hatarozzuk meg az Gsszes, paronként nem izomorf egyszerti grafot, melyre
(a)v=4,e=5 (b)v=>5,e=3 (c)v=5,e=7 (d)v=5e=38
(e) v =5, minden pont foka legaldbb 3.

Van-e olyan egyszerii graf, melyben a pontok foka rendre

(a) 1,2,2,3,3,3 (b) 1,1,2,2,3,4,4 (c) 5,5,5,6,6,6,7,7,7

(d) 1,2,2,3,4,4,5,6,6 (e) 1,1,3,3,3,3,5,6,8,9 (f) 2,3,3,4,5,6,7
(g) 1,3,3,4,5,6,6.

Rajzoljunk a komplementerével izomorf 5 csicsi illetve 6 csticsi grafot (ha van)!
Lehet-e egy 366 cstcsu graf izomorf a komplementerével?
Melyek azok a gréfok, melyekben barmely két élnek van k6z6s pontja?

Bizonyitsuk be, hogy ha egy egyszerii grafban minden pont foka legaldbb kettd, akkor a
grafban van kér. Ha minden pont foka legaldbb hdrom, akkor van benne paros hosszisagu

kor.

Legyen A egy fiban a maximalis fokszdm. Bizonyitsuk be, hogy ekkor a fa legalabb A
darab elsé foku csicsot tartalmaz!

Egy adott n x k méretli csokolddébdl hdnyféle kisebb csokolddét lehet csindlni? (Csak
torni lehet).
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1. Hanyféleképpen sorakozhat fel egy allatidomar mogott egy oroszlan, egy tigris és egy

jegesmedve? Es ha még egy pingvin is van?
Megoldés: 3-2-1 = 3!, ha pingvin is van, akkor 4!.

. Egy emeletes héz szintjeit szeretnénk kifesteni. Hényféleképpen tehetjiik ezt meg, ha
piros, kék és sarga festékiink van és

(a) két emelet van; (b) harom emelet van; (¢) 20 emelet van;

(d) 20 emelet van és szomszédos szintek nem lehetnek egysziniiek?

Megoldas: (a) Egy emeletet a tobbitél fliggetleniil hdromféle szinnel festhetiink ki, ami

3?2 lehetséget jelent.

(b) 3° (c) 3%°.

(d) Az elsd szintet hdromféle szinnel festhetem ki, minden més szintet pedig kétfélével.
Konnyli meggondolni, hogy igy az Osszes lehetdséget pontosan egyszer szamoltuk (nem
okoz gondot az, hogy az elsé szintnél valasztottunk haromféle szin koziil, és nem mondjuk
a hetedik szintnél). A megoldés tehdt 3 - 2'9.

. Héanyféleképpen tehetiink fel egy sakktablara

(b) két fehér bastyét;

(d) hérom fehér béstyat?

Megoldas: (a) Mivel megkiilonboztethetd a két bastya, ezért gondolkozhatunk igy: az
els6t letehetjiik 64-féle helyre, a masodikat pedig mar csak 63-féle helyre. Tehat 64 - 63.

(a) egy fekete és egy fehér bastydt;
(c) egy fekete, egy fehér és egy zold bastyat;

(b) Itt mér nincs sorrendje a bastydk letételének. Ha kiilonbozd szinliek lennének, akkor
64 -63 lenne az eredmény. Viszont ha megcserélem a lerakott két bastyat, akkor az ugyan

annak a lerakdsnak felelne meg. Osszesen 2! féleképpen tudom megcserélni a két bastyat,

64-63
2!

ahova lerakom a bastyakat. Erre pont (624) lehetéségem van.

(c) 64-63-62. (d) 025362

ezért az eredmény: . Masképp gondolkozva: ki kell valasztanom a 64 mez6bol kettét,

. A cukréiszddban huszféle fagyi koziil lehet vélasztani. Hényféleképpen ehetiink harom
gombdcot, ha esetleg tobbet is esziink ugyanabbdl a fajtabdl és

(a) tolesérbe kérjik (a sorrend szamit),

(b) kehelybe kérjiik (a sorrend nem szédmit)?

Es ha csak kiilonbozét vesziink?

Megoldas:

(a) Harommat vélasztok, és mindegyik hiszféle lehet: 32°.

(b) (20+3371), ezt a tablazatbejarasos vagy az elvalasztds mddszerrel lehet bizonyitani.
(c) Ha csak kiilénbozéket vesziink és a sorrend szdmit, akkor (2372!3)!.

(d) Kivéalasztom a harom kiilénboz6 fagylaltot a hiszbdl: (230).

Egy 6sszfoglalé tablazatban

2010. nov. 15.
n-bél k-t sorrend nem szamit | sorrend szamit
ismétlés nélkiil (Z) (nz!k)!
ismétléssel ("*Z—l) e

5. (a) Hany 8-jegyli szdm van?

(b) Hény olyan 8-jegyfi szdm van, melynek szomszédos jegyei kiilonb6z8k?

(c) Hany olyan 8-jegy(i szdm van, melynek szdmjegyei kozott nem szerepel a 7-es?
(d) Hény olyan 8-jegyli szam van, melynek szdmjegyei kozott szerepel a 7-es?
Megoldaés:

(a) Amire figyelni kell, hogy nulldval nem kezdédhet egy szdm. Ezért az els6 helyre
(legnagyobb helyiérték) 9-féle szdmjegyet tehetek, minden mds helyre pedig tizfélét. Az
eredmény: 9-107.

(b) Mint az elébb, most is 9 féle szdmjegyet tehetek a legnagyobb helyiértékre, és minden
miés helyre is 9 félét, hiszen le van tiltva az a szomszéd, amit mar letettem. Tehdt: 95.
(c) Els6 helyre nem tehetek 0-t és 7-est, a tobbi helyre pedig bdrmit, csak 7-est nem.
Ezért 8- 9.

(d) Ha a nyolcjegyli szdmok halmazabdl kivonjuk a 7-est tartalmazo nyolcjegyt szdmokat,
akkor a maradék pont az, amit meg kellene szamolni. Vagyis ,,jé = Osszes - rossz” alapon
kapjuk, hogy 9-107 —8-97.

. Hany olyan 5-tel oszthaté hatjegyili szdm van, amelyben a szamjegyek nem ismétlédnek?

Megoldéds: A szam hatjegyli, ezért els6 jegye nem lehet 0, és oszthatd 5-tel, ezért utolsé
jegye csak 0 vagy 5 lehet. Ezt a két esetet kiilon érdemes szdmolni. Nézziik meg, héanyféle
lehet, ha az utolsé jegye 5. Ekkor az elsé jegy lehet 8 féle mert 0 és 5 nem lehet. A
maéasodik megint 8 mert 5 és az elsé jegy nem lehet. A kovetkezd 7 féle, majd 6 és 5,
Osszesen 8 -8 -7-6-5-1. Ha az utolsé jegy 0, az ehhez teljesen hasonléan megy. Az els6

jegy 9 féle lehet mert csak a 0-at kell kizarni, az Gsszes lehetéség 9-8-7-6-5- 1.
Osszesen tehdt 8-8-7-6-5-14+9-8-7-6-5- 1 ilyen sz4m van.

. Hényféleképp &llhat egy sorba 4 lany és 4 fid, ha felvaltva kell allniuk?

Megoldéas: Mivel az, hogy a lanyok és a fiik milyen sorrendben &llnak, az egymédstol
teljesen fiiggetlen, ezért kiilon is kezelhetjiik 6ket. Lanyok egymést kozt 4! féleképpen
allhatnak sorrendben, fitik szintén. Ez eddig 4! - 4! féle sorrend, de még meg kell szorozni

2-vel, hisz lany is, fid is kezdheti a sort. Osszesen 2-41-4! féleképpen éallhatnak sorrendbe.

. Hanyféleképpen iilhet le egy kor alaku asztalhoz 7 ember? Es ha Kilidn, Krizosztom és

Liboriusz egymds mellé akarnak tilni? (Két ilésmédot nem tekintiink kiilonbozének, ha
mindenkinek ugyanaz a két szomszédja).
Megoldéas: Egy adott tilésrend nem valtozik meg, ha elforgatjuk, vagy tiikrozziik. Az

elforgatasok és tikrozések egymads utani végrehajtasa megkaphaté hét elforgatds és két
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tikrozés segitségével (azaz ha valaki mésra tikroznénk, azt megkaphatjuk egy elfor-

Ezért az Osszes sorrendet ezek a transzformaécidk
1

72"

gatdssal és az eredeti tikrozéssel).

7 ill. 2 elemi ekvivalenciaosztdlyokra bontjak. Vagyis a megoldés:

Ha Kilidn, Krizosztom és Liboriusz egymaés mellé akarnak {ilni, akkor elészor Sket egy
emberként kezeljiik, leiiltetiink mindenkit, majd megnézziik, hogy 6k hiarman hényféle
sorrendben lehetnek. Tehdt elészor 5-en lelilnek a kor alaku asztalhoz (az egyik virtudlis

ember a hdrom megnevezett személy). Ez lehet % féle. Majd ezt meg kell szorozni 3!-al.

. Héanyféleképpen oszthatunk szét az vodaban 25 gyerek kozt 10 csokit, 6 réagét és 9

jégkrémet igazsigosan? Es nem feltétleniil igazsdgosan?
Megoldaés:
Elészor kivélasztjuk, hogy melyik 10 gyerek kap csokit: ez 25 kiilénb6z6 elembdl 10

Az igazsagos szétosztiaskor minden gyerek pontosan egy édességet kap.

kivdlasztdsa, tehdt erre (30) lehetéségiink van. A maradék 15 gyerekbdl kivélasztjuk azt
a 6-ot, akik rdgét kapnak: (7). Mindenki mdsnak jégkrémet adunk (frhatnénk, hogy
(g)). FEzek fliggetlen valasztdsok voltak, igy (fg) (165) lehet6ség van.

A nem feltétleniil igazsdgos szétosztdsnal egy gyerek tobb édességet is kaphat. A 10 csokit
(25+1071
10

hasonléan szdmolhaté ki. Az eredmény (32) (%) ().

) féleképpen vialaszthatom ki, mert egy gyerek tobbszor is kaphat. A tobbi eset

Hényféleképpen valaszthatunk ki harom kiilénb6zé 1 és 30 kozotti egész szamot gy, hogy
ezek Osszege péaros legyen?

Megoldds: Hérom ilyen szdmbdél 0 vagy 2 lehet paratlan. Az elébbi esetben 15 péros
135) lehet6ség. A masodik esetben pedig a 15
paros szdmbdl kell kettSt, a 15 paratlan szdmbdl pedig (az elézbektdl fiiggetleniil) egyet

vélasztani, ez (125) (115). Osszesen tehat (135) + (125) (115) lehetdség van.

szambdl kell hdrmat kivédlasztani, ez (

Héanyféleképpen lehet kiosztani az 52 lapos franciakartya-csomagot 4 jatékosnak gy, hogy
mindenki 13 lapot kapjon és egy kivalasztott jatékos pontosan 2 dszt és 5 pikket kapjon?
Megoldas: Két esetre osztjuk a leszdmlélést, aszerint, hogy a kivalasztott jatékos (legyen
ez a tovdbbiakban X) megkapja-e a pikk dszt, vagy sem.

Ha nem, akkor (g) féleképpen valaszthatunk két dszt, majd (152) féleképp valaszthatunk 5
pikket a maraddk 12 pikk koziil. X tovabbi lapjait (6 darab) 4gy véalaszthatjuk, hogy sem
pikk sem asz nem lehet. Ilyen lapbal 54 — 13 —4 41 van, igy a lehet6ségek szama (366)‘ A
mésik hdrom jétékosnak a maradék 39 lapbél vélaszthatuk: (33) + (*°;'%) + (**7157%9).
A masik esetben X megkapja a pikk dszt. Ezek utan (i’) féleképpen kaphat még egy &szt
és (142) féleképp még 4 pikket. A tobbi lapjait pedig (376) féleképpen. A mésik hdrom

jatékos ugyan ugy mint az el6bb. ..

A megoldés tehat:

(EE)E)-OC)EIEEE)

12.

13.

14.

15.

16.

Mik azok a természetes szdmok, amik végtelen sokszor fordulnak el6 a Pascal-
héromszogben?

Megoldas: Vegyiik észre, hogy ha k > 1 akkor (]:) > k minden i-re, ezért a k szdm nem
fordulhat el6 a Pascal-haromszog k-ik sora alatt. Azt kaptuk tehat, hogy csak az 1 fordul

el6 végtelen sokszor.

Az 1,...,9 szédmokat felirtuk egy-egy céduldra és egy kalapba tettiik. H&anyféleképpen
lehet egyszerre 6t6t kihtzni dgy, hogy a szdmok szorzata oszthaté legyen 5-tel.

Megoldas: A szdmok szorzata pontosan akkor lesz oszthaté 6ttel, ha az 5-0s szamjegyet
kihtztuk. Az Osszes lehetséges hiuzdsok szama (g) és ezek koziil rossz az, amiben nem

szerepel az 6t0s. Ez utébbiak szdma (g) Vagyis a megoldas (2) — (g)

Hanyféleképpen lehet eljutni az origébdl a (2, 3, 5) pontba gy, hogy csak egységnyi hosszi
jobbra, fel és elére 1épések lehetségesek?

Megoldas: Az X tengelyen kettét kell pozitiv irdnyba 1épni, hdrmat az Y tengely pozitiv
irdnyaba és 6t0t a Z tengelyen. Ezeket a lépéseket ugyanakkor barmilyen sorrendben

megtehetjliik. Ez tehat annyi lehetOség, ahdny sorrendje van 10 olyan elemnek, melybdl

10!

2, 3 illetve 5 azonos tipusi (megkiilonboztethetetlen). Ezért a vélasz gy -

Hény n hosszi 01 sorozat van? Hany részhalmaza van egy n elemi halmaznak? Mennyi
)+ )+ + ()7
Megoldas: Az n hosszi 01 sorozat minden egyes helyén kétféle lehetSség koziil

valaszthatok. Az egyes valasztdsok fliggetlenek, ezért 2" lehet6ség van.

Egy n elemii halmaznak 2" részhalmaza van. Erre mutatunk két megoldést is.

Els6 megoldas: Egy adott részhalmazt gy kaphatunk meg, hogy minden egyes elemrol
eldontjiik, hogy benne van-e a részhalmazban, vagy sem. Ez n fliggetlen déntés, mindig
kétfajta lehetOséggel. Tulajdonképpen a részhalmazok karakterisztikus fiiggvényeit, mint

0 — 1 sorozatokat szamoltuk Ossze.

Misodik megoldds: Minden részhalmaz valahdny elemii. A k elemii részhalmazok

szdma (definicié szerint) (:), vagyis ha 6sszeadom a 0-elemil, az 1-elemi, ..., az n-elemi

részhalmazok szdmat, akkor megszamoltam mindent. A binomidlis tétel szerint kapjuk,

hogy
GRORSIGRIES

Bizonyitsd be, hogy egy n elemii halmaznak ugyan annyi paros elemszamu részhalmaza
van, mint ahdny pératlan. Mennyi () — (1) +...+ (=1)"(?)?
Megoldas: Legyen az n elemil halmazunk paros elemszami részhalmazaibdl allé hal-

maza A és a péaratlan elemszdmuakébdl &ll6 pedig B. Keressiink egy kolcsondsen
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20.

egyértelmii leképezést A-bdl B-be, vagyis éllitsuk parba a paros és paratlan elemszamu

részhalmazokat. Ezt a kovetkezO Otlettel lehet megtenni: egy paratlan halmazhoz
vegyink hozzd egy rogzitett elemet. fgy kapunk egy paros elemszamut. Kicsit kell azzal

vacakolni, hogy mi van, ha ez a rogzitett elem mér eleve benne van a halmazban.

Maésként: A péros elemii részhalmazok szama: (g) + (g) + (Z) + ..., a paratlanoké pedig:

(711) + (") + (") + .... Azt kell tehiat megnézni, hogy

0000

Atrendezés és a binomislis tétel utdn kapjuk, hogy
n n n n
- - .=(1-1)"=0"=0.

Egy n elemil halmaznak legfeljebb hany részhalmaza adhaté meg tgy, hogy semmelyik
ketté metszete se legyen iires?

Megoldéas: Legyen A a széban forgd n elemii halmaz, és rogzitsiink egy © € A elemét.
Osszesen 2" ' olyan részhalmaz taldlhaté A-ban, amikben z szerepel, hiszen z-et a
lehetséges 2™ darab részhalmaz fele tartalmazza. Ezen részhalmazok koziil persze barmely

ketté metszete nem lres, hisz x-et tartalmazza.

To6bbet viszont nem lehet megadni. Ennek az az oka, hogy ha a kivalasztott részhalmazok
kozott szerepel egy B C A halmaz, akkor A \ B biztosan nincs kivdlasztva. Tehdt egy
részhalmaz és a komplementere koziil pontosan az egyiket lehet csak kivélasztani. Emiatt
az egymast paronként metszd halmazokbdl 4116 halmazrendszer legfeljebb a részhalmazok

felét, azaz 2"~ ' részhalmazt tartalmazhat.

Tgazold, hogy 33 (1) (,24) = ("4):

Megoldas: Legyen A és B r illetve s elemfil diszjunkt halmazok. Ekkor |AU B| =r + s.
Szamoljuk 6ssze, hogy hanyféleképpen lehet kivdlasztani AU B-bél n elemet. Ez egyrészt
(TZS), ami az egyenléség jobb oldala. Masrészt dgy is gondolkodhatunk, hogy eldszor
kivélasztunk A-bél k elemet, és B-b8l a maradék n—k elemet. Ez rogzitett k-ra (})(,°,)
lehet&ség. Viszont k lehet nulldtdl n-ig barmi; ezeket a lehet8ségeket Gssze kell adni (ez
egy esetszétvdlasztds aszerint, hogy A-bol hdny elemet valasztunk, ezért kell dsszeadni).

A kapott 6sszeg pont az egyenl6ség jobb oldala.

Hény éle van egy n csicsu teljes grafnak?
n

Megoldéas: Barmely két cstics kozott megy él, vagyis (2) él van.

Van-e olyan legaldabb két ponti graf, melyben minden pont foka kiilonb6zé?

Megoldéas: Az abréan szereplé graf minden fokszama kiilénb6z6é. De egyszerli grafok

21.

22.

23.

—)

k6z6tt nincs olyan, aminek minden foka kiilonb6z6 lenne (hacsak nem az egycstcsu grafrol
van sz0), hiszen kiilonben a fokszdmok rendre a 0,1, ...,n—1 lennének. De egyszerre nem
lehet 0 és n — 1 fokud csics, mert az els6 senkivel nem lenne GsszekStve, mig a masodik

mindenkivel.

Igazold, hogy véges gréfban a paratlan fokd pontok szédma péros. Es végtelen grafban?

Megoldéas: Adjuk 6ssze az 6sszes fokszamot! Ekkor minden csiicsbdl a rajta atmené élek
szamat adtuk Ossze, de mivel egy élnek két vége van, ezért minden élet kétszer szdmoltuk.
Tehdt 3° ¢y (o) d(v) = 2¢(G), azaz a fokszdmok Osszege pont az élek szdmanak kétszerese.
De akkor ez egy paros szam, ezért nem lehetnek a paratlan fokidak paratlan sokan, hiszen

akkor az Osszeg paratlan lenne.

Igaz-e, hogy egy graf, vagy a komplementere 6sszefiiggd? (Itt a 'vagy’ nem kizéré-vagy!)
Megoldés: Igaz. Tegyiik fel ugyanis, hogy G nem 0Osszefiigg, van mondjuk k& kompo-
nense. Valasszunk ki két tetszOleges csicsot. Ha ezek kiilonb6z6 komponensben vannak,
akkor a komplementerben lesz kozottiik él. Ha pedig azonos komponensben vannak, akkor
valasszunk egy harmadik pontot egy masik komponensbdl. Ekkor ezzel a harmadik pont-
tal mindkettd Gssze van kétve a komplementerben, igy van kozottik (egy kettd hosszi)
ut. Azt kaptuk tehdt, hogy barmely két pont kozott vezet vagy él vagy egy ketté hosszu

it a komplementerben, vagyis G &sszefiiggd.

Hatarozzuk meg az Gsszes, paronként nem izomorf egyszerti grafot, melyre
(a)v=4,e=5 (b)v=>5,e=3 (c)v=5,e=7 (d)v=5e=8
(e) v =5, minden pont foka legalabb 3.

Megoldés:

(a) v =4, e = 5. Egy 4 pontu, 5 élii gréfnak egy éle hidnyzik, ahhoz hogy teljes gréf
legyen. (Egy teljes 4 pontd grafnak (3) = 6 éle van). Ezt az egy élet tetsz6legesen
kivalasztva mindenképp az dbran lathaté gréaffal izomorf grafot kapunk, igy az dbran
lathaté egyetlen megfeleld graf.

(b) v =5, e = 3. Egy 5 pontd, 3 élii grafnak mindig van két olyan éle melyeknek
van kozos cégpontja, mert 3 olyan élnek, melyek koziil semelyik kettének nincs kozos
cstcsa, 6 kiillonbo6z6 végpontja lenne. Ehhez a két élhez a harmadikat tobbféleképpen is
megvalaszthatjuk. Lehet, hogy a harom él egy utat alkot, lehet, hogy egy csillagot, de az
is lehet, hogy a hramadik élnek nincs k6z0s csicsa az elsé kettovel. Tehat 3 paronként

nem izomorf graf van.

(¢) v=2>5,e=17. Egy 5 pontu 7 élii grafnak a komplementere egy 5 pontd 3 éli graf,



BSz 1 gyakorlat — megoldasvazlatok

10. alkalom

2010. nov. 15.

24.

amilyeneket épp az eléz6 esetben vizsgaltunk. Tovdbba két graf pontosan akkor izomorf,
ha a komplementeriik izomorf. Igy elég csak venniink az eléz6 grafok komplementereit,
ezek paronként nem izomorfak leszek, és nem lesz tovabbi grif, mely ezek egyikével ne

lenne izomorf.

(d) v =5, e =8 Egy 5 ponti 8 élii grafnak csak két éle hidnyzik, hogy teljes graf
legyen. (Egy teljes 5 ponti grafnak (g) = 10 éle van). fgy egyszeribb azt megvizsgalni,
hogy hanyféleképpen hagyhatunk egy teljes grafbdl két élet, hogy nem izomrf grafokat
kapjunk. Erre két lehetéségiink van: a két elhagyott élnek vagy van kzos végpontja vagy

nincs.

(e) v = 5, minden pont foka legaldbb 3. Egy 5 pontd grafnak, melynek minden foka
legalébb 3, a komplementre barmely csticsénak foka legfeljebb 1. Igy a keresett grafok
komplementere haromféle lehet: iires graf (nics éle), lehet egy éle vagy lehet két éle, de
ezen két élnek nem lehet koz0s végpontja; ha a grafnak legalabb 3 éle lenne, akkor lenne
két él, melyek lenne kozos végpontja, igy lenne a grafnak legalabb 2 foku cstcsa. Tehéat
3 paronként nem izomorf graf van.

a) b)

ZBR G

<
dr *
&

o W

Van-e olyan egyszerii graf, melyben a pontok foka rendre

(a) 1,2,2,3,3,3 (b) 1,1,2,2,3,4,4 () 5,5,5,6,6,6,7,7,7

(d) 1,2,2,3,4,4,5,6,6 (e) 1,1,3,3,3,3,5,6,8,9 (f) 2,3,3,4,5,6,7
(g) 1,3,3,4,5,6,6.

Megoldas: (a) 1,2,2,3,3,3. Ez jé lesz:

FF@

(b) 1,1,2,2,3,4,4. Nincs, mert a fokszdmdosszeg pératlan.

25.

26.

27.

(¢) 5,5,5,6,6,6,7,7,7. a kovetkezd:

3,3,3,2,2,2,1,1,1 (a graf 9 csucsy, igy a graf komplementerének fokszdmai megkaphatdk,

A graf komplementerének a fokszdmai

ha az eredeti graf fokszamait kivonjuk 8-bdl). Ilyen gréfok konnyen rajzolhatunk, ennek

komplementere pedig a feledatnak megfelelo lesz.

AN

(d) 1,2,2,3,4,4,5,6,6. Nincs, mert a fokszdmosszeg paratlan.

(e) 1,1,3,3,3,3,5,6,8,9. Nincs ilyen graf, mert ha lenne, akkor a 9 fokd minden csticcsal,
a 8 fokunak 1 kivételével minden csicsal szomszédosnak kellene lennie, de ekkor legfeljebb

csak 1 els6foku csiicsa lehetne a grafnak, pedig nekiink 2 kellene.

(f) 2,3,3,4,5,6,7. Nincs ilyen graf, mert egy 7 csticsi grafnak nem lehet 6-ndl nagyobb

fokszama.

(g) 1,3,3,4,5,6,6. Nincs ilyen graf, mert ha lenne, akkor a két 6 foku csicsnak minden
masik cstcesal szomszédosnak kellene lennie, de ekkor nem lehet a grafban 1 foku csics.

Rajzoljunk a komplementerével izomorf 5 csucs illetve 6 cstcsu grafot (ha van)!
Megoldas: 5 csicsu: 6tszog. Ennek komplementere egy ,,anagramma”, ami izomorf az
Otszoggel. Hat pontu nincsen, hisz izomorf grafok élszama megegyezik. Tehat a teljes
hatszog éleit kellene két osztdlyba sorolni, tgy, hogy ugyan annyi él legyen mindkét
osztalyban. Ez nem lehetséges, mert |E(Kg)| = (g) = pératlan.

Lehet-e egy 366 cstcsu graf izomorf a komplementerével?

Megoldés: Legyen G egy 366 csticsii graf. Ha G izomorf G-vel, akkor ugyan annyi éliitk
kell, hogy legyen. A két grifnak Osszesen annyi éle van, mint Ksge-nak, ami e(Kses) =
(326). De ez egy paratlan szam, ezért nem lehet, hogy G-be ugyan annyi essen ezekbél

az élekbSl mint G-be. A vélasz tehit: nem.

Melyek azok a gréfok, melyekben barmely két élnek van kézos pontja?

Megoldas: Ha G-ben barmely két élnek van kozos pontaja, akkor G vagy haromszog
(pdrhuzamos éleket is megengedve), vagy csillag (olyan graf, amiben van egy csics, ami
minden élnek az egyik végpontja; megint lehetnek parhuzamos élek, de itt hurokélek is)
plusz esetleges izoldlt pontok. Az vildgos, hogy ezek a grafok tényleg jok, és konnyl

végiggondolni, hogy ha legfeljebb harom csicsa van a grafnak, akkor csak ezek lehetnek.
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A tovébbiakban indukciéval igazoljuk az allitast. Tegyiik fel, hogy n csiicsszamig tudjuk
az allitas. Hagyjunk el egy olyan csicsot, amitél még Gsszefiiggé marad a graf. Ekkor
amit kapunk (az indukcié alapjan) vagy egy csillag vagy egy hdromszog. De a csillaghoz
csak ugy tudjuk hozzavenni az elhagyott csiicsot a tulajdonsdg megérzésével, hogy csillag

maradjon, a haromszoghoz pedig sehogy.

Bizonyitsuk be, hogy ha egy egyszerii grafban minden pont foka legaldbb ketts, akkor a
grafban van kér. Ha minden pont foka legaldbb hdrom, akkor van benne paros hosszisagu
kor.

Megoldas: Vegyiik a grafnak a(z egyik) maximélis hosszu dtjét, P-t. Ilyen bizonyosan
van, hiszen a graf véges. Ennek az utnak van két végpontja, legyen az egyik v. Ekkor v
minden szomszédja P-n van, hisz kiilénben lehetne az utat noévelni, ami ellentmondana
a maximalitdsnak. Viszont akkor készen is vagyunk, mert a fokszamokra tett feltevés
miatt v-nek van két szomszédja az iton, ami az Ut kézottiik 1évo részével egylitt egy kort
alkot.

A mé&sodik részben hasonléan vegyiink egy P maximadlis utat, és ennek egy v végpontjat.
Ekkor v-nek van P-n legaldbb 3 szomszédja (minden szomszédja P-n van, annak maxi-
malitdsa miatt). A szomszédoktdl v-ig mend P-beli utak koziil vagy van két péros, vagy

van két paratlan. Ezek barmelyike meghataroz egy paros kort.

Legyen A egy fdban a maximaélis fokszdm. Bizonyitsuk be, hogy ekkor a fa legaldbb A
darab els6 foku csicsot tartalmaz!

Megoldés: Vegyiink egy A fokszamu csicsot, és hagyjuk el a grafbdél. Ekkor a fa szétesik
A fara, hisz a faban nincs kor, ezért egy csucsbdl kiindulé utak nem taldlkozhatnak tdjra.
A A kisebb fa kiilon—kiilon tartalmaz legalabb 2 els6é foku pontot. igy ha ezeket djra

Osszerakom a A fokszamu csiicsndl, a faban kell, hogy maradjon még A elséfoki pont.

Egy adott n x k méretli csokolddébdl hényféle kisebb csokolddét lehet csindlni? (Csak
torni lehet).

Megoldas: Egy részcsokoladénak van egy x szélessége és egy y hosszisiga. Nyilvan
1<x<nésl<y<k. A lehetséges fajtak szama:

k(k+1 k(k+1)nn+1
S o= Y 2122((;)):(;)(;)'

1<z,y<n,k 1<z<n 1<y<k 1<z<n
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10.

11.

12.

13.

14.

. Hatdrozzuk meg az Osszes olyan fat, amely izomorf a sajat komplementerével.

. El6z6 feladatsorrdl beszéljiik meg a 22—26 feladatokat.

. Bizonyitsd be, hogy (;L) = (g) +k(n—k)+ ("7’“).

2

. Egy fanak 8 csicsa van, fokszamai pedig kétfélék. Mik lehetnek ezek a fokszamok?

Az

egymassal izomorf megolddsokat tekintsiik azonosnak.

. Ketten a kovetkez6 jatékot jatszdk. Adott n pont, kezdetben semelyik ketté nincs

Osszekotve. A jatékosok felvaltva lépnek, minden lépésben a soron kovetkezd jatékos
az n pont koziil két tetszolegesen valasztott kozé behiz egy élet. Az veszit, aki olyan élet
hiz be, amitél a grafban kor keletkezik. A kezd8, vagy a méasodiknak 1ép6 fog nyerni, ha

feltessziik, hogy mindketten a lehetd legjobban jatszanak?

. Hény pontja van annak a T fanak, melyre |E(T)| = 15- |E(T)|?

. Hatdrozzuk meg a sikon az x tengelyre valé tiikrozés, mint linedris transzformaécié

métrixat az {(1,2), (1,0)} bazisban.

. Van-e olyan linedris transzforméciéja (a) R3-nek (b) R*-nek, aminek a képtere és

magtere megegyezik?

. Bizonyitsuk be, hogy az z vektor pontosan akkor sajatvektora az invertdlhatéo A

métrixnak, ha sajétvektora A~ '-nek.

Adjuk meg kanonikus alakban a z” — 27z = 0 egyenlet 6sszes olyan komplex megoldasét,

melynek valds és képzetes része is nemnegativ.

Héany olyan 99 hosszu sorozat készithet6 az a, b, ¢, d, e betlikbdl, amelyekben nincsenek

sem szomszédos maganhangzdok, sem szomszédos méssalhangzék?

Legyen A a szokasos hdromdimenziés tér olyan linedris transzformécidja, melynek képtere

két dimenziés. Mutassuk meg, hogy ekkor létezik olyan v € R3 vektor, ami sem a

magtérnek, sem a képtérnek nem eleme.

Legyen B : R?* — R? linedris transzformécié. Az (1,1) vektor B szerinti képe a (4,3)
vektor, az (1,0) képe pedig a (—1,2) vektor. Adjuk meg B métrixdt a szokdsos bézisban.

Adjuk meg az aldbbi matrix sajatértékeit és minden sajatértékéhez egy—egy sajatvektort

(%)

is.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Adjuk meg az aldbbi egyenlet Gsszes komplex megoldasat kanonikus alakban.
(V3—1i)z* =i

Hany olyan hétjegyli szam létezik, melyben pontosan haromféle kiillénb6z6 szamjegy sze-

repel és ezek egyike sem a nulla?

Legyen adott az A : V — W lineéris leképezés és a B = {by, ..., by} bdzis V-ben, valamint
a C = {Cl, -

szerint felirt métrixdnak minden sordban az elemek Gsszege 1, akkor ¢1 +...4+¢p € Im A.

,Cm } bazis W-ben. Mutassuk meg, hogy ha az A leképezés B és C' bazisok

Létezik-e olyan G egyszerii graf, melyre teljesiil, hogy G-nek 25-tel tobb paros foku csicsa

van, mint G komplementerének?

Tegyiik fel, hogy egy linedris leképezés métrixa a B = {b1, b2, b3} bédzisban az aldbbi.
Milyen p paraméter esetén teljesiil, hogy 3b1 — b2 + pbs € Ker A?

2 6 0
1 5 1
4 6 -3

Hatédrozzuk meg az aldbbi métrix sajatértékeit és a legkisebb sajatértékekhez keressiink

egy sajatvektort.

1 0 5
VT 2 V5
-2 0 8

Adjuk meg algebrai alakban az aldbbi egyenlet Gsszes olyan komplex megoldasét, ame-
lyeknek valds része pozitit és képzetes része negativ.

Ti+3 4 L
% +8(V341i)=0.

Oldjuk meg az aldbbi egyenletet a komplex szdmok halmazdn (az eredményt algebrai
alakban adjuk meg).
P2+ (1+49)z24+4i=0
Knoblauch tr elfelejtette a jelszavat és most szeretné kitalalni. A kovetkezékre emlékszik:
1. A jelsz6 11 karakterbdl 4ll, amelyek mindegyike az A, B, C, D, E és F bet{ik valame-
lyike.
2. A fenti hat betii koziil az egyik 3-szor ismétlédik: harom olyan betii van, ami kétszer

ismétlédik, a tobbi kettd pedig csak egyszer szerepel a jelszéban.

(Ezek szerint Knoblauch ur jelszava lehet példdul DCABDFFEDBA.) Hény olyan jelsz6
készithetd, amely megfelel a fenti feltételeknek?
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1. El6z6 feladatsorrdl beszéljiik meg a 22—26 feladatokat.

2. Bizonyitsd be, hogy (3) = (5) + k(n — k) + ("3").

Megoldas: Egyrészt ki lehetne szdmolni. De most egy kombinatorikus megoldast
nézziink meg. Legyen A egy n elemii halmaz, és B egy k elemii részhalmaza. A bal
oldal, (;‘)7 azt szdmolja, hogy hanyféleképpen lehet kivdlasztani két elemet A-bdl. Ugyan
ezt szamolja a jobb oldal is, csak mésként: a kivdlaszott két elem lehet mindketté B-
beli: (¥); lehet az egyik A-beli, a mésik B-beli: k(n — k); és végezetiil lehet mindkettd
AN B-beli: ("3%).

. Egy fanak 8 csiicsa van, fokszamai pedig kétfélék. Mik lehetnek ezek a fokszamok?

Megoldas: Legyen a kétféle fokszam a,b > 0. Ezek persze egész szamok. Mivel egy fanak
mindig van legaldbb két elséfokui csicsa, ezért az egyik fokszdam, mondjuk b egyenld 1-
gyel. A 8 csiicsbdl k-nak a a foka, és £-nek 1. Tudjuk tovédbbd, hogy k + ¢ = 8, és azt is,

hogy az sszes fokszdm Osszege az élek kétszeresével egyenld, ami jelen esetben 2 - 7.

Vagyis az alabbi egyenldségeket tudjuk felirni:

k-at+l-b = 14
k+¢ = 8

b = 1

¢ > 2

Atalakl'tva, azt kapjuk, hogy a k(a — 1) = 6 egyenlet egész megolddsait keressiik, azzal a
feltétellel, hogy 0 < k < 7. A kovetkezd esetek lehetségesek a (k,a) péarra: (1,7), (2,4),
(3,3), (6,2). Ilyen paraméterii fak vannak.

. Hatdrozzuk meg az Osszes olyan fat, amely izomorf a sajat komplementerével. Az
egymassal izomorf megoldasokat tekintsiik azonosnak.

Megoldéas: Legyen T egy megfelel6 n csicsu fa. Ekkor az élek széma e = n — 1. A
") — e. Mivel

komplementergraf csicsszama ugyan annyi: n = n az élszdma pedig € = (2

a feltétel szerint T =2 T, ezért az éleik szdma meg kell, hogy egyezzen, azaz

n—1= <2> —(n—-1).

Ezt megoldva az n = 1 vagy n = 4 értékek lehetségesek. Ha n = 1, akkor az egypontu
grafrél van szd, ami persze fa, és izomorf a komplementerével. Ha n = 4, akkor tobb
lehet6ség johet elvben széba. Hany négycsiicsi fa van? Biztos kell lennie két els6foka
cstucsnak, ezért a masik két csics fokszamat a, b-vel jelolve, tudjuk, hogy 1 +1+4+a+b =
2-3 =6, vagyis a + b = 4. Itt a,b pozitiv egész szamok, ezért szimmetria okokbdl két
eset lehetséges: a = 1 és b =3 vagy a = 2 és b = 2. Az el6bbi lehetdség egy olyan fat

ad, aminek a gyokerének a foka 3, és van harom els6foku levele; mig a mésodik lehetdség

szerint egy 4 hosszu utat kapunk. Koénnyt meggondolni, hogy a négy hosszi ut izomorf

a komplementerével, mig a masik fa nem.

. Ketten a kovetkez6 jatékot jatszdk. Adott n pont, kezdetben semelyik kettd nincs

Osszekotve. A jatékosok felvdltva lépnek, minden lépésben a soron kovetkezd jatékos
az n pont koziil két tetszOlegesen vélasztott kozé behiz egy élet. Az veszit, aki olyan élet
hiz be, amitél a grafban kor keletkezik. A kezdd, vagy a méasodiknak 1ép6 fog nyerni, ha
feltessziik, hogy mindketten a lehet6 legjobban jatszanak?

Megoldas: n csicson egy Osszefliggd kormentes gfafnak pontosan n — 1 éle van (mert
egy fa), ezért egész addik biztos nem keletkezik kor (ha optimdlisan jatszanak), amig
a behtzott élek szdma el nem éri n — l-et. Az, hogy ez kinél kovetkezik be, pedig n
paritdsdn mulik.

. Hany pontja van annak a T fanak, melyre |E(T)| = 15- |E(T)|?

Megoldds: Legyen n a T fa cstcsainak szama. Ekkor |E(T)| = n — 1 és |E(T)| =
(5) = |E(T)|. Ezért ezt az egyenletet irhatjuk fel:

<;> —(n—1)=15(n—1).

Ennek n =1 és n = 32 a megoldéasai.

. Hatdrozzuk meg a sikon az z tengelyre valé tiikr6zés, mint linedris transzformaécié

matrixat az {(1,2),(1,0)} bézisban.
Megoldas: Legyen B = {b1,b2} a feladatban szerepld bézis és A a leképezésiink. Ekkor

A, = (;) & A, = (f) -

Ezért a megfelel§ matrix
-1 0
2 1

. Van-e olyan linedris transzforméciéja (a) R3-nek (b) R*-nek, aminek a képtere és

magtere megegyezik?
Megoldaés:

(a) Ha A : R?® — R? linedris transzforméci6, akkor a dimenzié tétel alapjin
dim Im(A) + dim Ker(A) = 3.

Ez nyilvan nem teljesiilhet, ha Im(A) = Ker(A), hisz akkor a dimenzidjuk osszege paros.
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10.

11.

(b) Legyen A az a leképezés amit az aldbbi hozzarendeleés definidl:

x1 x3
X2 A X4
xrs3 0

X4 0

Ez jé lesz.

. Bizonyitsuk be, hogy az x vektor pontosan akkor sajatvektora az invertdlhaté A

métrixnak, ha sajdtvektora A~ '-nek.
Megoldas: Tegyiik fel, hogy Az = Az. Szorozzuk meg A~ '-el. Ekkor z = A™'(\z) =

Mz, azaz A7 e = %x A masik irdny ugyan igy megy.

Adjuk meg kanonikus alakban a z” — 27z = 0 egyenlet sszes olyan komplex megoldésat,
melynek valds és képzetes része is nemnegativ.

Megoldas: Kiemelve z-t, a z(z6 — 27) = 0 egyenlet megoldédsait keressiik. Ennek z = 0
biztosan megoldasa, és ez a feladat szempontjabdl is megfelel, mert mind valés, mind

képzetes része nem negativ.

Térjiink &t a tobbi megoldast szolgltats egyenletre: 28 = 27. Vagyis a 27 hatodik gytkeit
kell meghatdrozni. Ezek a hatodik egységgyokok v/27-szeresei. Ezért elég kivalogatni a
hatodik egységgyokok koziil azokat, amiknek valds és képzetes része is nemnegativ. Ezek
a kovetkezok: 1 és cos %’r + 4 sin %’r. A feladat megolddsai pedig
6 P 6 1 V3
2 27T = 4+i— ).
7 és 7 < 2 +1 5

Héany olyan 99 hosszu sorozat készithet6 az a, b, ¢, d, e betlikbdl, amelyekben nincsenek
sem szomszédos maganhangzdok, sem szomszédos méssalhangzdk?
Megoldaés:

eldontjiik, hogy milyen hangzéval kezd6djon a sor, és aztdn megszdamoljuk az ilyen

A feltétel szerint felvaltva &dllnak a méssal- és maganhangzdk. ElGszor

lehet6ségek szamat.

Ha magédnhangzéval kezdédik, akkor az elsé helyre tehetek kétfélét, a mdsodikra

héaromfélét, a harmadikra megint kétfélét, stb.

2.3.2.3...

Ha massalhangzdval kezdddik, akkor pedig ugyan ezzel a gondolattal ennyit kapunk:

3.2.3.2...

A kettSt oszeadva megkapjuk az eredményt, ami: 2°0349 4 350249

12.

13.

14.

Legyen A a szokdsos hdromdimenziés tér olyan linedris transzformécidja, melynek képtere
két dimenziés. Mutassuk meg, hogy ekkor létezik olyan v € R3 vektor, ami sem a
magtérnek, sem a képtérnek nem eleme.

Megoldas: A dimenzié tétel miatt dim Ker A = 1. Vegyiik észre, hogy Im A~ Ker A # (),

hiszen nagyobb a dimenzidja. Két eset van.

(1) Ha Im A D Ker A, akkor mivel a tér harom dimenzids és Im A csak kettd, van olyan
vektor, ami nincs benne Im .A-ban, és akkor a tartalmazis miatt Ker . A-ban sem lehet

benne. Tehdt ez esetben készen vagyunk.

(2) Ha Ker AxIm A # (), akkor valasszunk egy v € Ker ANIm A és egy w € Im A\ Ker A
vektort. Az allitjuk, hogy v + w j6 lesz. Egyrészt A(v + w) = A(v) + A(w) = A(w) # 0,
vagyis v + w ¢ Ker A. Mésrészt v + w nem &ll el képként, hiszen, ha v + w € Im A
lenne, akkor mivel Im A vektortér, a kiilonbségiik, v = (v + w) — w is Im A-beli lenne, de

ez nem lehet, mert dgy valasztottuk v-t, hogy ne legyen benne.

Legyen B : R?* — R? linedris transzformécié. Az (1,1) vektor B szerinti képe a (4,3)
vektor, az (1,0) képe pedig a (—1,2) vektor. Adjuk meg B métrixat a szokédsos bézisban.

Megoldas: Ahhoz, hogy megadjuk a maétrixot, ismerni kellene B hatdsdt a

0
béaziselemeken. Az vektoron ismerjik a feladatbdl, ezért B <1>-et kellene
meghatarozni.

R L OROIRCRS
e o

Adjuk meg az aldbbi métrix sajdtértékeit és minden sajatértékéhez egy—egy sajatvektort
2 2
1 3

2—-A 2
1 3—A

1S.

Megoldas: A karakterisztikus polinom

=X —BA+4,

aminek gyokei \; = 1 és A2 = 4. Ezek tehat a sajatértékek.

A1-hez tartozo sajatvektorok:

2-1 2
1 3—-1

g>~(1 2]0 ),
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15.

16.

2x

—T

amibdl kapjuk, hogy a Ai-hez tartozé sajataltér elemei < ) alakiak, ahol z € R.

2-4 2
1 3—4

amibdl kapjuk, hogy a A2-h6z tartozoé sajataltér elemei (

A2-hoz:

g>~(1 ~1]0),

T

> alakiak, ahol z € R.
T

Adjuk meg az aldbbi egyenlet 0sszes komplex megoldasat kanonikus alakban.

(V3 —i)z* = .

Megoldaés: Atrendezve:

V3 1 .
3 +z7 = E(cosoz—l—zsmoz)7

\/§+i7\/§i_171< 1
=33

N _ Vi
T V3—i V3—i V3+i 4 2

ahol @ = 120°. A negyedik egységgyokok 1,7, —1, —i. Ezeket kell elforgatni 120 fokkal,

majd beszorozni {/1-el.

Hény olyan hétjegyl szam létezik, melyben pontosan hdromféle kiilénb6z6 szamjegy sze-
repel és ezek egyike sem a nulla?

Megoldas: Kivalsztjuk el6szor, hogy melyik harom szamjegy szerepeljen. Ezt (g)
féleképpen lehet megtenni, mert a nulldt nem akarjuk kivélasztani. Most szdmoljuk meg,

hogy ha mar meg van, hogy melyik hdrom szam szerepeljen, akkor hany eset van.

Az bsszes lehetSség 37, de ezek koziil rossz az, amikor csak egy fajta szdmjegy szerepel
és amikor csak kétfajta. Azon sorozatok szdma, amikor csak egyféle szamjegy szerepel
(‘;’) 17. Amikor pedig csak kettd, azok szdma (g) 27. De itt azokat Gjra megszamoltuk,
amikben csak egyféle szdmjegy szerepel. Azért, hogy ne kétszer vonjuk ki 6ket, ezeket

még egyszer hozza kell adni. Vagyis az Osszes lehetOségek szama

()

A feladat megoldasa pedig

17.

18.

Legyen adott az A : V' — W linedris leképezés és a B = {b1, . .
aC = {017 N
szerint felirt matrixdnak minden sordban az elemek Osszege 1, akkor ¢1 +...4+ ¢ € Im A.

., bn } bazis V-ben, valamint

,Cm } bazis W-ben. Mutassuk meg, hogy ha az A leképezés B és C bézisok

Megoldas: Ha a méatrix elemei «,j, akkor definicié szerint

Abi = aiic+a2,leca+ ...+ amicm
Aby = a1,2C1 + a2,2co+ ...+ Am,2Cm
Abg = «1,3C1 =+ a2, 302 + ...+ Qm,3Cm
Ab, = aincl +a2,nca+ ...+ amnCm

Adjuk ossze ezeket az egyenleteket:
.A(b1 + ...+ bn) = Za17101 + ...+ Zam,icm~
i=1 i=1

A feltétel szerint a jobb oldalon 4116 szummék 1-gyel egyenléek, ezért
Abi+...4+bn)=c1+ca+ ...+ cm,
vagyis valéban ¢ + ...+ ¢ € Im A.

Létezik-e olyan G egyszerii graf, melyre teljesiil, hogy G-nek 25-tel t6bb paros foku csicsa
van, mint G komplementerének?

Megoldas: Legyen G csticsainak szama n. Tudjuk, hogy dg(v) =n—1—dg(v). Ez azt
jelenti, hogy

(1) Ha n péaratlan, akkor a G-beli paros foki csticsok G-ben is parosak, és ugyan ez igaz
a paratlan csucsokra. Ha p(G)-vel jeloljiik egy graf paros fokd csicsainak szdma, akkor

tehat p(G) = p(G). De a feladat szerint p(G) = 25 + p(G), azaz p(G) = 25 + p(G), ami
nem lehetséges.

(2) Ha n péros, akkor a G-beli paros foki csticsok G-ben paratlanok, és forditva. Ha

o(G)-vel jeloljiik a graf paratlan fokd csicsait, akkor tehdt p(G) = o(G) és o(G) = p(G).
A feltevés szerint tehét p(G) = 25 4+ p(G) = 25 + o(G). Atrendezve

p(G) — o(G) = 25.

Node p(G) + o(G) = n, ami pdros, és két szdm kiilonbségének és Gsszegének azonos a

paritdsa. Ezért ez az eset sem lehetséges.

Azt kaptuk, hogy nincs ilyen graf.
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19.

20.

21.

Tegyiik fel, hogy egy linedris leképezés mdtrixa a B = {b1, b2, b3} bédzisban az aldbbi.
Milyen p paraméter esetén teljesiil, hogy 3b1 — b2 + pbs € Ker A?

2 6 0
1 5 1
4 6 -3
Megoldas:
2 6 3 0
1 5 1 —1|l=|p-2
4 6 -3 P 6 —3p

FEz pontosan akkor nulla, ha p = 2.

Hatédrozzuk meg az aldbbi métrix sajatértékeit és a legkisebb sajatértékekhez keressiink

egy sajatvektort.
5
V5
8

‘SH
SN
o v o

Megoldas:

1-A 0 5

Vi l=a-nf P

0 8—A

VT 2=

-2 0

-0+5

=1=2C2=-XNB=XN)+5-22-X)=(2-N)((1—-X1)(8—2A)+10).

A sajatértékek ezért A1 = 2, Ay = 3 és A3 = 6. A legkisebb sajatértékhez tartozé

sajataltér elemei:

1-2 0 5 0 -1 0 5 |0
VTio2-2 V5|0 |~ VT 0 V5|0
-2 0 8—210 -2 0 6 |0
Ennek megoldasai
0
rz|, aholzeR.
0

Adjuk meg algebrai alakban az aldbbi egyenlet Gsszes olyan komplex megolddsédt, ame-

lyeknek valds része pozitit és képzetes része negativ.

Ti+3 4 L
T +8(V3+1i) = 0.

22.

Megoldaés:
3+7

7T-3i T-3iT+3i
Ezért az egyenlet igy alakul:

3+7¢7+3i_@_2
58 7

izt = —8(V3+1i),

vagyis
2t = M =8(V3+1i)i=8(—1+3i) = 16(%1 + ?i) = 16(cos a + i sin @),
ahol oo = 120°.

A tovébbiakban kiszdmoljuk, hogy a negyedik egységgyokoket, ha elforgatjuk 120°-al,
akkor melyiknek lesz pozitiv valés- és negativ képzetes része, majd lenormalunk v/16 = 2-

vel. A negyedik egységgyokok az 1,4, —1, —i. Ezek koziil csak a —1 lesz jo.

Oldjuk meg az aldbbi egyenletet a komplex szdmok halmazdn (az eredményt algebrai
alakban adjuk meg).
P2+ (1+)z+4i=0

Megoldas: Legyen z = a + bi. Ekkor

2+(1+idz4+4 = 0
a® +2abi —0* + (1 +i)(a—bi)+4i = 0
a®+2abi —b*+a—bitai+b+4i = 0.

Akkor nulla, ha mind a valés mind a képzetes része is nulla
- +a+b = 0
20b—b+a+4 = 0.
Az els6 egyenlet nem més, mint (a + b)(1 + a — b) = 0, amibél kovetkezik, hogy b = —a
vagy b = a + 1. Ezeket behelyettesitve a masodikba:
Ha b = —a, akkor

2ab—b+a+4 = 0
—2d°+a+a+4 = 0
a?—a—-2 = 0.

A megolddképletbdl megkapunk a-ra két megoldast.
Ha pedig b = a + 1 ,akkor

2ab—b+a+4 = 0
2a(a+1)—(a+1)+a+4 = 0
20> +2a+3 = 0.

Ennek nincsen megoldésa.
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23. Knoblauch ur elfelejtette a jelszavat és most szeretné kitalalni. A kdvetkezOkre emlékszik:

1. A jelszé 11 karakterbdl all, amelyek mindegyike az A, B, C, D, E és F betiik valame-
lyike.
2. A fenti hat betii koziil az egyik 3-szor ismétlddik: harom olyan bet van, ami kétszer

ismétlédik, a tobbi ketté pedig csak egyszer szerepel a jelszéban.
(Ezek szerint Knoblauch ur jelszava lehet példdul DCABDFFEDBA.) Hény olyan jelsz6
készithetd, amely megfelel a fenti feltételeknek?

Megoldas: Kivélasztom, hogy melyik betli ismétlodjék haromszor: (?) Kivalasztom
azt a harmat, ami kétszer ismétlédik: (g), végil azt a kettét, ami egyszer szerepel: @)

(ezeket tulajdonképpen mér nem is kell kivdlasztani, mert a maradék pontosan ez).
Ha mar meg van, hogy melyik betiib6l hanyat veszek, akkor ezeket

11!
3rarararilal

6)(5)\ (2 11!
1)\3)\2/3t2r2121 111"

féleképpen rakhatom le.

Az eredmény tehat
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1. Sikba rajzolhatdk-e a kovetkez6 grafok? Ha igen, rajzold le élkeresztez6dés nélkiil, ha

nem, mutass benniik egy Kuratowski-graffal topologikusan izomorf részgrafot!
a@ b) C) g
d) % e) § f) i

2. Sikbarajzolhaté-e az a graf melynek pontjai az {1,2,...,6} halmaz kételemi

részhalmazai, és ezek kozott pontosan akkor megy él, ha a halmazok diszjunktak? Es
ha akkor megy él, ha nem diszjunktak?

3. Melyek rajzolhatdak sikba ezek koziil: Ky, K7, Ka5, K727 Es téruszra?

4. Egy gombre élkeresztezés nélkiil felrajzolunk egy 16 élii 4-reguléris grafot. Hany tar-

tomany lesz?

5. Egy gombre rajzolt 6 tartoménybdl all6 3-regularis egyszerii grafban mennyi az élek

szama?

6. Bizonyitsd be, hogy ha egy G graf pontszama legaldbb 11, akkor G vagy G komplementere

nem sikgraf.

7. Jeloljik cr(G)-vel a G graf élkeresztezddési szdmdat, vagyis azt a legkisebb szdmot, a-
mennyi élkeresztezédéssel sikba lehet rajzolni G-t. Igazold, hogy e — cr(G) < 3n— 6, ahol

e az élek, n a csucsok szdama.
8. Mutasd meg, hogy Ky lerajzolasakor legalabb 10 élkeresztezédés jon létre.

9. Igazold, hogy nem létezhet 5 darab paronként szomszédos orszdg. Miért rossz a bi-

zonyitas?
10. Legyen G egy 20 cstcsu Osszefiiggd 3-reguldris sikgraf. Hany csticsa van G duélisanak?
11. Bizonyitsd be, hogy egy 4-regularis egyszeri paros graf nem lehet sikbarajzolhaté

12. A sikot véges sok mindkét irdnyban végtelen egyenes elhelyezésével ,,orszagokra” bontjuk.

Mutassuk meg, hogy ez a ,,térkép” 2 szinnel megszinezhetd!

13. Készitsiik el az (a) és (b) grafok dudlisit. Mutasd meg, hogy a mdsik két graf izomorf,

<>

14. Mutasd meg, hogy két fa pontosan akkor gyengén izomorf, ha ugyanannyi csicsuk van.

de dudlisaik nem izomorfak.

15. Gyengén izomorfak-e az aldbbi grafok?

a) *—e b)

16. Keressiink izomorf és gyengén izomorf pdrokat a kovetkez6 grafok kozott!
AN W s

17. Sikbarajzolhaté-e a kovetkezd graf?

d)

L.
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1. Sikba rajzolhatdk-e a kovetkez6 grafok? Ha igen, rajzold le élkeresztez6dés nélkiil, ha

nem, mutass benniik egy Kuratowski-graffal topologikusan izomorf részgrafot!

Shet
St

Megoldéas: Az dbran vagy egy megfeleld sikbarajzolas ldthatd, vagy pedig egy Ks-tel

vagy K3 3-mal topologikusan izomorf részgraf van bejelolve.

. Sikbarajzolhat6-e az a graf melynek pontjai az {1,2,...,6} halmaz kételemi
részhalmazai, és ezek kozott pontosan akkor megy él, ha a halmazok diszjunktak? Es
ha akkor megy él, ha nem diszjunktak?

Megoldas: A grafnak Gsszesen (g) = 15 pontja van. Egy pont foka pedig (;1) = 6. Ezért
a minimalis fokszdm nem < 5, igy nem lehet a graf sikbarajzolhaté. Lehet benne talalni

K3 3-at is:

{1,2} {1,3} {2,3}

{45} {4,6} {56}

A maésodik graf az elsé komplementere, ezért minden pont foka (15 —1) — 6 = 8. A

minimaélis fokszdm itt is nagyobb mint 5, tehat ez sem sikbarajzolhaté.

. Melyek rajzolhatdak sikba ezek kozil: Ki, K7, Ka5, K727 Es téruszra?
Megoldas: K4 sikbarajzolhaté, K7 nem mert tartalmaz Ks-tel (topologikusan)
izomorf részgrafot. K, szintén nem rajzolhatd sikba, mert tartalmaz Kss-at. Kz

sikbarajzolhatd.

Ami sikbarajzolhatd, az téruszra is, ezért elég megnézni, hogy K- illetve K45 téruszra

rajzolhaté-e. Mindkett6 az lesz.

. Egy gombre élkeresztezés nélkiil felrajzolunk egy 16 éli 4-reguldris grafot. Hany tar-

tomény lesz?
Megoldas: Eldszor kiszamoljuk a csicsok szamat. Ha minden csicsnak 4 a fokszdma,

akkor a fokszamok Gsszege, ami az élek szamanak kétszeres igy alakul:
ddw)=> 4=n-4=216.

Ebbdl a csticsok szama n = 8. Most az Euler—formulét haszndlva t —e+n—1 = 1, amibdl
t=2-n+4+e=2-8+4+16 = 10.

. Egy gombre rajzolt 6 tartomanybdl all6 3-reguldris egyszeri grafban mennyi az élek

szdma?
Megoldas: Mivel a graf 3-reguldris, a fokszdmok Osszegére vonatkozé azonossigbdl
kapjuk, hogy n -3 = 2 - e, ahol n a pontok és e az élek szdma. Mivel a tartomanyok

szama t = 6, az Euler—formuldbdl 6 — e +n — 1 = 1, vagyis
e—n=4.

Ezt Gsszevetve a 3n = 2e egyenlettel, az n = 8 és e = 12 megoldast kapjuk.

. Bizonyitsd be, hogy ha egy G graf pontszama legalabb 11, akkor G vagy G komplementere

nem sikgraf.

Megoldas: Legyen n a graf csicsainak e az éleinek és e a komplementer graf éleinek a
szama. Tudjuk, hogy € = (g) —e. Ha G és G is sikbarajzolhaték, akkor e, & < 3n — 6.
Ezért elég azt bebizonyitani, hogy ha n > 11 és e < 3n— 6, akkor (g) —e > 3n—6. Ehhez
pedig elég megmutatni, hogy (5) > (3n — 6) + (3n — 6), han > 11.

n®—n>26n-12) <= n>—13n+24>0.

Ezt pedig az n® — 13n + 24 egyenlet két gydkét kiszdmolva lathatjuk, hogy n > 11 esetén

teljestil.

. Jeloljiikk cr(G)-vel a G graf élkeresztezddési szdmdt, vagyis azt a legkisebb szdmot, a-

mennyi élkeresztezddéssel sikba lehet rajzolni G-t. Igazold, hogy e — cr(G) < 3n — 6, ahol
e az élek, n a csucsok szama.

Megoldas: Vegylink egy olyan lerajzoldst, ami pontosan cr(G) élkeresztez6dést tartal-
maz. Ha a keresztez6dé élparokbdl elhagyjuk mindig az egyiket, akkor egy sikbarajzolt
grafot kapunk. Mivel pont ¢r(G) élt hagytunk el ezért e — cr(G) < 3n — 6.
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8.

10.

11.

12.

Mutasd meg, hogy K3 lerajzolasakor legaldbb 10 élkeresztez6dés jon 1étre.

Megoldas: Az el6z6 feladatot felhaszndlva (g) —cr(Ks) < 3-8 — 6, dtalakitva

cr(Kg) > (2) —3-8+6=10.

. Igazold, hogy nem létezhet 5 darab paronként szomszédos orszdg. Miért rossz a bi-

zonyitas?

Megoldas: Tegyiik fel, hogy van 5 darab paronként szomszédos orszag és kossiik Gssze a
févarosaikat éllel. (Ez a gréf dudlisa a térkép-grafnak). A feltétel szerint a kapott graf egy
K5 lenne, ami nem sikbarajzolhaté. Ez ellentmondéds mert a grafnak sikbarajzolhaténak

kellene lennie.

A baj ott van az érvelésben, hogy hallgatélagosan feltettiik, hogy az orszigaink

Osszefliggbek, ami egyébként nincs mindig igy, ldsd példaul oroszorszagot.

Legyen G egy 20 csticsu Osszefliggd 3-regularis sikgraf. Hany csicsa van G duéalisdnak?
Megoldas: A dudlis cstucsszama megegyezik a graf sikbarajzoldsdanak tartoményainak

szaméval. Ha n = 20 és minden cstcs foka 3, akkor

D dw) =) 3=20-3=2e

v

amibdl az élek szdma e = 30. Az Euler—formuldt haszndlva ¢t = 2+e—n = 24+30—20 = 12.

Bizonyitsd be, hogy egy 4-regularis egyszerii paros graf nem lehet sikbarajzolhatd.
Megoldéas: Ha Gsszesen n csics van, akkor 4n = 2e, igy e = 2n. Mivel péros a graf ezért
minden koére legaldbb négy hosszu, igy ha sikbarajzolhatd, akkor e < 2n — 4. De ez itt

azt jelentené, hogy 2n < 2n04 ami nem lehet.

A sikot véges sok mindkét irdnyban végtelen egyenes elhelyezésével ,,orszdgokra” bontjuk.
Mutassuk meg, hogy ez a ,,térkép” 2 szinnel megszinezhetd!
Megoldas:

meghataroznak irdnyokat. Lesz olyan irdny, hogy sem 6t, sem a rd meroleges iranyt nem

Csak véges sok egyenessel osztottuk fel a sikot. Ezek az egyenesek
kaptuk még meg a lehelyezett egyenesekkel, mert csak véges sokat tettiink le. Vegytlink
egy ilyen, nem megkapott irdnyt egyenest (i.n. pasztdzé—egyenest) és egy kelléen tdvoli
helyrdl kezdjiik el tolni a rd merdleges irdny mentén. Amikor ez elmetsz eddig még nem
kiszinezett orszagokat, akkor ”feliilrdl lefelé” azokat ki tudjuk szinezni. Kénnyti meggon-

dolni, hogy igy tényleg elég lesz kettd szin.

13.

14.

Készitsiik el az (a) és (b) grafok dudlisét. Mutasd meg, hogy a mdsik két graf izomorf,

de dudlisaik nem izomorfak.

a) /", o) )
W, Q/
" L2

Megoldaés: Itt van az elsé két graf dualisa:

A masik két graf dudlisa nem lehet izomorf, mert az elsé dudlisinak minden foka harom,

mig a masodikénak van negyedfoku cstcs.

Mutasd meg, hogy két fa pontosan akkor gyengén izomorf, ha ugyanannyi csiicsuk van.
Megoldds: Faban nincsen kor, ezért az éleik kozott minden bijektiv megfeleltetés
kortarts. Bijekcié az élek kozott pedig pontosan akkor van, ha ugyan annyi éle van
a két fanak. Mivel az élek szama egyel kevesebb a csicsok szaménal, ez ekvivalens azzal,

hogy ugyan annyi csicsuk legyen.



BSz 1 gyakorlat — megoldasvazlatok

12. alkalom

2010. nov. 29.

15. Gyengén izomorfak-e az aldbbi grafok?

a) "IA
SEPIN

Megoldas: Whitney tétele szerint ha az alabbi miiveletekkel el tudunk jutni az egyik

‘—Q—‘ d)
<

grafbol a mésikba, akkor (és csak akkor) gyengén izomorfak.

valami i
részgraf

T
A

A (b)-beli grifok gyengén izomorfak, mert a fenti 1épésekkel az egyik megkaphaté a

Ez az els6 grafndl igaz:

%ﬁjﬂj

ezeknél forgatunk

masikbol.
A (c)-beli gréfok nem gyengén izomorfak, mert az els6ben van kor, mig a médsodikban

nincs. (fgy kortarté leképezés nincs).

A (d)-beli grafok gyengén izomorfak, hiszen ugyan az a két graf.

16. Keressiink izomorf és gyengén izomorf parokat a kovetkez6 gréfok kozott!

Megoldas:
izomorf egyetlen mésik graffal sem (és persze izomorf sem). A (c) és (d) gyengén izomorf,
hiszen ha (c)-bél elhagyjuk a két jelolt pontot, akkor a graf két részre esik szét és ha

Az (a) grafnak 10 éle van mig a tobbinek 9, {gy az nem lehet gyengén

az ezen csucsokndl szétvélasztjuk a grafot, majd az egyik rész megforditdsa utéan djra
Osszeragasztjuk, akkor a (d) grifot kapjuk. A (b) és (e) grafok izomorfak, igy gyengén

izomorfak is.

17. Sikbarajzolhaté-e a kovetkezo graf?

Megoldas: Nem sikbarajzolhatd, mert talalhaté benne K3 3-mal és K5-tel topologikusan

izomorf részgraf is.
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1.

Legyen A = {0,1,2}, B = {2,3}, C = {0,{0}} ¢és
alabbi halmazokat:

(a) AUB, ANB, A\ B;

(b) P(C), P(D), P(P(C)NP(D)).

Mennyi D szamossaga?

D = {{{0}}}. Irjuk fel az

. Legyen A egy n elemi halmaz. Mennyi |P(A)|?
. Igaz-e, hogy ha A C B akkor |A| < |B|? Es forditva?

. Adj meg bijekciét az aldbbi halmazok kozott!

(a) Q és [a, 0] NQ.
(b) [0,1] és [a, b].

(c) (0,1) és [0,1].

(d) (0,00) és (—o0,0).
(e) (=00

,00) és (—m, 7).

. Add meg a kovetkez6 halmazok szdmossagat:

(a) Az egész szamokbdl 4ll6 (véges méretil) métrixok.

(b) 1,a1,as, ... sorozatok, melyekben a szomszédos elemek hényadosa 2 vagy %
(c) Azon sikbeli hdromszogek, melyeknek minden koordindtédja egész szédm.

(d) Azon sikbeli haromszogek, melyeknek a teriilete egész szdm.

(e) A sikon egy héromszog belsd pontjai.

(f) A raciondlis szdmokbdl &4ll6 végtelen sorozatok.

(g) A folytonos valés fiiggvények.

(g) A természetes szamok részhalmazai.

(h) A természetes szdmok véges részhalmazai.

. Mi az olyan z komplex szamok halmazanak szdmossiga, amikre teljesiil, hogy z-Z

egész szam?

. Mi a szdmossidga annak a halmaznak, melynek elemei azok a szamok, melyek

felirhaték a+bvk alakban tigy, hogy k pozitiv egész, a és b pedig racionalis szamok?

. Egy val6s szdmot nevezziink kiszdmithatonak, ha lehet irni egy algoritmust, amel-

lyel minden tizedesjegyét meghatdrozhatjuk. Van-e nem kiszamithaté valds szam?

Ha van, hany ilyen van?

. Legyen [n] az elsé n természetes szdm halmaza. Mi a szdmossiga az [1] X [2]x [3] x. ..

halmaznak, tehat annak, aminek elemei azok a végtelen a1, as, ... sorozatok, amire

a; € [i] teljesiil minden é-re?

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Az 1 épiiletben van egy kéla automata ami kicsit hibas: ha bedobsz egy forin-
tot, kiad hdrmat helyette (az automatdt sajnos csak a SZIT tanszék munkatdrsai
hasznalhatjdk). Egy forinttal indulsz, és minden kérben tjra bedobhatsz egy forin-
tot azok koziil, amiket a gép méar visszaadott. Mutasd meg, hogy ha elég tigyesen
jatsszol, akkor Ny 1épés utdn elfogy minden pénzed! Es tudsz gy jatszani, hogy

pontosan 17 forintod maradjon a végén?

Nyaralas soran a Cantor Hotelben szerettiink volna megszallni, ami hirnevét annak
koszonheti, hogy megszamlalhato sok szobaja van. Sajnos mire odaértiink mar az
Osszes foglalt volt (nyari szezon). Mutasd meg, hogy az igazgaté mégis el tud
helyezni téged, anélkiil, hogy barkinek el kellene hagyni a szallodat. Es ha jon még
20 vendég uténad? Es ha megszémlalhaté sok jon még?

Adj meg bijekciét a kovetkez6 halmazok kozott
(a) P(N) és A={f:N—{0,1}}.

(b) P(N) és B = {f: N — N}.

(c) P(N) és C = {f € B: f monoton nové}.

(d) D={f:N— N: f monoton csékken&} és N.

Nevezzilk mintagrdfnak az olyan G véges egyszerl grafokat, amiknek alaphalmaza
az {1,2,...,|V(G)|} halmaz.

Igaz-e, hogy minden véges graf izomorf egy mintagraffal?

Mennyi a mintagrafok halmazinak szamossaga?

Vegyiink megszamlalhato sok f : R — R valds fiiggvényt és legyen ezek halmaza F.
Igazold, hogy mindig van olyan valds fiiggvény, ami nem &ll el6 F-beli fliggvények
linedris kombinacidjaként. Es ha kontinuum sok fliggvénybol indultunk volna ki
(ha |F| =¢)?

Mennyi kontinuum sok kontinuum szamossagu halmaz uniéjanak szamossaga?

Hol a hiba a kévetkez6 ”bizonyitasban”? Legyen U az egyelemii halmazok halmaza,
azaz U = {X : |X| = 1} és legyen V = {{Y} : Y € P(U)}. Tudjuk, hogy
|U| < |P(U)| mert az X — {X} leképezés injektiv. Ezért |P(U)| = |V| és persze
V C U, hiszen V is egyelem{i halmazokbdl 4ll. De akkor |U| = |P(U)| is igaz, vagyis
mutattunk egy olyan halmazt, amire nem igaz Cantor tétele (miszerint minden A
halmazra [A] < [P(A4)]).

Egy A halmaz végtelen, ha egyetlen természetes n szdmra sem igaz, hogy |A| = |n|.
Igazold, hogy egy halmaz pontosan akkor végtelen, ha van olyan valédi X C A

részhalmaza amire |A| = | X|.
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1. Legyen A = {0,1,2}, B = {2,3}, C = {0,{0}} és D = {{{0}}}. Irjuk fel az aldbbi (b) Geometriai megoldds: rajzoljuk le [0,1]-et és [a,b]-t egymds ald valamilyen

halmazokat:

(a) AUB, ANB, A\ B;

(b) P(C), P(D), P(P(C)NP(D)).
Mennyi D szadmossaga?

Megoldas:

(a) AUB =1{0,1,2,3}. ANB={2}. A~ B=1{0,1}.

(b) P(C) = {0, {0,{0}}, {0}, {{0}}}. P(D) = {0, {{{0}}}}.
P(P(C)NP(D)) =P{0}) = {0,{0}}.

. Legyen A egy n elem halmaz. Mennyi |P(A)|?
Megoldas: |P(A)| = 2" lesz. Ezt mar ldttuk a kombinatorika részben. A-nak k elemii

részhalmazabdl (Z) van. Most a lehetséges k-kra ezeket Gsszeadva

<g)+<’f)+...+<z> =(1+1)"=2"

Mésképpen: legyen F = {f : A — {0,1} figgvények} halmaza és legyen ® : F — P(A)

a kovetkez6 leképezés:
(f) ={a€ A: f(a) =1} CP(A).

Konnyen ldthatéan ® egy bijekcid, ezért |P(A)| = |F|. Viszont |F| megegyezik az n
hosszi 01 sorozatok szdmdval amikbél 2™ darab van (n darab fiiggetlen dontés: mindegyik
helyen kétfajta érték lehet).

. Igaz-e, hogy ha A C B akkor |A| < |B|? Es forditva?
Megoldas: Nem. Nem. Példdul {pédros szdmok} C N, de a szdmossdguk megegyezik.
Visszafele, ha |A| < | B|, attél még lehetnek diszjunktak. Példdul A = {=} és B = {0, 1}.

. Adj meg bijekciét az aldbbi halmazok kozott!

(a) Q és [a, 0] NQ.

(b) [0,1] és [a,b].

(c) (0,1) és [0,1].

(d) (0,00) és (—o0,0).

(e) (—o0,00) és (—m,m).

Megoldas:

(a) Pont ugyan gy megy, mint az eléaddson latott R ~ (a,b) illetve (a,b) helyett [a, b],

[a,b), (a,b] bizonyitdsa, attdl fliggden, hogy a, b racionélis vagy irraciondlis. (Az (e) rész

utdn szerepld fliggvényekbdl mindegyik eset Gsszerakhatd).

tavolsdgban, és legyen x a Oa és 1b Osszekotd egyenesének metszéspontja. Ekkor x-bél
vetitve kapunk egy bijekcidt.

Algebrailag: legyen f : [0,1] — [a,b] az f(z) = (b — a)z + a fliggvény (0-ban a, 1-ben b,

amigy linedris). Ez jé lesz.
(c) A kovetkezd f :[0,1] — (0,1) leképezés bijekcid lesz:
i ha x =0
flx) = n%ﬂ ha z =1, aholn € N
T egyébként
(d) log : (0,00) = (—00,00) és exp : (—o0, 00) — (0, 00) mindkettd bijekcid.
(e) 2arctan(z) j6 lesz.

Még par hasznos bijekcié: f:(0,1) = R,

Ennek az inverze

9:(0,1] = (0,1),
L haz= %,n eN,
T egyébként

97" (0,1) = (0,1,
1 hay:%,nGN,nEQ
Y egyébként

h:10,1] — [0, 1),

h() = { g(x) hawz#0,

0 egyébként

Végil F:[0,1) — (0,1], F(z) =1 — .

. Add meg a kovetkez6 halmazok szamossagat:

(a) Az egész szamokbdl 4116 (véges méretii) matrixok.

(b) 1,a1, a2, ... sorozatok, melyekben a szomszédos elemek hanyadosa 2 vagy %
(¢) Azon sikbeli hdromszogek, melyeknek minden koordindtdja egész szdm.

(d) Azon sikbeli hdromszogek, melyeknek a teriilete egész szam.

(e) A sikon egy hdromszog belsd pontjai.
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(f) A raciondlis szdmokbdl 4ll6 végtelen sorozatok.
(g) A folytonos valds fiiggvények.

(h) A természetes szdmok részhalmazai.

(i) A természetes szdmok véges részhalmazai.
Megoldas:

(a) Legyen M a feladatban szerepld matrixok halmaza és M, az nxn-es M-beli métrixok
halmaza. Ezekkel a jelolésekkel
M= M,.
neN

Elgszor megmutatjuk, hogy minden n-re |[M,| = Ro. Ez abbdl kovetkezik, hogy minden
Mp-beli matrixhoz egyértelmiien tartozik egy N""_beli elem (a métrix elemeit egymds
utdn kiolvasva kapunk egy n® hosszi vektort), és visszont, vagyis |M,,| = |N"2| = |N| =
Ng.

Viszont akkor M megszamldlhaté sok megszamlalhaté halmaz unidja, igy 6 maga is
megszamldlhaté: | M| = Rg.

(b) Minden egyes a; elemre két vdlasztési lehet&ségem van asszerint, hogy a‘_li'l = 1 vagy
2. Ezért az ilyen sorozatok szamossaga megegyezik a megszamlalhat6 hosszu 01 sorozatok

szdmdval, ami nem mds, mint az f : N — {0,1} fiiggvények halmazdnak szdmossiga.

Errél tudjuk, hogy megegyezik P(N)-el, ami kontinuum.

(c¢) Minden héromszoget meg tudunk adni hdrom csdcsdnak koordindtdjdval. Mivel
ezen koordindtdk minden tagja egész szdm, ezért haromszogbdl sem lehet tobb, mint
|N®| = Ro. Ennyi megfelel§ hdromszoget konnyt megadni, ezért a feladatbeli hdromszogek

halmazanak szdmossaga No.

(d) Tobb mint kontinuum biztos nem lehet, mert hat valés szdmmal egyértelmiien le
tudom {rni a haromszégemet (a hdrom cstcsédnak koordinatai), és |R®| = c¢. Viszont
ennyit meg is lehet adni: vegylink egy tetszéleges feladatbeli hdromszoget, és kezdjik
eltolni az egyik tengely mentén. FEkkor annyi kiilonb6zé haromszoget kapunk, ahany

valés szam van, ami pont c.

(e) Biztos tartalmaz intervallumot, ezért legaldbb ¢, és legfeljebb is ennyi, mert az egész
sfk szdmossiga is ennyi: |R?| = c.

(f) A H ={f: N — Q} halmaz szdmossigat kellene megadni. Ez legaldbb kontinuum,
mert tartalmazza részhalmazként az N — {0,1} fiiggvényeket, amik azonosithaték N
részhalmazaival. Most megadunk egy injektiv leképezést H-bdl az N — {0, 1} fiiggvények
halmazaba, amivel igazoljuk, hogy legfeljebb kontinuum lehet a szamossdga H-nak. A
kett&t Osszerakva kapjuk, hogy |H| = ¢.

P1 P2
q1’ g2’ """

Feltehetjiik, hogy a raciondlis szamok felirdsa nem egyszeriisithetd, és ha % = 0, akkor

Minden f € H felfoghaté gy, mint raciondlis szamok egy végtelen sorozata:

p1 = 0 és ¢t = 1. Egy ilyen sorozatbdl csindlunk egy 01 sorozatot: irjunk le p; + 1

darab 0-t, majd egy elvalaszt6 1-est, majd ¢1 +1 darab 0-t, majd megint egy 1l-est, és igy
tovabb. Ezzel egyértelmiien definidltunk egy 01 sorozatot, és két kiilonbozd f, g € H-hoz
kiilénb6z6 sorozat fog tartozni.

(g) Minden folytonos fliggvényt meghatiroz a racionalis helyeken felvett értékei, ezért a
folytonos fiiggvények halmazdnak szdmossdga legfeljebb akkora, mint a H = {f : Q — R}
halmaz szdmossiga. Ez pedig c.

(h) P(N) = c.

(i) Megoldas 1: Legyen H az N véges részhalmazainak szdma. Ekkor ha H,-nel az
n-elemi részhalmazokat jeloljik, akkor H = UpenH,. Most megmutatjuk, hogy minden
n-re |Hp| = No. Egyrészt |H,| > No, mert ennyi darab n elemi részhalmazat N-nek
koénny(i megadni. Mésrészt |Hy| < Ro, mert minden n elemf részhalmazhoz tartozik egy
N" elem (a részhalmazban szerepld elemek, mint vektor), és az &tlés eljarasbdl tudjuk,
hogy |N"| = |N| = Ng.

Ekkor viszont H is megszdmlalhaté, hiszen megszamlalhatéan sok megszémlaihaté hal-

maz unidja.

Megoldéas 2: Minden véges részhalmaznak van legnagyobb eleme. Azoknak a halma-
zoknak a szdma, amiknek a legnagyobb eleme egy fix természetes szdm véges, ezért a fe-

ladatban szerepl6 halmaz megszamldlhaté sok véges halmaz unidja, ami megszamlalhato.

Megoldas 3: Minden véges részhalmazhoz hozzarendelhetiink egy természetes szamot
a kovetkez6képpen. Ha a részhalmaz elemei névekvé sorrendben as, ..., an, akkor ehhez
rendeljiik hozzd a
2a1 3“2 .. vpﬂ‘n
n

szdmot, ahol p, az n-edik prim. A szdmelmélet alaptétele (egyértelmii primfelbontés)

miatt ez egy injektiv leképezés a természetes szamokba.

. Mi az olyan z komplex szamok halmazanak szamossaga, amikre teljesiil, hogy z - Z egész

szam?
Megoldés: Ha z = a + bi, akkor 2Z = a® + b*>. Ezért a kérdés az aldbbi halmaz

szdmossagat meghatarozni:
H= {(a,b) ca,beR, a®+ b e N}.

Ez legfeljebb ¢, mert H C R? és [R?| = |R| = ¢. Mésrészt ¢ sok olyan (a,b) part amire
mondjuk aZ + b* = 1 nem nehéz megadni: ezek egy kor pontjai. Ezért kontinuum sok

ilyen komplex szam van.

. Mi a szamossaga annak a halmaznak, melynek elemei azok a szdmok, melyek felirhatok

a + bVk alakban gy, hogy k pozitiv egész, a és b pedig racionélis szdmok?
Megoldds: Minden a + bv/k alakd szdmnak feleltessiik meg az (a,b,k) szdmhédrmast.
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Mivel a,b raciondlis és k egész, egy ilyen szdmhdrmas Q® eleme lesz, és tudjuk, hogy
|Q% = |Q| = Ro. Ezért legfeljebb megszdmlélhaté sok ilyen szdm lehetséges (bizonyos
szdmhdrmasok ugyan azt a szamot definidljak, pl. (1,0,0) és (1,0,1), de ez nem baj,
mert felsébecslést adtunk). Ennyit viszont meg is lehet adni: az a € Q és b = 0 alakd

szamok pont a raciondlisak.

. Egy valés szamot nevezziink kiszdmithatonak, ha lehet irni egy algoritmust, amellyel

minden tizedesjegyét meghatdarozhatjuk. Van-e nem kiszdmithaté valés szam? Ha van,
hény ilyen van?

Megoldas: A kiszamithaté valds szdmok halmazdnak szamossiga a definicié szerint
az Oket kiszamito algoritmusok halmazanak szdmossagaval egyenlé. Minden algoritmus
egy véges hosszi karaktersorozat (egy véges dbécét haszndlva; bizonyos karaktersorozatok
nem is kédolnak algoritmust), ezért legfeljebb annyi kiszdmithaté valés szdm van, amennyi
véges hosszu karaktersorozat. Ez utébbibdl pedig No darab van, mert megszamlalhaté
sok véges halmaz unidja. Ennyi kiszamithat6 szamot konnyen meg is lehet adni, példaul
az egész szamok mind ilyenek. Vagyis megszamlalhaté sok kiszamithaté valés szdm van

(6sszesen pedig kontinuum sok, igy a szdmok t6bbsége nem kiszadmithatd).

. Legyen [n] az els6 n természetes szdm halmaza. Mi a szdmossédga az [1] x [2] X [3] x ... hal-

maznak, tehdt annak, aminek elemei azok a végtelen a1, as, ... sorozatok, amire a; € [i]
teljesiil minden i-re?
Megoldas: € {0,1} megfelelnek N

részhalmazainak és benne vannak a feladatban szereplé halmazban is, ezért legaldbb

Az olyan ai,as,... sorozatok, melyekre a;

annyi ilyen sorozat van, amennyi részhalmaza N-nek, vagyis legalabb c.

Megmutatjuk, hogy tobb viszont nincs, amibdl az kévetkezik majd, hogy
1] x [2] x [8] x ...| =c.

Ezt dgy bizonyitjuk, hogy mutatunk egy injektiv leképezést [1] X [2] X .. .-bdl R-be. Ehhez
vegyiink egy sorozatot, amire a; € [i], {rjuk fel a;-t kettes szdmrendszerben (a megfeleld
01 sorozatot jeloljik a;-vel) és képezzik a 0.a13a23a33. .. valés szdmot. Az igy kapott
leképezés injektiv. Azért kellett kettes szdmrendszerbe atirni, hogy a 3-as szadmjegyet

hasznalhassuk ”elvalaszt6” karakternek.

Az 1 épiiletben van egy kéla automata ami kicsit hibds: ha bedobsz egy forintot, kiad
harmat helyette (az automatdt sajnos csak a SZIT tanszék munkatdrsai hasznalhatjak).
Egy forinttal indulsz, és minden korben djra bedobhatsz egy forintot azok koziil, amiket
a gép mar visszaadott. Mutasd meg, hogy ha elég ligyesen jatsszol, akkor Rg 1épés utdan
elfogy minden pénzed! Es tudsz gy jatszani, hogy pontosan 17 forintod maradjon a
végén?

Megoldéas: Bedobom az elsé egyforintost. A gép erre kiad megszdmlalhaté sok egy

forintost, legyenek ezek ai1,a1,2,.... Most a |Q| = |N| bizonyitdsit (az &tlés eljardst)

11.

12.

Most

mar van "két sornyi” megszamlalhaté sok forintosom: cikk—cakk bejarasban dobdlom

fogom mimelni: visszadobom a1,1-et. Ekkor megint kiad pénzeket: as1,a2,,....

vissza a forintokat.

Ekkor megszamlalhaté sok 1épés utan minden kiadott egyforintost elébb utébb visszadob-
tam, ezért a gépben van minden pénz. Ha azt szeretném, hogy pont 17 forintom maradjon,
akkor ugyan ezt csindlom, csak azzal a kiillénbséggel, hogy a legelsé 1épés utan félrerakok

17 forintot a kiadott Ng-bdl, és tigyelek arra, hogy ezeket soha ne dobjam vissza.

Utétorténet: sajnos az automatat a nehéz gazdasdgi helyzetre hivatkozva az egyforin-

tosok bevonasaval egyidében az egyetem vezetése kikapcsoltatta.

Nyaralas soran a Cantor Hotelben szerettiink volna megszallni, ami hirnevét annak
koszonheti, hogy megszamldlhaté sok szobdja van. Sajnos mire odaértiink mér az Gsszes
foglalt volt (nyéri szezon). Mutasd meg, hogy az igazgatd mégis el tud helyezni téged,
anélkiil, hogy barkinek el kellene hagyni a szallodat. Es ha jon még 20 vendég utanad?
Es ha megszamlalhat6 sok jon még?

Megoldas: Mindenki atmegy az egyel nagyobb sorszamu szobdba, és igy az elsé szoba
megiiresedik, mégis mindenkinek maradt hely. Ha huszan jonnek, akkor ugyan ezt kell
ismételni. Ha megszdmldlhato sok 1j vendég jon, akkor mindenki menjen at a dupla
sorszamu szobéaba. fgy az Osszes paratlan sorszdmu szoba megiiresedik. Oda pont

beférnek az 14j vendégek.

Utétorténet: sajnos ez a szélloda is cs6dbe ment azéta. Ennek az volt az oka, hogy
a k-adik szoba ]712 alapteriileti volt (igy fért el a megszdmldlhaté sok szoba a véges
alaptertiletii szigeten), és ezért az azt kibérlé vendégtdl is csak ezzel ardnyosan k% dollart
kértek egy éjszakiaért. A befolyt pénz még telt hiz idején sem volt elég, hogy kifizessék
az adodkat.

Adj meg bijekciét a kovetkezd halmazok kozott
(a) P(N) és A={f:N— {0,1}}.

(b) P(N) és B = {f : N — N}.

(c) P(N) és C = {f € B: f monoton névi}.

(d) D={f:N— N: f monoton csékkend} és N.
Megoldas:

(a) @ : P(N) — A legyen a kovetkez fliggvény:

1 haneX
0 amugy

(X)(n) —{

igy minden részhalmazhoz hozzarendeltiik az 6 karaktersztikus fliggvényét. Ez bijekcid.

(b) Legyen f : N — N egy figgvény. Ez lényegében egy természetes szamokbdl 4116
sorozat: f(0), f(1),.... Ennek megfeleltetiink egy 01 sorozatot a kovetkezéképpen: f(0)+
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13.

14.

1 darab 0-4s majd egy 1-es, majd f(1)+1 darab 0-4s majd megint egy 1-es, és igy tovabb.
Vagyis a 01 sorozatban ugy van elkdolva az eredeti sorozat, hogy az l-esek az elvilaszté
karakterek, a nulldkbdl meg annyi+1 van, amennyi a fliggvény értéke. fgy megadtunk
egy bijekciét az N — N és N — {0, 1} fliggvények kozott. Ez utdbbi fliggvények viszont

megfeleltethetéek N részhalmazainak, mint karakterisztikus fiiggvények.

(c) Vegyiink egy X C N részhalmazt és rendezziik elemeit névekvé sorrendbe: X =
{ao,a1,...}. Azért, hogy ne kelljen kiilonbséget tenni a véges és végtelen X részhalmazok
kozott, dllapodjunk meg abban, hogy ha X véges, mondjuk k elemi, akkor a, =
ak+1 = ... = 0. Ezt a halmazt elkédoljuk egy monoton fliggvénnyel a kovetkezbképpen.
Legyen fx(n) = ao + a1 + ...+ an + n. Ekkor fx monoton névé, és kiillonbozé X,Y

részhalmazokhoz més és mas fx és fy fliggvény fog tartozni.

Visszafele, ha adott egy monoton névé fiiggvény, akkor abbdl meg tudjuk hatdrozni a

hozza tartozé halmazt (vagyis az X +— fx leképezés invertdlhatd, és ezért bijektiv):
X ={f(0),f(1) = f(0) = 1, f(2) = f(1) = f(0) = 2,...}.

(d) Legyen f monoton csokkend. Ekkor egy pont utédn konstans a fiiggvény. Legyen ez
a pont mondjuk k. Legyen po, ... a primek egy felsoroldsa és rendeljiikk hozza f-hez az
aldbbi természetes szadmot:

1),

Py Opl - pf

Ez a hozzarendelés kolcsondsen egyértelmii.

Nevezziik mintagrdfnak az olyan G véges egyszerl grafokat, amiknek alaphalmaza az
{1,2,...,|V(G)|} halmaz. Mennyi a mintagrafok halmazdnak szdmossdga? Igaz-e, hogy
minden véges graf izomorf egy mintagraffal?

Megoldas: Legyen H a mintagrafok halmaza, és H, azon mintagrafoké, amik csicsai
az {1,...,n} halmaz. Ekkor H = UpenH,. Megmutatjuk, hogy minden n-re |H,| <
No. Ebbél kovetkezni fog, hogy |H| = No, mert H megszdmlalhaté sok megszamldlhatd

halmaz unidja.

Rogzitett n-re H,-nek csak véges sok eleme van, mert véges sok rogzitett pont kozott

csak véges sok féleképpen tudok behtzni éleket. Ezért |H,| < No.

Végiil, ha G egy véges egyszerl graf, akkor a cstcsait atnevezve természetes szamokra,
egy, az eredetivel izomorf grafot kapunk. Ugyhogy valéban minden véges egyszerli graf

izomorf egy mintagraffal.

Vegyiink megszamlalhaté sok f: R — R valds fliggvényt és legyen ezek halmaza F. Iga-
zold, hogy mindig van olyan valés fiiggvény, ami nem &all el F-beli fliggvények linearis
kombindcidjaként. Es ha kontinuum sok fiiggvénybél indultunk volna ki (ha |F| = ¢)?

Megoldas:

szdmsorozatnak és F egy n elemi részhalmazdnak: ha (A1,..., ) és (f1,...

Egy linedris kombindcié mindig megfeleltetheté egy n eleml valds

af”) €z

15.

16.

17.

a két halmaz, akkor a megfeleld linearis kombinacié

Rogzitett n-re a két részhalmazt |R™| és | F"|-féleképpen lehet kivélasztani. Tudjuk, hogy
|R™| = ¢ és, hogy |F"| = No, ezért &sszesen ¢ + Ng = ¢ féle n-hosszi linedris kombindcié
lehetséges. Ha most n is fut, akkor megszamlalhaté sok kontinuum méretii halmaz uniéjat
kell venni, ami kontinuum méretii marad. Azt kaptuk tehat, hogy Osszesen is ¢ darab

linedris kombinécié van.

Az R — R fliggvények halmazdnak szdmossdga viszont |P(R)| > ¢, ezért van olyan valds

fiiggvény ami nem &ll el6 linedris kombindcidként (sét, a valds fiiggvények tobbsége ilyen).

Ha |F| = ¢ lenne, akkor ugyan ezt kapnénk.

Mennyi kontinuum sok kontinuum szdmossagi halmaz unidjdnak szdmossaga?

Megoldas: ¢, és a bizonyitds ugyan Ugy megy, mint a megszamlalhaté esetben.

Hol a hiba a kévetkez6 ”bizonyitasban”? Legyen U az egyelemii halmazok halmaza, azaz
U={X:|X|=1}éslegyen V ={{Y}:Y € P(U)}. Tudjuk, hogy |U| < |P(U)| mert az
X — {X} leképezés injektiv. Ezért |P(U)| = |V| és persze V C U, hiszen V is egyelemii
halmazokbdl all. De akkor |U| = |P(U)| is igaz, vagyis mutattunk egy olyan halmazt,
amire nem igaz Cantor tétele (miszerint minden A halmazra |A| < |P(A)]).

Megoldas: Cantor tétele halmazokra vonatkozik, ezért a fenti gondolatmenettel igazabdl
azt bizonyitottuk, hogy U nem halmaz. A hiba tehat ott volt, hogy U-rél azt allitottuk,
hogy halmaz.

Egy A halmaz végtelen, ha egyetlen természetes n szdmra sem igaz, hogy |A| = |n|. Iga-
zold, hogy egy halmaz pontosan akkor végtelen, ha van olyan valédi X C A részhalmaza
amire |[A] = | X].

Megoldas: Eldszor tegyiik fel, hogy van valédi X C A, amire |A| = | X|, megmutatjuk,
hogy ekkor |A| végtelen. Legyen f : A — X egy bijekcié. Jelolje f[A] az {f(a) : a € A}
halmazt. Ekkor f[A] C A, hiszen f[A] = X, ami valédi rész volt. Legyen ag € A — f[A],
flao), a2 = f(a1) = f(f(ao0)), flan-1), ...

tagjai mind kiilonboz6ek, mert f injektiv volt (és igy az dnmagdval vett n-szeres kom-

a1 = s Qn = Ekkor az (an) sorozat
pozicié is injektivek). De akkor A-nak meg tudtuk adni egy megszdmldlhatéan végtelen

részhalmazat, tehat nem lehet véges.

A masik irdnyhoz tegyiik fel, hogy A végtelen. Ekkor van egy megszamlilhatéan végtelen
B részhalmaza is (vegyiink ki egy ao elemet, ekkor a maradék még mindig végtelen, ezért
ezt tudjuk folytatni...) Ha B-bdl elhagyunk egy elemet, mondjuk ao-t, akkor |B| =
|B — {ao}| marad, hiszen > nyilvdnval6, a < irdnyhoz pedig az f(a:;) = a1 j6 lesz.

Van tehdt g bijekcié B és B — {ao} kozott. Végezetiil ebbél csindlunk egy bijekciét A és
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A — {ao} kozott. Mivel A= BU(A—B) és A—{ao} = (B —{ao}) U (A — B), ezért a

kovetkez6 h fliggvény bijekcid lesz

ha
ha

r€B
reA—-B
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